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§  85.    Entwicklungen  für  ein  unbegrenztes  Intervall.  895 

§  85.    Entwicklungen  für  ein  unbegrenztes  Intervall. 

Alle  bisher  besprochenen  Entwicklungen  von  Functionen  einer 
Yariabeln  gelten  nur  för  ein  beiderseits  begrenztes  Intervall.  Für 
ein  unbegrenztes  Intervall  stehen  zunächst  die  Integraldarstellungen 
zu  Gebote;  wie  man  für  ein  solches  Intervall  auch  eine  Reihen- 
entwicklung erhalten  könne,  hat  P.  L.  Tschebyscheff*^^)  an- 
gegeben. Näher  sind  die  dabei  auftretenden  Entwicklungsfunctionen 
von  Ch.  Hermite*'^)  untersucht  worden.  Dieser  führt,  geleitet 
von  der  Wichtigkeit  des  Elements  c^,  die  durch  die  Gleichung: 

^,W  =  e«     -%-^.-  (1) 

definirten  Functionen  ein.    Diese  Functionen  sind  durch  die  Relation: 

f^.+i(^)  +  «^  U,{x)  +  an  U^.M  =  0  (2) 

verbunden    und    treten    auch   als  Näherungsnenner  und   Näherungs- 
zähler des  Eettenbmches: 

.     1         lo        2a        3a  ,_x 

± '- = '■ •  (3) 

-^  ax       ax       ax       ax  ^  ^^ 

auf^'*^);  auTserdem  genügen  sie  den  Differentialgleichungen: 

^n  W  -  ö^  K(^)  +  anU{x)  =  0.  (4) 

Hermite    giebt  ohne  Beweis   an,    dafs   alle  Wurzeln  der  Gleichung 
U^  =  0  reell  sind  und  zwischen  den  Grenzen: 


und 


y*^^--  (ö) 


liegen.     Die  Integraltheoreme  lauten  fQr  diese  Functionen: 
5      a  ^  (0  für  n  ^  m; 


Je    »  ■  U,{x)  U„ix)  dx  =  {   .    ,1  /2^  ^._  ..       „.      (6) 

—  90 


a**«.'!/—  für  n  =  m; 


sie    ergeben    sich    durch    partielle    Integration.      Mit    Hilfe    dieser 
Integraltheoreme   läDst   sich,    wie   Hermite   sich  ausdrückt,   „im   all- 


4396)  Par.  CR.  68,  1864,  p.  93.  Hermite  nimmt  zunächst  a  =  2; 
p.  96  bemerkt  er,  zuweilen  sei  ea  zweckmäfsig,  a  willkürlich  zu  lassen. 
p.  267  ändert  er  die  Vorzeichen  der  U  mit  ungeradem  Index.  Beweise 
der  von  Hermite  ohne  Beweis  angegebenen  Sätze  z.  Tl.  bei  H.  Kiehl, 
DisB.  Gryphisw.  1866. 

4397)  Wegen  des  Beweises  vgl.  man  die  eben  erwähnte  Dissertation 
von  H.  Kiehl,  §  6,  p.  21,  sowie  Fr.  Weiner,  Progr.  Wien  1899,  §  3,  p.  7. 
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gemeinen"  jede  Function  F(x)  in   die  Reihe   entwickeln,    eine   der 
Form  £Ä  U^y  mit: 


'n  ^  n' 

OD 


W  ^n'J^Vf„fe-^''Fi.)ü.{.)ä. 


—  00 


(vgl.  §  82  (73));  als  Beispiel  führt  er  an  (für  a  —  2): 

2  CO»  a«  -  «•-'2  ^'Zf  ^t.' 


(8) 


-»»V     (-1)"»*""*"^      TT 


Eine  Note  verweist  auf  die  Analogie  dieser  Polynome  zu  demjenigen, 
die  aus  den  Eettenbruchentwicklungen  von: 

entstehen: 

(10)  ^fi  =  2  cos  (n  arc  cos  y)  » 

sin   (n  -f  4^)  arc  cos  — 

(11)  U,-^--^ ^=r^, 

sin    arc  cos  — 

sowie  zu  den  Lame'schen  Polynomen. 

Bald  darauf  giebt  Hermite  auch  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
ü^  für  einen  beliebigen  Wert  von  a*'*®). 

Auch  sucht  er  einen  asymptotischen  Ausdruck  für  das  all- 
gemeine Glied  der  Entwicklung  (7),  unter  Benutzung  der  Methode 
von  Laplace *•**),  er  findet^'**): 

/io\     A   T-       l/«    ^fcos(d?yän)       1     r^  (cos  (ä Van)] 

^    ^  l  sin  (^0?  yan)       ^  y^         Um  [x  yan)  ] 

je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Femer  macht  er  unter 
Hinweis  auf  Bienaymi*®*^)  darauf  aufinerksam,  dafs  diese  Ent- 
wicklungen zu  demjenigen  gehören,  die  Interpolationsformeln  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  geben.  Endlich  weist  er  auf 
das  gelegentliche  Vorkommen  der  U  bei  Sturm  *''*^)  hin. 


4398)  Par.  C.  R.  68,  1864,  p.  266. 

4399)  nr.  3,  p.  271.     Hermite  citirt  conn.  des  temps  1827,  was  ein 
Versehen  sein  mufs. 
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„für  alle  z  von  —  c»  bis  +00  und  fftr  alle  x  endlich  bleibt'*  **®^). 
Als  Beispiele  giebt  er^^)  auliier  (8)  die  Entwicklungen  von  ^*  and 
c**^  (die  letztere  convergire  nur  fttr  h  <  \a)^  sowie  die  von: 

F.  G.  Mehler*^')  gelangt  zu  den  ü^  durch  einen  Grenz- 
übergang von  den  ültrakugelfonctionen  aus.  Ist  in  dem  ver- 
allgemeinerten Poisson'schen  Integral  (§  84,  77)  die  Dichügkeits- 
fnnction  U  von  den  Yariabeln  x^^\^  ^r+s^  •  .  m  ^\y  unabhängig,  so 
kann  man  die  Integrationen  nach  0:^^.9,  ...,  a;jy  ausfahren.  Führt 
mun  dann  neue  Variable  ein  und  l&Ist  N  ins  unendliche  wachsen, 
während  v  seinen  Wert  beibehält,  so  geht  das  bitegral  über  in: 

wo: 

(20)     J  =  {1-q')    »    eip  |--^^ ^^-:^ 

(21)  y-2y.*- 

Durch  die  Substitution: 

(22)  y^^gx,+  YT^*g, 

findet  man,  dafs  dieses  Integral  sidi  fOr  lim^>«l  der  Ghrenze 
J^(«i, .  . .,  jCy)  ntiiert,  „wenigstens  sicher  dann,  wenn  F  für  alle 
endlichen  Werte  der  Yariabeln  endlich  und  jP(ff|, .  .  .,  o;,)  nidit 
vieldeutig  ist**.  Andererseits  kann  man  J  in  die  Reihe  £J^q^ 
entwickeln;  wenn  die  durch  EinfHhnmg  dieser  Entwicklung  sidi 
ergebende  Entwicklung  von  (19)  für  ^  =■  1  noch  convergirt,  er- 
hält man: 


4406)  Das  Wort  „endlich' <  würde  hier  einer  Erläuterung  bedürfen; 
auch  müTste  untersucht  werden,  unter  welchen  (Jmständen  die  von  Eiehl 
hier  vorgenommenen  VertauBchungen  der  Reihenfolge  von  Grenzübergängen 
zulässig  sind.  Eiehl's  Beweis,  dafs  eine  solche  Entwicklung  nur  auf  eine 
Weise  möglich  sei,  beruht  auf  gliedweiser  Integration  (§  4,  p.  42);  auch 
sein  Versuch,  die  Zulässigkeit  gliedweiser  Differentiation  einer  solchen 
Reihe  unter  bestimmten  Voraussetzungen  zu  beweisen  (g  6,  p.  4S),  giebt 
zu  Bedenken  Anlafs. 

4406)  §  7,  p.  46. 

4407)  J.  f.  Math.  6«,  1866,  §  6,  p.  172. 


wo: 
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F  -^  ^,,  (23) 

OB 

—  00 

eine  ganze  Function  der  x  ist  und  der  Differentialgleichung: 

^mX^+^^'-Ä^''-'-^)-«  (25) 

genügt.  Femer  kann  J  als  Product  IIE{x^^  y^  dargestellt  werden,  wo: 

E(x,y) \-^^J-J-L^^  J  e-('-*^-('^i>'^dt     (26) 

der  Differentialgleicbung: 

«*lf-2-ll+0-«  («^) 

genügt.     Durch   die  Entwicklung  der  Exponentialgröfse  erhftlt  man: 

E-^^^^'^'^i  (28) 

diese  xf'^\  y^^^  unterscheiden  sich  nur  durch  Zahlenfactoren  von 
Hermite's  U^{x)y  Ujjjf),  Weiterhin  g^eht  Mehler  noch  einige  diese 
Functionen  betreffende  Formeln,  namentlich  ihre  Darstellung  durch 
die  bestimmten  Integrale: 

OD 

I7,(«)  -  -^  je-  <'-"'*  r  dt  (29) 


—  CO 


und   mit  deren  Hilfe  eine  neue  Ableitung  des  asymptotischen  Aus- 
drucks (12)**^. 

Gram^^^)  erhält  diese  Entwicklungen,  indem  er  von  dem 
Ansätze  e"^  Za^x^  ausgeht  und  e^  als  Ausdruck  für  das  Gewicht 
nimmt **^).  Ebenso  führt  ihn  der  Ansatz  e"*  Za^x^  mit  0(x)  =  e^ 
auf  Entwicklungen  nach  den  Functionen^^^): 

»,(^)°'*'^y^-  (30) 


4408)  p.  176. 

4409)  Dias.  Eopenh.  m,  nr.  8,  p  67;  J.  f.  Math.  94,  p.  64. 

4410)  nr.  «,  p.  60;  J.  f.  Math.  p.  61.    Vgl.  ♦••>). 

67  • 
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G.  H.  Halphen^^^)  leitet  aus  seinen  allgemeinen  Resultaten 
speciell  für  die  Entwicklungen  nach  den  Hermite'sclien  Polynomen 
folgende  Sätze  ab:  Wenn  0(z)  eine  Function  bedeutet,  die  mit  ihren 
Ableitungen  an  beiden  Integrationsgrenzen  verschwindet,  so  kann 
man  die  Entwicklung  der  k^^  Ableitung  von  f(x)  zunächst  folgender- 
mafsen  schreiben: 

(31)  f^'Kx)  =2  (-  1)-  U,ix)Je^')(z)  f(z)  dz; 

Die  Summe  der  m  ersten  Glieder  der  Reihe  lasse  sich  dann  durch 
das  Doppelintegral  ausdrücken**^*): 

(32)   i-ir  ffü^ix  +  y-z)e^-^%y)f(z)dydz    J' "  ^J  J""""'^^^' 

JJ  {x—y){x-'Z)>0, 

indem  man  sie  aus  diesem  durch  wiederholte  partielle  Integration 
erhalten  könne.  Im  Falle  der  Hermite'schen  Polynome,  für  die 
0{e)  =  6~**  sei,  lasse  sich  an  diesem  Integral  der  Grenzübergang  zu 
m  «  oo  leicht  ausführen;  man  erhalte  die  Reihensumme  in  derselben 
Form  wie  bei  den  harmonischen  trigonometrischen  Reihen.  Anderer- 
seits könne  man,  da  die  U^  eine  Stürmische  Folge  bildeten,  in 
diesem  Falle  auch  die  Methoden  von  Darboux  anwenden.  Dann 
giebt  er  Verallgemeinerungen:    Ist**^*): 


00 

(33)  Ö(r)=  /e-^^'^cosjerwdw 


—  00 


und  werden  die  Entwicklungsfunctionen  durch: 
(34)  ^ef'+<->>"''«*"=2'^«.(^)£" 

m 

oder: 

OD 

m  _oo 

definirt,  so  ergiebt  sich: 

QO 

(36)  fix)  -  2*  (-  ^)'"  ^» W/<^"" W  ^W  «*«' 


m  _ao 


wenn  die  Function  f{x)  den  Bedingungen  der  Fourier'schen  Integral- 
formel genügt.     Es  sei  aber  zweifellos,  dafs  diese  Entwicklung  weiter 


4411)  Darb.  Bull.  (2)  5,  1881,  nr.  18,  p.  483. 

4412)  p.  484.         4413)  nr.  20,  p.  486. 
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reiche  als  das  Fourier'sche  Integral,  und  dafs  schon  die  Existenz 
der  rechts  auftretenden  Integrale  eine  hinreichende  Bedingung  ftlr 
sie  sei.  Für  n  =  1  könne  man  die  eine  Integration  ausführen  und 
erhalte  dann  die  von  Hermite  benutzte  Form. 

P.  Appell^^^)  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  auch  diese 
Hermite'schen  Polynome  sich  als  Grenzfälle  von  hypergeometrischen 
Functionen  auffassen  lassen,  nämlich: 


e'     -^— '-  =Jnn  —^,r^—  F (a+n,  -n,  -±-,  \(l+^)}  (2 

J.  Deruyts  specialisirt  ebenfalls  seine  allgemeinen  Unter- 
suchungen*^^) u.  a.  auch  für  die  Hermite'schen  Polynome.  Er 
erhält  zunächst  Formeln  für  die  ümkehrung  gewisser  bestimmter 
Integrale**^*),  dann  eine  Formel **^*),  die  für  diese  Entwicklungen 
dem  Parseval^schen  Satze  *^^)  entspricht,  endlich  als  Analogen  zu  der 
Gleichung  §  83  (29)  von  Darboux  die  folgende: 

,^j  (n  —  p)!  ^^  n!  a  x  —  y  ^     ^ 

und  damit  einen  Ausdruck   der  Summe  der  m  ersten  Beihenglieder 
durch  ein  bestimmtes  Integral,  nämlich: 


OD 


-,-  ^/  N  ^»(*)  f^.+i(y)-f^»+i(*)  ^niy) 


-=    je    «  F(y)     *        "*^     "-^^  dy.      (39) 


—  CO 


Eine  Abschätzung  der  Maxima  der  absoluten  Beträge  der  U^ 
giebt  L.  Maurer**^^). 

Zum  Intervall  (0  •  •  •  <x>)  gehörende  Polynome  treten,  abgesehen 
von  der  vorübergehenden  Erwähnung  bei  Tschebyscheff*®^^),  bei 
Gram*^*^),  dann  bei  Gelegenheit  einer  auf  ganz  andere  Fragen 
gerichteten  Untersuchung  von  N.  Sonin  auf;  nämlich  als  Coefficienten 
der  Entwicklung**^®): 


4414)  J.  de  math.  (3)  8,   1882,  nr.  29,  p.  215.    Ähnlich  J.  Deruyts, 
Lidge  mäm.  (2)  14,  1888  (vom  Mai  86),  p.  3. 

4415)  Brux.  m^m.  cour.  4,  47,  1886,  nr.  5,  p.  13. 

4416)  nr.  6,  p.  15.         4417)  Math.  Ann.  47,  1896,  nr.  4,  p.  271. 
4418)  Math.  Ann.  16,  1880,  nr.  40,  p.  41. 
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Es  ergiebt  sich  für  sie  der  Ausdruck: 


(41) 


n       ^  J^    l\  (»  —  i)!  («  +  II  —  V)\   ' 


Indem  Sonin  diese  Eutwiddungen  in  eine  für  die  Cjlinderfundionen 
geltende  Integralrelation  einsetzt,  erhält  er  für  sie  das  Integral- 
theorem: 


00 

(42)   re"x'^Tl"'\x)Tl'^\x)dx 


0  für  n  +  v, 


r(ii+i)r(jw+ii— 1)  ^  »»-»v; 


femer  g^ebt  er  die  Becursionsformeln: 


(43) 


(44) 


(m  +  n+1) 


dT 


(m) 


»+1 


r(m) 


dT 


(m) 


dx 


«-1 


"  dx 


.(»») 


«"-*        d{x'^)      « 


und  gewinnt  aus  ihnen  die  Differentialgleichung: 


(45) 


2"' -  (l  -  ÜÜ-+i)  2"  +  - T  -  0. 

\  X        /  X 


Er  bemerict,  dafs  die  Integraltheoreme  zur  Bestimmung  der  CoefQ- 
cienten  in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach  diesen 
Polynomen  dienen  können;  als  Beispiele  giebt  er  die  Entwicklung 
von  <^'  und  die  (abbrechende)  von  of .  Aus  der  ersteren  folgert  er 
noch,  dafs  diese  Polynome  auch  als  Coefßcienten  der  Entwicklung: 

(46)     (1  +  «)-- '  exp  i^'A  -2  ^(«  +  «  -  1)  T':\x)  «" 

n  =  0 

definirt  werden  köonen****). 

Andererseits  erhält  er  für  die   Coefficienten  der  Entwicklung: 

die  Integralrelationen****): 


4419)  p.  42.         4420)  nr.  41,  p.  48. 
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00 


—  X 


0   für  v  +  fi,  (48) 

für  «  «  V 


([•]+. )r([i±i]+t+.) 


([x]  bedeutet  die  gröilste  ganze  Zahl,  die  ^  x  ist).  Für  c  -» 0 
fallen  diese  Functionen  mit  den  Hermite'schen  U^  zusammen;  ttbrigens 
gilt  für  sie: 

I7<'i(x)  =  r('-i)(*«).    d<'>^,(x)-t('H)(*«).      (49) 

Bei  B.  Badau^^^)  werden  die  T^    zu  meohanischer  Quadratur 
benutzt  (vgl.  §  88). 

L.  Gegen  bau  er****)  bringt  Sonin's  Differentialgleichung  (46) 
auf  die  Form: 

(<-*a^+*r)'+  «e-*a:'T«=  0;  (50) 

indem  er  dann  noch  die  Becursionsfbrmel: 

-it  -  ^-V  (51) 

benatzt,  erhält  er  für  die  T  den  Ausdruck  durch  einen  Differential- 
<|uotienten: 

^rC-)  =  r(n  l'i'rfnT+n  +  X)  £  «''"'^^"^       ^''^ 

Er  schliefst  daraus,  dafs  jede  im  Intervall  (0  •  •  •  oo)  n-mal 
differentürbare  Function,  für  welche: 

lim  [«~+ VW]  =0,       lim  [e"ar^''(p(x)]  =  0  (53) 

isty  die  Eigenschaft  hat,  dafs: 


oo 


0  0 

ist,   also  speciell  »  0,  wenn  q>  eine   rationale  ganze  Function  von 


44S1)  Par.  C.  B.  97,  1888,  p.  167. 
4422)  Wien.  Ber.  95, ,  1887,  p.  274. 
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niedrigerem  als  dem  «*®°  Grade  bedeutet.  Weiter  giebt  er  Sätze 
über  bestimmte  Integrale,  in  welchen  solche  T^  neben  Cylinder- 
fimctionen  auftreten,  dann  allgemeinere  Integraltheoreme,  in  welchen 
T  mit  verschiedenen  oberen  Indices  nebeneinander  auftreten***'), 
sowie  einen  Beweis  der  speciellen  aus  der  Differentialgleichung.  Er 
schliefst  aus  ihnen,  dafs  die  T  von  den  Näheningsnennem  der 
Eettenbruchentwicklnng  von: 

xTdz 


(«)  /^ 


z 
ö 


sich  nur  durch  numerische  Factoren  unterscheiden**^);  daraus  erhält 
er  Becursionsformeln  und  Sätze  über  die  Lage  der  Nullpunkte  dieser 
Polynome,  sowie  Determinantendarstellungen.  Schliefslich  stellt  er 
neben  die  T  noch  Functionen  /S****),  die  mit  den  Näherungszählem 
der  genannten  Eettenbruchentwicklnng  in  Beziehung  zu  stehen 
scheinen. 

Durch  Badau's  Note**")  veranlafst  hat  J.  Deruyts****)  diese 
Polynome  noch  einmal  vorgenonmien  und  die  Integraltheoreme  für 
sie   abgeleitet.     Er  giebt  noch  die  zweite  Darstellung  (neben  (52)): 


,(m)/  X ,   ^    d^ 


+  n 


(56)  2^""(x)  -  const.  e' -jg;^^  [e-'^\. 

An  anderer  Stelle***^)  erwähnt  Deruyts  auch  noch  die  Polynome: 

(57)  x-Pe^-^  (ir"+'e-«*). 

dx 

J.  Rajewski***®)  giebt  aufser  dem  Integraltheorem  (42)  auch 
noch  das  folgende: 

0  für  m  +  ^i  y>w  +  «, 


(58)   j\ 


r(l  +  n)r(l  +  y— n)^^  ^. 


0 
dabei  ist: 

r(n+l)r(y-n+l)  «* 


/lioN       ^     -Vr-lV r(n+l)r(y~n+l)  ^ 

\P^)       Wm  — ^  '^      ^)   r{n  —  k"+  1)  r(y  —  n  -  it  +  1)  *.' 


4423)  p.  278.         4424)  p.  279.         4425)  p.  284. 

4426)  Li^ge  m^m.  (2)  14,  1888  (yom  Mai  86);  nr.  8,  p.  9. 

4427)  Bruz.  m^m.  cour.  4^  48,  1886,  nr.  14,  p.  20. 

4428)  Erak.  Ber.  20,  1890,  p.  272;  mir  nur  durch  das  Referat  F.  d. 
Math.  22,  p.  296  zug^glich. 
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§  86.     Verschiedene  specielle  Entwicklungen  für 
Functionen  einer  Variabein. 

Von  anderen  speciellen  Entwicklungen  von  Functionen  einer 
Variabeln  seien  zuerst  die  sehr  eigentümlichen  von  A.  Töpler****) 
erwähnt  Töpler  scheint  die  gesamte  in  diesem  Abschnitte  be- 
sprochene Entwicklung  nicht  zu  kennen,  sondern  stellt  direct  an 
Fourier  anknüpfend  die  Frage:  kann  man  nicht  noch  andere  Zer- 
legungen einer  zusammengesetzten  Schwingung  in  Teilschwingungen 
erhalten,  wenn  man  statt  der  einfachen  harmonischen  Schwingung 
irgend  welche  andere  Teilbewegung  zu  Grunde  legt?  Dabei  will  er 
beibehalten,  dafs  die  höheren  Entwicklungsglieder  aus  dem  ersten 
dadurch  hervorgehen,  dafs  man  einfach  x  durch  mx  ersetzt.  Dem- 
gemäls  geht  er  davon  aus,  dafs  man  aus  jeder  beliebigen  Function 
f{x)  eine  periodische  Function  ableiten  kann,  indem  man  bildet: 

y  =  ±r(±(^-2«M)),  (1) 

WO  [x]  die  an  x/2n  nftchstgelegene  ganze  Zahl  bedeutet  und  das 
obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  x/2  7t  gröfser 
oder  kleiner  als  [x]  ist.  An  etwa  dadurch  eingeführten  Sprung- 
stellen legt  er  der  Function  y  den  Wert  0  bei.  Eine  solche 
Function  läfst  sich  dann  entwickeln  in  die  Sinusreihe: 

y  =^  a,  sin  nx,  (2) 

n 

Sei  nun***^): 

-^C^)  ^2  ^n  sin  nx\  (3) 

dann  kann  man  für  diese  Function  eine  Entwicklung: 

F(x)  =2*  ^»y™  (4) 

nach  den  Functionen: 

y^^^a^ainmnx  (5) 

fi 

gewinnen,  indem  man  einsetzt,  die  Sunmiationsreihenfolge  umkehrt 
und  die  Coefficienten  der  Sinus  gleicher  Vielfacher  von  x  vergleicht. 
Auf  die  Frage,  unter  welchen  umständen  das  erlaubt  sei,  giebt  er 
zunächst**'*)  zur  Antwort:  jedenfalls  dann,  wenn  die  Beihe  ^|-4^| 

4429)  Graz.  Mitt.  1872,  p.  64;  Auszug  Wien.  Anz.  1872,  p.  64. 

4430)  §  2,  p.  68. 

4431)  §  3,  p.  71.  §  6,  p.  98  bemerkt  er:  die  Darstellung  sei  jedenfalls 
nicht  möglich,  wenn  die  darstellende  Function  streckenweise  Null  ist,  die 
darzustellende  nicht. 
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convergirt;  zum  Beweis  beruft  er  sich  darauf,  dafe  die  y^  eine 
gemeinsame  obere  Schranke  haben.  Ferner  teilt  er  eine  Bemerkung 
YOQ  L.  Boltzmann  mit,  der  zufolge  man  jede  Function  nach  diesen 
y^  entwickeln  könne,  wenn  man  imstande  sei,  sie  nach  den  sintio; 
und  ainx  nach  den  y^  zu  entwickeln.  Weiterhin  führt  er  einige 
Beispiele  durch  und  erläutert  sie  durch  Figuren;  sie  betreffen  die 
FäUe: 

(6)  m-T^     F(a.)  =  |-^»«), 

X       fttr  0  <a;<~, 

(7)  f{x)^  ^  2'      l^(^)  =  8in^**^, 

n  —  x     „Y<ar<Ä, 

dann  „ein  Beispiel,  für  welches  die  Ableitung  von  §  2  nicht  aus- 
reicht", nämlich****): 

(8)  /*(«)- T'     •f'(*)-8ii»a;, 

einige  Beispiele  mit  Discontinuitäten***^);  u.  s.  w.  Schliefslich 
spricht  er  die  Vermutung  aus,  solche  Beihen  könnten  vielleicht  in 
der  Zahlentheorie  praktische  Dienste  leisten***^. 

In  entsprechender  Weise  behandelt  er  auch  Cosinusreihen***') 
und  Beihen  mit  Gliedern  beider  Arten***®).  Endlich  deutet  er 
Oonsequenzen  für  die  physikalische  und  die  physiologische  Akustik 
an***»). 

Einige  Jahre  später  folgt  noch  die  Bemerkung***^),  dafs  der 
von  ihm  wiedergefundene  Bessel-Plarr'sche  Satz  über  das  Minimum 
der  Fehlerquadrate  ^^'*),  *"*)  für  alle  diejenigen  Entwicklungen 
Gültigkeit  behält,  für  welche  die  Integralrelationen  (§  52,  12)  gelten, 
aber  nicht  fOr  die  zuletzt  besprochene  Classe  von  Entwicklungen. 

P.  Appell***^)  untersucht  überhaupt  Folgen  von  Polynomen  Ä  j 
die  durch  Gleichungen  der  Form: 


4432)  §  4,  p.  77.         4433)  p.  81.         4434)  p.  87. 
4435)  p.  92.         4486)  §  5,  p.  98.         4487)  §  6,  p.  99. 
4488)  §  7,  p.  104.         4489)  §  8,  p.  112. 

4440)  Wien.  Anz.  18, 1876,  p.  207.  —  Für  die  Eugelflächenf^ctionen  von 
zwei  Variabeln  ist  dieser  Satz  von  G.  H.  Darwin,  Mess.  of  math.  6,  1877, 
p.  165  im  AnBchlufB  an  Toepler  noch  specieU  behandelt  worden;  zum 
Schlafs  bezeichnet  er  als  zweifellos,  dafs  auch  für  die  beste  Approximation 
für  einen  Teil  der  Kogelfl&che,  unter  Benutzung  von  „proper  harmonics 
of  fractional  or  imaginary  Orders' \  ein  entsprechender  Satz  g^te. 

4441)  Ann.  4c.  norm.  (2)  9,  1880,  p.  119. 
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^  =  «A.-x  (9) 

sich  auseinandflr  ableiten.     Ihr  aUgemeiner  Ausdruck  ist: 

dabei  b&ngen  die  a,  nur  von  ihrem  eigenen  Index,  nicht  von  n  ab. 
M.  a.  W. ***«):   es  ist: 

Appell    nennt    daher,    mit    einer    kleinen    Abweichung    vom    sonst 
üblichen  Sprachgebrauch: 


o(Ä)  — Va^Ä"  (12) 


die  erzengende  Function  der  Ä.  Dabei  gilt  nicht  nur  der  Satz: 
Sind  Ä^y  B^  die  zu  den  erzeugenden  Functionen  a(A),  b(h)  ge- 
hörenden Polynome,  so  gehören  zu  la(h)  -f  f*^(^)  ^i®  Polynome 
lA^(jr)  4-  fiB^(x);  sondern  auch  der  folgende*^.  Ersetzt  man 
in  Ä^  jedes  of  durch  -B^,  so  entstehen  Polynome  C^,  die  zu  a(Ä)6(Ä) 
als  erzeugender  Function  gehören;  dieselben  Polynome  werden  also 
auch  erhalten,  wenn  man  umgekehrt  in  den  B^  jedes  x^  durch  Ä^ 
ersetzt.     Appell  schreibt,  um  diese  Beziehung  auszudrücken: 

Cn-i^BU  (13) 

man  könne  sie  als  eine  Multiplication  auffassen  und  dazu  ent- 
^rechend  Division  und  Potenzirung  definiren.  Dann  fElhrt  er  einige 
Beispiele  an:  für  a(k)  =»  1  —  ä  wird  Ä^^  a^  —  naf^~^'^  für 
a(h)  =  (1  —  Ä)-i  wird  Ä^  =  af;  für  a{h)  =  c"*'  erhält  man 
Polynome,  die  in  die  U  Hermite's^^*)  übergehen,  wenn  man  x  durch 
—  2x  ersetzt     Für  die  letzteren  ist  also: 

iü''),~m'/>U,{x/}^).  (14) 

Hierauf  definirt  Appell  die  zu  da(h)/da  als  erzeugender  Function 
gehörenden  Polynome  {dÄ\  durch  die  Gleichung****): 

(dAX=A,^,-xÄ,.  (15) 

Genügt    dann    a(h)    einer   linearen    Differentialgleichung    mit    in    h 


4442)  nr.  2,  p.  120.         4443)  nr.  8,  p.  121.         4444)  nr.  6,  p.  126. 
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nftäottäklen  Coefficienten,  so  erhält  man  daraus  eine  Relation  zwischen 
*i^,  V*'-^\>  0'*-^)«»  •  '  "I  ^®  ^*^  einerseits  in  eine  Becursionsformel 
iMX  B^rechnang  der  Ä  auseinander,  andererseits  in  eine  lineare 
IMfferentialgleichnng  ftlr  das  einzelne  Ä^  umsetzen  kann^^^).  Ist 
speoiell  a(/i)  « -F(a, /3,  y,  ä),  so  genügt  das  zugehörige  Polynom 
einer  linearen  Differentialgleichung  3.  0. 

Die  Umkehrung  dieser  Operation  läfst  sich  als  eine  Art  von 
Integration  auffassen***^). 

Wird  in  einer  nach  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihe  F(x) 
jedes  x^  durch  Ä^  ersetzt,  so  entsteht  eine  neue  R«ihe,  die  Appell 
mit  F(ä)  bezeichnet***').  Genügt  F(x)  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  Constanten  Coefficienten,  so  genügt  ihr  F(Ä)  auch; 
z.  B.  ist  sin  (-4)  =  A  sin  rr  +  ft  cos  a:.  Genügt  allgemeiner  F(x) 
einer  solchen  Gleichung,  deren  Goefficienten  rationale  Functionen 
von  X  sind  und  deren  linke  Seite  sich  nach  Potenzen  von  x  mit 
positiven  ganzen  Exponenten  entwickeln  läfst,  so  genügt  F(Ä)  einer 
Gleichung  derselben  Art****).  Man  könne  auf  diese  Weise  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  bilden,  denen  Polynome  genügen. 

Reihenentwicklungen  nach  solchen  Polynomen  behandelt  Appell 
nur  für  den  Fall,  dafs  es  sich  lediglich  um  die  Umordnung  einer 
Potenzreihe  handelt****).  Sind  die  Polynome  speciell  so  beschaffen, 
dals  man  eine  Function  qp(n)  des  Index  angeben  kann,  für  die  der 
Grenzwert: 

(16)  i^..pt)  =  ^(-) 

existirt,  so  läfst  sich  diese  Function  f(x)  sicher  nicht  nach  diesen 
Ä^  entwickeln**^). 

Endlich  giebt  er  noch  Andeuttmgen  über  Bestinmiung  von 
asymptotischen  Werten**^^)  und  über  Ausdehnung  auf  Functionen 
von  mehreren  Variabein****). 

H.  Liauti***')  hat  sich  mit  folgendem  Interpolationsproblem 
beschäftigt:  Eine  rationale  ganze  Function  y  soll  so  bestimmt  werden, 
dafs  die  Mittelwerte: 


4445)  nr.  6,  p.  126;  Beispiele  nr.  7,  p.  127. 

4446)  nr.  9,  p.  180.         4447)  nr.  12,  p.  133. 

4448)  nr.  13,  p.  134.    Appell  führt  die  Rechnung  für  die  U„  Hermite's 
durch. 

4449)  nr.  11,  p.  132.         4460)  nr.  18,  p.  142. 
4461)  nr.  19,  p.  142.         4462)  nr.  20,  p.  143. 

4453)  J.  de  math.  (3)  7,  1881,  p.  186;  Auszug  Par.  C.  R.  90,   1880, 
p.  1404. 
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1 
Y^=-^  f  —^dx     (r  =  o,i,«,.  ,n)  (17) 

c/      uX 
-1 

Torgegebene  Werte  annehmen.     Wird: 

eingesetzt,  so  ergeben  sich  znr  Bestimmung  der  A  Gleichungen  der 
Form: 


in  welchen  die  K  numerische  Coefficienten  bedeuten;  man  erhält 
also  für  y  einen  Ausdruck  der  Form: 

y  -  Y^P,(x)  +  Y,P,(x)  +  .  • .  +  T,P,{x).  (20) 

Dabei  bedeuten  die  P  rationale  ganze  Functionen  von  x^  die  von 
den  gegebenen  Werten  Y  unabhängig  sind  und  deren  Grad  durch 
ihren  Index  bezeichnet  ist;  er  nennt  sie  poljnomes  auxiliaires.  Um 
sie  zu  bestimmen,  setzt  er  diesen  Ausdruck  von  y  in  die  Bedingungs- 
gleichungen (17)  ein****);  da  die  entstehenden  Gleichungen  un- 
abhängig von  den  speciellen  Werten  der  Y  bestehen  müssen, 
ergiebt  sich: 

0  für  v  =  0,1,2,...,  ^-1, 

1  „     V  =  ft. 


-1 


Diese  Gleichungen  sind  unabhängig  vom  Grade  n  der  Function  y, 
die  man  bestinmien  will,  nur  abhängig  vom  Grade  von  P  selbst; 
auch  ergiebt  sich  aus  ihnen,  dafs  dP Jdx  denselben  Bedingungen 
genügen  muls,  wie  P^_i.     Daraus  folgt,  dafs: 

dP 

f*  dx 


Pu ^  (22) 


ist,   dals   also   diese   Polynome   zu  der  von  Appell***^)   behandelten 
Classe  gehören.     Wird**"): 

p   =B  —4-B     ^"^    +  . .  •  (23) 


4454)  nr.  2,  p.  189.         4465)  nr.  3,  p.  192. 
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gesetzt,  so  findet  man: 

(24)  ^=1,     B,^0 

und  die  Recursionsfoimeln: 

7r  +  öA)!  +  ---+      *;.  =  0    fttr  unger.  ^. 

Die  B  mit  ungeradem  Index  sind  also  alle  Null,  die  mit  geradem 

sind   die  Coefficienten  der  Entwicklung  von  x  @ec  x  nach  Potenzen 

von  X,  also  die  P    mit  geradem  bezw.  ungeradem  Index  selbst  die 
Coefficienten  der  Entwicklung  von: 


nach  Potenzen  von  x^  abgesehen  von  dem  Factor  n/;  oder  auch: 
die  sämtlichen  P  sind  die  Entwicklungscoefficienten  von: 

L&ut^  giebt  noch  einige  weitere  Eigenschaften  von  ihnen  an^^*): 
abgesehen  von  i^  und  P^  verschwinden  die  von  ungeradem  Index 
an  den  beiden  Enden,  die  von  geradem  jede  zweimal  im  Innern  des 
Intervalls  (—  1  •  •  •  +  1);  andere  Nullstellen  haben  sie  in  diesem 
Intervall  nicht.  Auch  sind  ihre  übrigen  Nullstellen  nicht  einmal 
notwendig  immer  alle  reell;  z.  B.  hat  P7  vier  leicht  angebbare 
complexe  Nullstellen. 

Auch  G.  H.  Halphen  hat  sich  im  Anschlufs  an  Appell  und 
L^aute  mit  dieser  Art  von  Entwicklungen  beschäftigt^^^.  Er  zeigt 
zunächst ^^:  Bestehen  zwischen  den  GröÜBen  a,,  x^  die  Relationen: 

(28)  2  «'<  "  *^ 


» 


für  Ä  =  0,  1,  2, .  .  .,  Ä  —  1,   aber  nicht  mehr  fftr  Ä  «  Ä,  so  kann 
man    die    in    den  Ä^  noch  willkürlichen   Gröisen  auf  eine  Art  so 

in 

bestimmen,  dafs: 

(29)  y,  a,^„(«,)  -  0 


r 


4456)  nr.  5,  p.  196. 

4457)  Darb.  Ball.  (2)  5,  1881,  p.  462;  Auszug  Par.  C.  R.  98,  1881,  p.  781. 

4458)  nr.  2,  p.  464. 
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Halphen  führt  dann  den  Grenzübergang  von  der  Summe  (32) 
zum  Integral  aus****);  er  erhält  so  folgenden  Satz:  sei  0(z)  eine 
beliebige  Function  imd: 

(38)         ^-^  =Je{z)z^dz  =  0  für  ^  ==  0,  1,  2,  .  .  .,  Ä:  -  1, 

aber  nicht  mehr  für  f*  =*  Ä?; 
wird  dann: 


gesetzt,  so  ist: 


fi^){x)  =  ^je{z)f^){z)  dz  .  A^{:c) 


(40) 

+  C  Ce{z)  {x  —  z)A^{tx  +  Z'-  tz)  f^'^+^^tz  +  x  —  tx)  dt  dz. 

0 

Soll    also    f(x  +  yi)    nach    den    Ableitungen    von    V  (y)    entwickelt 
werden,  so  bestimme  man  0(z)  aus  der  Gleichung: 

(41)  fe(z)fix  +  y)de^V(y). 

Andererseits  kann  man  die  Sache  auch  umgekehrt  so  ansehen,  dafs 
diese   letztere  Aufgabe   dadurch   gelöst  wird,  daüs  man   V(y)  in  die 

Potenzreihe     £fi^-^     entwickelt     und     dann     f(x)'='£fi^Ä^{x) 

Ulf 

nimmt****). 

Halphen  hat  in  dieser  Abhandlung  auch  schon  bemerkt***^), 
dafs  Leaut^'s  Polynome  zu  den  Bemoulli'schen  Functionen  in  naher 
Beziehung  stehen.  Diese  Bemerkung  ist  später  von  P.  Appell****) 
ausgeführt  worden;  er  giebt  für  sie  die  folgenden  Ausdrücke: 

,     .    Pg^      =(- 1)''2  {cosa;— 2-*«     cos2a;  +  3-*"      cos3a:  — H }, 

Pg,^i=(-  1)'»2  {sinrr  — 2-«"-*sin2a?+3-*'-*sin3a?-  +  "-}, 

wenn  (—  tc  •  •  •  +  ^)  das  Intervall  ist. 


4468)  nr.  16,  p.  480;  Par.  C.  R.  98,  1881,  p.  883. 

4464)  nr.  16,  p.  481. 

4466)  nr.  13,  p.  479. 

4466)  Nouv.  ann.  (8)  16,  1897,  p.  267. 


f  87.  EntapreoheBde  Kiiwickliiiigen  V.  Fimctionen  mehrerer  Variabler.    913 

§  87.    Entsprechende  Entwicklungen  von  Functionen 

mehrerer  Variabler. 

Die  Verallgemeinerung  der  in  den  letzten  Paragraphen  be- 
sproohenen  Entwicklungen  auf  Functionen  von  mehreren  Variablen 
ist  zunächst  nicht  für  einen  begrenzten,  sondern  für  einen  nach  allen 
Seiten  unbegrenzten  Bereich  versucht  worden.  Schon  Hermite  selbst 
hat  darauf  hingewiesen,  daCs  man  von  seinen  Functionen  U^  (§  85) 
aus  analoge  Ftmctionen  von  mehreren  (ft)  Variablen  au&tellen  könne, 
unter  Benutzung  einer  beliebigen  posithrdefiniten  quadratischen 
Form  qp;  man  müsse  aber  dabei  zwei  Arten  von  solchen  Functionen 
nebeneinander  betrachten,  die  durch  die  beiden  Entwicklungen  defi- 
nirt  seien  ***^: 

^-y(,  +  *,  r  +  *.-  )_g-a»(x,y,.-.)  ylA^n  ,  (l) 

und: 

wo  q>  die  zu  tf;  adjungirte  Form  bedeutet.    Für  sie  gilt  das  Integral- 
theorem: 


00 


»»1*1 

—  00 


T^«.«. . . .  äxdp  -  0  (3) 


wenn  auch  nur  eine  der  Differenzen  w  —  w^ ,  n  —  «!>•••  ^^^  TS\i\l 
verschieden  ist;  dagegen  gleich: 

]/Z m/n!  •  •  •  (4^)*»  +  «  +  •••  (4) 

unter  d  die  Determinante  von  q>  verstanden,  wenn  diese  Differenzen  alle 
Null  sind.  Daraus  ergeben  sich  wieder  die  Coef&cienten  der  Ent- 
wicklung einer  willkürlichen  Function  nacli  den  U  oder  nach  den  T". 
Bald  darauf  drückt  Hermite  die  U  von  zwei  Variabein  durch 
die  von  einer  folgendermafsen  aus***^:  ist 

fp(x,  y)  —  ao^  +  2&a;y  +  cy",     ax  +  hy  =  l,     bx  +  cy  =^  ri    (5) 

so  ergiebt  sich: 

4467)  Par.  C.  R.  68,  1864,  nr.  2,  p.  97.        4468)  p.  268. 
Jahretberioht  d.  Deutschen  HAthenL-Vereinigung.   X.  58 
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Die  Definition  der   V  giebt  er  jetzt  in  der  neuen  Form: 

(7)  e*'+*»  -  e  »'    V-V-,  >"««; 

sie  gehen  also  aus  den  U  dadurch  hervor,  dafs  man  |,  17,  a,  6,  c 
durch  ar,  y,  c/J,  —  6/d,  d/J  ersetzt.  Femer  giebt  er  jetzt  die  Diffe- 
rentialgleichungen, denen  die   U  genügen: 

(8)  a-^-g,  +  ft^-_  -  5  ^  +  inCr=  0,  . .  . 

und  aufser  dem  allgemeinen  Integraltheorem  (3)  noch  die  beiden 
speciellen : 


00 


(9)  Je   »"''''V«.  Y,^dx  =  0  für  m  +i> 


—  « 


und: 


00 


(10)  Je   »"^''"^U^,  V,^dy  =  0  ftirn  +  V 


—  oc 


Aus  diesen  folgert  er***^)   im  Anschlufs   an  Legendre*^**),   dafs   die 
Gleichung: 

(11)  P«.»(y«.^)  =  o 

m  -{-  n  reelle  Wurzeln  x  hat. 

F.  G.  Mehl  er  **^®)  bemerkt,  dafs  man  auch  zu  diesen  all- 
gemeineren Entwicklungen  Hermite's  von  seinem  Ansatz  *^^  aus  ge- 
langen könne,  wenn  man  dort  statt  der  Summe  der  Quadrate  eine 
beliebige  definite  Form  einführe.  Man  erhalte  dann  eine  Zerlegung 
seines  J^  in  eine  Summe  von  Producten  aus  je  einer  Function  von 
X  und  einer  davon  verschiedenen  Function  von  y;  da  man  diese  Zer- 
legung wegen  der  Symmetrie  von  J^  in  den  x  und  den  y  auf  zwei 
verschiedene  Arten  ausführen  könne,  trete  der  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  von  Hermite  benutzten  Entwicklungsarten  aufs  deutlichste 
hervor. 

Im  folgenden  Jahre  unternimmt  Hermite  entsprechende  Unter- 
suchungen für  einen  begrenzten  Bereich,  zunächst  für  eine  Kreis- 
fläche, veranlafst  durch  wiederholte  Fragen  Tschebyscheffs**'^).  Er 
läfst  sich   durch    diejenige  Verallgemeinerung    leiten,    die    von    den 


4469)  nr.  2,  p.  270.         4470)  J.  f.  Math.  66,  1866,  §  5,  p.  175. 

4471)  Par.  C.  R.  60,  1866,  p.  870;  Auszug  J.  f  Math.  64,  1865,  p.  294. 
Weitere  Ausfahrungen  giebt  F.  Di  den,  ann.  ^c.  norm.  (1)  5,  1868,  p.  229; 
auch  Pariser  th^se. 
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elliptischen  zu  den  höheren  Thetafunctionen  führt;  wenn  man  eine 
allgemeine  definite  quadratische  Form  zu  Grande  legen  wolle,  müsse 
man  auch  hier  neben  dieser  zugleich  ihre  adjungirte  einführen.  Doch 
beschränkt  er  sich  auf  die  zu: 

(p  =  1  -  2ax  -  2by  +  a^  +  6«  (12) 

gehörenden  Entwicklungen.     Die  adjungirte  Form  ist  hier: 

tf;  =  (1  -  aa;  -  hyy  -  (a«  +  6*)(^  +  y*  -  1)  .     . 

=  1  -  2aar  -  2by  +  a\l  —  y*)  +  2abxy  +  h\l  -  x^),  ^  ^ 

Hermite  betrachtet  ntm  zunächst  die  durch  die  Gleichung: 

definirten  Functionen.    Aus  der  Eigenschaft  des  Doppelintegrals  ^^'): 

/*  f*dxdy  n  a\ — la^ 

J  J    ^^^    ^^  ah^ — ftoj  ^  1  —  acb^  —  &6i '  (15) 

ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  o,  6,  o^,  h^  durch  af,  ht^  o^^'^i 
hy^i~^  ersetzt,  erschliefst  er  das  Integraltheorem: 


//' 


y^n y^^dxdy  mrm  +  n^m^  +  n^.  (16) 

Da  dieses  zur  Bestimmung  der  Coefßcienten  einer  Entwicklung  nach 
den    V  nicht  ausreicht,  zieht  er  noch  die  durch   die  Gleichung**^'): 

^-*  =  '^a-^VU„,  (17) 

definirten  Functionen   U  mit  heran;  da**^*): 


//' 


4472)  Den  Beweis  dieser  Integralformeln  giebt  Hermite  ann.  ^c.  norm. 
2,  1866,  p.  49. 

4473)  Par.  C.  R.  60,  nr.  3,  p.  376. 

4474)  Die  Bemerkung,  dafs  in  der  Notwendigkeit,  hier  einen  von  V 
Terschiedenen  Factor  U  einzuführen,  ein  wesentlicher  Unterschied  dieser 
Entwicklungen  von  Functionen  mehrerer  Variabeln  gegenüber  solchen  von 
Functionen  einer  Variabeln  liege,  scheint  mir  nicht  zutreffend;  auch  bei 
diesen  letzteren  hat  man  zunächst  neben  die  Differentialgleichung,  die  die 
Entwicklungsfunctionen  definirt,  die  zu  ihr  adjungirte  zu  stellen.  (Vgl. 
****),  ***^).)  Wenn  das  in  den  meisten  Darstellungen  nicht  hervortritt,  so 
hegt  das  daran^  dafs  in  diesen  die  Differentialgleichung  durch  Einführung 
neuer  Variabler  in  eine  zu  sich  selbst  adjungirte  transformirt  ist.  Vgl. 
übrigens  Didon  *'*•). 
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nur  YOB  den  Produkten  ao,  und  bb^  abhingt,  ergiebt  sich,  da£s: 

ist,  auTser  wenn   gleichzeitig   m  =>  114   nnd   11  »  fi|    ist.     In   diesem 
Aasnahmefalle  ergiebt  sich: 


m  JJy^n^\näxd9 


{m  +  n! 


Weiterhin  erhalt  er  aus  einer  eigentümlichen  Umgestaltung  der 
Lagrange'schen  Beihenumkehrungsformel  die  Entwicklung: 

(21)  ^'^  =  V_?"l^-_  ^"^"(x«  +  y«^ir^" 

und  daraus: 

/22^  IT      1 r*^"rx«  +  y«-ir^" 

als  Verallgemeinerung  der  Ton  Rodrigues,  lyory  und  Jacobi  ge- 
gebenen Darstellung  der  Legendre'schen  Polynome.  Damit  ergiebt 
sich,  dais  fOr  die  U  das  Integraltheorem  in  derselben  Form  gilt 
wie  für  die  V  (16),  imd  dafs  U^^  eine  lineare  Function  der  F^+^o» 
^«•+«-1  n  •••»  ^0,  m+«  i»t**'*)-  Für  die  Entwicklung  einer  will- 
kürUchen  Function  nach  den  V  giebt  er  eine  Abschätzung  des  all- 
gemeinen Gliedes,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  alle  Ableitungen  der 
zu  entwickelnden  Function  endlich  sind.  Auch  untersucht  er,  in 
welchem  Sinne  man  die  Functionen  U  als  oscillirende  betrachten 
könne;  er  giebt  zu  diesem  Zweck  die  Identit&t^^*): 

(23)  '=« 

I 

aus  der  hervorgeht,  dafs  für  x*  +  y*  —  1  >  0  die  rechts  stehenden  U 
alle  positiv  sind.  Ihre  Nullstellen  liegen  also  alle  im  Einheitskreis; 
z.  B.  besteht  die  Curve: 

(24)  P.^o-0 

aus  E{m/2)  Ellipsen,  die  den  Kreis  in   seinen  Schnittpunkten  mit 


4476)  nr.  4,  p.  488.    nr.  6,  p.  4S6;  die  explidte  (Gestalt  dieser  Aus- 
drücke bei  Didon  ««*'),  thöte  p.  26. 
4476)  nr.  6,  p.  437. 
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der  y-Axe  berfihren  nnd  die  a>Aze  in  den  Nnllpnnkten  des  Legendre'- 
schen  Polynoms  P^  schneiden.  Jede  Parallele  zur  jr-Axe  trifft  die 
Cnrve   CT«  .  =  0  in  n  Punkten. 

Anfserdem  untersucht  Hermite  noch  zwei  andere  Functionen- 
folgen,  die  aus  den  Entwicklungen^^^: 

^~»  '^a'-Vfß^,  (25) 

und: 

(l-x»-  y')^^t,- «  =2a"fc-U^ ,  (26) 

entstehen;  die  letzteren  können  als  Verallgemeinerungen  der  Func- 
tionen sin  [(n  +1)  >urc  cos  x]  angesehen  werden,  insofern  sie  auch 
durch  die  Gleichung: 

*'"       m/n.'l-8.6...(2m  +  2n+l)  dx'^dj/' 

definirt  werden  können**'^.  Auch  für  sie  können  durch  die  Er- 
mittelung des  Wertes  eines  Doppelintegrals  Gleichungen  derselben 
Art  wie  (16)  und  (19)  bewiesen  werden  **^^).  Endlich  fOhrt  er  durch 
die  Substitution: 

x:y:l^^:ri:  }/l  +  S*+i2*  (28) 

neue  Variable  ein^^;  wird  dann: 

^.-,-  =  (1  + 1*  +  tj*)""«»,,   ««.«-(1  +  l*+u')"~^©^. 

_m  +  «  (29) 

y^n  -  0-  +  ^^  +  V*)    "''S^n 

gesetzt,  so  erh&lt  man  fEbr  diese  Polynome  Bj  S,  @  ganz  ähnliche 
Formeln.  Die  Curven  S  *=^  0  und  ©  —  0  werden  von  jeder  Paral- 
lelen zur  |-Axe  in  mindestens  m  Punkten  geschnitten,  die  erstere 

sogar  in  m  -|-  fi,  wenn  rj  >  cot      .       ist. 

Die  Beziehungen  der  U  zu  den  V  sind  von  F.  Didon  näher 
untersucht  worden  ^^^).  Er  bildet  zunächst  eine  lineare  Verbindung 
derjenigen  U^^j  fOr  welche  m  -\-  n  ^^^  einer  gegebenen  Zahl  k  ist, 
und  bestimmt  ihre  Coefficienten  so,  dafs  ihre  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  x  und  y  nur  ein  Glied  der  Ordnung  Ä,   etwa  35*^*"* 

4477)  nr.  7,  p.  461.         4478)  nr.  9,  p.  614.         4479)  nr.  8,  p.  464. 
4480)  nr.  10,  p.  616.        4481)  Th^e*"«)  p.  6. 
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enthält;  mit  Hilfe  der  Integral theoreme  ergiebt  sich  dann,  dafs  diese 
Verbindung  gleich: 

sein  muTs.  Femer  rechnet  er  die  Differentialgleichungen  der  U^^ 
aus,  indem  er  homogen  macht  und  den  Euler'schen  Satz  über  homo- 
gene Functionen  benutzt;  er  findet****): 

dW  d  \     dU  .       dU       f       y      ^rrX 

(31)  ä^-"^äsl^ä^  +  3^äir--(^  +  ^^^l 

sowie  eine  zweite  Gleichung,  die  aus  (31)  durch  Vertauschung  von 
X  mit  y,  m  mit  n  hervorgeht.    Wird  also  eine  Fimction  P^,  durch: 

(32) ^^  =  CT  . 

definirt,  so  mufs  sie  Gleichungen  genügen,  von  denen  die  eine  ist: 

a»p         ^'p  .  ^/    .        ..  ap 

(33) 


-y^^^+2(ni  +  n)P==0. 

Dieser  kann  aber  durch  zwei  linear  unabhängige  Polynome  genügt 
werden,  von  denen  das  eine  nur  gerade,  das  andere  nur  imgerade 
Potenzen  enthält;  das  erstere  ist  gleich  (a?*  +  y^  —  i )*»»+»•  ixnd  aus 
ihm  entsteht  ü  vermöge  (32),  das  zweite  giebt  eine  zweite  Löstmg 
der  Gleichungen  (31)  durch  ein  Polynom.  Aufserdem  haben  diese 
Gleichungen  noch  zwei  andere  linear  unabhängige  Lösungen;  sie 
lassen  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  gewöhnlichen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Quadraturen  ausdrücken**^. 

Für  die  V^^  erhält  Didon  zunächst  Recursionsformeln****)  und 
aus  ihnen  Differentialgleichungen  der  Form: 

(34)   (l-,«)^^:_a,^^|'^-(n+3)x|r+my|^+«.(m+n+2)F=.0 
Der  durch  Addition  entstehenden  Gleichung: 

(1  - .»)  g + (1  -  y')%  -  2*y  ^  -^^% 

-  3yf^  +  (♦»  +  n)Cm  +  w  +  2)«  =  0 


4482)  p.  7.        4488)  p.  19.        4484)  p.  18. 
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genügen^^).  Für  die  Coe£ficienten  der  Entwicklung  einer  willkür- 
lichen Function  nach  diesen  V  laasen  sich  Abschätzungen  angeben^ 
wenn  man  obere  Grenzen  für  die  Werte  der  Ableitungen  der  zu 
entwickelnden  Function  kennt^*^). 

SchlieMich  kehrt  Didon  noch  einmal  zu  dem  Fall  von  nur  zw^ 
unabhängigen  Variablen  zurück^^),  um  zu  zeigen,  dals  die  [mit 
den  in  (32)  definirten  nicht  identischen]  Functicmen: 

(42)  P W  _  («•  +  y«  - 1)- *  ^-^ -(«'  +  y«  _  i) "+»+* 


2"+"»»/  n!  da^CiT 

und  die  ihnen  zug^eordneten  Functionen  Q,  die  aas  der  Entwicklung  r 

(43)  («» +  y*  -  i)*9)~ *~*  =2'""'^*«**' 


'mm 


entspringen,    analoge    Eigenschaften    haben.      Die    Integraltheoreme 
lauten  hier: 

(44)    JJ{a^  +  y«  -  l)*P^*iPji  d<F  -  0,  wenn  m  +  n  +  f*  +  v, 
(46)     JJix"  +  y«  -  1)- *  Q'^iQ^dc  =  0,  wenn  tn  +  n  +  ^  +  V, 

(46)      f  fp^^lQ^^läa  —  0,  aufser  für  m  «  |it,  n  =  r. 

Ein  zweiter  Teil  der  Abhandlung  Didon's^^')  knüpft  daran  an,, 
dafs  Hermite's  U,.,  (27)  als  Verallgemeinerungen  der  Functionen 
sin  [(n  +  1)  arc  cos  x]  angesehen  werden  können.  Eine  entsprechende 
Verallgemeinerung    von    cos  [n  arc  cos  x]    erhalte    man    durch    die 

Functionen     P^J\     öl  *  •       I>iese     P^   ^^     haben     die     Form: 


mn       '       ^m w  mn 


3cf'"^)y(*')F(x\  y*),  unter  (m),  («)  die  kleinsten  Reste  von  m, «  mod  2, 
unter  JP  eine  rationale  ganze  Function  ihrer  Argumente  verstanden; 
die  Curven  JP »  0  liegen  ganz  innerhalb  des  Einheitskreises.  Zu 
Hermite's  U  stehen  diese  Functionen  in  den  Beziehungen^^): 

/47^  ^Um-i.i»^         -w  (-1)        ^ 

^   ^  aa:  yi  _  a;i  _  yi   '»^ "     '        ' 

und  umgekehrt: 


4490)  p.  40.         4491)  p.  4?.         4492)  p.  44. 

4498)  p.  46.  Didon  gebraucht  fflr  diese  P^"  ^\  §<"  *^^  die  Zeichen  ü,  V; 
übrigens  fizirt  er  die  Zahlenfactoren  hier  anders  als  im  vorhergehenden. 
4494)  p.  52. 
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^1"?  -  yi_l._y.  { U«. .  -  a:U,.,, «  -  yU^  ._  J .  (49) 

Die  zu  diesen  Functionen  gehörenden  Integraltheoreme  —  auTser 
dem  Specialfalle  von  (44)  auch  noch: 

/  /p|^~*^U^,dtf  =  0  au&er  für  ii.+v  =  m  +  n  oder  =  m  +  H+2    (50) 

—  ergeben  sich  durch  partielle  Integration  aus  den  Formeln  (27) 
und  (42)^^);  den  Specialfall  von  (45)  erhält  Didon  noch  einmal 
durch  die   (ziemlich  umständliche)  Berechnung  des  Doppelintegrals: 

\1  —  ax  —  hy)dxdy 


Iß 


(51) 


und   nachherige  Entmcklung  desselben    nach  Potenzen    von  x  und 

y****)      Weiter   leitet   er    noch    einige   Eigenschaften    dieser   Q^    * 

ab^^;  daon  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  U,  S,  P^    '   , 

Q  ****);  auch  giebt  er  Verallgemeinerungen  auf  Functionen  von 
mehreren  Variablen**^). 

Den  Schlufs  der  Abhandlung  bildet  die  Berechnung  der  auf- 
getretenen Doppelintegrale  für  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die 
Werte  der  Parameter  nicht  den  vorher  angenommenen  Bereichen  an- 
gdiören****). 

Eine  etwas  spätere  Abhandlung  Didon's  bringt  zunächst  die 
zweite  ganze  Lösung  der  Differentialgleichungen  (81)  auf  die 
Form*^i): 

aß  Ttß 

B„.  =  /j  ^y^^       8in««n/3d«d^     (52) 

0    0 

und  vereinfacht  auch  die  übrigen  Lösungen  derselben.  Hierauf  trans- 
formirt  er  die  Gleichungen  (84)  durch  die  Substitutionen  (28)**^*); 
uid  setzt: 


4495)  p.  66.  4496)  p.  58.  4497)  p.  63. 
4498)  p.  64.  4499)  p.  66.  4500)  p.  73. 
4501)  Ann.  ^c.  norm.  6,  1869,  p.  7.         4502)  nr.  2,  p.  13. 
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(53) 

V 

.  -  v,,(i  + 1«  +  n'f 

1 

wird 

dann 

noch 

eine 

Function  P  durch  die 

Gleichung: 

(54) 

pm  +  np 

eingeführt,  so  ergiebt  sich,  dals  diese  zwei  Gleichungen  genügt, 
aus  denen  durch  die  ohne  weiteres  mögliche  einmalige  Integration 
folgt: 

Zwei  Gleichungen  dieser  Art  sind  aber  nur  verträglich,  wenn: 

(56)      (1  +  V^v'iv)  +  »Vviv)  =  (1  +  i*)t^'(l)  +  3S*(I)  =  CO««*- 

ist;  daraus  lassen  sich  q>  und  tf;  durch  logarithmische  Integrale 
ausdrücken.  So  erhält  man  für  P  einen  Ausdruck  mit  vier  will- 
kürlichen Constanten.  Der  mit  der  ersten  Constanten  multiplicirte 
Bestandteil  führt  auf  das  F,  von  dem  man  ausgegangen  war,  der 
zweite  auf  Functionen  i?,  die  auch  durch  die  Entwicklung: 

(,r  —  a){l  —  x^  -  2hy  +  b^   «(l  -  2ax  -  2hy  + a^  +  b^y^ 

definirl  werden  können,  der  dritte  auf  Functionen,  die  aus  diesen 
durch  Vertauschung  von  x  und  y  hervorgehen,  der  vierte  auf  Func- 
tionen mit  logarithmischen  Bestandteilen.  Die  B^^  sind  von  der 
Form: 

m  B^^^^{i^x'y-^—pj-^^\^^ 

^  =0  \K  / 

Auüserdem    giebt  Didon    noch  Ausdrücke    der    F^^    durch    Doppel- 

integrale  und  solche  der  P^^^^    und  der  5S,„^  durch  einfache  Inte- 

grale*^');  auch  zeigt  er,  daTs  U^^  unter  allen  Functionen  q>  des 
Grades  m  +  n,  in  welchen  x^y^  den  Coefficienten  1  hat,  diejenige 
ist,  die  das  Doppelintegral: 


4608)  nr.  S,  p.  20. 
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JJq>*dxdy  (59) 

2um  Minimum  macht*«>*). 

Bald   darauf  leitet  Didon  als  Vorbereitung  für  weitere  Unter- 
suchungen das  Integraltheorem   ab:    Haben  die  Functionen  C     die 

§  84  (72)  definirte  Bedeutung  und  ist  v  ein  ungerades  Vielfaches 
Ton  V,*^^)  oder  eine  ganze  Zahl**^),  so  ist: 

JJc^j\x)&j;\y){l-x'^y')'-'dxdy^O  für  m  +  n.    (60) 

Er  zeigt,  dafs  dieser  Satz  sich  unter  seine  früheren  einordnet:  die 
hier  auftretenden  Functionen  sind  diejenigen  seiner  früheren  V  (14), 
in  welchen  alle  Indices  bis  auf  einen  Null  sind**®^).  Er  schliefst 
mit  der  Bemerkung**^:  es  würde  interessant  sein,  den  Wert  des 
allgemeinen  Integrals: 

(p    «g)j  Mr  (61) 


/ 


zu  kennen,  aber  diese  Frage  scheine  schwierig. 

Eine  weitere  gröfsere  Abhandlung  Didon's*'^®^)  macht  darauf 
anfinerksam,  dafs  die  von  Hermite  gefundenen  Functionen  nicht  die 
einzigen  seien,  die  die  verlangten  Eigenschaften  hätten;  es  gebe  aber 
nur  ein  einziges  solches  System,  das  mit  seinem  associirten  identisch 
sei  Erst  damit  sei  die  volle  Analogie  zu  den  Legendre'schen  Poly- 
nomen gefunden.  Zu  diesem  Zweck  untersucht  er  zunächst  die 
Functionen**^®): 

Dafs  für  sie: 


// 


^mn^t^y  =  0,  außser  für  m  =  fi,  n  =  v  (^3) 

ergiebt  sich  durch  Beduction  auf  die  entsprechende  Eigenschaft  der 
Legendre'schen  Polynome;  ihre  erzeugende  Function  erhält  er,  indem 
er  die  betr.  Reihe  als  Lagrange'sche  Reihe  auffafst,  nämlich***^): 


4504)  p.  24.         4606)  ib.  (1)  7,  1870,  p.  89. 

4506)  nr.  2,  p.  92.         4507)  nr.  3,  p.  95.         4508)  p.  96. 

4609)  ib.  p.  247;  Auszug  Par.  C.  R.  70,  1870,  p.  749. 

4610)  nr.  1,  p.  248.         4511)  p.  251. 
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Die  Ansdelmnng  auf  Functionen  von  mehreren  Variablen  biete  keine 
Schwierigkeit;  er  giebt  als  Beispiel  die  Formeln  für  3. 

Weiter  beweist  er**^*),  dafs  sich  jede  rationale  ganze  Function 
von  X  und  y  durch  diejenigen  P^„  ausdrücken  l&fst,  in  welchen  die 
Summe  der  Indices  den  Grad  der  gegebenen  Function  nicht  über- 
steigt; die  Coefficientenbestimmung  ergiebt  sich  ans  dem  Integral- 
theorem. Wird  eine  solche  Reihe  bei  irgend  einem  Gliede  ab- 
gebrochen, so  kann  sie  als  Interpolationsformel  für  die  gegebene 
Function  angesehen  werden;  als  solche  liefert  sie  eine  kleinere  Sunmie 
der  Fehlerquadrate,  als  irgend  ein  anderes  Polynom  desselben  Grades. 
Auch  zeigt  er**^*),  dafs  diese  P^„  sich  durch  diejenigen  U^^  Her- 
mite's  ausdrücken  lassen,  für  welche  die  Summe  der  Indices  die- 
selbe ist. 

Die  etwas  modificirte  Frage:  welches  ist  unter  allen  Polynomen 
vom  Grade  ft  =  m  +  ^9  in  welchen  von  Gliedern  der  Ordnung  ^ 
nur  y^,  y  ~^a;,  •  •  •  ^"x"*  vorkommen,  dasjenige,  das  sich  im  Innern  des 
Einheitskreises  einer  gegebenen  Function  am  nächsten  anschlielst, 
wird  ebenfalls  durch  die  Entwicklung  dieser  Function  nach  den  P 
beantwortet,  wenn  man  in  ihr  nur  diejenigen  beibehält,  in  welchen 
Ä  +  A*  <  ^  oder  h  +  k  <  (ly  h^m  ist 

Paare  von  Functionen  mit  den  Eigenschaften  von  Hermita's 
L\  V  lassen  sich  aus  den  P  dadurch  ableiten,  dafs  man  lineare  Ver- 
bindungen von  ihnen  ansetzt  und  die  CoefQcienten  mit  Hilfe  der 
Integraltheoreme  bestimmt;  die  von  Hermite  gewählten  seien  dadurch 
ausgezeichnet,  dafs  die  V  nur  je  ein  Glied  der  höchsten  Ordnung 
enthalten*"*). 

Didon  giebt  noch  einige  Eigenschaften  seiner  P  an.  Sie  ge- 
nügen Differentialgleichungen  der  Form****): 

(65)  (i_a;»-y»)|^_2:r|^  +  «(m+l)P-0, 

aufserdem    noch    der    Gleichung    (35).      Aus    diesen    Differential- 


4512)  nr.  2,  p.  252.         4518)  p.  254. 

4514)  p.  255.    Die  Ausdrücke  der  £7,  V  durch  die  P,  sowie  umgekehrt 
der  P  durch  die  V  erklärt  er  fclr  interessant,  teilt  sie  aber  nicht  mit. 

4515)  nr.  8,  p.  256. 


r\ 
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gleiehimgen  kann  man  ihre  Integraltheoreme  gewinnen^^^.  Sie  sind 
übrigens,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  die  einzigen 
Löeongen  dieses  Oleichungssystems,  die  die  Oestalt  von  Poljnomen 
haben.  Sie  lassen  sich  femer  durch  die  bestimmten  Integrale  dar- 
stellen*^*^: 

.  '  (66) 


/' 


(y  —  cos  ^VV*  —  l)"  sin^'^+^qoe^y 


In  der  Entwicklung  des  Products: 

-P««(^»  y)  arc  cot  [rc]/y»-l  +  y^x^  -  l]  (67) 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  und  y  kommt  kein  Glied  ic-*-*y"*-* 
vor,  in  welchem  h  -\'li  <^m -\-  n  oder  Ä  +  Ä:  =  m  +  n  und  zuglsich 
Ä  <  11  wÄre  ***•).  Das  fahrt  ihn  zu  der  allgemeinen  Untersuchung 
des  Integrals****): 

genonmien  über  einen  willkürlichen  Bereich,  der  aber  in  allen  fol- 
genden Integralen  derselbe  bleiben  soll.  Mit  seiner  Hilfe  können 
Polynome  Q  folgendermafsen  definirt  werden:  Q^^  soll  von  der  Ord- 
nung m  -\-  n  sein  und  die  Glieder  der  Ordnung  m  +  ^  sollen  keine 
höhere  Potenz  von  o;  als  x^  enthalten;  in  der  Entwicklung  von  JQ 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  und  y  sollen  keine  Glieder  a;"*"'*y~*"* 
auftreten  mit  Ä  -f  ifc  <  m  +  »  oder  Ä4-A;=»m  +  n,  Ä<«.  Für  die 
so  definirten  Polynome  gilt  dann  das  Integraltheorem: 


//' 


/"(^^  y)QmfMuy^^  =  ö»  aufser  wenn  m  ^  n^  ft  =  v.    (69) 


Ist  der  Bereich  der  Einheitskreis  und  /*=^  1,  so  sind  diese  Q  mit 
den  vorhin  mit  P  bezeichneten  Functionen  identisch;  ist  der  Bereich 
ebenfalls  der  Einheitskreis,  aber: 

f  =-(*»  +  <«  -  1)*  (70) 

80  erhält  man***^): 

«..-y-.)-'-i(^+^_.)-.--<»---r""^^(-+j;- ■)--;  (7.) 

4516)  p.  259.         4517)  nr.  4,  p.  262. 

4518)  p.  265.         4519)  nr.  5,  p.  265.         4520)  p.  268. 


(73) 
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Später  hat  sich  P.  Appell***^)  ausführlich  mit  „fonctions  hyper- 
geometriques  de  deux  variables^'  beschäftigt,  unter  diesen  sind  ein 
Teil  der  zuletzt  besprochenen  Polynome  als  specielle  Fälle  enthalten.. 
Indem  er  sich  der  Abkürzungen: 

(72)        xQi  +  1),  .  (;l  +  Ä; - 1)  =  (A,  k),    (;i,  0)  =  1 

bedient,  stellt  er  folgende  vier  Definitionen  an  die  Spitze*^*^: 

^1  («,  ft  ^1,  y;  ^»  y)       -2j  Tyr^+  n)  (l,  m)  (l,  n)     ^^^ 

J^s  («1  «1,  ft  ^11  y;  ^,  y)  ^^  (y,  m  +  n)  (i,  m)  (i, ;ö"  '^^' 
^.(«,  ft  y,  yn  ^,  y)      ==^ryrmr(ytrnHiT^;ö~(rtö  "^^^ 

Er  zeigt,  daß  diese  Functionen  durch  eine  Anzahl  von  Becnrsions- 
formein  verbunden  sind,  die  den  Gaui^'schen  relationes  inter  contiguas 
entsprechen ^'');  dafs  sie  sich  auf  hypergeometrische  Beihen  von 
einer  Veränderlichen  reduciren,  wenn  zwischen  ihren  beiden  Argu- 
menten gewisse  Relationen  bestehen  ^^^).  Die  Convergenzbedingungen 
sind«»): 

für  F^  und  F^i\x\<l,  \y\      <  1, 

(74)  für  F,  :       |a:|+   \y\      <  1, 

für  F^  '\y^\+  iyy|<i; 

die  letzte  ist  jedenfalls  hinreichend,  die  drei  ersten  sind  auch  not- 
wendig. Jede  dieser  Functionen  genügt  zwei  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen;  z.  B.  lauten  die  von  jPj,  mit  bekannten  Ab- 
kürzungen*^**): 

(75)  (^  ~  ^')  ♦■  +  y^  +  [y  ~  («   +^   +  1)  a;]  i>  -  a  /3  x:  =  0, 
{y-y^)t  +  X8+[y-  («1  +  (Si  +  1)  o;]  g  -  a^ß^z  -  0. 

Auf  derartige  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen  läfst 
sich  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  gewöhnliche  lineare  Differential- 


4521)  J.  de  math.  (3)  8,  1882,  p.  178;  Auszüge  Par.  C.  R.  90,  1880, 
p.  296,  731,  977;  91,  1880,  p.  364.  Er  erwähnt  p.  178,  dafs  ihm  Rat- 
schläge He  ine 's  von  grorsem  Nutzen  gewesen  seien. 

4622)  nr.  2,  p.  174;  C.  R.  90,  p.  296.  4628)  p.  175;  nr.  21,  p.  200. 

4524)  nr.  3,  p.  176.         4526)  nr.  4,  p.  178. 

452r>)  nr.  5,  p.  182;  C.  R.  90,  p.  296. 
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gleichnngen  übertragen,  die  auf  die  Integration  durch  Reihen  unter 
bestimmten  Anfangsbedingungen^^^),  auf  die  Anzahl  der  von  einander 
linear  unabhängigen  Integrale,  auf  den  Ausdruck  aller  Integrale 
durcli  ein  Pundamentalsystem**^)  Bezug  haben.  Die  von  Hermite**''') 
und  Didon**®*)  behandeljten  Polynome  U^^^  gehören  zu  diesen  Func- 
tionen****) —  es  ist  nämlich: 

tr^.-c.F.i-'^,  "L+-1,  ?-±l,|,  A;^«,y.)_  (76) 
ebenso  die  zu  ihnen  adjungirten   F^^  und  allgemein  die  durch: 

a»»  +  «/^l     I     -.1  ^xm  +  n  +  A 

(^  +  y--l)-^       (^+V^^/) (77) 

definii-ten  (vgL  42).  Die  Difierentialgleichungssysteme,  denen  F^  und 
jPj  genügen,  lassen  sich  in  analoger  Weise  behandeln***®),  die  der  F^ 
auf  die  der  F^  zurückführen***^).  Dagegen  gehört  das  Gleichungs- 
system der  F^  zu  einem  Ausnahmefall,  indem  bei  ihm  schon  drei 
Integrale  statt  vier  ein  Fundamentalsystem  bilden****). 

Durch  Elimination  der  Ableitungen  nach  der  einen  Variabein 
kann  man  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
gelangen,  der  das  F^  als  Function  der  andern  Variabein  genügt****). 
Zu  dieser  war  E.  Picard  in  der  Zwischenzeit  zwischen  Appell's  vor- 
läufiger Mitteilimg  und  seiner  ausführlichen  Redaction  durch  folgende, 
eine  Verallgemeinerung  von  Riemann's  Untersuchung  der  hyper- 
geometrischen Reihe  anstrebende  Fragestellung  gelangt****):  Welche 
Functionen  von  x  und  y  sind  nur  bei  x  oder  y  =  0,  1,  oo  oder 
X  ^=  tf  verzweigt  und  überdies  so  beschaffen,  dafs  je  vier  ihrer 
Zweige  linear  verknüpft  sind?  Indem  er  Ausnahmefälle  bei  Seite 
schiebt  und  die  Fragestellung  noch  durch  die  Annahme  von  Rela- 
tionen zwischen  den  charakteristischen  Exponenten  an  den  ver- 
schiedenen Verzweigungslinien  specialisirt,  gelangt  er  zu  dem 
Resultat,  dafs  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  solcher  Fimctionen 
sich  linear  und  homogen  durch  die  ersten  und  die  Functionen  selbst  aus- 
drücken lassen  müssen****).  Aus  dem  so  erhaltenen  Gleichungssystem 
folgen  die  beiden  von  Appell  gegebenen  Gleichungen  (vgl.  75).    Wird 


4627)  nr.  6,  p.  182.         4628)  C.  R.  p.  731. 
4629)  nr.  IS,  p.  189;  C.  R.  p.  298.         4630)  nr.  16,  p.  191. 
4631)  nr.  14,  p.  190.  4632)  nr.  16,  p.  191  4638)  nr.  18,  p.  194. 

4634)  Ann.  öc.  norm.  (2)  10,  1881,  p.  305;  Auszug  Par.  C.  R.  90,  1880, 
p.  1119,  1261. 

4636)  nr.  1,  p.  307. 


92^  LHaoptteil.  tl  Ac^idaiL  AlUrem-BgtL<Jieut»i^klgn-p.lBtgp«id«r»teUgn, 

eine  Variable  festgehalten,  so  genügec  loldie  Fimciioiieii  nadi  iHeren 
üntei  sudiungen  toq  Pochhammer  einer  linearen  Difla  enÜalgleiehiiiig 
dritter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficxenten^^>:  die  in  £e  par- 
tiellen Gleidinngen  eintretenden  Constanten  lassen  sidi  am  beq[ae]BstflB 
daraus  bestimmen,  dal«  man  ans  ihnen  dnreh  EliminationeB  die  ge- 
wöhnliche Diferentialgleichimg  ableitet  nnd  diese  mit  der  nadi 
Pochhammer  erhaltenen  rergleicLt^^'^i.  Die  so  gefiindenen  Glei* 
chnngen  lassen  sich  dann,  wie  ebenfüls  Pochhammer  schon  gezeigt 
hatte,  dorch  bestimmte  Integrale  der  Form  befriedigen^^): 

(78)         /  ***-*  ••!  - 1  ^-*  IM  -  v;»*--*  .>  -  xV-Mm 


nnter  g,  h  irgend  zwei  der  fonf  Werte  0,  1,  sc,  x,  jr  Terstanden; 
und  wenn  die  angenommenen  Beladonen  zwischen  den  Exponenten 
bestehen,  genügen  diese  Integrale  auch  der  andern  Gleichung  und 
lösen  also  wirklich  die  gestellte  Anfgabe.  SchlieEslich  giebt  Picard 
noch  die  Substitutionen  an,  die  sein  Besultat  in  Appell's  Fj  über- 
fuhren****^. 

Von  diesen  Resultaten  Picard's  macht  nun  Appell  bei  seinen 
weiteren  Untersuchungen  Gebrauch  ***^^.  Auiserdem  giebt  er  Dar- 
stellungen von  Fj,  F^,  Fj  durch  bestimmte  Doppelintegrale,  die  über 
das  von: 

(79)  M  —  0,     r  =  0,     M  +  r  =  1 

begrenzte  Dreieck  zu  erstrecken  sind.  Durch  Einführung  neuer 
Variabein  in  diese  Doppelintegrale  erhält  er  Transformationsformeln; 
femer  die  Gleichung***^): 

(80)   F,r«,c„l,l,y;x,y)  =  const./   / j- -^^;r-   ^---^ dudv 

J  J  \\—  ux     )  (1  —  ry) 


4636)  Dr.  4,  p.  311.         4637)  nr.  6,  p.  313. 

4638)  nr.  8,  p.  317.  E.  Gonrsat,  Acta  math.  2,  1883,  nr.  21,  p.  43 
zeigt,  wie  man  von  solchen  Integraldarstellnngen  aus  zu  den  partiellen 
Differentialgleichungen  gelangen  kann;  speciell  för  die  hypergeometrischen 
Functionen  von  zwei  Variabein  nr.  23,  p.  49,  unter  Hinweis  auf  Appell  ***') 
und  Picard*"*). 

4639)  nr.  9,  p.  320. 

4640)  J.  de  math.  (3)  8,  chap.  3,  nr.  19,  p.  196;  C.  R.  90,  p.  977.  Vgl. 
auch  Goursat,  Acta  math.  2,  1883,  nr.  27,  28,  p.  64—70. 

4541)  nr.  20,  p.  198.  Par.  C.  R.  90,  p.  979  giebt  er  entsprechende 
Sätze  auch  für  F,  und  F,. 
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also  eine  Darstellung  durch  ein  Doppelintegral  der  von  Didon^^^^) 
betrachteten  Art.  Die  Anwendung  der  leicht  modifidrten  Methode 
von  Didon  giebt  ihm  dann  das  Resultat:  dasjenige  Polynom  Qj  das 
die  Eigenschaft  hat,  dais  in  der  Entwicklung  von  QF,  nach  fallenden 
Potenzen  von  x  und  y  kein  Glied  x^^y'^  vorkommt,  in   welchem: 

h  •\'  k  <im  •\'  n     oder     h  +  k  <ifn  +  n     und     h^k     (81) 

wäre,  ist  bis  auf  einen  constanten  Factor  durch: 

coTdy^ 

bestimmt  und  läfst  sich  durch  eine  Function  Fj  ausdrücken. 

Aus  den  beiden   Gleichungen,    denen    Fj   genügt,    ergiebt   sich 
durch  Addition  die  in  Bezug  auf  x  und  y  symmetrische  Gleichung: 

+  [yi  -  («  +  <J  +  1)  y] «  -  «Sz  -  0.  '*'^^^''    (®^) 

Mit  der  Integration  einer  solchen  Gleichimg  beschäftigt  sich  Appell 
noch  allgemein  ^^').  Sie  hat  eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen 
der  Form: 

0  =  F,  (a,  6  +  h,  -  Ä,  y,  y^;  rr,  y);  (84) 

auch : 

«  =  F,(«,  Ä,  y,  y,;f,  |)  (85) 

ist  eine  Lösung  von  ihr.  Die  allgemeinste  Lösung  von  ihr,  die 
zugleich  ein  Polynom  ist,  hat  die  Form: 

mit: 

B„n=f{rn)  -  (")f  (m  +  1)  +  Q)/'(m  +  2)  -  +  •  •  • 

+  (-i)V(»»  +  «); 

dabei  bedeutet  /*  eine  willkürliche  Fonction  und  et  oder  ö  muTs  eine 
negative  ganze  Zahl  sein.     Wird  femer: 

z  =  x^y'*  (1  —  a;  —  y)"  xr,  (88) 

gesetzt,  so  erhält  man  für  z^  bei  geeigneter  Bestimmung  von  A^  |ia,  v 
eine  Differentialgleichung  derselben  Form*^'). 

4542)  nr.  22,  p.  201.         4643)  nr.  28,  p.  208. 
Jabr««b«ricbt  d.  Deuttcben  ÜAthflm.-Vereiuigang.   X.  59 
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Weiter  untersucht  Appell  LSsungen  der  Differentialgleichung, 
die  in  dem  durch: 

(89)  a:>0,     y>0,     1— x  —  y>0 

definirten  Gehiete  endlich  bleihen^^^).  Genügt  z^  einer  Gleichung 
derselben  Form,  in  der  nur  a,  ö  durch  a  —  L  6  +  1  ersetzt  sind, 
so  gilt  das  Integraltheorem****): 

(90)   j  jxy'^yy^-\l—z-yf^^'r'-r^££^dxd!f^O  för  k(a+6—l)^0, 

wo  die  Integration  über  das  genannte  Gebiet  zu  erstrecken  ist. 
Die  Endlichkeitsbedingungen  sind  jedenfalls  erfüllt,  wenn  für  f  und 
j?,  Polynome  genommen  werden;  die  beigefügte  Bedingung  sagt 
dann  aus,  daDs  diese  beiden  Polynome  von  verschiedenem  Grade 
sein  müssen. 

Endlich  giebt  er  noch  die  folgenden  Sätze:  Die  beiden  Func- 
tionen: 

^■mn^  Ol  »0  (yii  w)  F,  (-tn  -  fi,  m  +  y,  »  +  y^,  y,  y^;  x,  y) 

(91)  p"»+" 

caTcir 
und: 

(92)  F„„  =^^i{fn  +  n  +  y  +  Y^,  -  m,  -  «,  y,  y^:  x,  jf) 
sind  zu  einander  associirt ****).     Allgemeinere  Polynome: 

(93)  W;.,=-«-y-*(l-x-i^)-'-^^Jar»+''y+»(l-a;-y)-+-+') 

ox  cy 

haben  dieselbe  Eigenschaft***^).  Die  Differentialgleichung  der 
Kugelflächenfunctionen  (§  32,  3)  geht  durch  die  Substitutionen: 

(94)  sin  ö  cos  9  =  f/x,     sin  ö  sin  9  =  Yy 

in  (83)  mit  «  =  -|,  *-=^,  y  =  y. \  über«"). 

An  anderer  Stelle  *^^)  stellt  Appell  seine  Resultate  noch 
von  der  anderen  Seite  her  dar,  indem  er  von  der  Darstellung  durch 
einen   Differentialquotienten   (93)    ausgeht  und   von   da  aus  zu  den 


4544)  Von  nr.  24,  p.  204  an. 

4646)  nr.  24,  p.  207;  Par.  C.  R.  90,  p.  298. 
4546)  nr.  26,  p.  210;  C.  R.  p.  784. 

4647)  nr.  27,  p.  211;  C.  R.  p.  784. 

4648)  nr.  28,  p.  218;  C.  R.  p.  298. 

4649)  Arch.  Math.  66,  1882,  p.  288;  vom  Oct.  1880. 
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partiellen  Differentialgleichungen,  den  Beihendarstellungen  und  den 
Integraltheoremen  gelangt.  Die  Goeffidenten  in  der  Entwicklung  einer 
willkQrlichen  Function  nach  diesen  W^^  bestimmt  er  zunächst  mit 
Hilfe  der  Integraltheoreme,  indem  er  lineare  Gleichungen  für  sie 
gewinnt,  dann  auch,  indem  er  zunftchst  aus  den  W^^  andere  Poly- 
nome B^^  ableitet,  die  nur  je  einen  Term  der  Ordnung  m  -\-  n  ent- 
halten ^^^.  Die  Annahme  e  =  0  ergiebt  die  etwas  einfacheren 
Formeln  (91). 

E.  Goursat***^)  zählt  ab,  dafs  man  durch  Transformation  der 
Ton  Picard  angegebenen  bestimmten  Integrale  (78)  im  ganzen  60  ver- 
schiedene Lösungen  der  Differentialgleichungen  von  F^  (vgl.  75) 
erhalten  kann,  alle  von  der  Form: 

x»  (1  -  x)'»y'  (1  -  yy  (x  -  y)-  F»  (A,  ^  ^ ,  v;  /,  u)         (95) 

unter  /,  u  lineare  gebrochene  Functionen  von  z  und  y  verstanden. 
Die  Benutzung  der  Integraldarstellung  setze  allerdings  gewisse 
Ungleichungen  zwischen  den  Parametern  voraus;  indessen  könne 
man  sich  von  dieser  Einschränkung  leicht  nachträglich  frei  machen. 
Bald  darauf  zeigt  er,  dafs  man  entsprechende  Probleme,  wie 
Picard**^)  für  F^,  auch  fOr  F,  und  Fg  formuliren  könne **^*).  Es  sind 
dann  auch  diejenigen  Wertepaare  (x,  y)  singulär,  fttr  die  xy^^x  +  y 
ist.  Wird  zunächst  y  festgehalten,  so  ergiebt  sich  aus  früher  von 
ihm  aufgestellten  Sätzen  über  gewöhnliche  lineare  Differential- 
gleichungen, dafs  eine  den  Bedingungen  genügende  Function  als 
Function  von  x  einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
genügen  mufs;  und  zwar  stinmit  diese  Gleichung  mit  der  schon  von 
Appell ^^^)  aufgestellten  überein,  der  jede  gemeinsame  Lösung  der  beiden 
Gleichungen  (75)  genügt.  Man  erhält  also  jedenfalls  eine  Lösung 
des  Problems  durch  Integration  dieser  letzteren;  diese  kann  in  der 
Umgebung  von  (0,  0)  durch  eine  Reihe  Fj,  in  der  Umgebung  von 
(CO,  oo)  durch  eine  Beihe  F^  geschehen.  Dafs  die  so  gefundene 
Lösung  die  einzige  ist,  könne  man  wie  Picard****)  beweisen,  oder 
auch  durch  folgenden  Schlufs **''•):  Jede  Lösung  der  genannten 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  und  der  andern, 
die  aus  ihr  durch  Yertauschung  von  x  mit  y  hervorgeht,  mufs 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gentigen, 
deren  CoefQcienten  durch  die  der  ersteren  vollständig  bestimmt  sind; 
also  sind  diese  letzteren  Gleichungen  durch  das  Verhalten  ihrer 
Integrale  an  den  singulären  Stellen  vollständig  bestimmt. 


4550)  p.  244.         4561)  Par.  C.  R.  96,  1882,  p.  717. 
4552)  ib.  p.  908.         4563)  ib.  p.  1044. 
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h^  Aiuflttt  TOB  Appell.  Pkard  usd  Goomt  sind  daim  t<« 
IL  L«  VaTa«§<:ar  for  dae  FnoetioDCB  F  shx^  im  iMmu  dmdi- 
g«ftri>«ftet  v/itks^^^  j.  Er  g«lii  ans  tos  dto"  JmeeniÖMrsunnBg  '1^  - 
and  UfTXei  »u  ihr  dareÄ  Ditfcremiation  unter  dem  laiegralieidieB 
lud  hutxisition  tod  ]jit«grai«c  der  Fanneii: 

xuül0Aust  die  liiMsar^m  B«lationen  zwischen  je  Tier  benachbarten 
Fanc-tii^nen  ab^^^i,  »wiann  die  Ansdr&cke  der  benachbarten  donrh  F 
und  seine  beiden  ersten  partiellen  Ableitangen^^^;,  entsprechende 
Aosdrtkke  fftr  alle  Terwandten  Functionen ^^').  daraos  dann  den 
Balz,  daüs  sich  alle  höheren  Ableitungen  durch  die  genannten  aus- 
drücken lassen  mfissen.  dais  also  F^  aniser  den  beiden  Gleichungen 
AppelFs  noch  einer  dritten,  Ton  diesen  linear  unabhängigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen  nmis^^^. 
Weiterbin  stellt  er  die  Ton  Goursat**^*»  postnlirten  60  particnllren 
integrale  wirklich  auf ^^^j.  Je  sechs  derselben  lassen  sich  durch  ein 
und  dasselbe  bestimmte  Integral  ausdrücken;  die  so  erhaltenen  zehn 
verschiedenen  particulären  Lösungen  sind  noch  durch  Belationen 
verbunden*^. 

Einige  Jahre  später  giebt  Appell  noch  sehr  allgemeine  hieiher 
gehörige  Ansätze*^';.  Ist  irgend  ein  Bereich  in  der  x-jf- Ebene 
gegeben  und  eine  in  diesem  Bereich  positive  integrirbare  Function 
^'(^^y)i  K^  sucht  er  znnächt  alle  Polynome  vom  Grade  p.  für 
welche  das  Integraltheorem  gilt: 

r97)  C  CFPa^y^da^O     für     h+j<p. 

Bio  lassen  sich  durch  p  -\-  1  unter  ihnen  linear  und  homogen  aus- 
drücken;   und  zwar   zeigt  Appell,   dafs   man    die   CoefQcienten   aller 


4^64)  Toulouse  fac.  ann.  7,  1893,  F;  auch  th^se,  Paris  1893.  Auszug 
i»ar.  C.  K.  116,  1892,  p.  1266. 

4666)  nr.  8,  p.  6.         4666)  nr.  4,  p.  7.         4667)  nr.  6,  p.  8. 

4668)  nr.  6,  p.  13.         4669)  Cap.  II,  p.  21. 

46«())  Cap.  m,  nr.  21,  p.  63.  Le  Vavasseur  legt  Wert  darauf,  dais 
diese  llolationen  von  der  Lage  von  x  und  y  nicht  unabhängig  sind.  Ob 
hior  durch  Anwendung  von  Schleifenintegralen  statt  der  geradlinigen 
Voroinfuchiingcn  erzielt  werden  könnten,  scheint  nicht  untersucht  zu  sein. 
Die  Ii(;Miiltute  sind  p.  76  tabellarisch  zusammengestellt.  Die  beiden  letzten 
Capit«;!  (mthalten  Untersuchungen,  die  uns  hier  ferne  liegen. 

4601)  Toulose  fac.  ann.  4,  1890,  H. 
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Glieder  j)*"  Ordnung  beliebig  wählen  kann.  Wäre  das  nämlich 
nicht  der  Fall,  so  würde  man  ein  der  Aufgabe  genügendes  Polynom 
Tom    Grade  p  —  1    bilden    können;    für    ein   solches    müfste    dann 

ffFP^dc^^O  sein,    was  doch   nicht   angeht     Ist    V^^   dasjenige 

unter  diesen  Polynomen,  in  welchem  o^y  das  einzige  Glied  j?*®'  Ord- 
nung ist,  so  ist  jedenfalls: 


fß 


FV^^V^^dc  =-  0,     aufser  fttr    m  +  n  —  fi  +  v,     (98) 

man  kann  also  nach  dem  Verfahren  von  Hermite**'*)  Polynome  W^^ 
finden,  sodafs: 


// 


FV^^W   de  =  0,     aufser  för     m  =  jii,  n  =  v        (99) 


oder  auch,  nach  einer  mündlichen  Bemerkung  von  Tschebyscheff, 
dnreh  Beduction  einer  quadratischen  Form  auf  eine  Sunmie  von 
Quadraten,  solche   U^„^  für  welche  das  Integraltheorem  gilt*^*): 


// 


Fü^JJ^^da  =  0,     auDser  für     m  ^  ^a,  n  =- v.      (100) 


Andererseits  kann  man  nach  Didon^^^)   wieder  aus  den    U^^  un- 
endlich viele  Paare  von  Functionenfolgen  P,  B  bilden,  für  welche*^**): 


SP 


FP^^Q^^da  =  0,     aufser  für     m  «=  |Lt,  w  -=  v.        (101) 
Neuerdings****)  macht  Appell  noch  auf  die  Polynome: 

cjn  +  n 

i*,«.t»=^^{'<^+"(i-*'-y*)'"*")         (102) 

aufmerksam;    sie    seien    aufserhalb    des   Einheitskreises    überall  von 
NuU  verschieden. 

§  88.     Verwendung  der  Entwicklungen  nach   oscillirenden 
Functionen  zu  mechanischer  Quadratur. 

Die  Anwendung  der  oscillirenden  Functionen  zu  mechanischer 
Quadratur  ist  von  C.  F.  Gaufs  gezeigt  worden*^*).  Soll  der  Wert 
des  Integrals: 

4562)  nr.  8,  p.  4.  Diese  W^„  sind  also  identisch  mit  den  von  Didon 
postulirten  C»«  ****)• 

4568)  nr.  4,  p.  7.         4564)  Arch.  Math.  (3)  1,  1902,  p.  71. 

4565)  Gott.  comm.  reo.  8,  1814/15,  p.  89  (vom  Sept.  1814);  Werke  8, 
p.  165;  franz.  Bearb.  nouv.  ann.  15,  1856,  p.  109,  207.  (Worauf  sich  das 
in  dieser  Bearbeitung  vorkommende  Citat  auf  Prouhet  bezieht,  kann  ich 
nicht  angeben.)    Selbstanzeige  Gott.  Anz.  1814,  p.  1546;  Werke  8,  p.  202. 
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(1)  ff(x)dx 

-1 

mit  Hilfe  derjenigen  Werte  berechnet  werden,  die  die  Function  f(x) 
in  den  Nullpunkten  der  Function: 

(2)  (p(x)  =  JJ(^ - «,)  =  a;"  +  ^  +  dio^  +  a^af"'  ^  +  •  •  •  +  a^^^x  +  a. 

annimmt,  so  kann  das  geschehen,  indem  man  f(x)  durch  diejenige 
ganze  Function: 

ersetzt,  die  an  allen  diesen  Stellen  mit  ihr  Übereinstimmt.    Nun  ist 
der  Wert  des  Integrals  *'^^): 
+  t 

H — ; 

der  Ausdruck  rechts  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  die  Function: 

(5)  ^(^)logJ±i  =  f;+7 

Die  Bemerkung  in  der  letzteren  p.  203,  „die  Anwendbarkeit  der  Methode 
beruhe  auf  der  Voraussetzung,  dafs  die  Ordinaten  innerhalb  des  zu 
quadrirenden  Raumes  sich  durch  eine  convergente  [Maclaurin^sche]  Reihe 
darstellen  lassen",  ist  dahin  zu  verstehen,  dafs  die  von  Gaufs  vorgenommene 
Fehlerabschätzung  auf  dieser  Voraussetzung  beruht.  Neuere  Untersuchungen 
geben  allgemeinere  Fehlerabschätzungen.  —  Die  Grenzen,  zwischen  denen 
zu  quadriren  ist,  können  durch  lineare  Transformation  in  beliebige  Punkte 
verlegt  werden;  Gaufs  wählt  für  den  gröfsten  Teil  seiner  Untersuchungen 
(0  .  .  .  1),  schreibt  aber  dann  die  Formeln  auch  noch  für  (—  1  •  •  .  -|-  i) 
um.  Im  Texte  sind  sie  gleich  in  der  zweiten  Form  gegeben.  —  J.  F.  Encke, 
Berl.  astron.  Jahrb.  1863  (Ges.  Abh.  1,  p.  102)  meint:  „Gaufs  hatte  wahr- 
scheinlich gröfsere  HofEhungen  auf  diese  Art  der  Integration  gebaut,  als 
er  später  verwirklicht  fand.^^ 

4566)  nr.  8,  p.  173.    Gaufs  bemerkt  nr.  10,  p.  176,  wenn  die  a^  rationale 

Zahlen  seien,  berechne  man  die  Werte  der  9'  fcc\  statt  aus  der  Gleichung  (2), 

bequemer  aus  ihrer  Darstellung  durch  Differenzenproducte.  nr.  11,  12, 
p.  177—180  enthält  einen  Ezcurs  betr.  die  WegschafFong  von  Irrationalitäten 
aus  dem  Nenner. 
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nach  £ftUenden  Potenzen  von  x  entwickelt  und  in  demjenigen  Teil  Uy 
der  die  Potenzen  mit  nicht  negativen  Exponenten  enthält,  x  durch  a^ 
ersetzt.     Man  erhftlt  also*^^): 

/U-J-^rt..),     A-^y  (6) 

Um  den  Oenauigkeitsgrad  der  so  gefundenen  Formel  abzuschätzen, 
bezeichnet  GauTs  mit  l^  die  Differenz  zwischen  dem  wahren  und 
<lem  angenäherten  Wert  des  Integrals: 

1 

af^dx 

-i 
Die  Gleichung: 


/' 


ergiebt  dann: 

'-Sr-'X  ='*"'  + »''"'  +  ^"^"^  + '  ■  ■  ~  *'      ^^^ 

Durch  Multiplication  mit  <p  findet  man,  dafs  0  der  gebrochene  Bestand- 
teil des  Quotienten  ist,  der  sich  ergiebt,  wenn  man  mit  (p{x)  in  V 
dividirt**^).  Sollen  nun  die  «^  so  gewählt  werden,  dafs  von  den 
ersten  Gliedern  dieser  Entwicklung  möglichst  viele  wegfallen,  so 
mufs  g>(x)  so  bestimmt  werden,  dafs  aus  der  Entwicklung  des  Pro- 
ducts (5)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  die  Anfangsglieder  weg- 
fallen **••).  Diese  Aufgabe  behandelt  Gaufs  fftr  die  kleinsten  Werte 
von  n  durch  directe  Berechnung,  fär  die  grölseren  geht  er  aus  von 
der  Kettenbruchentwicklung  **'**): 

^  X  —  ix         X  X  X 

und  ihrer  Anfwicklung: 

__1 1  22  1  2    2    3-3  1         .  /-^N 

WW^  "^8  TTiTr,"^  83    6  W^W^  "^  8  •  3  •  6    6    7  TT.TF,  ""  ^      ^ 


4667)  nr.  18,  p.  180.  4668)  nr.  14,  p.  182.  4669)  nr.  16,  p.  184. 

4670)  nr.  17,  p.  186.    Hier  stellt  auch  Gaufs  die  Sache  sofort  fOr  das 
Intervall  ( —  1  •  •  •  +  1)  dar. 
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in  der  die  W^  die  NäheningsnenDer  bedenten.  Werden  die  Nl^erungs* 
Zähler  mit   V^  bezeichnet,  so  beginnt  die  Entwicklung  von: 

(12)  log  Ji-i  -  ^^ 

nach    fallenden    Potenzen    von    x    mit    x""*'""*'^,     also    die     von 

X  -4-  1 
W^  log  ,  abgesehen  von  der  ganzen  Function   V^  mit  a;"'""*"^ 

Die  gesuchte  Function  <p  ist  also  keine  andere  als  der  Nftherungs- 
nenner  W^^y  Man  könne  sich  durch  den  SchluTs  von  n  auf  n  +  1 
oder  mit  Hilfe  der  relationes  inter  contiguas  davon  überzeugen,  dafs: 

(13)  Tr,^,=af  +  ^F(— J,  -!L±1,  _n_A,  ^-«) 

sei^''^)  und  dann  durch  Transformation  der  hypergeometrischen 
Reihe  noch  andere  Ausdrücke  erhalten.  Der  ganze  Bestandteil  U 
lasse  keinen  so  einfachen  Ausdruck  zu;  dagegen  erhalte  man  für  den 
gebrochenen  V  ebenfalls  einen  Ausdruck  durch  eine  hjpergeometrische 
Reihe.  Bei  geradem  m  ist  ein  a^  «  0,  der  zugehörige  Coefficient  A^ 
wird"'«) : 

(t  A\  /2  •  4  •  6  •  •  •  w  \ ^ 

^  \3-6.7-.^n"+T)/  ' 

allgemein  ergiebt  sich,  dafs  Ä^  gleich  ist  dem  Wert,  den 

bezw.  der  bei  Division  dieses  Ausdrucks  durch  ip(x)  übrigbleibende 
Rest  f&r  0?  -»  a^  annimmt. 

Zum  Schlufs  giebt  Gaufs  eine  Tabelle  der  a^  und  der  Ä^  für 
ft  —  0,  !,•••,  7"'*)  und  die  Durchrechnung  eines  Beispiels**'*). 

C.  G.  J.  Jacobi**^'*)  geht  von  der  Gleichung: 

(16)  f(x)  =  G(x)  +  H{x)<p{x) 

4671)  nr.  18,  p.  188.         4572)  nr.  20,  p.  191. 

4673)  nr.  22,  p.  193;  R.  Radau,  J.  de  math.  (2)  6,  1880,  nr.  8,  p.  301 
fagt  die  Werte  für  n  «  7,  8,  9  auf  10  Stellen  hinzu,  J.  Perott,  Qu.  J. 
26,  1891,  p.  200  auf  16  Stellen. 

4674)  nr.  23,  p.  196. 

4676)  J.  f  Math.  1,  1826,  p.  301;  Werke  6,  p.  3.  Auch  bei  Jacobi 
ist  das  Intervall  (0  .  .  .  1).  Dafs  die  durch  die  Gleichung  (20)  definirten 
Polynome  die  Legendre'schen  sind,  zeigt  Jacobi,  J.  f.  Math.  2,  1826,  p.  223 ; 
Werke  6,  p.  21;  der  betr.  Satz  war  übrigens  auch  schon  von  Rodrigues 
und  von  Ivory  gegeben  worden.  Vgl.  darüber  Heine,  JS^ugelfunctionen, 
2.  Aufl.,  I,  p.  20.  Eine  Darstellung  von  Jacobi's  Verfahren  auch  bei 
Encke  "•*),  p.  120. 


/" 
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ans,  in  der  0{x)  die  rechte  Seite  Yon  (3)  bedeutet  Der  Ausdruck 
für  den  Fehler  enthält  keinesfalls  die  Coefficienten  von  ofi^  x^^  •  •  *,  o:" 
in  der  Entwicklung  von  f{x)\  sollen  auch  die  von  a!:""*"^  •  •  •,  »**•"*"* 
herausfallen,  $o  müssen  die  Oleichungen  bestehen: 

1 

X''q>{x)dx^O,      (r  =  0,l,«,..,n)  (l7) 

-1 
Durch  partielle  Integration  formt  er  diese  um  in: 

1      X  X 

i  r  . .  j(p{x)dx''  =  0;  (18) 

-1-1      -1 

sie  sagen  also  aus,  dals  die  Function: 

XX  X 

f  f' "  f(p{x)dsf'  (19) 

-1 -1      -1 

nicht  nur  för  a;  =  —  1 ,  sondern  auqfi  für  o?  =  +  1  niit  ihren  n 
ersten  Ableitungen  verschwindet,  also  durch  (rc*  — -  1)"+^  teilbar  ist. 
Dann  kann  sie  aber  ihres  Grades  wegen  von  dieser  Potenz  sich  nur 
durch  einen  Constanten  Factor  unterscheiden;  ind^  er  über  diesen 
Factor  verfügt,  findet  Jacobi: 

"Pn+lW  -  (2n  +  2)! J^i ^^^> 

Er  schliefst  aus  diesem  Ausdruck,  dafs  die  Nullpunkte  von  (p(x)  alle 

reell   sind   und    dem  Intervall  (—  1  •  •  •  +  1)   angehören**'*).     Der 

Fehler  der  Formel  ist: 

1 


-1 


'  CH(x)(p{x)dx  (21) 


indem  er  noch  einmal  partiell  integrirt,  erhält  er  für  ihn  den  Aus- 
druck**''): 

W^T^lJ  (^  +  ^y^'-^^^^^'  (22) 

-1 

Die  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  1  -f*  ^  giebt  die  von 
Gaulis  angegebene  Form  des  Fehlers**'®). 


4676)  nr.  6,  p.  8.        4677)  nr.  6,  p.  ».        4678)  nr.  7,  p.  11. 
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E.  H.  Dirksen'-s  Darstellung ^^^)  geht    davon    aus,    dafs    das 
Integral: 


/ 


f(x)dx 


nähenmgsweise  durch: 

/<»)(0) 


(23)  2ri 


ersetzt  werden  kann;  dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich:    ^^ Ä^f(ti^), 
wenn  die  Bedingungen: 


(24)  ^'^X.'+^^i-O 


Ou  =  0,l,8,.    .«) 


erfüllt  sind,  um  dieses  Gleichungssystem  aufzulösen,  fährt  er  statt 
der  a^  die  Coefficienten  a^  (2)  ein*^*®);  er  erhält  auch  so: 

(25)  Ä,  =  -^  r^-(^^ 

0 

[übereinstinmiend  mit  Gkiufs  (3),  (4)].  Auch  giebt  er  einen  Aus- 
druck des  Bestgliedes  durch  eine  Summe  von  bestimmten  Integralen. 
Sollen  die  Gleichungen  (24)  auch  noch  färft  =  n  +  l,  •••, 2n+l 
erfallt  sein,  so  fährt  das  auf  Gleichungen  der  Form**®^): 

1 

(26)  Cq>(x)U^{x)dx^O 

0 

wo  U^  der  unvollständige  Quotient  der  Division  von  ic"  +  ^  durch 
q){x)  ist.  Die  Gleichungen  sind  also  äquivalent  mit  (18)*^*).  Zum 
Schlufs  versucht  er  eine  Abschätzung  des  Fehlers  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  nur  noch  /^•'■•"^)  stetig  bleibt**®'). 

C.  H.  Schellbach**®*)  läfst  das  Integrationsintervall  unbestimmt 
—  von  —  Ä  bis  -f  Ä  —  und  entwickelt  sowohl  den  genauen,  als  den 
angenäherten  Wert  des  Integrals  nach  steigenden  Potenzen  von  h\ 
er  erhält  fdr  die  halbe  Differenz  beider  den  Ausdruck: 


4679)  Berl.  Abh.  1882,  §  8,  p.  17;  vom  Febr.  1831. 

4680)  §  9,  p.  20.    4681)  §  12,  p.  29.    4682)  p.  82. 
4688)  §  16,  p.  41.    4684)  J.  f.  Math.  16,  1887,  p.  192. 
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+  iA»F"'(o)  [1  -2^^«;]  + 1**2'^,«;  +  •  •  •       ^^^^ 

und  daraas  den  Gleichungen  (24)  entsprechende.  Die  Elimination 
der  a,  ans  ihnen  könne  auf  verschiedene  Art  geschehen;  er  wolle 
folgenden  Weg  einschlagen:  Ist: 


80  ersieht  sich: 


=  l}ir"+^  +  2af-*  +  ra:^-»  + .    •         (28) 


L^lll^^tl'  a.  =  ^■'-"(^■-ir-T  ^         (29) 

J  dar"-^*  L         da:"-'^         Jo'  ^     '^ 

0 

also  =»  Oy  wenn  n  —  m  eine  positive  ungerade  Zahl  bedeutet;  daraus 
folgt: 

Mulüplicirt  man  also  die  Gleichungen  (24)  bezw.  mit  |>,  g,  r,  .  .  . 
immer  eine  überspringend  und  an  beliebiger  Stelle  beginnend,  so 
erhalt  man  links  0,  rechts: 

Die  so  entstehenden  Gleichungen  sind  nur  miteinander  verträglich, 
wenn  die  Elammergröfsen  alle  0  sind,  also  die  a^  die  Nullpunkte 
von  (28).    Daraus  ergeben  sich  die  Werte  der  Coefficienten  (25)*^*): 

1 

(32) 

-1 

Da  in  der  Klammer  die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  sich  weg- 
heben, ergiebt  sich  wieder  der  Ausdruck  (6). 

C.  A.  Bretschneider**^)  will  zeigen,  dafs  man  zu  den  Resiil- 
taten  von  Gauls  auch  gelangen  könne,  ohne  mehr  als  die  Elemente 


4686)  §  3,  p.  194.         4686)  Progr.  Gotha  1849. 
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der  y^gebra  und  Funciionenlehre^  Torausznsetzen.  In  der  That 
werde  die  Elimination  „überraschend  einÜEich^,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen: 

(33)  2'^'«r-*. 

durch  successiye  Additionen  und  Subtractionen  die  folgenden  herleite: 

(34)  2^'(1±«')"  =  ^*- 

(je  nachdem  man  die  Differenzen  progressiv  oder  regressiv  nimmt). 
Daraus  ergeben  sich  durch  gewöhnliche  successive  Elimination  von 
A^y  ilj,  •  •  •  Oleichungen  der  Form: 

(35)  0  =  k^^,  +  a^Jc^^,^^  +  a^K^,_^  +  •  •  •  (r=o.i,«,.  •  .,»> 
Wird  speciell: 

*«  -  -4- 

«       p+m 

so  vereinfacht  sich  auch  noch  die  Elimination  der  a^  aus  diesen 
Gleichungen  und  man  erhält: 

(36)  a,-(-l)'(:)f  +  ;-^)f  +  --^) 

Für  I?  «B  1  erh&lt  man  für  die  1  —  a^  dieselbe  Gleichung  wie  für 
die  er,;  er  schliefst  daraus,  dafs  die  reellen  Wurzeln  von  q>(x)  alle 
<  1  sind**®^.  Zum  Schlufs  bemerkt  er,  da(s  man  auf  dieselbe 
Weise  auch  den  Fall  behandeln  könne,  dafs  man  irgend  2n  Glieder 
der  Entwicklung  (9),  nicht  gerade  die  ersten,  beseitigen  wolle *^^). 

Aus  den  breiten  Auseinandersetzungen  von  J.  A.  Grunert««^ 
ist  als  für  uns  von  Interesse  nur  etwa  die  Angabe  der  Modificationen 
zu  erwähnen,  die  die  Formeln  erfahren,  wenn  man  jenseits  der 
Grenzen  des  Intervalls  noch  je  eine  Ordinate  zur  Berechnung  mit 
heranzieht. 

W.  S  che  ihn  er  *^^)  behandelt  eben^ls  die  allgemeine  Anf- 
lösong  von  Gleichungen  der  Form  (33).     Er  setzt: 

(37)  jLj  x-a^^  V(^)' 
?(«?)  =-  «0  +  «1^  H ^■  «n^; 

4687)  Bei  seinem  Schlüsse  auf  die  Realität  aller  Nullpunkte  von  (x) 
scheint  ein  Mifsversiändnis  des  Descartes^schen  Satzes  vorzuliegen.  Zu  dem 
Satze  selbst  vergleiche  man  auch  Ligowski,  Arch.  Math.  82,  1859,  p.  244. 

4688)  p.  10.         4689)  Arch.  Math.  14,  1860,  §  9,  p.  269. 
4690)  Leipz.  Ber.  8,  1866,  p.  65. 
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die  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  x  giebt  dann: 

08  


1»  =  0 

also  durch  Ausmultipliciren: 


»0 

-«0 

«1  +  «0«! 

=  «1 

.              •              .              . 

•    .    .    • 

(39) 

««+»«-l«l+-- 

•  +  »1            o«-i  +  »0««       -  «« 

«j,  +  «j,-iOi  +  -- 

(j.  =  l,»,8,  ••  ) 

Man  kann  daher,  wenn  «g,  5^,  •  •  •,  s^  gegeben  sind,  aus  den  letzten 
Gleichongen  fEb*  p  —  1^  2,'-*,  n  die  a  bestimmen,  hierauf  durch 
Auflösung  der  Gleichung  (p(x)  ^=  0  die  a,  schliefslich  durch  Partial- 
bruchzerlegung  die  A,     Ist  speciell: 

«,+i-«,  =  (i+l'):(**+i')  (40) 

WO  X  und  fi  beliebig  sind,  so  kann  man  auf  Grund  älterer  Unter- 
suchungen von  Pfaff  und  Heine,  oder  unter  Benutzung  der  Trans- 
formationstheorie der  hjpergeometrischen  Functionen  zeigen,  dafs  dem 
System  (39)  durch: 


a 


p  —  n  —  1     (i  -{-  p  -\-  n  -^  1 


p±i 

«p  P  +  1  ^  +  P+1 


(41) 


genügt  wird^^^),  es  ergiebt  sich  also  dann: 

g)(af)-F(-n-\     ft  +  w-S     l+l;x)  (42) 

[also   gleich  einem  Jacobi'schen   Polynom,  §  84,  (44)]   und  ^  wird 
gleich  dem  ganzen  Bestandteil  von: 

x-\g>(x)¥{l,  A  +  1,  ^  +  1,  x-^)  (43) 

Man  könne  aber  auch  die  Berechnung  von  ^  ganz   umgehen,  wenn 
man  beachte,  dafs: 

flO 

y  -^s^x-P  =  ^iX-^F(l,  X  +  1,  ^  +  1,  x-i)  (44) 

der  linearen  Differentialgleichimg: 


4691)  nr.  2,  p.  68. 
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1 45>  x'i  —  x.y  =  u  -  *>  -  1.  ']J^  -^  ••*i 

genügt ^^^;:  aas  der  sich  hieraus  ergebenden  Gleichung  (Bjt  (=^Jf9(jc) 


mülsten  nämlich  die  Glieder  mit  negativen  Erponenten  sich  gegen- 
seitig wegheben.     Danras  ergiebt  sich: 

(46 i  A^  =    .^  .-r_«^ji- *     |^_,  ^  ^       «^  ^  . . .  al  ,       aj, 

nnd  der  letzte  Factor  lälst  sich  anch  noch  durch  Producte  aus- 
drQcken.  Es  bleibt  also  nur  noch  ^'(o, )  zu  berechnen ,  was  auf 
verschiedene  Arten  durch  hypergeometrische  Reihen  geschehen  kann. 
Für  die  Anwendung  auf  die  mechanische  Quadratur  ist  i  ^  —  \y 
^  =  y  zu  setzen  **•*). 

G.  Bauer^^^j  knüpft  direct  an   die  Entwicklung  der  zu  inte- 
grirenden  Function  nach  den  Legendre'schen  Polynomen  an.     Ist: 

n 

(47;  y^^A^PXx) 

80  ist: 


1 
(48)  2A^^fyd. 


-1 

Wenn  man  andererseits  in  der  Gleichung  (47)  für  x  die  Werte  c^ 
einsetzt  und  dann  auflöst,  so  findet  man  einen  Ausdruck  der  Form: 

^9)  ^  =  J?o(yo  +  i'.)  +  ^1  C^'i  +  y.-i)  +  •  ■  • 

Bauer  schliefst  nun:  da  A^  tun  so  genauer  bestimmt  wird,  je  mehr 
Glieder  der  Beihe  man  berücksichtigt,  so  werden  diejenigen  Werte^ 
die  das  nächste  Glied  der  Reihe  (47)  zu  Null  machen,  die  vorteil- 
haftesten Argumente  für  die  mechanische  Quadratur  darstellen.  Die 
so  erhaltene  Gleichung  sei  dieselbe,  wie  die  von  Gaufs  gefundene.  — 
Aufserdem  giebt  er  noch  eine  Ableitung  des  von  Gaulis  gegebenen 
Ausdrucks  (15)  fär  die  CoefQcienten  aus  allgemeinen  Sätzen  über 
die  Beziehungen  zwischen  den  Kugelfunctionen  erster  und  zweiter 
Art**^)  und  drückt  sie  auch  noch  durch  die  Nullstellen  von  P^^x 
aus.  Aus  der  Bestimmung  des  Fehlers  der  Quadratur  ergeben  sich 
Relationen  zwischen   diesen   Coefficienten^^^).     Schliefslich    bemerkt 

4692)  nr.  8,  p.  70.         4693)  nr.  6,  p.  78. 

4694)  Hab.-Schrifb  München  1867,  Note  2,  p.  41.  Eine  strenge  Durch- 
führuDg  dieser  Schlufsweise  scheint  nicht  leicht  zu  sein;  doch  vgl.  man 
Stieltjes  ^'o»;. 

4696)  p.  48.         4696)  p.  46. 


§  88.  Yerwendg.  d.  Entwicklgn.  n.  oscillirend.  Funct.  zu  mech.  Quadratur.  943 

er  noch,  dafs  für  sehr  grofse  Werte  von  n  die  Formel  in  die  folgende 
übergeht  *^^: 

/rt«)..-2''id.ij±i.A(o<«H-JJ.).      m 

E.  B.  Christoffel*^*®)  geht  aus  von  der  Identität: 

1 


/  \        r<p{x)dx  ,  V  ,      t#  +  1 


-1 
1 


(51) 


-1 


Durch  Benutzung  der  Partialbruchzerlegung  von  (p^/(p  erhält  er 
aus  ihr: 

9>s(t«)/9>(ti)  ist  also  der  unterschied  zwischen  dem  wahren  und  dem 
angenäherten  Werte  von  \og{u  +  l)/(u  —  1).  Wird  beiderseits 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  ergiebt  sich,  wie  bei 
Ganfs^^^,  dafs  man  die  beste  Annäherung  erhält,  wenn  man  es  so 
einrichtet,  dafs  in  der  Entwicklung  von  (52)  die  ersten  Glieder  mit 
negativen  Exponenten  wegfallen.  Christoffel  zeigt  **^),  dafs  man, 
abgesehen  von  constanten  Factoren,  nur  auf  eine  Weise  erreichen 
kann,  dafs  die  Glieder  mit  x''\  .  .  .,  x~^  wegfallen,  aber  nicht 
anders  als  durch  9  ^  0,  dafs  auch  noch  x"^'^  wegfällt.  Durch 
wiederholte  Differentiation  gewinnt  er  dann  das  Resultat*^,  dafs 
auch  in  der  Entwicklung  von: 

log^  {[(«*-  l)'p{u)Y-n{n+l)<p(u)}  (53) 

keine  Glieder  mit  tt~^, ...,  m"**  vorkommen,  dafs  also  g)(u)  der 
Differentialgleichung  §  32  (3)  genügt.  Durch  Trennung  der  Glieder 
mit  positiven  und  mit  negativen  Exponenten  erhält  er: 


4697)  p.  47.         4698)  J.  f  Math.  66,  1858,  p.  61. 

4699)  nr.  2,  p.  64.  Christoffel  beweist  zuerst  die  zweite  Behauptung; 
aus  ihr  ergiebt  sich  dann  die  Unabhängigkeit  der  beim  Beweise  der 
ersteren  auftretenden  linearen  Gleichungen,  p.  67  bemerkt  er,  dafs  man 
mit  Hilfe  dieses  Lemmas  verschiedene  Sätze  über  Kugelfunctionen  bequem 
beweisen  könne. 

4600)  p.  66. 
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^54^         [("*  -  1)  <Pi  («)]'-«(«+!)  «P,  («)  =  0, 

'^   ^      [(««- 1) ,,;(«)]' -«(«  +  i)v;(«)  + 4  v'W-0. 

Es  ist  also  <p^  ein  zweites  Integral  jener  Gleichung  (Eugelfunction 
2.  Art);  fOr  <Pi{u)  erhält  er  schlieüslich  den  Ausdruck: 

(55)  g)i(u)  =  2^ (fi^l^Tlh)  ^n-8. W- 

Femer  ergiebt  sich  für  die  Coefficienten  die  neue  Formel****): 

f.(.-.  vi(«g i_     _2_ 

und  durch  Zuziehung  der  Recursionsformeln  der  P„  noch: 

Weitere  Resultate  gewinnt  Christoffel  aus  der  Bemerkung*^*),  dafs  die 
in  den  Integraltheoremen  der  Legendre'schen  Polynome  auftretenden 
Integrale  bei  geeigneter  Wahl  der  Anzahl  der  Ordinaten  durch  die 
Quadraturformeln  genau  gegeben  werden  müssen,  daCs  also: 

BJa^       f      Ö        für/  +  m| 

—  '2  ,  l<n,  m<n 

a i — 7        »       *  =  Wl  I 

ist.  Er  erhält  damit  zunächst  die  Bestimmung  der  CoefEcienten  in 
der  Interpolationsformel: 

(59)  ^(.)^2'-2"-^™(-)i:^w^«f^^- 

Daraus  ergiebt  sich   dann  speciell  nach  einigen  Umformungen*^'): 

n  —  1 

und  femer: 

»n  =  0 


(58)  2'^'W^".(«')p7«y= 


4601)  p.  69.    Vgl.  die  Resultate  von  Scheibner **•<»)  und  Bauer*"*). 

4602)  p.  70.         4603)  p.  72. 
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In  dem  allgemeineren  Falle  ^^^),  dafs  f&r  g>(x)  eine  ganze 
Function  des  Grades  m  +  n  genommen  werden  und  aus  (5)  nur  die 
Glieder  mit  x''\  .  .  .,  x^^  beseitigt  werden  sollen,  kann  man  über 
fi  Nullpunkte  von  g>  willkürlich  verftLgen  und  die  übrigen  dazu 
bestimmen. 

Werden  die  ersteren  mit  a^,  .  .  .,  a^  bezeichnet  und: 

n{x  -  a,)  -  xi'd  (62) 

gesetzt,  so  erhält  man: 

/(m) 

unter  11  das  Dififerenzenproduct  der  Integrationsvariabein  x^^  x^^  --  -j  ^m 
yerstanden.  Christoffel  giebt  die  entwickelte  Formel  für  m==»0,  1,  2,  3; 
aufserdem  teilt  er  noch  eine  zweite  Auffassung  mit^^^),  die  darauf 
hinauskonmit,  dafs  man  zuerst  die  Integralformel  unter  Benutzung 
der  zu  den  vorgegebenen  Abscissen  a  gehörenden  Ordinaten  aufstellt 
und  dann  noch  eine  Gorrection  anbringt.  Die  Fehlercoefücienten 
drücken  sich  durch  die  Nullpunkte  von  g>^  und  q>^^i  aus.  Eine 
dritte  Behandlungsart**^)  geht  von  der  Entwicklung  der  gesuchten 
Function  nach  Legendre'schen  Polynomen  aus: 

m-f-n 

Vix)  =^  B,P„^,_,{x).  (64) 

Sollen  dann  aus  der  Entwicklung  (5)  die  Glieder  mit  x"  ^,  o?""  *, . . .,  x"  "* 
herausfallen,  so  dürfen  Pq,  P^,  .  .  .,  P^.x  ^^^^  auftreten.  Man 
erhftlt  also: 

und  daraus  mit  Hilfe  einer  Becursionsformel: 

Kx)-con8t.z(x)J;?*±ip,(x)2'±i',+«-.(«i)—P«+x(«,-i)i'»(0-     (66) 

Schliefslich  giebt  Christoffel  auch  noch  eine  Darstellung  der  hier 
auftretenden  Determinanten  durch  höhere  Differentialquotienten,  aus 
der  sich  in  geeigneten  Fällen  etwas  über  die  Lage  der  NuUstellen 
von  <p(x)  entnehmen  läfst**^). 


4604)  nr.  3,  p.  78.         4606)  p.  76. 
4606)  nr.  4,  p.  77.         4607)  p.  81. 
Jahresbericht  d.  DeatMhan  MsthenL-Yervinlgung.    X.  60 
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W.  Ligowski^*^  giebt  ohne  nähere  AusfOhrong  an,  wie  die 
Formeln  für  n=»  1,  3,  5  zu  modificiren  sind,  wenn  man  Anfangs- 
nnd  SdiluTsordinate  mitnehmen  will.  Ein  Nachtrag^^^)  giebt  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  (24)  durch  Determinantenf 
unter  Benutzung  eines  Satzes  von  Gauchy. 

F.  Strehlke**^®)  wirft  die  Frage  nach  bequemer  numerischer 
Berechnung  der  Nullstellen  der  Legendre'schen  Polynome  auf. 

In  G.  Boole's  Differenzenrechnung **^^)  wird  die  mechanische 
Quadratur  ziemlich  kurz  behandelt,  ausfOhrlicher  in  der  1.  Auflage 
von  He  ine 's  Handbuch  **^*).  Die  Function,  deren  Entwicklung  die 
Fehlercoefficienten  liefert,  bringt  er  auf  die  Form**^*): 

(«)  ^ , 

wo  Q^  die  Kugelfanction  2.  Art  bedeutet.     Die  Entwicklung  dieses 
Ausdruckes  nach  fallenden  Potenzen  Yon  x  beginnt  mit: 

Dann   untersucht  Heine    die   Goefficienten  Ä^   noch  etwas  genauer; 
aus  dem  Ausdrucke **^*)  (vgl.  56): 

1  1 


(69)  A^^2 


1  -  a;  P'  («ö« 


erhält  er  eine  genauere  Bestimmung  des  Fehlers.  Schliefslich 
recapitulirt  er  die  ursprüngliche  Untersuchung  von  Gaufs  und  giebt 
dessen  Tafel  numerischer  Werte  in  abgekürzter  Form**^*). 

Der    schon   einmal    erwähnte    Aufsatz    von   F.   G.   Mehler^**^) 
stellt  sich  die  Aufgabe^  ein  Integral  der  Form: 

1 

(70)  jfix)  (1  —  xY  (1  +  xY  dx 

-i 


4608)  Arch.  Math.  82,  1869,  p.  246.    4609)  ib.  36,  1861,  p.  181. 

4610)  ib.  32,  1869,  p.  434. 

4611)  Treatise  on  finite  differences,  London  1860;  mir  war  allerdings 
nur  die  2.,  von  J.  F.  Moulton  besorgte  Auflage,  ib.  1872,  zugänglich. 

4612)  Handbuch  der  Kugelfunctionen,  Berlin  1861,  B I,  §  8,  p.  285.  Die 
Darstellung  erscheint  nur  deswegen  so  kurz,  weil  die  erforderlichen  Hilfs- 
sätze schon  vorher  abgeleitet  sind.  Heine  findet  (I,  §  64,  p.  166),  die 
Bestimmung  der  Zähler  sei  bei  Gaufs  weniger  übersichtlich  als  bei 
Christoffel. 

4613)  §  4,  p.  287.         4614)  p.  290.         4615)  §  6,  p.  292. 
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^,= 


18    auf    Glieder    (2  n  —  1)**'    Ordnung    einschliefislich    durch    eine 
Summe  der  Form: 

H 

auszudrucken.  Mehler  bestimmt  zunftchst  die  Werte  der  Goefificienten 
Aj  indem  er  für  f{x)  die  Function  (p„(x)/{x  —  a^)  wählt;  er  erhält: 

^1^    /%,(x)(l-./(l+a^)^^ 

-1 

Indem  er  diesen  Ausdruck  einsetzt,  jetzt  ftlr  f{x)  die  Function 
(js  —  ic)""  *  wählt  und  die  Lagrange'sche  Interpolationsformel  benutzt, 
erhält  er  ftlr  den  Rest  der  Entwicklung  den  Ausdruck: 

1 

*-  -  ■^iiW  J  T^x '*^-  (73) 

-1 

Soll  die  Entwicklung  dieses  Bestes  nach  fallenden  Potenzen  von  e 
mit  iP"*""*  beginnen,  so  müsse: 

».(x)  -  (1  -  x)-'  (1  +  x)-" ^  { (1  -  «)-+■'  (1  +  xY^" }        (74) 

gewählt  werden;  es  lasse  sich  dann  leicht  zeigen,  dafs  die  Wurzeln 
der  Gleichung  tp^^x)  =  0  alle  reell,  voneinander  verschieden  und  im 
Intervall  ( —  1  •  •  •  +  1)  gelegen  sind.  Für  eine  genauere  Unter- 
suchung dieser  Polynome  verweist  er  auf  Jacobi  ***•);  doch  könne 
man  auch  auf  dem  von  ihm  eingeschlagenen  Wege  einfache  Resultate 
erhalten.  Dementsprechend  leitet  er  u.  a.  noch  folgenden  einfacheren 
Ausdruck  ftir  die  Coefficienten  A  ab  *•*•): 

Die  Annahme  A  =  ft  =  —  1/2  liefert  die  früher  erwähnten  Resultate. 
C.  C.  G.  Andrae*^^^  giebt  eine  ausführliche  Darstellung  der 
verschiedenen  Methoden  zur  näherungsweisen  Berechnung  bestimmter 
Integrale.  Auch  er  glaubt**^®),  die  Approximation  setze  „n0d- 
vendigviis**   voraus,   dafs   sich   die   zu   quadrirende  Function   in  eine 


4616)  J.  f.  Math.  63,  1864,  p.  156. 

4617)  Eopenh.  oversigt  1867,  p.  165;  vgl.  auch  das  franz.  r^sum^  p.  26. 
Der  Aussug  Tidsskrift  (2)  4  war  mir  nicht  zugänglich. 

4618)  p.  166. 

60* 


948  I. Hauptteil.  ll.Abschn.  Allgem.Beihenentwicklgn.a.Integraldar8tellgn. 

im  ganzen  Intervall  convergente  Potenzreihe  entwickeln  lasse.  Indem 
er  in  der  Interpolationsformel  (3)  für  die  /(aj  ihre  Entwickinngen 
aus  der  Gleichung: 

(75)  f{x)=^KX 

setzt  und  zur  Abkürzung  schreibt: 

erhält  er: 

(77)  y  =  K,^  T,  +  K,^  «,  T,  +  K^'^«\t,  +  •  •  • 

Diese  Functionen  T^  hätten  die  Eigenschaft,  die  er  nirgends  erwähnt 
gefunden  habe: 

(78)  ^T=l,   2«»^»=*'  2'"v^»=^''-'^<~'^'=*""'' 

wie  man  erkenne,  wenn  man  für  f{x)  selbst  eine  rationale  ganze 
Function  w*®°  Grades  nehme **^*).  Daraus  ergiebt  sich  sofort,  dafs 
Genauigkeit  w**'  Ordnung  erreicht  wird,  wie  auch  die  Abscissen 
gewählt  werden  mögen.  Bei  der  Besprechung  des  Verfahrens  von 
Gaufs  findet  er  es  bequemer,  ±1/2  als  Grenzen  zu  wählen***^)  und 
die  Quadrate  der  a^  als  neue  Unbekannte  einzuführen  ***^);  dabei 
behandelt  er  ausführlich  die  Fälle  kleiner  n.  Er  zeigt,  dafs  die 
Gleichungen  (29)  im  allgemeinen  Falle  sich  „aufserordentlich  ein&ch'' 
lösen  lassen,  wenn  man  statt  der  Wurzeln  die  Goef&cienten  des 
Polynoms  q>„{x)  als  Unbekannte  einführt **^^);  für  die  Praxis  sei  das 
aber  doch  nicht  bequem,  und  man  sei  auf  den  Ausdruck  (25)  an- 
gewiesen. 

Weiterhin  bespricht  auch  er  den  Fall,  dafs  nicht  alle  zu  ver- 
wendenden Ordinaten  frei  disponibel  sind****).  Dann  stellt  er  die 
Frage  nach  der  geeignetsten  Wahl  der  a^  für  den  Fall,  dafs  die  A 
alle  einander  gleich  werden  sollen ^^).  Man  erhält  hier  sofort  die 
Werte  der  Wurzelstunmen: 

^'^^  ^  "*"  "  (2^+1)2»"  +  » 

und  aus  ihnen  die  Goef&denten.     Er  führt  die  Rechnung  für  n  ==  5, 


4619)  §  8,  p.  171.         4620)  §  4,  p.  174.         4621)  §  6,  p.  177. 
4622)  §  6,  p.  181.         4623)  §  7,  p.  183. 

4624)  §  8,  p.  186.     E.  Lampe  erwähnt  D.  M.  V.  3,   1892/98,  p.  103, 
dafs  diese  Formeln  besonders  bei  den  Schiffsbantechnikem  beliebt  seien. 
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fw  =  2  durch;  dafs  die  a  schon  hier  irrational  werden,  sei  kein 
wesentlicher  Nachteil. 

Übrigens  betont  er,  man  dürfe  nicht  auf  den  erreichten 
Genauigkeitsgrad  allein  achten,  sondern  müsse  auch  die  Gröfse  des 
ersten  yemachlässigten  Correctionsgliedes  berücksichtigen  ^^^^).  Man 
erhalte  es  für  die  Gaofs'sche  Formel,  indem  man  das  zur  Auf- 
lösting  der  Gleichungen  (29)  dienende  Verfahren  um  einen  Schritt 
weiter  fortsetze. 

Zum  SchluDs  stellt  er  die  Formeln  zusammen  und  führt  ein 
Beispiel  nach  verschiedenen  Methoden  numerisch  durch;  auch  be- 
spricht er  die  Zerlegung  des  Intervalls  in  Teilintervalle  ^^. 

A-  Chr.  Pujet***')  stellt  die  allgemeinere  Frage  nach  Quadratur- 
formeln, die  für  Functionen  der  Form: 

y  =  xfi(a  +  bx^+  cx*^+ \-  laf^  (80) 

genaue  Resultate  geben.  An  Stelle  der  Gleichungen  (24)  treten 
dann  die  folgenden: 

Ihre  Auflösung  bewerkstelligt  er  durch  Multiplication  mit  Factoren, 
die  so  bestimmt  werden,  dafs  aus  dem  Resultate  alle  Coefficienten 
bis  auf  einen  herausfallen;  er  findet ^^^):  ^ 


Aa^ 


(82) 


wo: 


27(x^-«0=»'(^0  (83) 

V 

gesetzt  ist. 

Soll  mit  möglichst  wenig  Ordinaten  ein  möglichst  hoher 
Genauigkeitsgrad  erreicht  werden,  so  sind  die  Fälle  eines  geraden 
und  eines  ungeraden  n  zu  unterscheiden.  Wird  den  verfElgbaren 
Gröfsen  die  Bedingung  auferlegt,  dafs  ein  Ä^  Null  sein  soll,  so  läfst 
sich  der  Ausdruck  der  übrigen  vereinfachen;  durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  erhalt  er  schlielslich  einen  Ausdruck  von  derselben 
Form  wie  (82),  der  aber  nur  noch  die  beibehaltenen  a^  enthält. 
Die  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich  auf^^): 


4625)  §  9,  p.  189.         4626)  §  10,  p.  192;  §  12,  p.  197. 
4627)  Th^e  Paris  1868.        4628)  p.  9.        4629)  §  2,  p.  17. 
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1 
(84)        f  xl^'^^9'^)Jtp^^^(x^dx.^0    für  v  =  0,  1,  2,  ...,n- 1. 


Ist  n  =»  2  m  -f  1)  so  kann  man  g  —  m  +  1  nehmen  und  erhält  dann 
eine  Verallgemeinerung  der  Resultate  von  GauDs  und  Jacobi;  Pujet 
entwickelt  diese  noch  einmal,  nicht  eben  auf  die  einfachste  Art 
Er  findet: 

(85)  g,^(:^^arl^'i^^-^£^,{^^^^^ 

Auch  giebt  er  fCbr  diesen  Fall  eine  vereinfachte  Darstellung  der 
Coefficienten***^)  und  leitet  aus  ihr  wieder  die  Formeln  von  (Paulis 
(15)  und  Christoffel  (56)  sh^^). 

Ist  n  =>  2  m,  so  kann  man  g  =  m  nehmen;  es  bleibt  dann  eine 
Abscisse  unbestimmt.  Pujet  setzt  sie  zuerst  willkürlich  gleich 
Null*^**)  und  erhält  dann  für  tp^  denselben  Ausdruck  wie  oben. 
Dann  nimmt  er  sie  =  1 ;  im  Falle  j3  =  0,  J  =  1  erhält  er  hier  zu  den 
vorhergehenden  synunetrische  Formeln**'*).  Schliefslich  sucht  er 
eine  obere  Grenze  für  den  bei  Anwendung  dieser  Formeln  zu  be- 
fürchtenden Fehler  zu  bestinunen,  doch  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  man  eine  obere  Grenze  für  die  Differenz  zwischen  der  zu 
quadrirenden  Function  und  der  benutzten  Interpolationfiformel 
kennt****).  Schliefslich  bespricht  er  eingehend  specielle  Fälle  und 
führt  ein  numerisches  Beispiel  durch****). 

F.  Tisserand  stellt  die  beiden  Formeln  (20)  und  §  25A  (49), 
von  welchen  er  die  letztere  ohne  nähere  Angabe  Jacobi  zuschreibt****), 
nebeneinander.  Die  letztere  könne  man  auch  daraus  ableiten,  dafs 
der  ganze  Bestandteil  der  Entwicklung  von: 

(86)  -: ,     wo   U  =  cos  (n  arc  cos  x) 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  mit: 

identisch  sei.     Die  Substitution: 

(88)  iT  =  cos  t 


4630)  p.  24.         4631)  p.  31.         4682)  p.  33. 
4633)  p.  34.         4634)  §  3,  p.  37.         4636)  §  4,  p.  40. 
4636)  Par.  C.  R.  68,    1869,   p.  1101.     Wahrscheinlich  liegt  nur  ein 
Mifsverständnifl  eines  Citats  von  Mehler  vor. 
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fährt  zu  Näherungsformeln  fOr  die  Coefficienten  trigonometrischer 
Entwieklxmgen.  Eine  ansffthrlichere  Darstellung  der  von  Tisserand 
benutzten  Schlüsse  findet  sich  in  Ch.  Her  mite 's  Vorlesungen***^). 
J.  Bertrand**^)  giebt  folgende  einfache  Auflösung  der 
Gleichungen  (29):    Sie  sagen  aus,  dafs  die  Summe: 

n+T  +  n  +  2  ^  ^  ^qr^+T  (®^) 

für  n  »  0,  1,  2,  .  .  .,  m  —  1  verschwindet;  diese  Stmmie  mufs  also 
gleich  einem  Bruch  sein,  dessen  Zähler  sich  nur  durch  einen  con- 
stauten  Factor  von: 

w  (n  —  1)  .  .  •  (n  —  tn  +  1)  (90) 

unterscheidet.  Zur  Berechnung  der  a  bedarf  es  also  nur  der  Partial- 
bruchzerlegung. 

An  die  Untersuchungen  von  Hermite***^)  anknüpfend,  aber 
anscheinend  ohne  Andrae****)  zu  kennen,  stellt  P.  L.  Tschebyscheff 
die  Frage  nach  den  „Quadraturformeln  mit  gleichen  Coefßcienten^,  d.  h. 
die  Frage:  wie  muls  man  die  Argumente  x  wählen,  damit  das 
Integral: 


1 

/ 

-1 


F{x)f(x)dx,  (91) 


in  welchem  F{x)  eine  gegebene  Function  bedeutet,  möglichst  genau 
durch: 


»=1 


dargestellt  werde ***^)?  Das  formulirt  er  dann  dahin,  dafs  die 
Differenz  beider  Werte  unabhängig  werden  soll  von  den  Gliedern 
n***  und  niedrigerer  Ordnung  in  der  Entwicklimg  von.  f{pc)  nach 
Potenzen  von  x.     Die  specielle  Annahme: 


4637)  Cours  d'analjBe  de  T^cole  polyt.,  Paris  1873,  p.  462. 

4638)  Traitä  de  calcul  integral,  Paris  1870,  nr.  529,  p.  511  (nicht  bei 
Gelegenheit  der  Besprechung  der  mechanischen  Quadraturen,  sondern  als 
Beispiel  für  den  „calcul  inverse  des  integrales  däfinies")-  Neu  gefunden 
▼on  R.  Baillaud,  Par.  C.  B.  90,  1880,  p.  974,  der  Toulouse  observ.  ann.  2, 
1886,  B  Bertrand^s  Priorität  anerkennt. 

4639)  Assoc.  &an9.  2,  1873,  p.  60;  J.  de  xnath.  (2)  19,  1874,  p.  19. 
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n 

liefert,    wenn    auch  hier  das  Product    I  I  {^  —  O    ™^^   vW    ^®* 
zeichnet  wird: 

V^*/      f    js  —  rc  g)(ir)  £«  +  «         '         ^«+»         ' 

-1 

und  durch  Multiplication  mit  z  und  Grenzübergang  zu  jer  «  cx)^^^): 

1 

(95)  -^  "  "^  T-^W  ^^• 

-1 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  (94)  durch  Integration  nach  z: 

(96)  Ji.(.)log(.-.)d.-^log5f -^-^^^_... 

-1 

oder***^): 

1 

(97)  ^jF{x)\og{»-x)dx 

ip(z)  =  CEc  -1  , 

wenn  mit  E   der  ganze  Bestandteil  der  nachfolgenden  Function  be- 

zeichnet    wird.      Für    F{x)  =  (l  —  o:^)    *    erhält    man    Hermite's 
Formel,  indem: 


(98)  E  y        \ "  )  «=  -;zi  cos  n  (arc  cos  z) 

ist*^*);  far  F(x)  =  1  wird*«*«): 

(99)  ip(z)  ^E{z+  1)~^~  •  (z  -  if  "^  ^'"  '\ 

Die  so  erhaltene  Quadraturformel  gebe  bei  gleicher  Gliederzahl  nicht 
dieselbe  Genauigkeit  wie  die  von  Gaufs,  sei  der  letzteren  aber  vor- 
zuziehen, wenn  die  zu  benutzenden  Funddonswerte  mit  unbekannten 
Fehlem  behaftet  seien. 

Ist  F{z)  eine  ungerade  Function,  so  ist  das  Verfahren  nicht 
anwendbar,  da  sich  dann  J.  »  0  ergeben  würde.  Tschebjscheff  sucht 
in  diesem  Falle  eine  Formel  der  Gestalt: 

4640)  nr.  2,  p.  20.         4641)  nr.  8,  p.  21.         4642)  nr.  4,  p.  2S. 

4648)  nr.  5,  p.  24;  nr.  6,  p  26  giebt  er  die  ausgerechneten  Werte  für 
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1 


/■ 


F{x)  f(x)  dx-^'Ä 
-1 

Wird  hier: 


m  im 

»=1  »=»1+1 


8m 


(100) 


nf")  =  TI  (.' -  "r),    «»iW-TJc-^-«,)      (101) 

gesetzt,  so  fuhrt  ein  ganz  entsprechendes  Verfahren  wie  im  ersten 
Falle  auf  das  Resultat,  dafs  9>o(^)/9'i(^)  ®^  Nftherongsbruch  der 
Kettenbrachentwicklung  der  in  (97)  auftretenden  Exponenüalfdnction 
sein  muTs****).     Durch  Anwendung  dieser  Formeln  auf: 

F(x)  =     ,   ^  (102) 

erhAlt  man  nftherongsweise  Ausdrücke  für  die  Entwicklung  einer 
Function  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  des  Arguments ^^^). 

C.  Posse  gewinnt  dieselben  Besultate  von  einer  allgemeineren 
Fragestellung  aus^^*).  Er  knüpfk  an  Tschebjscheff's  Gleichung  (97) 
an  und  leitet  zunächst  die  Formel  ab^^^): 

/^  /TO       r  F(x)<p^(x)dx 

in  der  die  g>^  die  Näherungsnenner  der  Kettenbruchentwicklimg  von: 

1 
F{x)  dx 


S 


B  —  X 

bedeuten.     Für: 


(104) 


ergiebt  sich  wieder  die  Gleichung  §  25A  (49)***®);  für: 


F{x)  =  yi-x^  (106) 

ergiebt  sich****): 

-^'^{l-^fia;),       „,_co8^,  (107) 


endlich  für: 


4644)  nr.  8,  p.  29.         4646)  nr.  10,  p.  82. 

4646)  NouT.  ann.  (2)  14,  1876,  p.  49.         4647)  nr.  1,  p.  52. 

4648)  nr.  2,  p.  68.         4649)  nr.  3,  p.  66. 
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(108)  F(x)  -  Y^ 

erhalt  er*«*»): 


<io9)     ^^i  2^^~ "')  ^("')'    "' = *^'  2^;r^  ■ 


Schliefslich  zeigt  er  noch**^^),  dafs  der  zuerst  genannte  Fall  der 
einzige  ist,  in  welchem  die  CoefQcienten  der  einzelnen  f{a^  alle 
einander  gleich  werden. 

Ein  dieser  Zeit  angehöriger  Aufsatz  von  Ligowski^^^  be- 
handelt zunächst  die  Annahme: 

(110)  a^=^^i,     v  =  0,  1,  2,  ...,  w-1, 

deren  Fehler  z.  B.  für  «  =  3  nur  7/18  des  Fehlers  der  Simpson- 
Cotes'schen  Formel  sei;  weiterhin  auch  die  Frage  nach  Formeln  mit 
gleichen  Coefficienten**^),  wie  es  scheint,  ohne  dafs  er  von  Ajidrae  *•**), 
Tschebyscheff****)  oder  Posse  *^*)  Kenntnis  hatte.  Er  verbindet  dann 
auch^^)  verschiedene  Formeln  desselben  Genauigkeitsgrades,  um 
eine  Verminderung  des  Bestgliedes  zu  bewirken.  Dasselbe  Resultat 
sucht  er  dann  noch  durch  andere  Wahl  der  Ordinaten  in  den  zu 
verbindenden  Formeln  zu  erreichen**^^).  Entsprechende  Unter- 
suchungen führt  er  auch  noch  für  den  Fall  durch,  dafs  Anfangs- 
und Endordinate  jedenfalls  mitgenommen  werden  sollen****). 

K.  Schellbach***^)  giebt  an,  wie  man  für  kleine  Werte  von  n 
die  Berechnung  der  Gaufs'schen  Formeln  elementar  durchführen  könne. 

0.  Ca  11  andre  au****)  geht,  Andeutungen  von  Hermite  folgend, 
zur  Ableitung  der  Quadraturformeln  davon  aus,  dafs  sich  das  Integral: 


c- ')■"■■ /*|5^- 


4660)  p.  56.         4651)  nr.  4,  p.  57. 

4652)  Arch.  Math.  58,  1876,  p.  49.  Ein  Aufsatz  Ligowski's  revue 
maritime  51,  1876,  p.  159,  sowie  eine  besondere  Schrift  desselben:  Neue 
Nähenmgsformeln  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale,  Kiel  1875,  waren 
mir  nicht  zugänglich. 

4655)  nr.  12,  p.  52.         4654)  nr.  19,  p.  55.         4655)  §  2,  p.  61. 

4656)  §  3,  p.  66;  einige  Ergänzungen,  bei  denen  auch  die  Werte  der 
Ableitungen  an  beiden  Grenzen  mit  benutzt  werden,  ib.  59,  1876,  p.  829. 

4657)  Progr.  Berlin  1877;  die  2.  Aufl.  1888  war  mir  nicht  zugänglich. 

4658)  Par.  C.  R.  84,  1877,  p.  1225. 
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wenn    z    anfserhalb    der   Integrationsgrenxen    liegt,    durch    partielle 
Integration  auf: 

/•    1     /d"(a;'- 1)     <r(«'-i)\         d-(«'-i)  h  ix     ,     . 

J  T^iT  [—Ta^ rfp— j  '^^  -••  —di'—  J  7=riF   (m) 

-1  -1 

snrückf&hren    läfst.     Wird    das  erste  Integral  in  (Hl)  mit    0(£) 
gesetzt,  so  ergiebt  sich: 


-1  -1 


Hier  moltiplicirt  CaUandreau  mit  f(z)  dz  und  integrirt  über  einen 
Kreis,   in  dessen   Innern  f(z)   sjnektisch  ist;  die   linke    Seite    giebt 

dann  2nijf(x)dx^    auf    der    rechten    Seite    giebt    das    erste    Glied 

^'xiI!Ä^f(u^\  wo  die  «^  die  Pole,  die  Ä^  die  Residuen  von  O/P^ 
sind,  das  zweite  einen  Ausdruck  fOr  das  Restglied  der  Quadratur- 
formel durch  ein  Doppelintegral,  das  sich  abschätzen  läfst,  wenn 
die  dem  Ursprung  nächste  singulare  Stelle  von  f{x)  aufserhalb  des 
Einheiiskreises  liegt. 

In  demselben  Band  giebt  A.  Pujet^^*)  eine  neue  Ableitung 
der  Gknfs'schen  Formeln,  indem  er  das  allgemeinere  Problem  stellt: 
das   Restglied  f^^\dh)    der    Maclaurin'schen    Reihe    so    durch    eine 

n 

Summe  ^^  Ä^f(e^)  zu  ersetzen,  dais  damit  alle  Glieder  der  Reihe 

bis  zmn  (m  +  2n — 1)*~  einschlielslich  genau  wiedergegeben  werden. 
Er  erhält  für: 

n 

«-JJ(*-0  (118) 

die  Bedingung: 
1    « 
ff  '^\*EdB  =  0     für     V  =  0,  1,  2,  .  .  .,  w  -  1,       (114) 

aus  der  sich  „par  la  transformation  ordinaire^'  ergiebt: 

i;-(l-€)-'«  +  i-^{e»(l_f)m+«-i}  (115) 

ds 


4659)  ib.  1071. 
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y^Al$%>  «'in  Jacobi'sches  Polynom).  Alles  weitere  geht  „pas  a  pas^ 
wi«»  bei  Christoflfel"^  fftr  tn  =  1. 

L.  Gegenbauer^^  behandelt  das  allgemeine  Problem  der 
Bestimmung  der  CoefQcienten  in  der  Nähenmgsformel  (103)  fQr 
den  Fall,  dals  von  den  Argumenten  a,  eine  Anzahl  r  fest  vor- 
geschrieben ist  und  die  übrigen  so  bestimmt  werden  sollen,  dafs  der 
Genauigkeitsgrad  der  Formel  möglichst  grofs  wird.  Indem  er  wie 
Tschebjscheff  die  Formel  auf  die  Function  (93)  anwendet,  findet 
er,  dafs: 

der  angenäherte  Wert  von: 

ist  Damit  ist  die  Aufgabe  reducirt  auf  die  folgende  ^^^):  eine 
Fimction  q>  (x)  vom  Grade  n  —  r  so  zu  bestimmen,  daÜB  die  Ent- 
wicklimg  von: 

FAX) 


:)dx 

X 


(IIÖ)  -r X  /  X-/X 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  möglichst  weit  mit  der  von  (117) 
übereinstimmt.  Er  zeigt,  dafs  man  dazu  den  ersten  N&herungs- 
nenner  der  Kettenbruchentwicklung  von: 

(119)  {X  -  «0  (x-a,)...(x-  «,)/-^ 

nehmen  mufs,  dessen  Grad  n  —  r  erreicht.     Die  Voraussetzung: 

(120)  F(x)  =  (1  +  xy  (1  -  xY 

führt  auf  die  Jacobi'schen  Polynome  [vgl.  Mehler  p.  946].  Überhaupt 
läfst  sich  die  Kettenbruchentwicklung  von  (119)  auf  die  von  (117) 
zurückführen,  falls  die  letztere  regulär  ist***^. 

Mit  derselben  Frage  beschäftigt  sich  B.  Badau^^,  offenbar 
unabhängig  von  Gegenbauer.  Er  behandelt  zunächst  den  Fall,  dafs 
alle  ffy  gegeben  sind  und  zeigt,  dals  auch  die  Correctionscoefiücienten 
sich  bestimmen   lassen,    indem  man   für   f(x)    die    specielle    Func- 


4660)  Wien.  Ber.  78, ,  1878,  p.  768.        4661)  p.  770. 

4662)  p.  778.  —  ib.  80„  1879,  p.  773  leitet  Gegenbauer  die  Gleichung  (116) 
noch  einmal  ab;  81,,  1880,  p.  592  findet  sich  noch  eine  Bemerkung  betr. 
die  Mehler'sche  Formel. 

4668)  J.  de  math.  (3)  6,  1880,  p.  288. 
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Üon  (93)  wählt.  Wird  das  Intervall  vor  der  Anwendung  der 
Formel  in  eine  Anzahl  fi  Teile  zerlegt,  so  bleibt  der  Genauigkeits- 
grad  nngeändert,  aber  der  erste  Correctionscoefficient  wird  im  Ver- 
hältnis: 

l:|i*"  +  ^  (121) 

reducirt **•*).  Ist  speciell  F(x)  eine  gerade  Function,  und  benutzt 
man  symmetrisch  gelegene  Ordinaten,  so  werden  die  Coefficienten 
paarweise  einander  gleich ^**^);  ist  aber  F  ungerade,  so  werden  sie 
einander  entgegengesetzt  gleich.  Badau  erwähnt  dann^^^  Scheibner's 
allgemeines  Verfiahren  zur  Auflösung  der  Gleichungen  (33)****),  will  es 
aber  nicht  benutzen;  vielmehr  geht  er  auf  die  allgemeine  Formel  (32) 
zurück.  Für  die  CorrectionscoefQcienten  gewinnt  er  die  Darstellung  ***^: 

^.-fvn(^)^-^'-dx,  (122) 

J  9„  (x) 

d.h.  gleich  dem  Coefßcienten   von  e^*~^  in   der   Entwicklung  von: 

Daraus  gewinnt  er  dann  wieder  die  Gaufs'sche  Darstellung***®); 
f&r  den  Fall,  daft  der  Genauigkeitsgrad  2n  —  3  erreicht  wird,  formt 
er  sie  noch  in  eine  andere  um,  indem  er  fllr  f{x)  die  Function 
<Pa  {x)/ q>a  (x)  ninmit,  wo: 

'Pai'^)--^-  (124) 

Dann  giebt  «r  die  Verallgemeinerung  des  Jacobi'schen  Verfahrens**'*) 
auf  den  Fall,  dafs  nur  die  Genauigkeit  n  +  m  (» >  w)  erreicht 
werden  soll;  er  erhalt****): 

?'.(*)  "^K^-O^C^-")}  (125) 

unter  (x""**)  ein  Polynom  (w  —  tn)*®"  Grades  verstanden,  das  will- 
kürlich bleibt  Für  m  =>  n  —  1  und  m  =  »  —  2  nimmt  er  dieses 
Polynom  so,  dafs  es  an  einer,  bezw.  an  beiden  Grrenzen  verschwindet; 
er  erhält  so  die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  zu  wählenden 
Abscissen: 


4664)  nr.  1,  p.  285;  weitere  Ausfclhrungen  nr.  11,  p.  308  und  nr.  23, 
p.  331. 

4665)  nr  2,  p.  287.        4666)  nr.  3,  p.  289.         4667)  nr.  5,  p.  292. 
4668)  nr.  6,  p.  298.        4669)  nr.  7,  p.  295. 
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(126)  9>,(x)-(x±l)P,_i(a;)+n-i(a;»-l)P;_i(a!),  Genauigkeitsgrad  2n-2 

(127)v„(x)=  ix'-l)P:_,(x),  „  2«-3. 

In  dem  häufig  vorkommenden  Fall,  daXs  die  zu  qnadrirende  Function 
an  beiden  Grenzen  Null  ist,  erreicht  man  bei  Benutzung  der  letzteren 
Foimel  dieselbe  Genauigkeit  wie  Gaufs  mit  einer  zu  berechnenden 
Ordinate  weniger. 

Für  den  allgemeinen  Fall  giebt  Radau  eine  neue  Ableitung^^) 
der  Formel  (63)  von  ChristoflTel,  sowie  Vereinfachungen  derselben  für 
den  Fall,  dafs  die  fest  angenommenen  Abscissen  symmetrisch  liegen. 
Für  die  Coefficienten  der  Gauls'schen  Formel  leitet  er  aus  dem 
Ausdruck  (123)  mit  Hilfe  der  Differentialgleichung  der  Legendre'- 
schen  Polynome  die  beiden  von  Gaufs  gegebenen  Ausdrücke  (6),  (15) 
und  den  von  CJhristoffel  (56)  ab**^^);  dann  die  Correctionsglieder, 
unter  Verweis  auf  Jacobi***^^),  Heine  **^*)  und  Callandreau**^). 
Entsprechende  Ausdrücke  giebt  er  auch  für  die  Coefficienten  der  bei 
Benutzung  der  durch  die  Gleichungen  (126),  (127)  definirten 
Abscissen  entstehenden  Formel**^*).  Er  zeigt,  dafs  das  erste 
Correctionsglied  für  die  zweite  von  ihnen  (-F)  von  derselben  Gröfsen- 
ordnung^  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen  ist,  wie  für  die  Gaufs'- 
sehe  (G),  sodafs: 
/.oox  {n  +  l)G  +  nF 

^^^^^  2;r+i: 

ein  sehi-  günstiges  Resultat  giebt**^*). 

In  speciellen  Fällen  kann  der  erreichte  Genauigkeitsgrad 
gröfser  sein,  als  ihn  die  allgemeine  Regel  ergiebt^^^).  So  giebt 
z.  B.  die  Formel  von  Gaufs  f&r  eine  gerade  Function  die  Genauigkeit 
4j  —  1  mit  2j  Ordinaten,  unter  denen  j  verschiedene  sind,  oder  die 
Genauigkeit  4^'  +  1  mit  2j  +  1  Ordinaten,  unter  denen  j  +  1  ver- 
schiedene sind.  Ähnliches  gelte  für  f{po)=^of~^'^{ixP\  sowie  über- 
haupt für  den  von  Pujet***')  behandelten  Fall,  der  sich  übrigens 
auf  den  von  Mehler  ^^^^)  behandelten  zurückführen  lasse.  Diesen 
letzteren  bespricht  er  noch  näher;  er  giebt  eine  neue  Ableitung  von 
Mehlers  Resultat,  dafs  auch  in  diesem  Fall  die  CoefQcienten  die- 
selbe Form  haben  wie  bei  Gaufs **^*).     Speciell  für  A«=f4  =  —  1/2 


4670)  nr.  8,  p.  297.         4671)  nr.  9,  p.  298. 
4672)  nr.  10,  p.  302;  Tabelle  der  nrnnerischen  Werte  p.  307. 
4679)  p.  806;  auch  Par.  C.  R.  90,   1880,  p.  918.     nr.  24,   p.  335  eine 
ähnliche  Bemerkung  fiir  die  Formeln  von  Tschebyscheff  und  Cotes. 
4674)  nr.  12,  p.  310.         4675)  nr.  13,  p.  318. 
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kommt  man  auf  das  Resultat  von  Hermite^^^,  das  man  übrigens 
einfacher  ableiten  könne,  indem  man  die  Gleichungen  (22)  durch 
die  fOr  diesen  Fall  mit  ihnen  äquivalenten: 

n 

^A^^n^^Ä^cosha^^^lcoshada^O     (a  =  i, 8,.    ,«»-!)       (129) 

0 

ersetat *•'*).  Begnüge  man  sich  mit  dem  Genauigkeitsgrad  2»  —  1, 
so  könne  man  die  Grenzen  0  und  n  mit  berücksichtigen  und  brauche 
dann  aufserdem  nur  n  —  1  Ordinaten  zu  berechnen;  man  erhalte ^^^''): 

fficose)de^lh\f^- ^>  +S(co8^)l    (130) 

Für  eine  ungerade  Function  und  eine  ungerade  Anzahl  sym- 
metrisch gelegener  Ordinaten  erhalte  man  eine  Näherungsformel 
der  Gestalt*«'«): 

1 

ff{x)xdx  =  2'^,«,  { /•(«,)  -  f{-  «,) } ;  (131) 

-1 


speciell: 


//•(cos  6)  cos  ödö  =  ^,2^'  'VifT  X 


(132) 


also  die  Genauigkeit  4n  mit  2n  Ordinaten. 

Der  Untersuchung  der  Formeln  mit  gleichen  Coefficienten  schickt 
Badan  eine  Discussion  des  Gleichungssystems: 

ff (co8  Ö)  cos  A Ö dÖ  =^-4/ (cos  aj  (133) 


voraus**'*):    Die   SpeciaHsirung  /*(co8Ö)  =  cosÄÖ   giebt   die    Glei- 
chungen: 


1676)  nr.  15,  p.  816.  4677)  nr.  16,  p.  817.  4678)  nr.  17,  p.  318. 

4679)  nr.  19,  p.  319;  dies  und  das  folgende  auch  Par.  C.  R.  90,  1880, 
p.620. 
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(134)  ^Ä^oosha^^ 


0  für  Ä  +  A, 


Nimmt  man  n  =  2j'A  und  alle  Ä  einander  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gleich,  so  kann  man  diese  Gleichungen  durch: 

(135)  ^jk-^p"^  "i —  r*=o.i,8,...,2;i-i;p=i.8,...,>; 
erfüllen,  wenn  die  a    den  Bedingungen: 

(136)  ^cos  3a^=^cos  5a^= ^^cos  (2j  +  l)  a^=  0 

genügen;  man  kommt  so  zu  der  Formel  von  TschebyscheflF**"). 
Sollen  die  A^  alle  einander  gleich  werden,  so  verfährt  Badau  wie 
Andrae ****),  den  er  tlbrigens  nicht  zu  kennen  scheint****).  Sollen 
die  A  einander  teils  gleich,  teils  entgegengesetzt  gleich  werden,  so 
führt  die  Auflösung  der  Gleichungen  (132)  auf  eine  Gleichung 
höheren  Grades,  von  der  jede  Wurzel  zu  einer  Lösung  führt,  sodaCs 
man  also  hier  mehrere  gleichberechtigte  Lösimgen  erhält*^^). 

Zum  Schluls*^^)  kommt  Badau  noch  einmal  auf  die  Zerlegung 
des  Intervalls  in  Teilintervalle  zurück;  er  zeigt,  dafs  man  die  An- 
zahl der  „gemischten*^  Formeln  noch  vermehren  könne.  Z.  B.  gebe 
die  Wahl  der  Abscissen  0,  1;  0,  4;  0,  6;  0,  9  mit  gleichen  Coeffi- 
cienten  ein  sehr  brauchbares  Resultat. 

0.  Callandreau*^  bemerkt,  dafs  man  in  vielen  Fällen  den 
Sinn  des  durch  Verwendung  der  Näherungsformel  hervorgebrachten 
Fehlers  angeben  könne.  Er  entnimmt  Hermite's  Vorlesungen  die 
Formel: 

n 

(137)  Ä^+A,x-^Ä^x*+---='^PJ{p,x)  +  ^,a,y  +  --; 

in  dieser  ist: 

(138)  f{x)  =  «0  +  a,ir  +  a,a:»  +  •  •  •, 

die  p  und  P  sind  die  Pole  und  die  Residuen  des  n**^  Näherung- 
bruches  VjU^  der  Kettenbruchentwicklung  von: 


4680)  nr.  20,  p.  322. 

4681)  nr.  21,  p.  325.     nr.  22,  p.  329  reproducirt  er  Tschebyacheff's 
Behandlung  dieses  Falles***^). 

4682)  nr.  23,  p.  331.         4683)  Par.  C.  B.  90,  1880,  p.  1067. 
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<P(a;)=2'^„a->x-'"-S  (139) 

und  die  s  sind  bestimmt  durch: 

<I>(x)-^=y'*„x-"-».  (140) 

Haben  alle  Pole  positive  reelle  Bestandteile,  so  haben  alle  Terme 
der  Entwicklung  von  U^  nach  fallenden  Potenzen  von  x  dasselbe 
Vorzeichen;  wenn  dann  auch  alle  Terme  von  OU„ —  F„  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  gilt  das  gleiche  von  den  e;  imd  wenn  dann  auch 
noch  das  gleiche  von  den  a  gilt,  so  ist  das  Vorzeichen  des  Fehlers 
bestimmt.  Z.  B.  ergiebt  sich  fdr  die  Gaufs'sche  Formel  die  Dar- 
stellung der  Summe  (140)  durch  den  Quotienten  zweier  hyper- 
geometrischen Reihen  und  durch  Transformation  derselben  und 
Benutzung  der  Wallis'schen  Formel  die  Abschätzung  fftr  den  Fehler: 

E.  Catalan**^)  untersucht  noch  einmal  den  Fall,  dafs  man 
AnfiBU[igs-  und  Endordinate  auf  jeden  Fall  mitnehmen  will.  Er 
wendet  die  Lagrange'sche  Interpolationsformel  nicht  auf  die  zu 
quadrirende  Function  f{x)  selbst,  sondern  nur  auf  die  Summe  f^  (x) 
ihrer  ersten  Glieder  an;  so  erhält  er  zur  Bestimmung  der  Func- 
tion g>  die  Gleichung: 

f(x)-f,(x)-  yf^''^')-\M  JP(^L^,o.        (.=o,M......)     (142) 

Die  ElammergröDse  ist  gleich  dem  Product  aus  ip{x)  in  ein  Poly- 
nom t^(a;);  daraus  folgt**®*),  dafs  dieses  ^{x)  der  ganze  Bestand- 
teil des  Quotienten  der  Division  von  fi{x)  =>  f{x)  —  f^^x)  durch 
(p(x)  ist,  und: 

unter  B^  das  Residuum  von  f^/(p  im  Pole  «^  verstanden.  Die 
Bedingungsgleichungen  werden  dann: 


/• 


q>(x)^(x)dx=^0',  (144) 


4684)  Brux.  mäm.  4®,  43,  1882;  vom  Dec.  1880. 

4685)  nr.  4,  p.  6. 
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es  ergiebt  sich  also: 


r«i-l._*        *\ii 


d.  h-  gleich  dem  Integral  von  P^**®*). 

Merrifield's  report*^*)  ist  auch  in  Beziehung  auf  mechanische 
Quadratur  keineswegs  vollständig.  Er  giebt  die  ausgeführten 
Formeln  bis  n  =  3*«*^. 

F.  August**^)  behandelt  noch  einmal  die  von  Pujet***^  er- 
ledigte Frage,  ohne  diesen  zu  kennen.  Er  beweist,  dafs  das  Poly- 
nom (85),  als  Function  von  x^  betrachtet,  nur  reelle  Nullpunkte 
hat  und  giebt  einen  Ausdruck  für  den  Fehler^^^).  Nachher  bringt 
er  noch  eine  andere  Ableitung,  im  Anschlufs  an  Schellbach ^^^; 
sie  führt  auf  eine  Determinantendarstellung  der  Functionen  (85)^^). 
Zum  SchluTs  macht  er  auf  Fälle  aufmerksam,  in  welchen  diesen 
allgemeineren    Ansätzen    auch    praktische    Bedeutung   zukonmie^^^). 

In  der  neuen  Auflage  seines  Handbuchs *^^  geht  Heine  von 
der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  aus.  Es  sei  dann  erforder- 
lich zu  zeigen,  da£s: 

(146)  lim  f^  fr-^^,-^  =  0 

ist;  sein   Beweis***')  gilt,  sobald  die  Nullstellen    von  g>^  so  liegen, 
dafs  lim«(ay^i  —  aj  gleich  einer  von  Null  verschiedenen  Constanten 


nsao 


ist.  DaÜB  man  sowohl  von  der  Function  /*(x),  als  von  ihrem 
Näherungsausdruck  nur  die  Anfangsglieder  der  Entwicklung  benutze, 
bringe  eventuell  noch  einen  weiteren  Fehler  mit  sich,  den  man  aber 
ebenfalls  abschätzen  könne,  wenn  man  £  A^  kenne****).  Dafs  den 
Bedingungen  (17)  durch  die  Legendre'schen  Polynome  genügt  wird, 
erschliefst  er  aus  den  Integraleigenschaften  dieser  letzteren  ***^). 

Für  das   allgemeinere   Problem   (91)   erhält  er   als   erzeugende 
Function  der  Correctionscoefficienten  den  Ausdruck  **••): 

Cl47^  ^      rq>„(x)F{x)dx 

4686)  nr.  6,  p.  6. 

4687)  Brit.  Abboc.  report  1880  (81),  V,  8,  p.  866. 

4688)  Arch.  Math.  66,  1881,  p.  72.         4689)  p.  78. 
4690)  p.  81.         4691)  p.  88. 

4692;  Handbuch  der  Kugelfunctionen  2,  Berlin  1881,  I,  p.  1. 
4698)  §  11,  p.  16.         4694)  p.  4. 
4696;  §  9,  p.  14.         4696)  §  12,  p.  20. 


§  88.  Yerwendg.  d.  Entwicklgn.  n.  OBcillirend.  Funct.  zu  mech.  Quadratnr.  963 

Aus    seinen    früheren    Untersuchungen*^*^)    gehe    hervor,    dafs    den 
Gleichungen: 

x''F{x)  q>„  {x)dx  =  0  (148) 


/' 


genügt  wird,  wenn  man  für  den  q>^{x)  den  Nähenmgsnenner  n**** 
Grades  der  Kettenbmchentwicklung  von  (99)  nimmt;  die  Coefficienten 
sind  dann: 

unter  t^„  den  zugehörigen  Näherungszähler  verstanden,  und  <y — '^J^>n 
ist  die  erzeugende  Function  der  Correcturcoefficienten.  Speciell  er- 
hält man  so  die  Resultate  von  Mehler ^^^),  und  aus  ihnen  durch 
SpecJalisirung  die  Formel  mit  gleichen  Coefficienten,  die  durch 
Substitution  einer  neuen  Variabein  in  eine  Formel  der  Quadratur 
durch  trigonometrische  Functionen^***)  übergeht.  Für  diese  werde, 
wenn  f(ß)  =  Za^co^mO  gesetzt  wird,  der  Fehler  gleich: 

Aulserdem  macht  Heine  noch  auf  den  Fall: 


F{x)  ^yx(x  —  ci){x  -  p)  (151) 

aufrnerksam**^),  der  sich  ebenfalls  mit  Hilfe  seiner  früheren  Resul- 
tate****) erledigen  lasse.  Dann  berichtet  er  über  Christoffel  *^®®)  und 
Tscheb jscheff*^'^)  und  giebt  einen  Beweis  dafür,  dafs  in  dem  von 
letzterem  betrachteten  Falle  wirklich  Nenner  von  jedem  Grade 
existiren.  Zum  Schluils^^^)  beweist  er  den  Minimumsatz,  unter  Hin- 
weis auf  Plarr****). 

A.  Dawidoff**^)  will  ein  Verfahren  entwickeln,  das  mehrere 
isolirte  Resultate  unter  einem  Gesichtspimkte  aufzufassen  gestatte. 
Wird  mit  fi(x)  die  Summe  der  n  ersten  Tenne  der  Maclaurin'schen 
Entwicklung  von  f{pc)  bezeichnet  imd: 

f{x)  =  k{x)  +  ^{x)  (152) 

gesetzt,  so  giebt  die  Anwendung  der  Interpolationsformel  auf  /',  {x) : 

Dawidoff   schliefst    zxmächst    in   nicht  ganz  klarer  Weise,    dafs   die 


4697)  §  14,  p.  26.         4698)  §  16,  p.  29. 
4699)  J.  de  math.  (3)  8,  1882,  p.  889. 
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Klammergrölse  mit  wachsendem  n  gegen  Null  conTergirt.  Dann 
leitet  er  die  Formel  für  näheningsweise  Quadratur  ab;  wird  diese 
auf  f(z)  ^=  (e  —  z)~^  angewendet,  so  ergiebt  sich*^**): 

Daraus  könne  man  dnrch  passende  Wahl  Ton  (p{x)  beinahe  alle  be- 
kannten Sätze  über  bestinmite  Integrale  ableiten:  für  tp(x)=^sf*  —jff^ 
giebt  die  Interpolationsformel  in  der  Grenze  den  Cauchy'schen  Inte- 
gralsatz*'®*);   für    q>(x)  =  sin  mx    gewinnt    er    einen    Beweis    der 

Gleichung: 

b 

(155)  lim     I  f{x)  sin  mx  —  =  ^f{^) 


—  a 


allerdings  nur  für  analytische  Functionen  /^'^;  ähnlich  die  Fourier- 
sche  Integralformel *'••),  das  Poisson'sche  Integral*'^)  u.  a.  m.  Wird 
für  q>  (x)  das  Product  aus  dem  Legendre' sehen  Polynom  P^  (x)  und 
einer  andern  ganzen  Function  nten  Grades  genommen,  so  fedlen  die- 
jenigen Bestandteile,  in  welchen  die  Nullstellen  der  letzteren  auf- 
treten, vermöge  der  Integraleigenschaften  der  Legendre'schen  Poly- 
nome, weg,  und  man  erhält  das  Resultat  von  Grauis*'^),  daCs  die  so  ent- 
stehende Formel  mit  n  Ordinaten  den  Genauigkeitsgrad  2n  aufweist 
Für  die  Ausdrücke  (56)  der  Coefficienten  giebt  er  ebenfalls  eine 
elegante  Ableitung*'®*).  Wird  femer  9>(a:)  =  cos  (n  arc  cos  x)^ 
f{x)  ^  fi(x)g>{x)  +  f^(x){f(x)  vom  Grade  2n)  gesetzt,  so  ergiebt 
sich  zunächst*'®'): 

1  n 


M-l 


(156)      r^-?-^^,  =   /Vi  (cos  e)  cos  nddd  +  V  B^  CcoeT  0  cos  nOdO', 

-1  0  »^^O  0 

und  da  alle  Integrale  in  der  Sunmie  rechts  Null  sind,  ist  damit  eben- 
falls die  Integration  eines  (2n-{-  l)gliedrigen  Ausdrucks  auf  die  eines 
(n -f  l)gliedrigen  zurückgeführt.  Die  Anwendimg  der  allgemeinen 
Formel  auf  diesen  letzteren  Fall  giebt  die  Gleichxmg  §  25A,  (49); 
Dawidoff  bestimmt  ihre  CoefQcienten  durch  directe  Rechnung.  Zum 
Schlufs*'®®)  bespricht  er  die  Formeln  für  äquidistante  Argumente. 


4700)  nr.  2,  p.  891.  4701)  nr.  4,  p.  394.         4702}  nr.  6,  p.  396. 

4703)  nr.  7,  p.  898.  4704)  nr.  8,  p.  398. 

4706)  nr.  10,  p.  403.  4706)  p.  404. 

4707)  nr.  11,  p.  407.  4708)  nr.  12,  p.  410. 
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Eine  Note  von  Tb.  Stieltjes*'^)  behandelt  die  mechanische 
Quadratur  unter  der  allgemeinen  Voraussetzung,  dafs  die  zu 
quadrirende  Function  sich  nach  Legendre'schen  Polynomen  in  die 
Eeihe: 

f(x)  =2'«*-P*(«)  (157) 

entwickeln  lasse.     Wird  dann: 

Z{x)  =  '^a,P,{x),         mix)=^a,P,(x)  (1Ö8) 

*=:0  *  =  «« 

gesetzt  und  berücksichtigt,  dafs  för  jedes  Polynom  (2n  —  l)ten 
Grades  die  Ganfs'sche  Formel  genaue  Besultate  liefert,  so  folgt  fUr 
die  allgemeinere  Quadratnrformel  (92),  da  alle  Ä  positiv  sind,  da& 
die  Differenz: 

fF(x)f(x)dx  -^A,f(x,)  =  fF{x)m{x)dx  -^Ä.lfl  (x,)  (159) 

absolut  kleiner  ist  als  das  Product  aus  dem  Maximum  des  absoluten 

Betrages  von  Sfl(a?)  und  dem  Wert  des  Integrals  Jf{x)dx^  dafs  also 

die  Formeln,  für  alle  Functionen,  für  welche  die  Reihe  (157)  [gleich- 
m&Isig]  convergprt,  unbeschränkte  Annäherung  geben. 

Eine  zweite  Note^^^^)  zieht  aus  dem  umstand,  dals  die  A  alle 
positiv  sind,  noch  die  Folgerung,  dafs  in  der  Kettenbmchentwicklung: 


/ 


X  —  z        X  —  a^       X  —  «j        X  —  a, 


die  e  alle  positiv  sind  und  die  a  alle  dem  Intervall  angehören. 

Ein  bald  folgender  ausführlicherer  Aufsatz*"'^*)  präcisirt  zu- 
i^hst  die  Voraussetzungen  der  Schlüsse:  F(x)  muis  im  ganzen 
Intervall  integrirbar  und  nicht  negativ,  und  in  einem  angebbaren 
Teil  desselben  gröfser  als  eine  angebbare  Gröise  e  sein.  Stieltjes 
schliefst  dann  zunächst  aus  einer  Darstellung,  die  eine  Verall- 
gemeinerung der  Christofferschen  ist,  dafs  es  stets  möglich  sei,  das 
Polynom  q>„{x)  so  zu  bestimmen,  dals  die  Gleichung  (148)  für  v  =  0, 
1, .  .  . ,  n  —  1  erfallt  ist.  Daraus  ergeben  sich  dann  die  Integral- 
relationen der  q>^  und  aus  ihnen  die  Sätze  über  die  Lage  der  Null- 
stellen,  sowie   die  Existenz   einer  Recursionsformel  der   Gestalt*'^*): 


4709)  Par.  C.  R.  97,  1888,  p.  740.         4710)  ib.  p.  798. 

4711)  Ann.  4c.  norm.  (8)  1,  1884,  p.  409.         4712)  nr.  3,  p.  418. 


966  I-  Hanptteil.  1 1.  Abschn.  Allgem.  Reihenentwicklgn.  u. Integnldaraiellgn. 

(161)  9.(x)  =  (X  -  «:._i)9,-iW  -  i.-i9.-i(*), 

deren  Coefficieuten  sich  mittelst  der  Integraltheoreme  bestiminen. 
Ist  nun  f{x)  eine  rationale  ganze  Fonction  höchstens  vom  Grade 
2«  —  1   und  wieder*''*'): 

(162)  A'^)  =  /i(^)9>W  +  /i(^)^ 

so  ergiebt  sich  die  Gleichung  (159).  Wesentlich  sei  auch  hier,  dals 
die  A^  alle  positiv  seien*^^*);  man  könne  das  aus  ihrer  Definition 
ableiten,  einfacher  daraus,  dafs  die  Gleichung  f&r: 

(163)  /.(^)  =. /_<M5).y 

genau  gelten  mufs  (selbst  wenn  man  eine  Interpolationsformel  nur 
vom  Genauigkeitsgrad  2fi  —  2  benutzt  hat).  Ferner  gelten  die  Yon 
P.  L.  Tschebyscheff*^**)  ohne  Beweis  mitgeteilten  Ungleichungen: 

«f  «V  + 1 

(164)  jF{x)dx  <A^+A^  +  -"  +  A,  <J^{^)  dx. 
-1  -1 

Nimmt  man  nämlich  fClr  f{x)  dasjenige  Polynom  T^^.^,  das  für 
X  =  cfj,  oTj,  .  .  .,  a^  den  Wert  1,  ftlr  x  =  a^^i,  ^'r+i»  •  •  •»  ^n  ^®^ 
Wert  0   annimmt  und   dessen   Ableitung   fOr  alle   a  auTser  a^  Null 

ist,  so  erhält  man: 

1 

•* 

FTdx, 

Aus  dem  Satz  von  Bolle  läfst  sich  schliefsen,  dalis  T' {x)  zwischen 
a^^i  und  ofy  eine  Nullstelle  S^_i  hat,  und  dafs  es  von  i^_j  bis  §^ 
positiv  ist.  Damit  ist  dann  das  Vorzeichen  von  T' {x)  auch  fEb:  die 
übrigen  Intervalle  festgelegt,  und  es  folgt,  dafs  T  im  ganzen  Inter- 
vall nicht  negativ  und  im  Intervall  ( —  1  .  .  .  a^)  nicht  kleiner  als  1 
ist.     Aus  der  ersten  Eigenschaft  ergiebt  sich: 


1 

(165)  A^  +  A^  +  --'  +  A^^jl 


«r 


(166)  A^^A^  + h  ^  ^  CpTäx, 

-1 

4718)  nr.  4,  p.  416.         4714)  nr.  6,  p.  416. 

4715)  J.  de  math.  (2)  19,  1874,  p.  168;  Andeutungen  Abboc.  fTan9.  2, 
1878f  p.  95.  —  Einen  auf  gleicher  Grundlage  beruhenden  Beweis  dieser  Un- 
gleichungen giebt  A.  Markoff  mit  Unterstützung  von  C.  Posse ,  Math.  Ann. 
24,  1884,  p.  172.  —  Auf  diesen  Ungleichungen  beruhen  die  Untersuchungen 
Tschebjscheff^B  und  seiner  Schüler  über  „Grenzwerte  von  Integralen^'. 


ß 
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tos  der  zweiten  dann  die  erste  Hftlfte  der  Ungleichung  (164);  die 
zweite  wird  analog  bewiesen.  Man  kann  aus  ihr  von  neuem  schliefsen, 
dafs  alle  A,   positiv  sind. 

Für  die  Gaufs'sche  Quadratur  sind  damit  die  a^  auf  Teil- 
interralle  bescbnnkt,  deren  Breite  durch  das  zugehörige  Ä  bestimmt 
ist,  sodals  die  Formel  als  Specialfall  dexjenigen  angesehen  werden 
kann,  die  bei  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  als  Grenzwert 
«mer  Summe  benutzt  wird^^^^).  um  den  entsprechenden  Schlufs  auch 
ffir  den  allgemeineren  Fall  ziehen  zu  können,  mufs  man  die  Yer- 
teüung  der  Nullstellen  der  bei  diesem  auftretenden  Polynome  noch 
niher  untersuchen*'^').  Wenn  F{x)  im  ganzen  Intervall  von  Null 
yerschieden   ist,   kann   man   diesen  Fall   auf  den   speciellen   dadurch 

zurückfahren,    dafs   man  JF(x)dx  als   neue   Variable   einfahrt *'^^. 

Andernfalls  kann  man  nur  zeigen,  dafs  schlieüslich  in  jedem  Teil- 
intervall (y  .  .  .  d),  fOr  das: 

d 

F{x)dx  ^  0  (167) 

y 
ist,  mindestens  eine  Nullstelle  liegen  mufs.    Ist  nämlich  yi  '  -  -  ^i  ein 
in  (y  ,  .  .  i)  enthaltenes  Intervall,  für  das: 

F{x)dx^M>0  (168) 

Yi 

80  kann  man  mit  Hilfe  einer  endlichen  trigonometrischen  Reihe  ein 
Polynom  T  von  endlichem  Grade  k  so  bestimmen,  dafs: 

[J  <£  für  a<a'<y  und  J<ic^6,  \T\>1  mr  y<x<6  (169) 
ist.      Für  n  >  k/2  ist  dann: 

jF{x)T{x)dx  ^^A^TM  >M-  8jF{x)dx;       (170) 

andererseits   müfste   diese   Siunme    kleiner    als   e^^  Ä^    sein,    wenn 

kein  a  dem  Intervall  (yj  .  .  .  ^i)  angehören  würde.  Man  kann  also 
in  diesem  Fall  zwar  nicht  von  dem  Intervall  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden a,  wohl  aber  von  den  über  dieses  Intervall  zu 
nehmenden  Integralen  behaupten,  dafs  sie  mit  wachsendem  n  gegen 


/ 


4716)  Ann.  <§c.  norm.  (3)  1,  nr.  6,  p.  420. 

4717)  nr.  7,  p.  421.         4718)  nr.  8,  p.  424. 
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Null  convergiren;  und  das  reicht  aus  zum  Beweise,  dals  man  mit 
den  allgemeinen  Quadraturformeln  unbegrenzte  Annäherung  er- 
reichen kann. 

A.  Markoff^^^^)  behandelt  diese  allgemeinen  Quadraturformeln 
in  der  Weise,  dafs  er  zunächst  mit  Hilfe  der  Yon  Hermite  gegebenen 
Darstellung  eines  Grenzfalles  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel 
bei  gegebenen  a^  die  Coefficienten  der  Quadraturformel: 

(171)  jF{x)f{x)dx  ~2  { A/"W  +  -B.rC«,) ) 

SO  bestimmt,  dafs  die  Genauigkeit  2n  erreicht  wird,  und  dann  fragt, 
wie  die  a,  gewählt  werden  müssen,  damit  die  B  alle  Null  werden. 
Er  giebt  eine  Abschätzung  des  Bestgliedes  der  Beihe  f&r  den  Fall, 
dals  F{pc)  beständig  positiv  ist;  dann  deutet  er  an^^^),  wie  man 
durch  geringe  Modification  der  Untersuchung  auch  andere  Formeln 
erhalten  könne,  in  denen  eine  oder  beide  Endordinaten  auftreten, 
und  giebt  Beispiele.  Auch  bemerkt  er,  man  könne  diese  Resultate 
auch  auf  dem  Wege  erhalten,  den  er*'^*)  zum  Beweis  der  Tscheby- 
scheff 'sehen  Ungleichungen  (164)  eingeschlagen  habe. 

C.  Posse's  zum  Teil  schon  besprochene  Schrift*^'*)  enthält  über 
näherungsweise  Berechnung  von  Integralen,  aufser  einer  Becapitulation 
seiner  früheren  Ausführungen****),  noch  einige  weitere.  Zur  Bestimmung 
der  Fehlergrenze  dieser  Formeln  geht  er*'**)  von  dem  Ausdrucke 
des  Restes  durch  ein  n-faches  Integral  aus,  den  Hermite  für  seine 
Verallgemeinerung  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  gegeben 
hatte.     Er  schreibt: 

(172)  <J>(x)  =  /-(x)  +  n(^)e._i(a;) 

und  wählt  die  Function  0^_i{z)  so,  dafs  die  Gröfsen  a^,  o^,  .  .  .,  a„ 
Doppel  wurzeln  der  Gleichung: 

(173)  <l>(x)  =  f{x) 

werden*'**).  Die  Anwendung  der  genannten  Formel  von  Hermite 
führt  dann  zunächst  zu  der  Gleichung: 

(174)        fix)  -  <^(x)  =.  '^'%%y 


4719)  Math.  Ann.  25,  1886,  p.  426.         4720)  p.  430. 

4721)  Sur  quelques  applicatioDB*"*),  IV,  3,  p.  78. 

4722)  nr.  4,  p.  77. 
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und  weiter  zn  der  folgenden: 

fpix)  fix)  dx  -2  AfM  +  -^-Jf*n  Fix)  äx,      (1 7Ö) 

die  Markoff  1884  in  einer  russisch  geschriebenen  Abhandlung 
gegeben  hatte.  Die  Quadraturformel  (103)  komme  also  darauf  hinaus, 
dals  man  die  gegebene  Curve  durch  eine  Parabel  der  Ordnung 
2  n  —  1  ersetze,  die  sie  in  n  Punkten  einfach  berührt,  die  so  ge- 
w&blt  sind,  dafs  nur  die  Coordinaten,  nicht  die  Richtungen  ihrer 
Tangenten  in  der  Formel  auftreten  ^^^').  Ein  analoges  Resultat 
erhftlt  Posse  auch  f&r  den  FaU,  dafs  die  Parabel  nur  in  n  —  1 
Punkten  berühren  und  auDserdem  die  gegebene  Curve  in  den 
beiden  Endpunkten  des  in  Betracht  kommenden  Bogens  schneiden 
soll*'**);  femer  für  die  beiden  Fälle,  dafs  eine  Parabel  der  Ordnung 
2n  benutzt  wird,  die  in  n  Punkten  berühren  und  aufserdem  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  Endpunkte  schneiden  soU^^'^).  Schliefslich 
giebt  er  noch  ezplicite  Ausdrücke  der  Gleichungen  der  in  diesen 
verschiedenen  Fällen  auftretenden  Parabeln,  indem  er  an  der 
Lagrange'schen  Formel  geeignete  Grenzübergänge  ausführt^^^). 

B.  Baillaud^^*^  bemerkt:  es  sei  nicht  immer  zweckmässig,  bei 
der  Ableitung  der  Quadraturformeln  von  der  Entwicklung  der  zu 
quadrirenden  Function  in  eine  Potenzreihe  auszugehen;  z.  B.  empfehle 
sich  bei  periodischen  Functionen  die  Benutzimg  der  trigonometrischen 
Reihen.  Man  könne  auch  in  diesem  Falle  das  GauCs'sche  Verfahren 
anwenden*'*®);  es  führt  zu  den  bereits ***•)  besprochenen  Resultaten. 

P.  Mansion*'*^)  sucht  das  Restglied  der  Gaufs'schen  Quadratur- 
formel,  ausgehend  von  der  Darstellung,  die  Peano  von  Gauchy's 
,/onctions  interpolaires^^  gegeben  hatte,  nämlich: 

^"''"'' '-)  -  ^J^xXz  -  x!)T-x.) ...(._  x^ '     (^^«) 

das  Integral  genommen  um  ein  Gebiet,  das  die  sämtlichen  Punkte  x 
enthält.  Durch  j?-malige  Differentiation  nach  x  entsteht  rechts  das 
Integral: 

2«»J  (z  -  xy^\z  -  x,){z  -  X,)  .  .  .  (^  -  xj'  ^        ^ 


4728)  p.  79.         4724)  nr.  6,  p.  80. 

4726)  nr.  6,  p.  82.        4726)  nr.  9,  p.  86. 

4727)  ToulouBe  observ.  ann.  2,  1886,  B,  nr.  8,  p.  4. 

4728)  nr.  8,  p.  9.         4729)  Par.  C.  R.  102,  1886,  p.  412. 
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das  sich  von  der  fonction  interpolaire  /"(x,  a-j,  a:^, . . .,  x,,  y^,  y,, . . .,  y^) 
beliebig  wenig  unterscheidet,  wenn  die  y  hinlänglich  nahe  an  x 
liegen;  die  Anwendung  des  Cauchy'schen  Mittel wertsatzes  auf  diese 
letztere  giebt  dann*'^): 

Schreibt  man  nun  die  Newton'sche  Interpolationsformel  in  der  Gestalt: 

(179)  f(x)  =  g(x)  +  f{x,  «1,  a„  .  .  .,  of,)  n{x  -a,), 

wo: 

ri80)  ^^^^  "  ^^"^^  +  (^  -  «i)^«!»  «2)  +  •  •  • 

+  (^— «i)(^  —  a,)  •  •  •  (x  —  a^^O/'C«!,  «j,  .  .  .,  ofj, 

80  erhält  man  durch  partielle  Integration  und  Anwendung  des 
Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung*^'*): 

1 

f(f(^)  -  9  {x))dx  =  {g^^^ßl  -  x«)Y^"KO^I 

(2n  +  1)!\1  •3.6-..(2n  +  1)/  '        ^^^ 

An  anderer  Stelle  zeigt  Mansion,  dafs  man  diese  Resultate  auch 
mit  elementaren  Hilfsmitteln  erhalten  könne*^'^).  Bildet  man  nämlich 
die  pte  Ableitung  der  Function  nach  der  Regel  ftlr  die  wiederholte 
Differentiation  eines  Products  imd  ersetzt  dann  die  auftretende 
Differenz  zwischen  f(x)  und  den  Anfangsgliedem  ihrer  Taylor'schen 
Entwicklung  durch  das  Laplace'sche  oder  Liouville'sche  Restglied  der 
letzteren,  so  erhält  man: 

(182)  y 

f^^^\x)  X^x [/•(P+i)(x)  +  e] 

Für  X  =»  rc  versagt  diese   Gleichung;  Mansion   zeigt  aber*"*),  daCs 


4780)  Diese  Yerallgemeinerung  Brux.  Bull.  (3)  11,  1886,  nr.  6,  p.  800; 
in  den  C.  R.  hat  Mansion  nur  den  Fall  p  =  n. 

4731)  Par.  C.  R  104,  1887,  p.  488  giebt  Mansion  an,  wie  man  diese 
Formel  aus  der  Gleichung  (176)  von  Markoff  ableiten  könne. 

4732)  Brux.  Bull.  (3)  11,  1886,  p.  293;  Math^sis  7,  1887,  suppl.  1. 

4733)  nr.  6,  p.  299. 
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die  untersuchte  Ableitung  auch  dann  stetig  bleibt.  Durch  Wieder- 
holung dieser  Schlufsweise  findet  man  wieder  die  Gleichung  (IBI). 
Wendet  man  die  Quadraturformel  auf  die  Wronski'sche  Determinante 

^  ±  f{^)9>MxM  •  •  ''^M  an,  die  für  a;  =  «1,  «„  .-•,««  ver- 
schwindet, so  reducirt  sie  sich  auf  ihr  Restglied*''**). 

Daran  anschliefsend  leitet  J.  Deruyts*^*^)  die  Gleichung  (175) 
von  Markoff  seinerseits  ab;  speciell  für  die  Gleichung  §  25A,  (49) 
giebt  sie: 

2««-i   (2n)I  ^^^"^^ 

Deruyts  hat  dann  auch  seine  conjugirten  Polynome*^®*)  zu 
mechanischer  Quadratur  benutzt*^**).     Die  Formel: 

nk 

'Fix)f(x)dx=^AJia,)  (184) 


ß 


y=  1 


in  der  die  a^  die  Nullstellen  seines  Polynoms  P^  bedeuten^  habe 
von  selbst  den  Genauigkeitsgrad  nk  +  w  —  1  >  wenn  die  Ä^  so  be- 
stimmt werden,  dafs  sie  den  Genauigkeitsgrad  nk  —  1  erreicht;  um- 
gekehrt, wenn  ein  Polynom  das  leiste,  könne  es  von  seinem  P^  nur 
durch  einen  constanten  Factor  verschieden  sein.  Für  die  A^  erhalt 
er  zu  (6)  analoge  Werte  *''^.  Aufserdem  zeigt  er  mit  Hilfe  dieser 
Quadraturformeln,  dafs  die  aus  den  zu  den  P  conjugirten  Polynomen  Q 
gebildeten  Determinanten  kten  Grades  sich  nur  durch  constante  Fac- 
toren  von  den  P  unterscheiden*'*®).  Für  den  Fall  ä;=  1,  in  dem 
die  Q  mit  den  P  zusammenfallen,  erhalte  man  wieder  die  Formel 
(149)  von  Heine,  die  man  auch  durch: 

9n-iK)9«(av) 
ersetzen  könne*'**). 

Etwas  später  leitet  er  zunächst  Summationsformeln*'*^)  und  aus 

diesen  durch  Grenzübergang  wieder  die  Quadraturformeln  ab*'*^). 

In  A.  Markoff's  Differenzenrechnung*'**)  wird  die  Erweiterung 


4734)  nr.  8,  p.  304.  4736)  Bull.  soc.  math.  14,  1886,  nr.  2,  p.  164. 

4736)  Brux.  m^m.  cour.  4,  48,  1886,  nr.  10,  p.  13. 

4737)  nr.  11,  p.  16.         4738)  nr.  12,  p.  16.         4739)  nr.  13,  p.  17. 

4740)  Li^ge  m^m.  (2)  14,  1888  (vom  Febr.  87),  nr.  8,  p.  9. 

4741)  nr.  11,  p.  12. 

4742)  Petersb.    1891;    mir    war   nur   die    deutsche    Übersetzung   von 
Friesendorff  und  Prfimm,  Leipz.  1896,  zugänglich. 
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der  gewöhnlichen  Quadi-atorformeln  auf  den  Fall  behandelt,  dafe 
für  bestimmte  Argomentwerte  a^  nicht  nur  die  Werte  der  Function, 
sondern  auch  die  ihrer  Ableitungen  bis  zur  Ordnung  r,  ausschliefs- 
lich  benutzt  werden  sollen*'**).  Nach  einigen  Bemerkungen  über 
den  Gaufs'schen  Fall,  daüs  alle  r^=^  1  sind,  wendet  sich  Markoff 
speciell  zu  dem  Falle,  dafs  Je  von  ihnen  gleich  2,  die  übrigen 
gleich  1  sind*'**),  und  zeigt,  wie  man  in  diesem  Falle  die  «^ 
wfthlen  mufs,  damit  die  Werte  der  ersten  Ableitungen  aus  der 
Quadraturformel  herausfallen.  Für  Je  =  m  gelangt  man  so  auf  die 
Gaufs'schen  Formeln*'**);  für  deren  Bestglied  erhält  er  nach  einigen 
Umformungen  einen  mit  (181)  übereinstimmenden  Ausdruck.  Mit 
Hufe  der  Becursionsformeln  zeigt  er*'**),  dafs: 


1 
(186)  lim  ^^^^  =  f-^-'- 


z 
-1 


ist,  sobald  z  dem  Intervall  nicht  angehört,  dafs  also  die  q>^  und 
die  1^^  Näherungszähler  und  Näherungsnenner  der  Kettenbruch- 
entwicklnng  des  rechts  stehenden  Integrals  sind. 

Entsprechende  Untersuchungen  giebt  er  dann  auch  für  die  all- 
gemeinen   Quadraturformeln*'*'):     ausführlich    namentlich    für    den 

Fall  F(j:)  =  (l-ar«)~*. 

Um  diese  Zeit  hat  auch  Gegenbauer  seine  Untersuchungen 
fortgesetzt*'*®).  Er  formulirt  zunächst  eine  Verallgemeinerung  seines 
früheren  Satzes  (119),  bei  der  an  Stelle  der  einfachen  Factoren 
a?  —  cfy  mehrfache  auftreten.  Das  specialisirt  er  wieder  für  die  Zu- 
geordneten der  Legendre'schen  Polynome,  sodafs  er  die  Formel  erhält: 

^  n 

(187)  Ai  -  ^y''p!:\^)f{^)dx ^yA,  (i  -  aiy^' pj^  («,)  +  ^ 

in  der  die  a^  und  die  Ä^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  bei  GauDs 
und  d  verschwindet,  wenn  der  Grad  von  f  nicht  höher  als 
2n  —  j  —  7n  —  1  ist*'**).  Aufserdem  leitet  er  noch  eine  ziemlich 
complicirte  Formel  ab,  in  der  aufser  den  Werten  der  zu  quadriren- 


4743)  §  18,  p.  60.         4744)  §  16,  p.  62.     Vgl.  *"»).         4746)  p.  64. 

4746)  §  18,  p.  77.         4747)  §  19,  p.  80. 

4748)  Wien.  Ber.  100^^,  1891,  §  4,  p.  682.         4749)  p.  683. 
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den  Punctioii  auch  die  ihrer  ersten  Ableitungen  auftreten*'^.  Diese 
wendete  er  auf  die  Entwicklung  einer  Function  nach  den  Kugel- 
flächenfunctionen  an;  er  findet ^^^^):  „dafs  man  einerseits  unter  Ver- 
ringerung der  (jenauigkeit  in  der  Bestimmung  der  anfänglichen 
Ooefficienten  eine  erheblich  präcisere  Ermittlung  der  späteren  er- 
reichen kann,  wenn  man  för  die  Breiten  der  Beobachtungsorte  nicht 
die  Wurzeln  der  Kugelfunction  Pj^{x),  sondern  einer  Ableitung  einer 
solchen  Function  von  höherer  Ordnung  ninunt,  andererseits  dafs  auch 
unier  Beibehaltung  der  ersteren  die  Bechenarbeit  durch  eine  passende 
Wahl  der  Langen  der  Beobachtungsorte  wesentlich  erleichtert  werden 
kann.^^  Die  letztere  Behauptung  erläutert  er  dann  noch  dahin,  dafs 
man  bei  Berechnimg  der  Sinusglieder  die  Formeln  von  Mehler  ^*'^), 
bei  der  der  Cosinusglieder  die  Formeln  von  Bessel  ^^^*)  benutzen  solle. 

K.  Heun*'**)  will  „eine  Darstellung  der  Gauls'schen  Quadratur- 
methode auf  rein  algebraischer  Grundlage^^  geben  [thatsächlich  betrachtet 
er  nicht  die  Gaufs'schen,  sondern  die  allgemeineren  Formeln  (91)]. 
Er  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  dem  Ausdruck  der  Näherungs- 
nenner (104)  durch  Determinanten  und  der  zugehörigen  Zähler- 
functionen  durch  Gombinationen  von  ünterdeterminanten  derselben, 
sowie  mit  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  Correcturcoefficienten. 
Dabei  legt  er  Wert  darauf,  dafs  die  Formeln  auch  brauchbar  seien, 
wenn  die  zu  quadrirende  Fimction  noch  variable  Parameter  ent- 
halte*'**). Auch  streift  er  den  von  Heine  erwähnten  Fall*^^'); 
wenn  man  hier  weiter  konunen  wolle,  müfste  man  erst  den  algebra- 
ischen Charakter  der  Wurzeln  der  Gleichung  N'^{x)  =  0  näher  unter- 
suchen [?]*''^). 

E.  Lampe*'")  bespricht  speciell  den  Fall,  dafs  die  Anfangs- 
ordinate Null  ist  und  jedenfalls  mit  berücksichtigt  werden  soll;  er 
zeigt,  dafs  dann  schon  von  4  weiteren  Ordinaten  2  complex  werden. 

A.  Berger*'**)  giebt  für  die  Correcturcoefficienten  der  all- 
gemeinen Quadraturformel  den  Ausdruck: 

4760)  p.  686.         4751)  p.  690. 

4762)  Progr.  Berlin  1892.  A.  Hurwitz's  Referat,  F.  de  Math.  24,  p.  271 
macht  darauf  aufmerksam,  dafs  das  Problem  identisch  ist  mit  dem  der 
BeductioD  einer  binären  Form  (2  n  —  !)*•■  Grades  auf  eine  Summe  von 
n  Potenzen;  dementsprechend  stimmten  Heun's  Formeln  mit  bekannten 
Formeln  der  Inyariantentheorie  überein. 

4763)  nr.  5,  p.  7.         4764)  nr.  6,  p.  9. 

4766)  D.  M.  V.  3,  1892/3  (94),  p.  102.  Ganz  neuerdings  (Berl.  Math. 
Ber.  2)  (Suppl.  z.  Arch.  Math.  (3)  6,  1908,  p.  29)  behandelt  Lampe  die 
niedrigsten  Fälle  der  GhmlB^schen  Formel  noch  einmal  elementar. 

4766)  Ups.  N.  A.  (8)  16^,  1893,  §  2,  p.  9. 
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(188)  K^  =  jFtpQ^dx 

in  dem  Q^  der  ganze  Bestandteil  von  3if/<p  ist  AusfQhrlich  be- 
handelt er  die  Formeln  §  25  A,  (49)*'«^^  und  (49  a)*'^. 

R.  Skutsch*^^*)  knüpft  an  Ligowski*«*«)  und  Radau*«««)  an. 
Er  bemerkt,  dafs  man  ganz  allgemein  aus  einer  Formel  Ä  vom 
Genauigkeitsgrad  n  und  einer  zweiten  B  von  demselben  oder  höheren 
unendlich  viele  andere  X  vom  Genauigkeitsgrad  n  durch: 

(189)  X  =  (i+i^T_J* 

ableiten  könne,  dabei  könne  man  über  X  so  verfügen,  dafs  aus  X 
eine,  eventuell  auch  zwei  Ordinaten  herausfallen.  Ligowski's  Ver- 
fahren findet  er  unnötig  umständlich*^«^);  gegen  Radau  hat  er  ein- 
zuwenden ,  dafs  man  bei  anderer  Wahl  der  n  +  1  hinzutretenden 
Ordinaten,  insbesondere  wenn  man  von  der  willkürlichen  Festsetzung 
zweier  von  ihnen  verzichte,  noch  gröfsere  Genauigkeit  erzielen  könne. 
Z.  B.  könne  man  bei  geeigneter  Wahl  aller  dieser  n  +  1  Ordinaten 
Formeln  erhalten,  welche  dieselbe  Genauigkeit  wie  die  Gaufs'sche 
mit  n  Ordinaten  geben  und  überdies  dieselben  Verhältnisse  der  drei 
ersten  Correctionsglieder  aufweisen.  Noch  mehr  könne  man  er- 
reichen, wenn  man  j;  der  Gaufs'schen  Ordinaten  in  die  zweite  Formel 
mit  herein  nehme;  für  p  =  n  werde  freilich  die  zweite  mit  der 
Gaufs'schen  identisch.  Er  kehrt  dann  die  Frage  dahin  um,  dafs  er 
fragt:  wie  mufs  ich  B  wählen,  um  das  beste  X  zu  erhalten?  Das 
günstigste  X  sei  dasjenige,  das  aufser  den  n  Gaufs'schen  Ordinaten 
noch  n  -f  1  andere  enthalte,  die  so  gewählt  seien,  dafs  die  Genauig- 
keit 3n  -\-  1  erreicht  wird.  Die  Combination  der  so  erhaltenen 
Formel  mit  der  Gaufs'schen  gebe  eine  unendliche  Anzahl  von 
Formeln  B  mit  im  allgemeinen  2w  +  1,  bei  geeigneter  Wahl  von  X 
nur  2w  oder  2n  —  1  Ordinaten.  Doch  dürfe  man  den  Wert  solcher 
Formelpaare  nicht  überschätzen*^«^).  Schlief slich  wendet  er  die 
Combination  der  Gaufs'schen  Formel  mit  3  und  einer  Formel  B  mit 
5  Ordinaten  auf  ein  numerisches  Beispiel  an*''«^. 


4767)  §  6,  p.  28.         4768)  §  7,  p.  83. 

4769)  Arch.  Math.  (2)  13,  1894,  p.  78.  Er  findet  es  zweckmäfsig  (p.  80), 
bei  Ableitung  der  Gaufs'schen  Formel  nicht  die  Lagrange^sche,  sondern  die 
Newton'sche  Interpolationsmethode  zu  benutzen;  doch  giebt  er  nicht  an, 
wie  er  von  den  so  zunächst  entstehenden  Gleichungen  auf  (22)  kommt. 

4760)  p.  79.         4761)  p.  82.         4762)  p.  83. 
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L.  Raffy  stellt  aus  Anlafs  der  Wahl  des  Themas  zum  Prüfungs- 
gegenstand die  Theorie  noch  einmal  dar*^**),  da  ihre  Litteratur  nicht 
leicht  zugänglich  sei.  Die  Frage  nach  dem  Bestglied  hehandelt  er 
im  Anschlufs  an  Markoff  folgendermafsen  *'•*):  Ist  g{x)  dasjenige 
Polynom,  das  für  die  a  dieselben  Werte  annimmt,  wie  f{x)i  so 
kann  man  eine  ganze  Function  6  des  Grades  n  —  1  so  bestinmien, 
daiB  f{x)  und  g{x)0{x)  f&r  die  a  nicht  nur  selbst  übereinstinunen, 
sondern  auch  ihre  ersten  Ableitungen.  Von  da  aus  erhält  er  den 
Ausdruck  (181)  für  den  Fehler;  er  bemerkt  übrigens  mit  Recht*'^): 
damit  habe  man  noch  kein  Mittel,  um  zu  entscheiden,  wie  grofs 
man  gegebenen  Falls  n  nehmen  müsse,  um  verlangte  Genauigkeit 
zu  erzielen. 

Einige  weitere  Abhandlungen  über  Quadratur  über  ein  end- 
liches Intervall  waren  mir  nur  durch  die  Berichte  in  den  F.  d.  Math, 
zugänglich.  N.  J.  Sonin^^^^)  behandelt  die  allgemeinen  Quadratur- 
probleme unter  der  Voraussetzung^  dafs  eine  gewisse  Anzahl  von 
Relationen  zwischen  den  Argumenten  a^  und  den  Coefficienten  A^ 
vorgeschrieben  sei,  mit  Bestimmung  des  Restgliedes;  speciell  erwähnt 
er  die  Benutzung  der  Jacobi'schen  Polynome****). 

R.  Vogel*^*^  giebt  eine  elementare  Auflösung  der  Glei- 
chungen (24). 

R.  P.  Moors*'*®)  erhält  durch  Combination  der  Gaufs'schen  und 
der  Newton'schen  Formel  eine  neue,  in  welche  nicht  die  genauen, 
sondern  nur  abgekürzte  Werte  der  Gaufs'schen  Abscissen  eintreten. 
Ein  Nachtrag*'*^)  behandelt  Formeln  mit  gleichen  Coefficienten. 

J.  Kabice k*"®)  scheint  nichts  neues  zu  bringen. 

N.  W.  Bugajeff*''^)  behandelt  wieder  den  Fall,  dafs  nicht  nur 
Werte  der  zu  quadrirenden  Function,  sondern  auch  solche  ihrer  Ab- 
leitungen benutzt  werden  sollen,  namentlich  die  Annahmen: 


4763)  Nouv.  Ann.  (3)  15,  1896,  p.  249. 

4764)  nr.  6,  p.  256. 

4765)  nr.  8,  p.  261. 

4766)  Warsch.  Nachr.  1887,  p.  1;  ruBsisch. 

4767)  Kiew.  Nachr.  1887,  p.  173;  russisch. 

4768)  Nieuw  Arch.  20,  1893,  p.  129. 

4769)  ib.  (2)  3,  1898,  p.  288. 

4770)  Progr.  Budweis  1897;  tschechisch. 

4771)  Kasan  Ges.  Nachr.  (2)  7,  1897,  p.  95;  russisch.  Aus  dem  Referat 
ist  nicht  mit  Sicherheit  zu  ersehen,  ob  diese  Untersuchung  überhaupt 
hierher  gehOrt. 
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y.  (x)  =  X»  (x  -  1)»,     x»(x-l)«,     x*(2x  -  l)»(x  -  1)«, 

auch   untersucht   er  den  Einflufs  einer  Zerlegung  des   Intervalls    in 
Teilintervalle. 

Quadratur  über  ein  unendliches  Intervall. 

Quadraturformeln  für  ein  nach  beiden  Seiten  unendliches  Inter- 
vall giebt,  so  viel  ich  finde,  zuerst  G.  Gourier*"*).  Greleitet  von 
der  Analogie  der  Hennite'schen***^  zu  den  Legendre'schen  Poly- 
nomen kommt  er  zu  folgenden  Resultaten:  Wird  die  Function: 

(190)  ^(^)  =  ,r/.(^)=2^^ 

durch  die  Interpolationsformel: 

(191)  ;^4?_')_?!M_ 

dargest«llt,  so  ergiebt  sich  nähenmgsweise: 

(192)      /  /'(x)rfx~  V  A/'C«,) ,      ^        J.^   /  e-T"  JP(^d;,. 

JL  9>'(«r)t/  «-«r 


—  OD 


Wird  dann  das  Product: 

,vfl     ,     1     ,    1-3    ,  1  •  3  •  5  .  •  .  (2n  +  2*  —  3)1 

(193)     9(^)j^+^+    ^»-  + ^f^h^FTV -) 

in  seinen  ganzen  Bestandteil  ^i(x)  und  seinen  echt  gebrochenen  Be- 
standteil 92  (^)  zerlegt,  so  wird: 


(194)  ^= 


2>,(a;) 


x  =  o,. 


Ist  nun  die  Reihe  (190)  beständig  convergent  und  so  beschaffen, 
dafs  auch  noch: 

(195)  ^1.3-5.-(2m-l)6,„ 

convergirt,  sodafs  das  zu  untersuchende  Integral  einen  Sinn  hat  [und 
durch  gliedweise  Integration  bestimmt  werden  kann],  so  wird  die 
Differenz  zwischen  seinem  genauen  und  seinem  angenäherten  Wert 
dargestellt  durch: 


4772)  Par.  C.  R.  97,  1883,  p.  79. 
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und  es  stellt  sich  wie  bei  GauTs*''^)  heraus,  daüs  <p%(pii)/g>{x)  die 
erzeugende  Function  der  Gorrectionscoefficienten  ist.  Die  Entwick- 
lung dieser  Function  beginnt  aber  mit  a;~  ***"*,  wenn  man  fftr  ^(x) 
das  Hermite'sche   U^{x)  nimmt. 

Dadurch  veranlafst  giebt  R.  Radau  an^^^'),  daCs  man  für  das 
Intervall   (0  .  .  .  oo)   entsprechende   Resultate   durch   Benutzimg    der 

Functionen  T^^^  (§  85,  41)  erhalten  könne. 

Daraufhin  zeigt  J.  Deruyts*'^*),  wie  man  diese  Formeln,  sowie 

(v) 

solche  mit    den    allgemeinen   T     ,    als   Grenzfälle    der  Mehler'schen 

Formeln  erhalten  könne.     Berger*'''*)  dagegen  hat  nur  die  T^  . 

Die  U^  treten  übrigens  noch  bei  einer  andern  Fragestellung 
auf,  über  die  hier  anhangsweise  berichtet  sein  möge.  Werden  zu 
einer  gegebenen  Function  /"©(x)  eine  unbegrenzte  Folge  von  „aus- 
geglichenen" *''*)  Functionen  durch  die  Gleichungen: 


• 
h 


h^Ax)  =  ^j^Jf„{x  +  l)di  (197) 

definirt,  so  erhält  L.  Maurer  durch  Einführung  eines  Disconti- 
nuitätsfactors  und  Vertauschung  der  Integrationsreihenfolge  eine 
Gleichung  der  Form*''''): 


—  nh 


Darin  ist  Ä:  =  Ä|/2n/3,  G  bedeutet  die  obere  Grenze  der  Werte 
der  Function  f^  im  Intervall,  B^  eine  Gröfse,  die  mit  wachsendem  n 

gegen  Y^n/lO  convergirt  und  b  einen  echten  Bruch.  Läfst  man 
also  mit  wachsendem  n  zugleich  h  so  abnehmen,  dafs  k  endlich 
bleibt  und  nh  über  alle  Grenzen  wächst,  so  convergirt  dabei  f^i^x) 
gegen: 


4778)  ib.  p.  157. 

4774)  Brux.  Bull.  (3)  11,  1886,  p.  307;  im  wesentlichen  übereinstimmend 
Liege  mdm.  (2)  14,  1888  (vom  Mai  86),  nr.  10,  p.  11. 
4776)  Ups.  N.  A.  (3)  16,  1893,  §  10—13,  p.  40—52. 
4776)  Math.  Ann.  47,  1896,  p.  264.         4777)  nr.  8,  p.  270. 
Jaluretberiohl  d.  Dautschan  Mftlhem.-Yereloifung.    X.  62 
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(199)  F(x;  k)  =  ^-Jfi^  +  «)«- "'  *■  <*«• 

Für  dieses  F  imd  seine  Ableitangen  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Ab- 
schAtzongen  der  über  das  Intenrall  (0  *  •  •  oc)  ausgedehnten  Inte- 
grale der  U*^^^  Abschätzungen,  aus  denen  folgt^  daüs  es  eine  ganze 
transcendente  Function  von  x  ist^^^.  Die  gröfste  Schwankung 
von  F  in  einem  gegebenen  Intervall  sinkt  mit  wachsendem  k  unter 
jede  Grenze;  daraus  ergiebt  sich,  dafs  für  f^{x)  bei  wachsendem  n 
dasselbe  gilt,  wenn  h  festgehalten  wird.  Andererseits  wachsen  die 
oberen  Schranken  der  Ableitungen  von  F  bei  abnehmendem  A;  über 
jede  Grenze,  und  Beispiele  zeigen,  dafs  das  auch  für  die  Ab- 
leitungen selbst  gelten  kann^^^*).     In  der  Grenze  ist: 

(200)  ^  ^(^5  ^*)  ^  f(^) ' 


wie  Weierstrafs  unter  engeren  Voraussetzungen  bewiesen  hatte.  Für 
grölsere  Werte  von  k  findet  näherungsweise  Übereinstimmung  zwar 
nicht  zwischen  den  Werten  von  /  und  F  selbst,  aber  noch  zwischen 
ihren  Mittelwerten  für  irgend  ein  Intervall  statt*''*).  Daraus  er- 
giebt sich  dann  die  Entwicklung  einer  stetigen  Function  nach  ana- 
lytischen Functionen  *^^^).  Eine  Schlulsbcmerkimg  macht  darauf  auf- 
merksam, dafs  diese  Schlüsse  auch  gelten,  wenn  die  Function  f(x) 
nur  für  discrete  Argumentwerte  definirt  ist*^®*). 

Daran    anschliefsend   bemerkt  Fr.  Weiner*'^,   dafs    die    An- 
wendung von  G^genbauer's  Satz*^  auf  die   U^  das  Resultat  giebt: 

(X 

(201)  i^/'^(^ +*')«-"''' -''«•"^i;f^^+^, 

—  (X  v—l 

und  damit  auch  einen  entsprechenden  Ausdruck  für  die  /),.  Die 
Untersuchung  des  Bestgliedes  dieser  Formel  verspricht  er  für  später. 

Doppelte  mechanische  Quadraturen. 

Mit    der    Ausdehnung    der    Gaufs'schen    Quadraturmethode    auf 
J)oppelintegrale   hat  sich   schon   F.  Minding*^^)   beschäftigt,    doch 
fOr  den  Fall,  dafs  das  Integrationsgebiet  ein  Rechteck  ist.    Wird 


in«)  nr.  4,  p.  278.         4779)  nr.  6,  p.  274.         4780)  nr.  6,  p.  276. 
4181)  nr.  7,  p.  278.        4782)  nr.  8,  p.  280. 
glSS^J/^.  Wien  1899,  §  8,  p.  14. 
^th.  6,  1830,  p.  91. 
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das  Rechteck  durch  affine  Transformation  in  ein  Quadrat  verwandelt, 
so  nimmt  Minding's  Verfahren  folgende  Gestalt  an:  die  zu  quadrirende 
Function  wird  auf  die  Gestalt  gebracht: 

/•(^,  y)  - «/(«,  y)  +  P-  -P„(a;)  +  Q  •  Pni»)  +  Ä,     '  (202) 

in  der  g  eine  ganze  Function  bedeutet,  die  in  Bezug  auf  x,  bezw.  y 
vom  mten,  bezw.  titen  Grade  ist.  Die  gesuchte  Quadraturformel  er- 
giebt  sich  dann  aus  der  Partialbruchzerlegung: 


9i^.  y)     _  V  V ^(%^  <^0 


(203) 


in  der  unter  den  a  ,  bezw.  ß^  die  Nullpunkte  von  P^,  bezw.  P^ 
zu  verstehen  sind.  Die  Formel  ist  genau  für  aUe  Functionen,  deren 
Grad  in  a?,  bezw.  y,  2  m,  bezw.  2«  nicht  übersteigt*'®*).  Allgemeinere 
Begrenzungen  will  Minding  durch  die  Substitution: 

auf  rechteckige  zurückfahren*'®*). 

Auch  die  Untersuchung  von  Cl.  Maxwell*'®')  bezieht  sich  nur 
auf  den  Fall  rechtwinkliger  Begrenzung,  und  zwar  zunächst  auf  den 
speciellen  FaU,  dals  die  zu  integrirende  Function  die  beiden  Yariabeln 
Xj  y  nur  in  einer  linearen  homogenen  Verbindung  0  ^^  ßx  +  yy 
enthält.     Ist: 

f^Ä^z  +  Ä,z  +  A^z^+  Ä^z^+  .  . .,  (205) 

so  ist  der  genaue  Wert  des  Integrals: 

1    i 

T  f  ff{^^y)dxdy 

Soll  das  gleich: 

«•/•(O)  +  Ri  { fW)  +  /•(-  '^i) )  +  ^  { fih)  +  f(-h))+-  (207) 
gesetzt  werden  können,  so  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

2Ii,z\  +  2R^z\  +  ^-^\ß^  +  \y^  ^B, 


4786)  nr.  6,  p.  94.         4786)  p.  96. 

4787)  Cambr.  Proc.  S,  1876/80,  p.  39;  vom  M&rz  1877;  papers  2,  p.  604. 
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Werden  hier  die  symmetrischen  Functionen  der  z^  eingeführt: 

(209)  S,^^z\,     Ä,-2'^'i'     «8=2^'^^'-- 
80  erhftlt  man  das  Gleichungssystem: 

(210)  5pÄ,-  B,+iS,_i+  ^,+A_s-  +  •••  +  (-  1)'^,+,=  0; 

{q  =  0, 1,  2, . . .,  r) 

sind  die  S  aus  diesem  bestinmit,  so  ist  noch  eine  algebraische 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  z  aufzulösen. 

Enthält  f  die  Variabein  nicht  nur  in  der  einen  linearen  Ver- 
bindung, so  fragt  Maxwell*^®®)  nach  einer  Nftherungsformel,  in  die 
die  zu  den  8  Argumentpaaren: 

(211)  ^^'  ^^'      ^^'  ~  ^^'     ^~  ^'  ^^'     ^"^  ^'  ""  ^^' 

gehörenden  Functions  w^erte  mit  demselben  Factor  eintreten.  Er 
fahrt  die  Rechnung  für  den  Fall  durch,  dafs  man  den  Mittelpunkt 
des  Rechtecks,  4  Punkte  auf  den  Axen  imd  anüserdem  noch  ein 
Punktoctupel  der  erwähnten  Art  berücksichtigen  will;  die  resoltirende 
Formel  sei  genau  für  jede  ganze  Function,  deren  Grad  7  nicht 
übersteigt. 

FtLr  dreifache  Integrale  verlange  das  entsprechende  Verfahren 
die  Berücksichtigung  von  Werten  der  Function  für  Punkte,  die  dem 
Integrationsgebiete  selbst  nicht  mehr  angehören  *^®'). 

Für  beliebige  Begrenzungen  scheint  erst  P.  Appell  das  Problem 
aufgenommen  zu  haben *^^).     Soll  ein  Polynom: 

p 

(212)  9{x,!f)-'^b^yXfy'' 

SO  bestimmt  werden,  dafs  es  in: 

(213)  „^(P±i)i£±i)^ 

Punkten,  die  nicht  auf  einer  Curve  p*^  Ordnung  liegen,  vor- 
geschriebene Werte  /"(a^,  ß^)  anninunt,  so  ist  sein  allgemeiner 
Ausdruck: 

(214)  ^  _2'P.(^,  y) /•(«.,  ^J; 

4788)  p.  607.         4789)  p.  611. 

4790)  Toulouse  fac.  ami.  4,  1890,  H,  nr.  7,  p.  12.  Für  weitere  Aus- 
führungen stellt  er  eine  th^se  von  Gourier  in  Aussicht,  die  bis  jetzt  nicht 
erschienen  ist.  Vielleicht  würden  sich  die  Untersuchungen  von  Kirch- 
berger  "••)  hier  verwerten  lassen. 
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dabei  bedeuten  die  P  Polynome,  die  nur  von  den  gegebenen  Argu- 
menten, nicht  von  den  gegebenen  Functionswerten  abhängen.  Es 
werden  also  dann  auch  in: 

fJFffda  =^ÄJ(a^,  ^,)  (215) 

die  A  von  diesen  Fnnctionswerten  unabhängig.     Ist  femer: 

OD 

/'(*.y)-^^»«^y%  (216) 

SO  werden  die  ersten  n  Glieder  der  Entwicklung  des  IntegrBlBjjFfda 
durch  die  Annäherungsformel  (214)  genau  wiedergegeben;  und  man 
wird  die  a^ß^  so  wählen  können,  dafs  noch  2m  weitere  Glieder 
wegfidlen. 

Für  i^^O,  n  «=  1  ergiebt  sich,  dafs  man  dazu  den  einen 
Punkt  in  den  zu  F  als  Dichtigkeitsfunetion  gehörenden  Schwer- 
punkt der  Fläche  legen  mufs*^®^).  Für  gröfsere  Werte  von  p  er- 
giebt sich  eine  Schwierigkeit:  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
der  a,,  ß^  können  unverträglich  sein  oder  Punkte  liefern,  die  dem 
Bereiche  nicht  angehören  ^^*').  Appell  behandelt  speciell  den  Fall 
I?  ==  4,  n  =»  15;  in  diesem  kann  man  noch  den  Wegfall  aller  Glieder 
8.  O.  verlangen.  AuTserdem  bespricht  er  noch  die  Möglichkeit, 
daHs  man  von  den  Anforderungen  an  die  Anzahl  der  wegfallenden 
Glieder  etwas  nachlälst  imd  dafür  andere  Bedingungen  stellt^^**). 
Ist  z.  B.  der  Bereich  durch  den  Einheitskreis  begrenzt,  femer  i^=  1, 
|>ss  1,  »  =  3  imd  sollen  die  Glieder  2.  0.  wegfallen,  so  bleiben 
noch  drei  (konstante  disponibel.  Eine  der  Folgerungen  aus  den 
Bedingungen  sagt  dann  aus,  daOs  der  Kreis  durch  die  drei  Punkte 
im  Mittelpunkte  des  Begrenzungskreises  eine  gegebene  Potenz  hat. 
Wird  noch  verlangt,  dafs  die  Mittelpunkte  beider  Ej'eise  zusammen- 
£ELllen,  so  stellt  sich  heraus,  dafs  die  drei  Punkte  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sein  müssen. 

H.  Bourget^'^^)  fügt  noch  die  Bemerkung  bei:  nimmt  man 
für  die  a^,  ß^  die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  U^^^^  0  und 
I/'^^  =  o,  unter  den  U  die  Hermite'schen  Polynome**^*)  verstanden,  so 
wird  die  Formel  bis  auf  Glieder  der  Ordnung  2p  —  1  einschliefslich 
genau. 


4791)  nr.  8,  p.  14. 

4792)  nr.  9,  p.  14.    nr.  11,  p.  18  zeigt  er  an  einem  Beispiele,  dafs  das 
letstere  in  der  That  eintreten  kann.   Vgl.  *''^*). 

4798)  nr.  10,  p.  16.         4794)  Paris  C.  B.  126,  1898,  p.  684. 
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§  89.     Allgemeine  Integraldarstellungen. 

Den  bisher  besprochenen  Verallgemeinerungen  der  Fourier'schen 
Reihenentwicklungen  lassen  sich  entsprechende  Verallgemeinerungen 
der  Fourier'schen  Integralformeln  an  die  Seite  stellen.  Eine  solche 
ist,  soviel  ich  sehe,  abgesehen  von  der  bei  Fourier  selbst****)  sich 
findenden  Andeutung,  zuerst  von  J.  Liouville*'*)  gegeben  worden: 
Sei  (p(x)  so  beschaffen,  dafs  das  Integral: 


X 

(1)  9>i{^)^J<p(x) 


0 

für  keinen  Wert  von  x  ein  gewisses  Maximum  überschreitet  und  daOs: 


OD 

(2)  ^-Jö-VtW 


dd 


—  00 


[existirt  und]  weder  Null  noch  unendlich  ist;  dann  ist: 


OD      OD 


(3)  Af{x)  ==  f  fq>{qx  -  qa)  f{a)  dadq, 

0  — ao 

Den  Beweis,  den  er  giebt,  bezeichnet  er  selbst  als  dem  von  Deflers 
ftlr  die  Fourier^sche  Formel  nachgebildet.  Eine  noch  allgemeinere 
Formulirung  bekomme  man*''^),  wenn  man  unter  F(jq^  ß)  eine 
Function  der  beiden  Argumente  verstehe,  für  die  1^(0,  0)  =  0  ist, 
imd  dann: 

oe 

(4)  Cd-^F{oo,e)de 

~ao 

an  die  Stelle  von  Ä  und: 

an  die  Stelle  von  (p{0)  treten  lasse.  Man  könne  sogar  F  auch 
noch  von  x  abhftngen  lassen. 

Wie  es  scheint  unabhängig  von  Liouville  hat  später  Sir  W.  B. 
Hamilton*'*^)  derartige  Ansätze  entwickelt.  Er  will  die  AuJF- 
merksamkeit  auf  ein   allgemeines  „Princip   der  Fluctuation'^  lenken^ 


4796)  J.  de  math.  1,  1836,  p.  102.         4796)  p.  lOS. 

4797)  Dubl.  Trans.  19,  1843,  p.  264  (vom  Juni  1840,  aber  noch  entirely 
rewritten,  vgl  p.  820);  Auszüge  Dubl.  Proc.  1,  1841,  p.  476;  2,  18U,  p.  282. 


§  89.    Allgemeine  IntegraldarsteUangen.  9g3 

von  dem  man  Anzeichen  bei  Fourier  finden  könne  ^^^,  das  aber 
wenig  beachtet  and  namentlich  von  Poisson  übersehen  worden  sei^^*^). 
In  seiner  einfachsten  Form  sage  dieses  Princip  aus,  es  sei: 


/■ 


q>{a)f(a)da^O,  (6) 

wenn  ip  und  f  beide  endlich  seien  und  <p  „wie  der  Sinus  eines  un- 
endlichen Vielfachen  eines  Bogens*^  unendlich  oft  sein  Zeichen 
wechsle  und  Null  zum  Mittelwert  habe.  Daraus  folge,  dafs  der 
Wert  des  Integrals,  wenn  f  an  einzelnen  Stellen  unendlich  werde, 
nur  von  den  Werten  von  f  in  der  Umgebung  dieser  Stellen  ab- 
hänge*®*^. Die  Ausführung  dieser  Idee  beginnt  mit  der  Formulirung 
der  Frage ^^^):  wie  muTs  <p  beschaffen  sein,  damit  die  Gleichung  gilt: 

OD     6 


0    a 


Indem  er: 


/ 


9(a?,«,(3)rf/J  =  t(;(a?,a,iS)  (8) 

0 

setzt,  schreibt  er  dafür: 

h 

fix)  =  /V  (x,  «,  oo)  f(a)  da.  (9) 

a 

Solle  eine  solche  Gleichung  für  jedes  f  bestehen,  so  müsse  sie  au^.'i 
richtig  sein  für  eine  Function  P,  die  nur  in  einem  engeren  Intervall 


4798)  Vgl.  '***),  sowie  Hamilton's  eigene  Angabe  Proc.  1,  p.  476: 
,,ihat  great  mathematician  appears  to  have  possesBed  a  clear  conception 
of  the  principles  of  fluctaating  fonctions,  althoogh  he  is  not  known  to 
have  deduced  &om  them  consequences  so  general  as  the  above".  Trans, 
p.  320  bemerkt  ei  übrigens,  er  sei  auf  Fourier's  betr.  ÄoTsernngen  erst 
nachträglich  aufmerksam  geworden. 

4799)  Vgl.  jedoch  »*^»). 

4800)  Von  f  setzt  er  voraus,  dafs  es  „varies  gradually'*.  Ob  er  damit 
^fStetig*^  oder  „differentiirbar**  meint,  kann  um  so  weniger  entschieden 
werden,  als  man  damals  noch  allgemein  das  letztere  fOr  eine  Folge  des 
ersteren  ansah.  Der  Anfang  von  nr.  11,  p.  280  spricht  übrigens  für  die 
letKtere  AufTasBang. 

4801)  nr.  1,  p.  264.  Hamilton  denkt  sich  die  Integrationen,  soviel 
man  sieht,  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ausgeführt;  dafs  das  schon 
beim  Fourier*schen  Integral  bedeutungslos  ist,  ist  bereits  '^^^)  erwähnt. 
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X 

(199)  F(x;  h)  -  -^  //•(«  +  «)«—'/*•  du. 


—  OD 


Für  dieses  F  und  seine  Ableitangen  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Ab- 
schätzungen der  über  das  Intervall  (0  •  •  •  oo)  ausgedehnten  Inte- 
grale der  U^^^)  Abschätzungen,  aus  denen  folgt^  dafs  es  eine  ganze 
transcendente  Function  von  x  ist*"®).  Die  gröfste  Schwankung 
von  F  in  einem  gegebenen  Intervall  sinkt  mit  wachsendem  Tc  unter 
jede  (Jrenze;  daraus  ergiebt  sich,  dafs  für  f^{x)  bei  wachsendem  n 
dasselbe  gilt,  wenn  h  festgehalten  wird.  Andererseits  wachsen  die 
oberen  Schranken  der  Ableitungen  von  F  bei  abnehmendem  k  über 
jede  Grenze,  und  Beispiele  zeigen,  dafs  das  auch  für  die  Ab- 
leitungen selbst  gelten  kann*''''*).     In  der  Grenze  ist: 


A  =  0 


wie  Weierstrafs  unter  engeren  Voraussetzungen  bewiesen  hatte.  Für 
grölsere  Werte  von  k  findet  näherungsweise  Übereinstinunung  zwar 
nicht  zwischen  den  Werten  von  /  und  J^  selbst,  aber  noch  zwischen 
ihren  Mittelwerten  für  irgend  ein  Intervall  statt*^*').  Daraus  er- 
giebt sich  dann  die  Entwicklung  einer  stetigen  Function  nach  ana- 
lytischen Fimctionen*^®*).  Eine  Schlufsbemerkung  macht  darauf  auf- 
merksam, dafs  diese  Schlüsse  auch  gelten,  wenn  die  Function  f{x) 
nur  für  discrete  Argumentwerte  definirt  ist*^®*). 

Daran  anschliefsend  bemerkt  Fr.  Wein  er *^®^,  dafs  die  An- 
wendung von  Gegenbauer's  Satz**^)  auf  die   U^  das  Resultat  giebt: 

OD 

(201)      :^ff(x  +  kt)e-''dt~con^.^^L±I^^4  +  j, 

—  OD  V^l  ~ 

und  damit  auch  einen  entsprechenden  Ausdruck  fCbr  die  /),.  Die 
Untersuchung  des  Bestgliedes  dieser  Formel  verspricht  er  für  später. 

Doppelte  mechanische  Quadraturen. 

Mit  der  Ausdehnung  der  Gaufs'schen  Quadraturmethode  auf 
Doppelintegrale  hat  sich  schon  F.  Minding*^^)  beschäftigt,  doch 
nur  für  den  Fall,  dafs  das  Integrationsgebiet  ein  Bechteck  ist.    Wird 


4778)  nr.  4,  p.  273.         4779)  nr.  6,  p.  274.         4780)  nr.  6,  p.  276. 
4781)  nr.  7,  p.  278.         4782)  nr.  8,  p.  280. 

4783)  Progr.  Wien  1899,  §  8,  p.  14. 

4784)  J.  f  Math.  6,  1830,  p.  91. 
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das  Bechteck  durch  affine  Transformation  in  ein  Quadrat  verwandelt, 
so  nimmt  Minding's  Verfahren  folgende  Gestalt  an:  die  zu  quadrirende 
Function  wird  auf  die  Gestalt  gebracht: 

f{^.  y)  -  gix,  y)  +  P'P^{x)  +  Q .  P,(y)  +  E,      '  (202) 

in  der  g  eine  ganze  Function  bedeutet,  die  in  Bezug  auf  x,  bezw.  y 
vom  mten,  bezw.  nten  Grade  ist.  Die  gesuchte  Quadraturformel  er- 
giebt  sich  dann  aus  der  Partialbruchzerlegung: 

9{x,  y)  ^  ^ ^(%>  N 


P^ix)P„(y)      -^  ^  (o:  -  «,)(y  -  <?.) P. («,) P„' «^v) ' 


(203) 

in  der  unter  den  a  ,  bezw.  ß^  die  Nullpunkte  von  P^,  bezw.  P^ 
zu  verstehen  sind.  Die  Formel  ist  genau  für  alle  Functionen,  deren 
Grad  in  a?,  bezw.  y,  2  m,  bezw.  2«  nicht  übersteigt*'®*).  Allgemeinere 
Begrenzungen  will  Minding  durch  die  Substitution: 

y  -  Viip^)  +  ^y%{^)  (204) 

auf  rechteckige  zurückführen*'®*). 

Auch  die  Untersuchung  von  Gl.  Maxwell*'®')  bezieht  sich  nur 
auf  den  Fall  rechtwinkliger  Begrenzung,  und  zwar  zunächst  auf  den 
speciellen  Fall,  dafs  die  zu  integrirende  Function  die  beiden  Variabeln 
Xj  y  nur  in  einer  linearen  homogenen  Verbindung  0  =^  ßx  -^  yy 
enth&lt.     Ist: 

f^Ä^e  +  Ä,z  +  Ä^z^+  ^s^+  •  •  •,  (205) 

so  ist  der  genaue  Wert  des  Integrals: 

1    1 

T  f  ff{^iy)^^^y  ,     , 

-•/-^  (206) 

Soll  das  gleich: 

fi^rCO)  +  K,  { f{i^  +  f{-  r,) )  +  ii,  { /•(«,)  +  /'(-«,)}+•••     (207) 

gesetzt  werden  können,  so  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

j;,+  2ii,      +2i?g     +...  =  1  =^0 

2Ä,i.J  + 212,4  +  . ..  =  i^«  +  i/  ^B^     ,       . 

2i?,4  +  2i?,4  +  ...=.|^  +  ljSV  +  i/  +  ...^^,     ^       ^ 


4786)  nr.  6,  p.  94.         4786)  p.  96. 

4787)  Cambr.  Proc.  3,  1876/80,  p.  39;  vom  MÄrz  1877;  papers  2,  p.  604. 

62* 


980  I.  Haaptteil.  11.  Abschn.  Allgem.  Beilienentwickign.  a.  IntegralcUurstellgn. 
Werden  hier  die  symmetiischen  Functionen  der  z^  eingeführt: 

(209)  51=2^!.     -5.  =2'^'^'     -5»  =2  ^'^^' •  •  • 
80  erhftlt  man  das  Gleichungssystem: 

(210)  B^S,-  B^^,8,_,  +  B,^.,Ä,_, -+...  +  (-  1)'-B,^^=  0; 

{q  =  0, 1,  2, . . .,  r) 

sind  die  S  aus  diesem  bestimmt,  so  ist  noch  eine  algebraische 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  z  aufzulösen. 

Enthält  f  die  Variabein  nicht  nur  in  der  einen  linearen  Ver- 
bindung, so  fragt  Maxwell*^®®)  nach  einer  Nftherungsformel,  in  die 
die  zu  den  8  Argumentpaaren: 

(211)  ^^'  ^^'      ^^'  "  ^)'     (""  ^'  ^^'     ^~  ^'  ""  ^)' 

(y*«)i    (2^»-^),    (-y>  ^)i    (— y,  —  ^) 

gehörenden  Functions w^erte  mit  demselben  Factor  eintreten.  Er 
führt  die  Rechnung  für  den  Fall  durch,  dafs  man  den  Mittelpunkt 
des  Rechtecks,  4  Punkte  auf  den  Axen  und  auTserdem  noch  ein 
Punktoctupel  der  erwähnten  Art  berücksichtigen  will;  die  resoltirende 
Formel  sei  genau  für  jede  ganze  Function,  deren  Grad  7  nicht 
übersteigt. 

Ftlr  dreifache  Integrale  verlange  das  eutsprechende  Verfahren 
die  Berücksichtigung  von  Werten  der  Function  für  Punkte,  die  dem 
Integrationsgebiete  selbst  nicht  mehr  angehören  *^®*). 

Für  beliebige  Begrenzungen  scheint  erst  P.  Appell  das  Problem 
aufgenommen  zu  haben *''^).     Soll  ein  Polynom: 

p 

(212)  g(.'>,y)=^b^.=^y' 

SO  bestimmt  werden,  dafs  es  in: 

(213)  «  =  (^  +  i)i^  +  J), 

Punkten,  die  nicht  auf  einer  Curve  p*^  Ordnung  liegen,  vor- 
geschriebene Werte  /*(cKy,  ß^)  annimmt,  so  ist  sein  allgemeiner 
Ausdruck: 

(214)  ^=2'Pv(^.y)/^(«.,^.); 

4788)  p.  607.         4789)  p.  611. 

4790)  Toulouse  fac.  ann.  4,  1890,  H,  nr.  7,  p.  12.  Für  weitere  Aus- 
führungen stellt  er  eine  th^se  von  Gourier  in  Aussicht,  die  bis  jetzt  nicht 
erschienen  ist.  Vielleicht  würden  sich  die  Untersuchungen  von  Kirch- 
berger*"')  hier  verwerten  lassen. 
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dabei  bedeuten  die  P  Polynome,  die  nur  von  den  gegebenen  Argu- 
menten, nicht  von  den  gegebenen  Functionswerten  abhängen.  Es 
werden  also  dann  auch  in: 


// 


Fgda=^AJ(a,,ß^)  (21Ö) 

die  A  von  diesen  Frmctionswerten  unabhängig.     Ist  femer: 

OD 

/■(«.y)-^'^'*'**'  (216) 

so  werden  die  ersten  n  Glieder  der  Entwicklung  des  IniegrdAsjjFfdö 
durch  die  Annäherungsformel  (214)  genau  wiedergegeben;  und  man 
wird  die  a^ß^  so  wählen  können,  dafs  noch  2m  weitere  Glieder 
wegfallen. 

Für  p^Oy  n^l  ergiebt  sich,  dafs  man  dazu  den  einen 
Punkt  in  den  zu  F  als  Dichtigkeitsfun ction  gehörenden  Schwer- 
punkt der  Fläche  legen  mufs*'^^).  Für  gröfsere  Werte  von  p  er- 
giebt sich  eine  -Schwierigkeit:  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
der  a^,  ß^  können  unverträglich  sein  oder  Punkte  liefern,  die  dem 
Bereiche  nicht  angehören  ^^*').  Appell  behandelt  speciell  den  Fall 
p  =»  4,  ft  »  15;  in  diesem  kann  man  noch  den  Wegfall  aller  Glieder 
8.  O.  verlangen.  AuTserdem  bespricht  er  noch  die  Möglichkeit, 
daHs  man  von  den  Anforderungen  an  die  Anzahl  der  wegfallenden 
Glieder  etwas  nachlälst  imd  dafür  andere  Bedingungen  stellt^''^'). 
Ist  z.  B.  der  Bereich  durch  den  Einheitskreis  begrenzt,  femer  P=  1, 
p^^ly  n  ==  3  und  sollen  die  Glieder  2.  0.  wegfallen,  so  bleiben 
noch  drei  Gonstante  disponibel.  Eine  der  Folgerungen  aus  den 
Bedingungen  sagt  dann  aus,  dafs  der  Kreis  durch  die  drei  Punkte 
im  Mittelpunkte  des  Begrenzungskreises  eine  gegebene  Potenz  hat. 
Wird  noch  verlangt,  dafs  die  Mittelpunkte  beider  Ej'eise  zusammen- 
fallen, so  stellt  sich  heraus,  dafs  die  drei  Punkte  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sein  müssen. 

H.  Bourget^^^)  fügt  noch  die  Bemerkung  bei:  nimmt  man 
für  die  a^,  ß^  die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  Uq  p=  0  und 
(7  ^  =  o,  unter  den  U  die  Hermite'schen  Polynome**^*)  verstanden,  so 
wird  die  Formel  bis  auf  Glieder  der  Ordnung  2p  —  1  einschliefslich 
genau. 


4791)  nr.  8,  p.  14. 

4792)  nr.  9,  p.  14.    nr.  11,  p.  18  zeigt  er  an  einem  Beispiele,  dafs  das 
ieteiere  in  der  That  eintreten  kann.   Vgl.  *^^^. 

4798)  nr.  10,  p.  16.         4794)  Paris  C.  B.  126,  1898,  p.  684. 
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§  89.    Allgemeine  Integraldarstellungen. 

Den  bisher  besprochenen  Verallgemeinerungen  der  Fourier'schen 
Reihenentwicklungen  lassen  sich  entsprechende  Verallgemeinerungen 
der  Fourier'schen  Integralformeln  an  die  Seite  stellen.  Eine  solche 
ist,  soviel  ich  sehe,  abgesehen  von  der  bei  Fourier  selbst****)  sich 
findenden  Andeutung,  zuerst  von  J.  Liouville*''^)  gegeben  worden: 
Sei  (p{x)  so  beschaffen,  dafs  das  Integral: 

(1)  9i{^)-j9{^)dx 

0 

fCb*  keinen  Wert  von  x  ein  gewisses  Maximum  überschreitet  und  dafs: 


OD 

(2)  ^-Jö-VtC») 


de 


—  00 


[existirt  und]  weder  Null  noch  unendlich  ist;  dann  ist: 


OD       OD 


(3)  Äf(x)  =  f  fffiqx  -  qa) f{a)  dadq. 

0    -OD 

Den  Beweis,  den  er  giebt,  bezeichnet  er  selbst  als  dem  von  Deflers 
fOr  die  Fourier'sche  Formel  nachgebildet.  Eine  noch  allgemeinere 
Formulirung  bekomme  man*''^),  wenn  man  unter  J?'(g,  0)  eine 
Function  der  beiden  Argumente  verstehe,  für  die  1^(0,  0)  =  0  ist, 
und  dann: 

<x 

(4)  Ce- » F(oo,  e)  de 

—  00 

an  die  Stelle  von  Ä  und: 

an  die  Stelle  von  q>{0)  treten  lasse.  Man  könne  sogar  J^  auch 
noch  von  x  abhängen  lassen. 

Wie  es  scheint  unabhängig  von  Liouville  hat  später  Sir  W.  B. 
Hamilton*'^^)  derartige  Ansätze  entwickelt.  Er  will  die  Auip- 
merksamkeit  auf  ein  allgemeines  „Princip   der  Fluctuation*^  lenken^ 


4795)  J.  de  math.  1,  1836,  p.  102.         4796)  p.  lOS. 
4797)  Dubl.  Trans.  19,  1843,  p.  264  (vom  Juni  1840,  aber  noch  entirely 
rewritten,  vgl  p.  820);  Auszüge  Dubl.  Proc.  1,  1841,  p.  476;  2,  1844,  p.  232. 


§  89.    Allgemeine  Integraldarstellnngen.  983 

von  dem  man  Anzeichen  bei  Fourier  finden  könne  ^^^,  das  aber 
wenig  beachtet  and  namentlich  von  Poisson  übersehen  worden  sei^^*^). 
In  seiner  einfachsten  Form  sage  dieses  Princip  aus,  es  sei: 


/• 


<p(a)f(a)da^O,  (6) 

wenn  ip  und  f  beide  endlich  seien  und  ip  „wie  der  Sinus  eines  un- 
endlichen Vielfachen  eines  Bogens'^  anendlich  oft  sein  Zeichen 
wechsle  und  Null  zum  Mittelwert  habe.  Daraus  folge,  dals  der 
Wert  des  Integrals,  wenn  f  an  einzelnen  Stellen  anendlich  werde, 
nur  von  den  Werten  von  f  in  der  Umgebung  dieser  Stellen  ab- 
hänge****). Die  Aasf&hrang  dieser  Idee  beginnt  mit  der  Formulirung 
der  Frage *^^):  wie  mafs  q>  beschaffen  sein,  damit  die  Gleichung  gilt: 

OD     6 

/•(«)  =//v  (^. «.  ß)  /■  («)  '^«  «^Z»-  (7) 


0     a 


Indem  er: 


/ 


fp(x,a,ß)dß  =  ^{x,a,ß)  (8) 

0 

setzt,  schreibt  er  daför: 

h 

fix)  =-  /V  (aJ,  «,  oo)  /•(«)  da.  (9) 

a 

Solle  eine  solche  Gleichung  f&r  jedes  f  bestehen,  so  müsse  sie  auv'i 
richtig  sein  für  eine  Function  P,  die  nur  in  einem  engeren  Intervall 


4798)  Vgl.  "**),  sowie  Hamilton's  eigene  Angabe  Proc.  1,  p.  476: 
^,that  great  mathematician  appears  to  have  possesHed  a  clear  conception 
of  the  principles  of  fluctuating  fonctions,  although  he  is  not  known  to 
have  deduced  from  them  conseqaences  so  general  as  the  above".  Trans. 
p.  920  bemerkt  er  übrigens,  er  sei  auf  Fourier's  betr.  ÄuTBerungen  erst 
nachträglich  aufmerksam  geworden. 

4799)  Vgl.  jedoch  *"^). 

4d00)  Von  f  setzt  er  voraus,  dafs  es  „varies  gradually'*.  Ob  er  damit 
,,8tetig*^  oder  „differentiirbar**  meint,  kann  um  so  weniger  entschieden 
werden,  als  man  damals  noch  allgemein  das  letztere  fOr  eine  Folge  des 
enteren  ansah.  Der  Anfang  von  nr.  11,  p.  280  spricht  übrigens  für  die 
leixtere  Auffossung. 

4801)  nr.  1,  p.  264.  Hamilton  denkt  sich  die  Integrationen,  soviel 
man  sieht,  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ausgeführt;  dafs  das  schon 
beim  Fourier^schen  Integral  bedeutungslos  ist,  ist  bereits  '^^^)  erwähnt. 
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(k .  .  .  fi)  von  Null  verschieden  ist  [und  dort  ihr  Zeichen  nicht 
wechselt].     Liegt  dann  x  nicht  zwischen  X  und  ft,  so  folgt: 

(10)  /  t(;  {x,  a,  cx>)  F{a)  da  ^  0; 

rjßix^a^oo)  muTs  also  zwischen  X  und  ft,  d.  h.  in  jedem  noch  90 
kleinen  IntervaU  sein  Zeichen  wechseln.  Eine  Function  dieser  Eigen- 
schaft nennt  Hamilton  eine  „fluctuating  function^\  Er  Wart  dann 
fort^^'):    Ist  N(a)  eine  endliche  Function  und  hat  die  Gleichung: 


(11)  M(a)  s 


a 

/V(a)  da  =  0 


zwischen  —  oo  und  +  cx)  unendlich  viele  reelle  Wurzeln,  die  so 
liegen,  dai's  das  Intervall  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  niemals 
gröfser  als  b  ist;  dann  muTs  N(cc)  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden solchen  Wurzeln  mindestens  einmal  sein  Zeichen  wechseln, 
also  N(ßa)  in  jedem  Intervall  von  der  Breite  b/ß^  also  für  jS  «—  oo 
in  jedem  noch  so  kleinen  Intervall.  Daraus  gewinnt  er**^*)  durch 
der  Sache  nach  strenge,  wenn  auch  nicht  in  strenger  Form  dar- 
gestellte Grenzbetrachtungen  den  Satz,  dafs: 

fr 

(12)  lim    fN(ßa)F{a)da^O. 

a 

Die    Gleichung    gilt    auch    noch,    wenn   N(ßa)    durch   N(ßa  —  ßx) 

ersetzt  wird;  wird  dann  noch  — -^-^  an  Stelle  von  F{oi)  eingeführt, 

wo  f  stetig  sein  soll,  so  braucht  nur  die  Umgebung  von  x  be- 
rücksichtigt zu  werden,  und  es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die 
Untersuchung  des  Integrals***^): 

tr-f  • 

(13)  lim  lim    CN{ßa  -  ßx)  (cl  -  xY^f{a)doL 


X  —  9 


(mit    dieser    Reihenfolge    der    Grenzübergänge,    wie    Hamilton    aus- 


4802)  nr.  3,  p.  266. 

4803)  nr.  4,  p.  270.  Der  SchloTB  setzt  [gleichmäfsige]  Stetigkeit  von  F 
voraus  (p.  269);  nachträglich  bemerkt  Hamilton  (p.  270),  dafs  eine  endliche 
Anzahl  von  Stetigkeitssprüngen  nichts  schadet. 

4804)  nr.  6,  p.  271. 
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drficklich   betont).     Ztir  Vereinfachung  setzt  er  dabei  voraus,  dafs 
die  beiden  Grenzwerte: 

lim   — ^-^      und        hm   — ^-^  (^14) 

existiren;   doch  dürfen   sie   voneinander  verschieden   sein.     Er  leitet 
zon&chst  den  Hilfissatz  ab,  dafs: 


f' 


N{a)F{a)da  (15) 

einen    bestimmten    Grenzwert    hat,    wenn  F  beständig    positiv    und 
lim  ^(a)  =  0  ist;   speciell  gilt  dieser  Satz  für  F(a)  =  «"^     Wird 


ass  X 


also  das  Integral  (13)  durch  die  Substitutionen*®^): 

y^ßcc^ßx,     ri^ßB  (16) 

übergeführt  in: 

so  erg:iebt  sich: 

(voraosg^etzt^  daOs  /*  für  o?  stetig  ist  und  in  der  Umgebung  von  x 
auf  jeder  Seite  ein  bestimmtes  Vorzeichen  hat)  und  daraus  als 
Verallgemeinerung  des  Fourier'schen  Integralsatzes: 

b 

af(x)  =  lim    fN{ßa  -  ßx)  (a  -  x)"  *  f{a)  da, 

X  (19) 

«  =  /  2W(a)  o- » da. 

O 

Was  übrigens  den  Fourier'schen  Integralsatz  selbst  betrifft,  so  giebt 
Hamilton  einen  Beweis  der  Gleichimg: 

bei    welchem    allerdings    die   Zulässigkeit   der  vorgenommenen   Ver- 


4806)  nr.  7,  p.  276. 
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tauschuDgen  Ton  Integrationsreihenfolgen  noch  bewiesen  werden 
müfete*^. 

Weiterhin  schreibt  er  seine  Formeln  noch  etwas  um,  indem  er 
noch  eine  Function  P(a)  durch  die  Gleichung: 

a 

(21)  -^"(a)=  fp{a)da 

0 

einf&hrt^^^;  diese  kann  auch  unstetig  sein.  Die  Integralformel  (19) 
erscheint  dann  in  der  Gestalt  eines  Doppelintegrals,  wodurch  die 
Überemstinmmng  mit  der  Fourier'scheii  Formel  noch  deaOicher 
henrortritt.  Den  Fall,  dals  x  in  eine  der  Gk^nzen  oder  in  eine 
ünstetigkeitsstelle  f&Ut,  erörtert  er  noch  besonders  ^^^. 

Hat  die  Gleichung  N(a  —  ^)  "==  0  zwischen  den  Integratious- 
grenzen  a  und  b  keine  anderen  Wurzeln  als  a  »  x,  und  ist  -^(a) 
bei  »  0  differentürbar,  so  kann  in  der  Gleichung  (19)  f(a)  durch: 

/ooN  (a~a;)P(0)A«) 

ersetzt  werden ^^^);  man  erhält  dann,  wenn  für  ß  eine  ungerade 
ganze  Zahl  genonmien  wird: 

(2«  +  l)(a-.*) 
,  fp(a)da 

(23)  a>f(x)^P(0)]hn     f—^- f{a)da, 

«  jP{a)da 

0 

Wird  hier  noch: 

(8«  +  l)a  a 

(24)  /p(a) da  =  Q^{a)  •  Cp{a) da 
gesetzt,  so  erhält  man: 

r-         b 

(25)  »/'(x)-i'(O) 


Jf(a) da+^jQ,ia-z)  f(«) da 


als  Verallgemeinerung  der  trigonometrischen  Reihen. 

Weiterhin    gelangt  Hamilton  durch   einen   Grenzübergang,    der 
aber  nicht  streng  durchgeführt  ist,  zu  derjenigen  Form  des  Integrals, 


4806)  nr.  8,  p.  278.  4807)  nr.  9,  p.  279. 

4808)  nr.  10,  p.  279.         4809)  nr.  11,  p.  880. 
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in  der  auch  die  Integration  nach  a  zwischen  den  Grenzen  —  oo 
und  +  oo  zu  erstrecken  ist^^®);  er  bemerkt,  dafs  man  sich  diese 
Form  auch  durch  Zufägung  eines  Gonvergenzfactors  verständlich 
machen  könne **^*).  Auch  zeigt  er  nach  Poisson  *'^^)  und  Liouville  [?], 
dals  man  dann  die  Integrale  in  Reihen  auseinander  brechen  könne ^^^^. 
Doch  passe  zu  dem  Principe  der  vorliegenden  Abhandlung  besser 
ein  anderer  Weg*®^*):  wenn  man  zuerst  nach  a  von  —  oo  bis  +  ^^o 
integrire,  erhalte  man  „usually"  eine  fluctuirende  Function  von  ß. 
Das  wendet  er  auf  Fourier's  nicht  harmonische  trigonometrische 
B«ihen  (§  39)  an*«^*). 

Dann  kehrt  er  wieder  zu  allgemeineren  Untersuchungen  zurück  ^^^). 
Wenn  man  zu  einer  Reihe  der  Form  gelange: 

b 
f(^)  -^  A>  (^,  «,  ^ J  f{a)  da,  (26) 

in  der  die  Function  tp  nicht  mit  wachsendem  v  gegen  Null  con- 
vergire,  müsse  sie  mit  wachsendem  v  9,die  Tendenz  haben  fluctuirende 
Function  zu  werden*^;  und  dasselbe  müsse  für: 

n 

2  *•  ('' «'  <•»)  ~ '''-  ('"' «)  (^') 

gelten,  wenn  a  nicht  =  x  sei.  ffierauf  spricht  er  vom  Convergenz- 
factor  F(k,  ^,);  „es  würde  interessant  sein  zu  sehen,  welche  Form 
die  Function: 

^F(k,Q,)q,{x,u,Q,)  (28) 

unmittelbar  vor  dem  Verschwinden  von  k  annimmt^,  wenn  F  ==  c~  *^ 
und  die  q>  die  bei  den  Entwicklungen  von  §  39  auftretenden 
Functionen  sind. 

Weiterhin  behandelt  er  speciell  Entwicklungen  nach  den  Cosinus 
der  ungeraden  Vielfachen  eines  Winkels  *®^^;  die  Relationen  zwischen 
den  Sunmien  der  reciproken  Potenzen  der  ungeraden  Zahlen,  die 
sich  aus  derartigen  Entwicklungen  der  Potenzen  von  x  ergeben, 
fiaGst  er  zusammen  in  die  beiden  symbolischen  Formeln: 

(1  +  tD)"-i  tgO  =  i,     f  (1  -  iDf^  secO  =  (1  +  iD)"  tgO     (29) 


4810)  nr.  12,  p.  283.    4811)  nr.  13,  p.  284.    4812)  nr.  14,  p.  286. 
4813)  nr.  16,  p.  289.    4814)  nr.  16,  p.  290. 
4815)  nr.  17,  p.  298.    4816)  nr.  19,  p.  297. 
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in    welchen    nach   Ausfeüinmg    der  Potenzirungen    z.  B.  D*  tg  0   zu 
ersetzen  ist  durch: 


Wieder  folgen  allgemeinere  Untersuchungen**^^.     Er  setzt: 

(30)  ''/'«(«'^)-W' 

WO  ^  eine  mit  der  Integration  vertauschbare   Operation   sein   soll; 
damit  erhält  er: 

h 

(31)  «/-(x)  =  Po F  |ä(«  -  ar,  p)  f («)  da. 


a 


Hat  iV  im  Intervall  (a  .  .  .  2^)  mehrere  Nullpunkte  v,  so  tritt  links 
an  Stelle  von  f{x)  eine  Summe  Zf{x  +  v)*®*^. 

Während  er  in  allen  bisher  erwähnten  Beispielen  immer  auf 
die  trigonometrischen  Reihen  exemplificirt  hatte,  behandelt  er  nun^^*) 
auch  noch  einen  Fall,  dals  die  Function  P(a)  definirt  ist  durch: 

(32)  P(a)  =1  für  |  «  |  <  1,     P(l)  =  0,     P(a  +  2)  =  :P{a). 

Er  giebt  Anweisung,  wie  man  fOr  diesen  FaU  die  mit  o)  bezeichnete 
Constante  berechnen  könne.  Femer  behandelt  er  Entwicklungen 
nach  Cjlinderfimctionen  /i^^),  indem  er  ihre  Integraldarstellmig 
(§  49,  63)  verwendet  und  dann  unter  dem  Zeichen  summirt.  Er 
erhält  so  die  Integralformel: 

6        OD       X 

(33)  nf{x)  =  i I  f  srn^ d  cos[2  ß{a  -  x)  sin 0]  f{a)  dddßda 

a     0     0 


und  die  Reihe: 


fix)  =  \Jf(a)  da 


(3^)         ^       t  /■iii[S(a  — x)  sin  0]  cos  [4  n(a  —  a;)  81110]  Bin  0<IO 


n-*    ^ 


/ein  [2  (a  —  x)  sin  &]  ein  B  dÖ 


4817)  nr.  20,  p.  299.         4818)  nx.  21,  p.  801 
4819)  nr.  28,  p.  806.     Vgl.  Töpler**").        4 


4820)  nr.  24,  p.  809. 
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Es  folgen  einige  isolirte  Bemerkungen:  An  Stelle  von  ^(ßa) 
kann  man  auch  Nißy)  benutzen,  unter  y  irgend  eine  Function  von 
«r  verstanden  ^'^);  durch  Anwendung  der  Formeln  auf  den  Fall,  dafs 
ß  nicht  unendlich,  sondern  nur  sehr  grols  ist,  kann  man  asymptotische 
Aasdrücke  für  Integrale  erhalten,  z.  B.  den  von  Poisson^^^)  für  die 
Gjlinderfunction  Jq  gegebenen^'').  Auch  könne  man  die  Methode 
auf  Functionen  mehrerer  Variabler ^^')  ausdehnen;  man  erhalte  so 
von  Gauch j^^)  gegebene  Formeln  in  allgemeinerer  Gestalt. 

Den  Schlufs  bilden  historisch  -  kritische  Bemerkungen^^). 
Hamilton  findet,  es  sei  vor  allem  wichtig,  sich  klar  zu  machen, 
wieso  nur  die  Umgebung  von  x  auf  das  Resultat  EinfluTs  habe. 
Poisson's  Methode  des  Convergenzfactors  ****)  führe  ein  fremdartiges 
Element  ein  und  ihre  strenge  Durchführung  bringe  Schwierigkeiten 
mit  sich.  Fourier's  Überlegung '^^)  zeige  nicht,  dafs  die  kleinen 
Differenzen  zwischen  je  einem  positiven  und  dem  folgenden  negativen 
Bestandteil  sich  nicht  siunmiren  können. 


Zwölfter  Abschnitt. 

Entwicklnngen  von  Fnnctionen  mehrerer  Variabeln  nach 
Prodncten  yon  Fnndioneii  je  einer  Variabeln. 

Die  mannigfachen  Ansätze  zur  Behandlimg  der  Probleme  der 
mathematischen  Physik  fCbr  Körper  von  beliebiger  Gestalt,  die  wir 
im  vorigen  Abschnitte  kennen  gelernt  haben,  sind  zimächst  nicht 
weiter  entwickelt  worden.  Vielmehr  richtete  sich  die  Aufmerksam- 
keit wieder  ausschliefslich  auf  diejenigen  Fälle,  in  welchen  es  möglich 
ist,  die  Fimctionen,  nach  welchen  entwickelt  werden  soll,  als 
Producte  von  Functionen  darzustellen,  die  nur  von  je  einer  Raum- 
coordinate  abhängen.  Von  dem  gegenwärtig  gültigen  Standpunkte 
aus  mufs  dieser  Vorgang  als  ein  Stehenbleiben  in  der  Entwicklung, 
ja  als  ein  Rückschritt  erscheinen:  das  Augenmerk  wurde  von  den 
allgemein^  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Körper  geltenden  Gesetzen 
abgelenkt  auf  die  speciellen  Verhältnisse  von  Körpern  sogenannter 
einfacher  geometrischer  Gestalt,  denen  man  aber  in  den  An- 
wendungen kaum  je  begegnet.     Der  Begründer  dieser  Arbeitsrichtung 

4821)  nr.  25,  p.  311. 

4822)  nr.  26,  p.  812.    Hamilton  giebt  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die 
Coefficienten  dieser  Entwicklung,  nicht  nur  wie  Poisson  eine  Becursionsformel. 

4823)  nr.  28,  p.  316.         4824)  Trans,  p.  817  und  Proc.  2,  p.  288. 
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freilich,  G.  Lame,  ist  sich  jeden&Us  nicht  Ton  Anfuig  an  darüber 
klar  gewesen,  dals  er  mit  ihr  eine  solche  Beschrinkong  einf&fart 
Wenigstens  leidet  es  mir  persönlich  gar  keinen  Zweifel,  dais  er 
ursprünglich  geglaubt  hat,  anch  Körper  Ton  belielnger  Gestalt  auf 
diese  Weise  bebandeln  zn  können,  auf  Grund  der  irrtümlichen 
Voraussetzung,  dals  man  jede  einfach  unendliche  Flichenschar  als 
Glied  eines  dreifach  orthogonalen  Flichensjstems  ansehen  könne. 
So  glaubte  er,  es  kSme  nur  darauf  an,  daTs  man  in  jedem  einzelnen 
Falle  das  für  die  Behandlung  des  gerade  Torliegenden  Problems 
geeignete  Coordinatensjstem  ausfindig  mache.  Als  er  dann  spftter 
seinen  Irrtum  erkannte,  war  er  schon  zu  sehr  in  einer  bestimmten 
Arbeitsrichtung  festgefahren  —  die  überdies  auf  eine  grolse  Fülle 
mathematisch  interessanter  Probleme  führte  — ,  als  dals  er  sie 
wieder  bfttte  verlassen  können.  Unterstützt  wurde  das  freilich  noch 
durch  Lam^'s  Stellung  zu  allgemeinen  erkenntnistheoretischen  oder 
naturphilosophischen  Fragen:  Lame  ist  wohl  der  letzte  hervorragende 
Physiker  gewesen,  der  den  Traum  früherer  Zeiten  teilte,  es  müsse 
möglich  sein,  die  physikalischen  Erscheinungen  ebenso  wie  die  der 
mecanique  Celeste  aus  wenigen  einfELchen  Fundamentalgesetzen  deductiv 
abzuleiten. 

§  90.    Lame's  früheste  Abhandlungen. 

Die  erste  hierher  gehörige  Abhandlung  Lame's  ^^)  bezieht  sieb 
auf  das  regelmäfsige  dreiseitige  Prisma,  und  zwar  zun&chsi  auf  die 
Wftrmeleitnng  in  ihm;  Lam^  ist  nämlich  der  Meinung,  man  werde 
an  die  schwierigeren  Probleme  der  Elasticitäts-  und  der  Lichttheorie 
für  einen  Körper  von  beliebiger  Gestalt  erst  dann  herangehen 
können,  wenn  man  vorher  die  einfacheren  der  W&rmeleitnng  für  ihn 
gelöst  habe.  Einleitend  bemerkt  er,  in  allen  bisher  behandelten 
Fällen  sei  jedes  Oberflächenelement  zur  zugehörigen  Coordinaten- 
richtung  normal  gewesen,  und  überdies  habe  sich  die  Gleichung  der 
Oberfläche  durch  Constantsetzen  von  je  einer  Goordinate  ergeben. 
Ostrogradsky  sei  der  erste  gewesen,  der  einen  Fall  behandelt  habe^ 
in  welchem  diese  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  nämlich  die 
Bewegung  der  Wärme  in  einem  Prisma,  dessen  Grundfläche  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  sei^^**).  Lam^  spricht  die  Vermutung  aus^ 
dieser  Körper  und  einige  andere  von  ihm  selbst  behandelte  dürften 


4825)  J.  ^c.  polyt.  cah.  22,  183S,  p.  194;  vom  Mai  1829. 

4826)  Gemeint  ist  wohl  rechtwinklig -gleichschenklig.    Veröffentlicht 
scheint  diese  Untersuchung  Ostrogradsky^s  nicht  zu  sein. 
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die  emsigen  sein,  för  welche  man  die  veränderliche  Temperatur 
darstellen  könne  durch  Reihen,  die  nach  Exponentialfunctionen  der 
Zeit  und  trigonometrischen  Functionen  der  rechtwinkligen  Baum- 
eooidinaten  fortschreiten.  Der  Beweis  der  Möglichkeit  einer  solchen 
Lösimg  lasse  sich  in  diesen  Fällen  führen  mit  Hilfe  des  folgenden 
[^liter  als  Spiegelungsprincip  bezeichneten]  Satzes:  Alle  Punkte 
emer  unbegrenzten  Ebene  können  nur  dann  während  des  ganzen 
firkmltangsprocesses  die  Temperatur  Null  behalten,  wenn  ffir  ^  »  0 
die  Temperaturen  je  zweier  Punkte,  die  zu  dieser  Ebene  symmetrisch 
h^en,  einander  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Das    Problem     der    Erkaltung    des    gleichseitigen    dreieckigen 
Prismas  behandelt  er  nxm  folgendermafsen^^:    seien: 

p-i,  Pj=i,  p,=  i  (1) 

die  Oleichongen   der  drei  Seiten  des  Prismas  in   der  Normalform; 
ihre  linken  Seiten  sind  durch  die  Identität: 

P+Pi  +  P,=  0  (2) 

Terbunden.      Dann    ist    zunächst    die    Aufgabe    zu    lösen ^^^):     Eine 
Function    F (o;,  y,  jer,  ^)  zu  finden,  die  der  Differentialgleichung: 

dx*  "*■  ay»  "^  de*  ~  dt  ^^ 

ond  auf  allen  fftnf  Seitenflächen  des  Prismas  (jer  =  0,  £r  =  tt,  P  =  1, 
Pj=  1,  Pj  =  1)  der  Oberflächenbedingung: 

7-0  (4) 

genfkgt.     Lam^  sucht  zunächst  eine  Particularlösimg  der  Form: 

V^e-^*u{x,y)Z{zy,  (5) 

er  findet,  dafs  u  und  Z  den  Bedingungen  genügen  müssen: 

Z"+T«Z  =  0,     |^  +  0  +  ö««  =  O,     r«+ ««=©».      (6) 

Es  kann  also: 

Z  =  sin  TZ 
und: 

ti  =  ^  cos  (gP  +  rPj^  +  sP^)  +  B  sin  (qP  +  rP^  +  sPj)       (7) 
genommen  werden,  wenn: 

p*+r^+s*~-  {qr  +  rs  +  sq)  =-  ö* 
ist*"^.     Indem   man  die  Zahlen   g,   r,   s   auf  jede   mögliche  Weise 


4827)  §  1,  p.  197.         4828)  §  2,  p.  198.         4829)  §  8,  p.  199. 
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vertauscht,  erhält  man  zu  jedem  6  12  particuläre  Integrale;  Lame 
giebt  an^  wenn  man  för  4,  r,  5  Producte  von  2  n/d  in  ganze  Zahlen 
von  der  Summe  Null  wähle  und  die  12  zugehörigen  Integrale  mit 
willkürlichen  Coefficienten  multiplicire  und  addire,  könne  man  10  von 
den  12  Coefficienten  als  Functionen  der  beiden  übrigen  so  bestimmen, 
dafs  die  Summe  auf  allen  Seiten  des  Prismas  NuU  wird.  Die  Mitteilung 
der  Bechnung,  die  ihn  zu  diesem  Besultat  gefOhrt  habe,  yerschiebt 
er  auf  später  und  begnügt  sich  mit  einer  nachtraglichen  Verifi- 
cation^^^).  Aus  den  so  erhaltenen  Particulärlösungen  setzt  er  das 
allgemeine  Integral  in  Gestalt  einer  dreifachen  Sunune  zusammen ^^^). 
Zur  Goefßcientenbestimmung  benutzt  er^^')  „un  theoreme  dont  on 
trouve  a  chaque  pas  des  applications  dans  les  memoires  de  M.  Fourier 
et  Poisson",  nämlich:  wenn   U,   U^  Differentialgleichungen: 

(8)  J^U=^^U,     J^U^^S^Ü^ 

im  Inneren  eines  begrenzten  Körpers  genügen  und  an  der  Ober- 
fläche Null  sind,  so  ist: 

(9)  (e«  -  ^)fffu  u,  dx  -  0, 

also  das  dreifache  Integral  selbst  Null,  wenn  S  und  S^  verschieden 
sind.  Den  Beweis  führt  er  durch  partielle  Integration;  die  unter 
Green's  Namen  bekannte  Formel  wird  dabei  nicht  explicite  hin- 
geschrieben, sondern  als  Zwischenglied  der  Rechnung  übersprungen. 
Hierauf  zerlegt  er  jede  solche  12gliedrige  Summe  in  zwei  Summanden 
Tr^,  TTj,  von  denen  der  eine  bei  Vertauschung  von  P^  mit  P, 
ungeändert  bleibt,  der  andere  sein  Zeichen  wechselt**^);  er  zeigt, 
dafs  dann  auch: 

(10)  f  f  f^^  ^«  sin^jzdr  =  0 
ist.     Das  Integral: 

(11)  C  C  Cwism^jzdz 

ermittelt  er  durch  längere,  aber  keine  principielle  Schwierigkeit 
bietende  Rechnungen*®**).     Damit  sind  alle  Vorbedingungen  für  die 


4830)  §  4,  p.  200.         4831)  §  6,  p.  202. 

4832)  §  6,  p.  208.  Von  dieser  allgemeinen  Formulirang  ist  für 
Functionen  mehrerer  Variabler,  soviel  ich  sehe,  weder  bei  Fourier  noch 
in  den  bis  dahin  veröffentlichten  Abhandlungen  PoiBson's  etwas  zu  finden. 
Vgl.  dagegen  Ostrogradsky  bei  Merian '***),  sowie  '®*®). 

4833)  §  7,  p.  206.         4884)  §  8—11,  p.  206—212. 
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OoeffidenteDbestinunuiig  gegeben;  er  führt  die  Rechnung  speciell  für 
den  Fall  durch,  dafs  die  zu  entwickelnde  Function  einer  Constanten 
gleich  ist,  und  bestätigt  das  Resultat  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
§  38  (17)  und  §  15  (8).  Aufserdem  giebt  er  noch  eine  zweite 
Verification  durch  Berechnung  der  Gesamtmenge  der  abgegebenen 
Wärme****).  Die  Vergleichung  der  auf  zwei  yerschiedenen  Arten 
erhaltenen  Resultate  ergiebt  ihm  die  merkwürdige  Identität****): 

t'^I,(...)+J';5^I,<y±«i-i(.  +  |),     (.,) 

die  er  selbst  neben  Poisson's  Gleichung  §  51  (11)  stellt;  sie  gehört 
wie  diese  zur  Transformationstheorie  der  elliptischen  Thetafunctionen. 
Schliefslich  leitet  er  noch  asymptotische  Formeln  für  grofse  Werte 
der  Zeit  ab***^). 

Der  zweite  Abschnitt****)  handelt  von  der  Abkühlung  eines 
solchen  Prismas  durch  Strahlung,  d.  h.  von  der  Integration  der 
Differentialgleichung  (3)  unter  den  Oberflächenbedingungen: 

^  +hV^O  für  z^n,      -^4-^.7=0  für  ;er  =  -  ä, 

''  ^V  ''  (13) 

"5 \-  hV  =  0  an  den  drei  Seitenflächen. 

In  diesem  Falle  bestimmen  sich  die  zulässigen  Werte  von  r  durch 
die  Gleichung: 

^  +  ^1  tgr  =  0,     bezw.     t  —  h^tgt  ^  0,  (14) 

je  nachdem  man  Z  =  sin  t jsr  oder  Z  =  cos  tz  nimmt****).  Lame 
fährt  fort:  da  das  allgemeine  Glied  der  aufzustellenden  Reihen- 
entwicklung nicht  mehr  als  drei  willkürliche  Constante  zu  enthalten 
brauche,  dürfe  man  auch  in  diesem  Falle  sich  auf  A  +  f*  +  v  =  0 
beschränken***®).  DemgemäCs  leitet  er  die  für  diesen  Fall  erforder- 
lichen Integraltheoreme  ab***^);  speciell  behandelt  er  auch  hier  die 
Voraussetzung,  dafs  die  Anfangstemperatur  überall  dieselbe  ist****). 
Schliefslich  giebt  er  noch  Andeutungen  über  die  Behandlung 
verschiedener   anderer  Polyeder:    ein   Prisma,    das   durch  Halbirung 

4836)  §  16,  p.  216.         4836)  §  16,  p.  218.         4837)  §  17,  p.  21i). 
4838)  §  18,  p.  221.         4839)  §  20,  p.  224. 

4840)  §  21,  p.  226.  Lam^'s  Schlufe  beweist  an  und  für  sich  natürlich 
nichts;  aber  man  kann  die  gewünschte  Form  immer  durch  Benutzung  der 
Identität  (2)  erreichen. 

4841)  §  23,  p.  229.         4842)  §  24,  p.  233. 
J»bresb«richt  d.  DenUchen  Mathem.- Vereinigung.    X.  63 
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des  regelmäfsigen  entsteht*®*');  das  von  Ostrogradsky*®**)  behandelte 
gleichschenklig -rechtwinklige  Prisma****);  endlich  zwei  Tetraeder, 
von  welchen  das  eine  der  6.,  das  andere  der  24.  Teil  eines  Würfels 
ist*®**).  Für  alle  diese  Fälle  ergiebt  sich  die  Lösung  durch  An- 
wendung des  Spiegelungsverfahrens. 

Eine  zweite  Abhandlung  Lamers*®**)  bringt  die  Ableitung  der 
in  der  ersten  nur  verificirten  particul&ren  Integrale,  indem  die  drei 
durch  die  Relation  (2)  verbundenen  Gröfsen  durch  zwei  unabhängige 
Variable  ersetzt  werden.  Die  Rechnung  ist  sehr  umständlich,  bietet 
aber,  soviel  ich  sehe,  keinerlei  principielle  Schwierigkeiten;  übrigens 
führt  Lame  einen  grofsen  Teil  von  ihr  unabhängig  von  der  Voraus- 
setzung durch,  dafs  das  Prisma  gleichseitig  ist.  Die  Einleitung 
recapitulirt  Lamers  erkenntnistheoretischen  Standpunkt  aus  der  Ein- 
leitung der  vorhergehenden  Abhandlimg*®*'). 

Während  sich  Lame  in  diesen  beiden  Abhandlungen  auf  Polyeder 
beschränkt  hatte,  wendet  er  sich  in  der  nächsten  zu  Körpern  von 
beliebiger  Begrenzung.  Eine  vorläufige  Mitteilung*®*®)  setzt  die 
seinem  Verfahren  zu  Grunde  liegenden  Anschauungen  ohne  Formeln 
auseinander.  Er  weist  zunächst  auf  die  Analogie  zwischen  den  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  in  verschiedenen  Gebieten  der  Physik 
hin:  sie  lühre  zum  Teil  her  von  „des  limites  que  le  g^ometre  est 
oblige  d'apporter  a  Fetendue  des  phenomenes  qu'il  considere,  pour 
que  le  calcul  puisse  les  etudier"  und  werde  später  verschwinden, 
wenn  man  der  Variabilität  der  vorläufig  als  constant  behandelten 
Coefßcienten  Rechnung  tragen  werde.  Man  müsse  aber  auf  jeden 
Fall  zunächst  die  einfachsten  Probleme  untersuchen,  z.  B.  die  des 
Gleichgewichts,  bezw.  der  stationären  Bewegung.  Allerdings  sei 
dagegen  zu  erwägen,  dafs  man  bei  diesen  letzteren  z\im  Zweck  der 
Integration  die  Symmetrie  zwischen  den  Coordinaten  zerstören  müsse. 

Er  fährt  dann  fort*®*^):  im  Zustande  des  Temperaturgleich- 
gewichts könne  man  vor  allem  die  „isothermen  Flächen'*  ins  Auge 
fassen,  die  durch  eine  Gleichung  der  Form: 

(15)  f{x,y,z)^X 

4843)  §  29,  p.  243.         4844)  §  31,  p.  247. 
4846)  §  32,  p.  249 ;  §  33,  p.  260. 

4846)  Par.  gav.  [^tr.]  6,  1838,  p.  418;  vom  Febr.  1882. 

4847)  „Jusqu'ä,  ce  qu'enfin  les  formules  definitives,  par  leur  forme, 
par  leur  sym^tne,  par  leur  g^iK^ralitä  et  par  les  nombreuses  v^rifications 
qu'elles  presentent,  viennent  compl^ter  la  d^couverte  et  apporter  un  nouvel 
exemple  de  cetto  Rort«  de  spontan^ite  de  la  scieDce^*  p.  419. 

4848)  Ann.  chim.  phys.  63,  1833,  p.  190.         4849)  p.  195. 
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dargestellt  werden  könnten.  Aber  nicht  jede  Function  ;i  sei  dazu 
geeignet;  sie  müsse  yielmehr  einer  partiellen  Di£ferentialgleichung 
genügen.  Die  directe  Bestimmung  der  isothermen  Flächen  sei  nur 
in  seltenen  Fällen  möglich:  auch  wenn  die  verschiedenen  Begrenzungs- 
fl&chen  des  betrachteten  Körpers  derselben  Flächenfamilie  angehörten, 
dürfe  man  keineswegs  voraussetzen,  dafs  dann  die  übrigen  isothermen 
Flächen  ebenfalls  zu  dieser  gehörten,  z.  B.  schon  nicht  bei  ähnlichen 
Ellipsoiden.  Doch  gestatte  die  erwähnte  partielle  Di£ferential- 
gleicbnng  zu  entscheiden,  ob  das  der  Fall  sei;  imd  wenn  die  an- 
genommenen Gleichungen  der  Begrenzungsflächen  noch  disponible 
Parameter  enthielte,  diese  ev.  so  zu  bestinmien,  dafs  es  wirklich 
eintrete.  Diese  Methode  habe  er  auf  concentrische  und  coaxiale 
Flächen  2.  0.  angewendet  und  drei  Systeme  solcher  Flächen  ge- 
funden, nämlich  die  drei  Systeme  confocaler  Flächen*®^).  Aufserdem 
habe  er  noch  Kegel  und  Cylinder  behandelt.  Die  Einführung 
„elliptischer  Coordinaten^'  erlaube  schliesslich,  die  Integration  der 
Differentialgleichung  der  Wärmebewegung  auf  die  von  drei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  zurückzuführen^*^). 

Die  Abhandlung  selbst^*')  führt  das  folgendermafsen  aus: 
wenn  (15)  die  Oleichung  der  isothermen  Flächen  sein  soll,  so  mufs 
es  möglich  sein,  der  Gleichung  des  stationären  Temperaturzustandes 
dnrch  eine  Function  von  k  allein  zu  genügen;  das  verlangt  aber, 
dafs  X  selbst  der  Differentialgleichung  genügt: 

^^{k)  :  ^i(A)  =  einer  Fimction  if;(>l)  von  k  allein.  (16) 

Die  Temperatur  ergiebt  sich  dann  durch  die  Quadratur: 

'  %  +  5.  (17) 

in  der  sich  g>  aus: 

g>y<p  =  ^  (lö) 

bestimmt.     Das  wendet  er  an  auf  die  Gleichungsform: 

mx*+nt/  +  pz^^  1,  (19) 

in    der    m,    n,  p    als   Fimctionen    von    k   angesehen   werden   sollen. 
Durch    eine    längere   Rechnung  findet  er,    dafs   die   Differenzen   der 


4860)   p.   199.      Lama    selbst    führt    hier    die    Bezeichnung    ,,hoDio- 
focales^*  ein. 

4851)  p.  203. 

4852)  J.  de  math.  2,  1837,  p.  147;  Par.  sav.  [^tr.]  6,  1838,  p.  174. 

63* 
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reciproken  Werte   von  m,  fi,  |>   constant   sein  müssen,   sodafs  man 
setzen  kann**^: 

(21))       .       **•  =  ST  >     «  =  1«  -  6? '     ^  ^  xnr^» " 

Je  nachdem  l-  einem  der  Intervalle: 

(•21)  l>c,     c>k>h,     b>X 

angehört,  hat  man  mit  Ellipsoiden,  einschaligen  oder  zweischaligen 
Hyperboloiden  zu  thun;  Lam^  discutirt  eingehend  die  geometrischen 
Eigenschaften  dieser  Flächen.  Sind  Xj  y,  z  gegeben,  so  wird  die 
Gleichung  (11»)  durch  drei  Werte  von  X  erfOllt,  von  denen  je  einer 
jedem  dieser  drei  Intervalle  angehört;  Lame  nennt  sie  |li,  v,  ^  und 
bezeichnet  sie  als  „elliptische  Coordinaten"*®^).  Durch  jeden  Punkt 
des  Baumes  gehen  also  drei  solche  Flächen;  sie  schneiden  sich  paar- 
weise rechtwinklig  und  also  „comme  on  saif'  in  ihren  Erümmongs- 
linien.  Lame  bestimmt  den  W&rmeflufs  durch  irgend  eine  Fl&cho 
der  Schar  und  zeigt,  dals  er  von  ihrem  Parameter  unabhängig 
£g^4855^.  ^gj.  Ausdruck  derselben  Gröfse  durch  elliptische  Coordinaten 
giebt  ihm  eine  Belation  zwischen  den  vollständigen  elliptischen 
Integralen  1.  und  2.  Gattung**^.  Ferner  erwähnt  er  kurz  die 
Paraboloide  als  Grenzfälle  *®*^,  die  beiden  Arten  von  Botations- 
flächon*®^),  endlich  die  Cylinder*^*);  die  Kegel  glaubt  er  als  physi- 
kalisch uninteressant  bei  Seite  lassen  zu  dürfen*®***). 

Der  zweite  Teil*®**)  beginnt  mit  der  Bemerkung,  dal3s  es  zur 
weiteren  Behandlung  des  Problems  zweckmäfsig  sei,  die  algebraischen 
Parameter  fi,  v,  9  durch  die  transcendenten  f,  t^,  |: 


''■'^  ■  'Jw- 


dfi 


6«)  Oi«  -  c») 

4853)  §  4,  p.  164.  Eine  spätere  Note  (J.  de  math.  8,  1843,  p.  515; 
Par.  C.  B.  17,  1848,  p.  1222)  ergänzt  diese  Untersuchung,  veranlafst  durch 
einen  Hinweis  von  Sturm  auf  eine  in  ihr  vorhandene  Lücke,  durch  eine 
direete  Discussion  der  in.  der  Gleichungsform  7r*+  »My*+  «^'=  1  ent- 
haltenen isothermen  Systeme;  aufser  den  früher  schon  gefundenen  erhält 
er  noch: 

ax*+ßy*-{a  +  ß)z^=X 
(p.  518). 

4854)  §  6,  p.  156.         4855)  §  10,  p.  160. 

4856)  §  14,  p.  167.  Eine  angehängte  Note  von  Poisson  (p.  184 
bezw.  217)  zeigt,  dafs  diese  Belation  auf  die  von  Legendre  gegebene  und 
noch  jetzt  gewöhnlich  nach  ihm  benannte  zurückgeführt  werden  kann. 

4857)  §  16,  p.  169.         4858)  §  17,  18,  p.  169—171. 

4859)  §  20,  p.  173.         4860)  §  19,  p.  172.         4861)  §  21,  p.  174. 
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zu  ersetzen.  Die  Differentialgleichung  der  stationären  Wärme- 
strömnng  geht  dann  über  in****): 

{^'-Q')f^-+---0.  (23) 

Soll  ihr  durch  ein  Product  von  drei  Functionen  E^  Y,  X  genügt 
werden,  deren  jede  nur  von  je  einer  der  drei  Variabein  abhängt,  so 
kann  das  dadurch  geschehen,  dafs  diese  einzeln  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  der  Form: 

dif  +  Wft»  (m*  -c^  +  Bc'  (^»  -  fc«)]  £  =  0  (24) 

unterworfen  werden,  unter  Q,  E  willkürliche  Constante  verstanden *®^^). 
Die  Gleichung  der  nicht  stationären  Bewegung  läfst  sich  in  ent- 
sprechender Weise  durch: 


2 


Äe'^'EYX  (25) 

integriren,  wobei: 

P+Ö  +  i2  +  e»=0  (26) 

ist****).  Auf  die  Integration  der  Differentialgleichung  (24)  läfst 
sich  Lame  übrigens  in  dieser  Abhandlung  noch  nicht  ein,  „da  das 
bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Analysis  kein  Interesse  dar- 
biete"****). 

Zum  Schlufs  spricht  er  noch  einmal  von  den  möglichen  Grenz- 
übergängen ****). 

Es  folgt .  die  schon  zum  Teil  besprochene  Abhandlung  Lamers 
über  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  des  Äthers**^*).  Die  ihr  zu 
Ginnde  liegenden  physikalischen  Anschauungen  sind  längst  —  auch 
von  Lame  selbst  —  aufgegeben  und  sie  wird  daher  selten  mehr 
genannt.  Für  uns  ist  sie  aber  von  Bedeutung,  weil  sie  schon  alle 
wesentlichen  mathematischen  Hilfsmittel  und  Methoden  enthält,  deren 
sich  Lame  auch  später  noch  bedient  hat;  auch  die  MiiGsverständnisse, 
auf  denen  es  beruht,  dafs  Lame  die  französische  mathematische 
Physik  in  ziemlich  unfruchtbare  Bahnen  gelenkt  hat.  Der  zweite 
Teil  dieser  Abhandlung  entwickelt  die  Eigenschaften  dreifach  ortho- 
gonaler Flächensysteme***').  Lam^  fElhrt  sogleich  die  beiden 
Differentialparameter  einer  Function  q  ein: 

4862)  §  22,  p.  176.         4868)  §  24,  p.  180.         4864)  §  25,  p.  181. 
^^)  §  M,  P-  182.         4866)  §  27,  p.  182. 

4867)  J..äc.  polyt  cah.  28,  1884,  p.  216.    Statt  z/,  q  benutzt  Lame  hier 
ond  auch  noch  sp^r  den  einen  Buchstaben  h. 
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und  weist  auf  ihre  Invarianz  gegenüber  [orthogonaler]  Coordinaten- 
transformation  hin;  auch  erwähnt  er  den  Satz  (16),  daüs  för  ein  iso- 
thermes Flftchensystem  ^«»  const.  ihr  Quotient  eine  Function  von  q  allein 
sein  mufs.  Dann  leitet  er  eine  groDse  Beihe  von  Belationen  zwischen 
drei  Functionen  Qj  Qi^  ^  ab,  die  gleich  const.  gesetzt  die  Gleichungen 
dreier  paarweise  orthogonalen  Flächensysteme  geben-,  von  ihnen  seien 
die  folgenden  erwähnt****): 

(29)  ,^F;a-;  +  -  =  o,... 

Die  Integrabilitfitsbedingungen  fGtr  die  Gleichungen  (30)  geben  nach 
einigen  Umformungen **•*): 

(31)  ^.^  +  /^lo«^-0,... 

und: 

^"^^^      dx  dQ^  \dx)  "^  cy  d9,  \Jy)  "^  dz  dg^  \dz)  -  "'  * '  ' 

Diese  letzteren  sagen  aus,  dafs  die  Flächen  der  drei  Systeme  sich 
paarweise  in  ihren  Krümmungslinien  schneiden **^^).  Lame  ftlhrt  dann 
die  reciproken  Werte  der  //: 

(33)  //  =  /r  \  .  .  . 

^jq487i^.  qy  findet,  dafs  sie  für  ein  dreifach  orthogonales  System  den 
Gleichungen: 

genügen**'*)  und  glaubt  zu  dem  Satze  gelangen  zu  können **'*): 
Sollen  X,  X|,  X^  die  Richtungscosinus  der  Normalen  eines  solchen 
Systems  in  irgend   einem  Baumpunkte   sein,   so  ist  dazu  nicht  nur 


4868)  §  2,  p.  217.         4869)  §  6,  p.  221.         4870)  §  8,  p.  223. 

4871)  §  9,  p.  226.         4872)  §  10,  p.  229. 

4873)  §  13,  p.  234.  Er  übersieht,  dafs  die  so  für  jeden  Punkt  be- 
stimmten Stellungen  von  Ebenen  sich  nicht  zu  einem  dreifachen  Flächen- 
System  zusammenfiMsen  zu  lassen  brauchen. 
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notwendig,  sondern  auch  hinreichend,  dafs  sie  den  Bedingungen 
genügen: 

dQidQt  ^  X;  dg,   dg,   ^  X,  dg,  dg,'"   '  ^  ^ 

Z«+Xf +  Zj=.l.  (36) 

Femer  findet  er  für  denjenigen  Hauptkrümmungsradius  y^^  der 
Fläche  0,  der  zu  ihrem  Schnitt  mit  2  gehört,  also  auf  der  Normalen 
zu  1  liegt,  den  Ausdruck**'*): 

nnd  entsprechende  Ausdrücke  für  die  übrigen  Hauptkrümmungsradien. 
Dann  geht  er  zur  Betrachtung  specieller  Fälle  über*®'*)  unter 
Bezugnahme  auf  seine  vorhin  besprochene  Abhandlung,  von  der 
damals  nur  die  vorläufige  Mitteilung  *®**J  publicirt  war.  Er  führt 
die  confocalen  F^  und  die  elliptischen  Coordinaten  ein,  dann  auch 
die  transcendenten  Parameter**'*);  er  beweist,  dafs  die  letzteren 
selbst  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  genügen.  Ausführlicher 
bespricht  er  diesmal  die  orthogonalen  Cylindersysteme**");  er  giebt 
den  Satz:  sind  €^,  s^  die  isothermen  Parameter  zweier  solcher 
Systeme,  und  werden  die  in  ihnen  noch  willkürlichen  Factoren 
geeignet  bestinmit,  so  genügt  jede  Lösung  von: 

15  +  S  =  0  (38) 


auch  der  Gleichung: 


Als  Beispiele  führt  er  Gleichungen  der  Form  an**'*): 

£j  =^  ^  log  r ,  i^^^Ä  arc  tg  9.  (40) 

Schlielslich  erwähnt  er  einen  Satz**'^),  den  man  jetzt  so  aussprechen 
würde:  wenn  g>  eine  harmonische  Function  ist,  so  ist  auch: 


i'-^m+^n        (") 


•ine  solche. 


4874)  §  14,  p.  235.         4875)  §  1 5,  p.  235. 
4876)  §  17,  p.  287.         4877)  §  20,  p.  240. 

4878)  §  22,  p.  243.  Den  Zusammenhang  dieser  Sätze  mit  der  Theorie 
der  Functionen  complexen  Arguments,  der  ihm  immöglich  unbekannt 
gewesen  sein  kann,  erwähnt  er  hier  nicht;  vgl.  aber  *^**). 

4879)  §  28,  p.  244. 
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Im  dritten  Teil*^  transformirt  er  die  Gleichungen  der  Äther- 
bewegung  auf  die  Flächen  constanter  Dichte  des  Äthers  und  zwei 
zu  ihnen  und  zu  einander  orthogonale  Flächensysteme.  Dabei 
bemerkt  er^^^):  es  könne  vielleicht  sein,  dafs  die  Annahme  der 
Existenz  zweier  solcher  Systeme  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
Eintrag  thue;  aber  selbst  dann  würde  es  doch  zweckmäfsig  sein, 
diese  Fälle  zuerst  vorzunehmen.  Nach  längeren  Rechnungen  erhält 
er  zunächst  eine  vorläufige**®*)  und  dann  die  definitive  Formu- 
lirung  ***'):  Ist  q  die  Dichtigkeit  des  Äthers,  und  sind  q^,  q^  die  Para- 
meter der  beiden  anderen  Flächensysteme,  P^ ,  P^  die  Projectionen  der 
Verrückungen  eines  Ätherteilchens  auf  die  beiden  Hauptkrüounungs- 
linien  der  Fläche  q  =  const.,  die  durch  seine  Ruhelage  gehen,  //, 
7/^,  //g  die  ersten  Di£ferentialparameter  der  drei  Flächensysteme,  <p 
und  F  Functionen  von  ^,  ^^,  Q2  ^^^  ^  ^^  ^^* 

(42)  A  =  **«|J,     -P^^-Ä^lj. 

Eine  Ätherbewegung  der  vorausgesetzten  Art  sei  möglich,  wenn  man 
die  Functionen  q>  und  F  so  bestimmen  könne,  dafs  diesen  Be- 
dingungen genügt  werde. 

Der  vierte  Teil  handelt  von  der  Integration  dieser  Gleichungen 
unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dafs  die  Flächen  constanter 
Ätherdichte  concentrische  Kugeln  sind;  und  zwar  bezeichnet  Lam^ 
als  Ziel  dieser  Untersuchung  vor  allem  die  Entscheidung  der  Frage, 
ob  zwischen  den  ponderabeln  und  den  Ätherteilchen  anziehende  oder 
abstofsende  Ki*äfte  \virken ****).     Werden  die  Bezeichnungen: 

(45)  ^^Q^ef,     (>i=-^,      (»2=arctg|^ 
benutzt,  so  sind  die  Gleichungen  (43)  erfüllt,  wenn: 

(46)  j'  =  ^'$'i.?!^. 

^      /  fi^    Cq    ft' 

genommen  wird;  (44)  geht  dann  über  in: 

4880)  §  1,  p.  247.     4881)  p.  248.    4882)  §  7,  p.  256. 
4883)  §  11,  p.  260.    4884)  p.  262. 
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(47) 


and  die  beiden  Gleichungen  (42)  geben: 

Ein  particulftres  Integral  wird  in  der  Form  erhalten**^): 

flp  =  ^  ME        — ,  (49) 

^  Q^  C08     T     '  ^        -^ 

wenn  M  der  Dififerentialgleichung  gentigt: 

und  i!J  eine  Kogelflächenfonction  von  q^  und  ^  ist;  die  Ordnung  n 
der  letzteren  könne  man  ganzzahlig  annehmen,  „afin  que  Tequation 
[§  32,  3]  soit  integrable  sous  forme  finie^S  Allgemeinere  Integrale 
lassen  sich  aus  diesen  particulären  durch  Superposition  gewinnen.  Für 
die  Integration  der  Gleichung  (50)  verweist  er  auf  die  allgemeinen 
Sfttze  von  Sturm  (§  75);  doch  giebt  er  einen  asymptotischen  Aus- 
druck des  Integrals  durch  trigonometrische  Functionen  ^^^),  aus  dem 
hervorgeht,  dafs  die  Wellenlänge  beim  Fortschreiten  einer  Welle 
sich  zwar  ändert,  aber  von  derselben  Gröfsenordnung  bleibt.  Aus 
den  Stürmischen  Sätzen  zieht  er  noch  den  SchluTs,  dais  die  ponderable 
Materie  den  Äther  abstolsen  müsse*®*').  Die  Abhängigkeit  der 
gefundenen  Wellenlänge  von  der  Schwingungsdauer  giebt  ihm 
Dispersion*'***). 

Speciell  untersucht  er  den  Fall,  dals  die  Schwingungen  überall 
zum  Äquator  parallel  sind*^');  er  macht  bei  dieser  Gelegenheit 
darauf  aufmerksam*®^),  dals  die  Anwendung  des  Stürmischen  Ver- 
fahrens zur  Separation  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
auf  die  Legendre'schen  Polynome  Functionen  liefere,  die  selbst  zu 
diesen  Polynomen  gehören. 

Die  allgemeinste  Ätherbewegimg  denkt  er  sich  aus  solchen  von 
einzelnen  Störungscentren  ausgehenden  Kugelwellen  superponirt*®^^); 
schliefslich  deutet  er  an,  wie  man  von  seiner  Auffassung  aus  durch 


4S85)  §  4,  p.  266.  4886)  §  5,  p.  268.         4887)  §  6,  p.  269. 

4888)  §  8,  p.  271.  4889)  §  9,  p.  272. 

4890)  §  14,  p.  278.         4891)  §  16,  p.  279. 
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Untersuchung  einer  ellipsoidischen  Schichtung  zur  Erklärung  von 
Polarisation  und  Doppelbrechung  kommen  könne  **^). 

Eine  an  die  Ätherabhandlung  anknüpfende  Note  Lame's^^) 
behandelt  das  Temperaturgleichgewicht  in  Cjlindem,  d.  h.  die 
Integration  der  Di£ferentialgleichiing: 

sie  erwähnt  u.  a.  die  isothermen  Orthogonalsyst^me*^**): 

n  n  ^ 

(52)  .  -2^,  log  Yix  -  «,)«+ (^-IJ»,    «^=2'^,arctg|3^; 

r  =  1  1=1  * 

dann  die  Beziehung  jener  Gleichung  zur  Theorie  der  Functionen 
complexen  Arguments  und  die  durch  diese  Beziehung  gelieferten 
Systeme*«»'^): 

(53)  e  =^^  A^r*  cos  vg>^        e^  =^^  Ä^r*  sin  vg). 

In  der  nächsten  Zeit  hat  sich  Lame  hauptsächlich  mit  den 
elliptischen  Coordinaten  beschäftigt.  Eine  vorbereitende  Abhand- 
lung^^) bemerkt:  die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die 
Normalform: 

sei  zwar  fiii*  erste  Orientirung  auf  diesem  Gebiete  zweckmäfsig, 
besitze  aber  für  weitergehende  Untersuchungen  nicht  die  erforder- 
liche Synmietrie,  indem  sie  Jß^  das  mit  sind  und  cos0  gleich- 
berechtigt sei,  vollständig  von  diesen  trenne.  Vor  allem  sei  sie 
aber  gar  nicht  geeignet  zur  Integration  von  Differentialgleichungen. 
Er  sei  durch  seine  Untersuchungen  über  isotherme  Flächen  zu 
einer  anderen  sjumietrischen  Bezeichnung  geführt  worden  und  wolle 
mit  deren  Hilfe  die  elementaren  Eigenschaften  der  elliptischen 
Functionen  auseinandersetzen.  Demgemäfs  geht  er  davon  aus*®^), 
dafs  die  in  der  Gleichungsform : 

(^^) ;^+^+v^*=i 

4892)  §  16,  p.  281.         4898)  J.  de  math.  1,  1836,  p.  77. 

4894)  Lam^  bespricht  namentlich  die  Fälle  n  —  1 ;  u  ^^  2^  A^^=^  Ä^; 
w  =  2,  ^  =  —  ^j ,  p.  82. 

4895)  p.  85.        4896)  J.  de  math.  4,  1839,  p.  100. 
4897)  §  1,  p.  102. 
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enthaltenen  EUipsoide  ein  isothermes  System  bilden,  in  welchem 
die  Temperatur  eine  lineare  Function  des  Integrals  (22)  ist;  speciell 
zu  ihm  proportional,  wenn  sie  im  Unendlichen  gleich  1,  auf  der  zu 
dem  System  gehörenden  elliptischen  Platte  gleich  0  ist.    Er  setzt  dann: 


(,  =  A(e),     >^p>-6»=^(0,     yp^=^=C(0  (56) 

und  findet  die  Relationen: 

Ä'=BC,     B'^^CA,     C'^-AB,  (57) 
sowie: 

A'-B'  =  b',    A*—C*=c^     B*-C*=c'-b\  (58) 

In    entsprechender  Weise    gelangt   er  bei  Untersuchung  der  beiden 
Arten  von  confocalen  Hyperboloiden  zu  den  Gleichungen^*^: 

3l  _l  _J!? 1' 1      f! y' f! 1.  C59^ 

^ ^.,          f—^^-^.-  -  ..;  (60) 


y(««-6*)(c«-»f)  J    1/(6«  -  ,|)  (c«--  ,|) 


Qi-Mh),     VqI- t>* "  B,{e,),     V^ -  ifl  =  C,i,,y,     (61) 


ft-^(£,),     1/6»- p|  -  ^,(0,     V^^-C^ii,).      (62) 

Weiterhin  leitet  er  die  Additionstheoreme  ab,  zunächst ****)  fftr  die 
zu  den  zweischaligen  Hyperboloiden  gehörenden  Functionen,  weil 
diese  sich  am  nächsten  an  die  Jacobi'schen  anschliefsen,  dann  auch 
ffir  die  beiden  anderen  Tripel.  Die  reellen  Perioden  der  Functionen 
der  drei  Tripel  sind  durch  einfache  Relationen  verbunden**^).  Durch 
Einführung  imaginärer  Werte  der  Yariabeln  gelangt  bt  zur  doppelten 
Periodicität**®*Y  Schliefslich  fafst  er  die  Additionstheoreme  in  die 
eine  Formel  zusanmien: 

"''^F-siiF-r""  -  -'■(«  - « + -))■   w 

in  der  n  und  G  Constante  bedeuten*^*). 

Die  Anwendung  auf  das  Problem  der  stationären  Temperatur- 
Terteilung  in  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  schliefst  sich  unmittelbar 
an****).     Er  recapitulirt  zunächst  seine  früheren  Formeln,   bemerkt 

4898)  §  8,  4,  p.  104—106.         4899)  §  6,  p.  107.         4900)  §  11,  p.  116. 
4901)  §  18,  p.  119.         4902)  §  18,  p.  125. 

4908)  J.  de  math.  4,  1839,  p.  126.  —  Aus  der  einleitenden  Zusammen- 
ftellung  der  Resultate   ist  der  Satz  (p.  181)  bemerkenswert:    Dasjenige 
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aber  dann,  es  sei  zur  Behandlung  des  Wftrmeleitungsproblems  för 
die  Kugel  nicht  erforderlich,  die  Polarwinkel  6  and  ^  als  Coordinaten 
zu  benutzen;  vielmehr  könne  man  sofort  zwei  Coordinaten  ^,  ^  als 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

p»  ^  p*  — 6»  ^  e'-c' 


JT  1/  Z 


definiren**^).  Werden  dann  noch  die  transcendenten  Parameter 
durch  die  Gleichungen  (60)  eingeführt,  so  geht  die  Differential- 
gleichung der  KugelfunctioDCD  (§  32,  3)  über  in*^**): 

(65)  '^  +  '\  ^^  +  „  („  +  1)  (p*  _  j|)  r,  =  0. 

Sie  kann  durch  ein  Product  i^i(«i)  J^iißt)  befiiedigt  werden,  wenn 
Ej^  und  jKj  Gleichungen  der  Form  genügen*^: 

(66)  E;-  ~[B-u(n+i)  qW  E,  ,      /?;  =  [5  -  «  («  +  l)  p|]  E, . 

Soll  U„  eine  rationale  Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  auf 
der  Kugelfläche  werden,   so  mofs  Ej^  eine  rationale  ganze  Function 

von  pj ,  YqI  —  6^,  Yqi  —  ^*  werden ,  also  ein  Product  aus  einer 
rationalen  Function  von  q^  in  keine,  eine  oder  zwei  dieser  beiden 
Wurzelgröfsen.  Um  solche  Functionen  zu  finden,  fOhrt  Lame  wieder 
9i  bezw.  92  ^^  unabhängige  Variable  ein.  Er  bestimmt  die  Grad- 
zahlen  der  möglichen  Functionen,  indem  er  wieder  auf  die  Kugel- 
functionen  zurückgeht;  dann  setzt  er  die  Functionen  mit  un- 
bestimmten Coefficienten  an^^'),  erhält  fftr  diese  ein  System  linearer 
Gleichungen  und  schliefst,  dafs  durch  Elimination  der  Coefficienten 
eine  algebraische  Gleichung  für  B  erhalten  werde.  Die  Unter- 
suchung teilt  sich  in  eine  grofse  Anzahl  von  Unterfällen,   indem  in 


Problem,  das  man  später  als  3.  Randwertaufgabe  bezeichnet  hat,  bringe 
beim  dreiaxigen  Ellipsoid  gewisse  Schwierigkeiten  mit  sich,  indem  bei 
dieser  Oberflächenbedingung  die  drei  Yariabeln  nicht  getrennt  auftreten; 
diese  Schwierigkeit  sei  übrigens  genau  dieselbe  wie  in  dem  von  Liouville 
behandelten  Problem  des  Prismas,  dessen  Ausstrahlungsvermögen  Function 
des  Ortes  sei.  Doch  lasse  sich  die  dort  von  Liouville  benutzte  Methode 
hier  nicht  anwenden,  da  sie  voraussetze,  dafs  diese  Function  eine  rationale 
sei,  und  das  sei  hier  nicht  der  FaU.  [Das  klingt  doch  so,  als  hätte  Lamd 
damals  die  Entwickelbarkeit  einer  wiÜkürlichen  Function  des  Ortes  nach 
den  später  nach  seinem  Namen  genannten  Functionen  noch  nicht  be- 
haupten wollen.] 

4904)  §  4,  p.  187.         4906)  §  6,  p.  139. 

4906)  §  6,  p.  140.         4907)  §  7,  p.  142. 
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jeder  der  vier  genannten  Classen  gerade  und  ungerade  Functionen 
besonders  zu  behandeln  sind.  Lame  zeigt  noch^^,  dafs  jede  der 
gefundenen  Functionen  an  den  Grenzen  entweder  selbst  verschwindet 
oder  eine  verschwindende  erste  Ableitung  hat;  daraus  ergeben  sich 
ihm  die  Integralrelationen  *^^)  (die  er  allerdings  hier  nicht  ezplicite 
hinschreibt)  und  aus  ihnen  nach  Poisson's  Verfahren  **^^)  der  Schlufs, 
dafs  die  Wurzeln  der  Gleichung  für  B  alle  reell  sein  müssen  ^•^•). 
Auf  Grund  dieser  Sätze  setzt  er  nun  die  Entwicklungen  all- 
gemeine Lösung  der  Aufgrabe  der  stationären  Temperaturverteilung 
fllr  die  Kugel  um  in  die  Form*'^^): 

r~^^S„Mi\j-:,  (67) 

und  zieht  daraus  durch  Induction  die  Folgerung,  dafs  für  das  drei- 
axige  EUipsoid   die   Lösung  in   der  Form   möglich   sein   müsse  ^^^'): 

V^^S^MEE,E,,  (68) 

unter  den  E  Functionen  verstanden,  die  Differentialgleichungen  der- 
selben Form  wie  (66)  genügen.  Dafs  man  von  diesen  Gleichungen 
nur  Lösungen  derselben  besonderen  Art  benutzen  dürfe,  wie  bei  dem 
speciellen  Probleme  der  Kugel,  folgert  er  durch  Grenzübergang  zu 
cUesem^'^').  Die  Zulässigkeit  seines  Ansatzes  rechtfertigt  er  dann 
noch  durch  die  Auseinandersetzung^^^^),  dafs  man  doch  immer  zuerst 
eine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  Producten  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  ansetzen  und  diese  dann  in  die  angegebene  Form  um- 
setzen könne.  Nachdem  er  dann  noch  die  Vorzeichen  der  elliptischen 
Coordinaten  und  der  zugehörigen  Wurzelgröfsen  für  die  einzelnen 
Quadranten  festgelegt  hat^^^^),  bespricht  er  die  Sjmmetrieverhältnisse, 
die  vorhanden  sein  müssen,  wenn  nur  Terme  von  einer  der  8  Classen 
auftreten  sollen ***•).  Dann  giebt  er  das  Integraltheorem  in  der 
Form*"'): 

JJ(ff\-q\)l^^^I^;^I^:^;'''E^;'Ue,de^^O     für    mZn      (69) 

und   mit  seiner  Hilfe  die  Bestimmung  der  Coefficient^n  in  der  Ent- 
wicklung  einer  willkürlichen  Function  des  Ortes  auf  der  Oberfläche 

• 

4908;  §  10,  p.  146.  490Ü)  §  11,  p.  148.    4910)  §  11,  p.  149. 

4911)  §  12,  p.  149.  4912)  §  18,  p.  150.    4918)  §  14,  p.  151. 

4914)  §  15,  p.  168.  4915)  §  16,  p.  164. 

4916:  §  17,  p.  155.  4917)  §  19,  p.  158. 


(70)  ?!-^Tr  +  rvT-  =  o. 


1006    I  Hanptteil.  IS.Absclm.  Entwicklgn.v.Funct.  mehrerer  Variabein  etc. 

des  Ellipsoids  nach  den  J^-Prodocten^*^^).  Zum  Schlafs  bemerkt  er, 
dafs  die  Goefficienten  dieser  Entwicklimg  sich  als  rationale  ganze 
Functionen  von  b^  und  c^  ausdrücken  lassen,  wenn  die  zu  ent- 
wickelnde Function  eine  rationale  ganze  Function  von  q\  und  ^|  ist*®^®). 
Eine  zweite  Abhandlung  desselben  Bandes  be^fft  Rotations- 
ellipsoide^*^). Lame  giebt  an,  er  habe  die  betreffenden  Formeln 
ursprünglich  durch  Grenzübergang  von  denjenigen  des  allgemeinen 
Falles  aus  gefunden,  wolle  sie  aber  auch  direct  ableiten.  Ab- 
geplattete Ellipsoide  werden  erhalten,  wenn  man  Q^^bsinO  und 
dann  &  =*  0  setzt***^);  j&g  ^^^  dabei  eine  rationale  Function  von 
sin  0  und  cos  0,  E  und  E^  bleiben  rationale  Functionen  von  q  imd 

y^—  c^  bezw.  Qi  und  ]/c*  —  ^f .  Er  behandelt  zunächst  den 
speciellen  Fall,  dafs  die  gegebene  Oberflächentemperatur  von  6 
unabhängig  ist****);  die  Differentialgleichung  (22)  reducirt  sich 
dann  auf: 

Soll  sie  durch  ein  Product  E(^q)  E^^q^)  befriedigt  werden,  so  müssen 
J5?,  E^  Gleichungen  der  Form  genügen: 

(71)  (9*-  cV)^"+  (2q*-  c^q)F/-Äq^E^O', 

Lame  bestimmt***')  diejenigen  Lösungen  dieser  Gleichungen,  die 
rationale  ganze  Functionen  sind,  leitet  für  sie  die  Integraltheoreme 
noch  einmal  ab****)  und  formt  die  gefundene  Lösung  durch  Ein- 
führung der  transcendenten  Parameter: 

(72)  «--Jarccos^,     i,^  ^  log         J' 

um***^);  er  erhält  Reihen,  die  nach  Exponentialfunctionen  reellen 
Arguments  bezw.  Hyperbelfunctionen  fortschreiten****).  Tm  all- 
gemeinen Falle  ***^)  entwickelt  er  zunächst  nach  trigonometrischen 
Functionen  der  Vielfachen  von  0  und  dann  deren  Coefficienten  nach 
Functionen  E,  die  Differentialgleichungen  der  Form: 

(73)  'J^=(^9«-4iV)£ 

genügen.     Er   giebt   die   allgemeine   Gestalt  ihrer  Lösungen   an***®). 


4918)  §  20,  p.  159.         4919)  §  21,  p.  161. 
4920)  J.  de  math.  4,  1839,  p.  351.         4921)  §  4,  p.  358. 
4922)  §  5,  p.  359.         4928)  §  6,  p.  361.         4924)  §  7,  p.  363. 
4925)  §  8,  p.  364.         4926)  §  9,  p.  366.         4927)  §  18,  p.  871. 
4928)  Znsammenfassung  der  Resultate  §  16,  p.  377. 
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sowie  die  zugehörigen  Integraltheoreme  und  auf  sie  gestützt  die 
Coefficicntenbcstinmiung  ****). 

Für  das  verlängerte  Rotationsellipsoid  giebt  er  nur  eine  Über- 
sicht der  Resultate;  er  scheint  es  unerwartet  zu  finden,  dafs  die 
Formeln  des  vorigen  Falles  nur  geringer  Änderung  bedürfen,  um 
auf  diesen  anwendbar  zu  werden  ^•^). 

Nach  dem  glücklichen  Erfolge  dieser  specielleren  Untersuchungen 
kehrte  Lame  noch  einmal  zu  den  allgemeinen  Formeln  seiner  Äther- 
abhandlung zurück^^'^).  Da  er  damals  rein  analytische  Ziele  im 
Ange  gehabt  habe,  habe  er  die  geometrische  Bedeutung  der  Formeln 
bei  Seite  gelassen;  das  wolle  er  jetzt  nachholen.  Demgemäfs  giebt 
er  eine  neue  Zusammenstellung  sowohl  der  früheren  Formeln,  als 
auch  einer  grofsen  Menge  neuer,  die  sich  namentlich  auf  Relationen 
zwischen  den  6  Hanptkrümmungsradien  dreier  paarweise  orthogonaler 
Flftchen  in  einem  gemeinsamen  Schnittpunkte  beziehen.  Er  macht 
bei  dieser  Gelegenheit  darauf  aufmerksam,  dafs  die  beiden  Ausdrücke: 

die  zu  einer  Flfichenschar  f{x^  Vt  z)  "=  q  gehören,  gegenüber  Trans- 
formationen 6  =  F{fi)  invariant  sind;  der  erste  bedeutet  nämlich 
die  normale  Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender  Flächen,  der 
zweite  die  doppelte  mittlere  Krümmung  der  Fläche  in  dem  be- 
trachteten Punkte*^'*).  Weiterhin  erhält  er  für  drei  paarweise 
orthogonale  Flächen  Formeln  der  Gestalt*^"): 

d__  /£  ^^A  __  J    /  1  C9£\  /-.x 

Aus  ihnen  leitet  er  ab^^^),  dafs  jede  rechtwinklige  Coordinate  als 
Function  von  Ä,  Äj,  Ä,  vier  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
nügen muTs,  und  dafs  ebenso  die  h  resp.  ihre  reciproken  Werte  H 
als  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  sechs  solchen  Glei- 
chungen genügen  müssen,  die  sich  aber  auf  nur  drei  voneinander 
unabhängige  reduciren.  Aufserdem  gewinnt  er  für  ein  solches  di'ei- 
faches  System  wieder  den  Ausdruck  (31)  der  zweiten  DifTerential- 
parameter    durch    die    ersten    und  ihre   Ableitungen*^*^)   und   damit 

4929)  §  18,  p.  380.        4980)  §  19,  p.  882  „cet  accord  inattendu'*. 

4931)  J.  de  math.  6,  1840,  p.  813. 

4932)  §  2,  p.  317.     Der  Beweis  folgt  U,  §  8,  p.  338. 

4933)  §  4,  p.  320. 

4984)  §  6,  p.  329;  §  6,  p.  323  werden  sie  weiter  entwickelt. 

4985)  §  12,  p.  333. 
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die  folgende  Darstellung  der  Differentialparameter  einer  beliebigen 
Function  in  krununlinigen  Coordinaten  **••): 

(77)  ^,_„,»,  1^(^11) +  ...). 

Der  zweite  Teil**'^  giebt  zunächst  die  geometrische  Deutung 
der  erhaltenen  Formeln  durch  EinfQhrung  der  erwähnten  sechs  Haupt- 
krümmungsradien; ihre  Differentialquotienten  nach  der  Richtung  der 
Schnittcurven  drücken  sich  durch  diese  Radien  selbst  aus.  Dann 
wendet  er  sich  zu  dem  speciellen  Falle  der  isothermen  Flächen,  für 
die  J^qlh^  eine  Function  von  q  allein  ist*^.  Man  kann  dann  an 
Stelle  von  q  eine  Function  «  von  der  Art  einfuhren,  dals  -^j(«)  =  0 
ist.  Creschieht  das,  so  erlauben  die  Gleichungen  (31),  die  E 
folgendermafsen  auszudrücken: 

(78)  ff=«i(ft)^»(?,),     «i=Qii<h)Q{(()^     H,^Qiif)Q,i(!,), 

WO  die  Q  Functionen  nur  der  einen  jedesmal  angegebenen  Variabein 
sind;  es  wird  dann  das  Product  von  dreien  der  Radien  gleich  dem 
der  drei  anderen.  Schliefslich  specialisirt  er  die  erhaltenen  Sätze 
noch  für  den  Fall,  dafs  eines  der  drei  Systeme  aus  Ebenen  be- 
steht*»»»). 

Die  schon  in  der  Einleitung  der  eben  besprochenen  Abhandlung 
angekündigte  Anwendung  ihrer  Formeln  auf  die  Transformation  der 
Differentialgleichimgen  der  Elasticitätfitheorie  erscheint  unter  dem 
Titel  „Memoire  sur  les  surfaces  isostatiques"*»*®).  Darunter  ver- 
steht er  nämlich  diejenigen  Flächen,  die  von  den  Hauptdruckebenen 
umhüllt  werden.  Man  habe  bisher  nur  die  Änderung  des  Druckes 
mit  der  Richtung  in  einem  und  demselben  Punkte  betrachtet;  die 
Differentialgleichungen  müfsten  aber  auch  die  Änderung  des  Druckes 
von  einem  Punkte  zum  anderen  ergeben.  £r  setzt  die  Elasticitäts- 
gleichimgen  mit  nur  einer  Constanten  an,  in  der  Form  §  61  (l) 
oder  auch  in  der  folgenden*»*^): 

4986)  §  13,  p.  334.         4937)  p.  385. 
4938)  §  9,  p.  344.  4989)  §  11,  p.  346. 

4940)  J.  de  math.  6,  1841,  p.  87;  Auszog  Par.  C.  R.  7,  1888,  p.  778. 

4941)  §  1,  p.  40.  Le9on8  sur  T^laaticit^ "»»),  nr.  90,  p.  222  giebt  Lam(5 
ohne  Beweis  an,  wie  die  Formeln  sich  modificiren,  wenn  man  mit  zwei 
statt  mit  nur  einem  Elasticitätscoefficienten  arbeitet;  aufserdem  leitet  er 
aus  ihnen  die  alten  Formeln  für  das  Gleichgewicht  einer  elastischen 
Platte  und  eines  elastischen  Fadens  ab. 
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"^dx^dyKdy      d.r)      dz\dx      dz)  ~~  "^  ^'^^ 

(vgl.  §  61  (5)).  Dann  giebt  er  die  Formeln  fttr  die  Transformation 
der  Dnickoomponenten  bei  orthogonaler  Coordinatentransformation^^'), 
den  Ausdruck  der  Dilatation  in  orthogonalen  krummlinigen  Goordi- 
naten  *•*•): 

''=-*V',|/-()i,|-)  +  --),  (80) 

WO  B  die  Projectiion  der  Yerrückung  auf  die  Normale  der  Fläehe 
Q  »» const.  bedeutet,  endlich  folgende  Ausdrücke  der  zu  den  drei 
Flftdben  normalen  nnd  tangentialen  Componenten^^: 

^.,+  2JÄ|f-*^^-!^||),...  (81) 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  durch  Einführung  der  Krümmungen 
noch  yereinüachen^^.  Lame  drückt  dann  noch  umgekehrt  die  auf 
cartesische  Goordinaten  bezogenen  Gomponenten  X^, .  . .  durch  diese 
A  und  T  aus  und  gelangt  so  nach  längeren  Rechnungen  zu  folgen- 
den Differentialgleichangen,  denen  7?,  .  .  .  als  Functionen  von  ^,  . . .,  ^ 
genügen  *•*•): 

KKcq'^  d9i\\    \    dQi  dg     1)  /g^y 

d    [hh,  (bjRJh,)       ^(R/h)\^  _     1     (c'R         \  ^ 

Er  behandelt  speciell  den  Fall  einer  gleichmäfsigen  Compression^^'); 
dieser  liefert  ihm  das  schon  früher  von  ihm^*^)  mitgeteilte  Integ^ral- 
theorem: 

Endlich  giebt  er  eine  geometrische  Deutung  der  Formeln****). 

4942)  J.  de  math.  6,  §  2,  p.  41.         4948)  §  3,  p.  43. 
4944)  §  4,  p.  44.         4945)  §  5,  p.  46. 
4946)  §  7,  p.  62.         4947)  §  9,  p.  64. 

4948)  J.  de  math.  8,  18S8,  p.  56?.  Er  fugt  dort  bei,  die  Relation 
zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Art 
sei  ein  8i)ecieller  Fall  von  dieser. 

4949)  6,  §  11,  p.  57. 
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§  91.     An  Lame  sich  anschliefsende  französische 

Untersuchungen. 

Eine  Abhandlung  von  0.  Bonnet**^)  stellt  sich  die  Aufgabe, 
die  Differentialgleichungen  der  Elasticitatstheorie  in  orthogonalen 
krummlinigen  Coordinaten  direct,  ohne  Durchgang  durch  die  Carte- 
sischen,  abzuleiten.  Bonnet  benutzt  dazu  die  Betrachtung  eines 
unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Parallelepipeds,  dessen  Seiten  Ton 
Coordinatenflächen  begrenzt  werden,  und  der  von  Lame*^*)  gegebenen 
Relationen  zwischen  den  sechs  Hauptkrümmungsradien  der  drei 
Flächen.  Hauptsächlich  legt  er  Gewicht  auf  die  dabei  benatzte 
Methode  geometrischer  Behandlimg  unendlich  kleiner  Grölsen. 

P.  H.  Blanchet  bemerkt  dazu**^^):  er  habe  solche  Formeln 
gleichfalls  erhalten,  und  zwar  sowohl  auf  einem  mehr  geometrischen 
als  auf  einem  mehr  analytischen  Wege. 

Um  diese  Zeit  hat  sich  auch  J.  Bertrand  mit  der  Theorie  der 
dreifach  orthogonalen  Flächensysteme  beschäftigt  und  gefunden ^^'), 
dafs  man  nicht  zu  jedem  isothermen  Flächensysteme  zwei  andere 
zu  ihm  und  zu  einander  orthogonale  und  gleichfalls  isotherme 
Flächensysteme  finden  könne,  wie  man  nach  den  ersten  Beispielen 
solcher  Systeme  hätte  vermuten  können.  Er  leitet  zuerst  Lame's 
Bedingung  dafür,  dafs  ein  Flächensystem  isotherm  sein  kann 
(§  90,  16),  noch  einmal  durch  geometrische  Betrachtungen  ab;  dann 
beweist  er  den  Satz:  die  Entfernungen  der  vier  Ecken  eines  von 
Krümmungslinien  gebildeten  Vierecks  auf  einer  Fläche  einer  iso- 
thermen Schar,  die  einem  dreifach  orthogonalen  System  angehört, 
von  der  unendlich  benachbarten  Fläche  der  Schar  stehen  in  Pro- 
portion. Daraus  würde  folgen,  dafs  man  diese  unendlich  be- 
nachbarte Fläche  construiren  könnte,  wenn  die  Entfernungen  nur 
längs  zweier  Krümmungslinien  gegeben  sind;  während  doch  anderer- 
seits bekannt  sei^^^'),  dafs  man  zwei  Flächen  eines  isothermen 
Systems  ganz  willkürlich  annehmen  könne.  Weiter  ergiebt  sich*^, 
4lafs  man  jede  Fläche  eines  dreifach  orthogonalen  isothermen  Systems 


4950)  J.  t'c.  polyt.  cah.  80,  1845,  p.  171;  Auszug  Par.  C.  R.  21,  1845, 
p.  434. 

4961)  Par.  C.  K.  21,  1845,  p.  505. 

4952)  J.  de  math.  9,  1844,  \y.  117;  mit  anderem  Schlüsse  Par.  sav. 
[t'tr.j  10,  1848,  p.  539.     Auszug  Par.  C.  R.  17,  1848,  p.  80. 

4958)  Bertrand  bezieht  sich  für  diesen  Satz  auf  Liouville^s  Vorlesungen ; 
8av.  ^tr.  p.  557  teilt  er  den  Beweis  mit. 

4954)  nr.  2,  p.  126. 
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durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlich  kleine  ähnliche  Rechtecke, 
spedell  in  Quadrate,  teilen  könne.  Für  Cylinder  ist  diese  Bedingung 
immer  erfüllt*^;  daraus  ergiebt  sich  Lame's  Satz*®^*).  Isotherme 
Bolationsflächen  haben  zu  Orthogonalflächen  nur  dann  wieder  iso- 
therm« Flächen,  wenn  ihre  Meridiane  ein  System  isothermer  Linien 
bilden.  W^ui  das  stets  der  Fall  wäre,  mauste  auch  umgekehrt 
jedes  System  ebener  Isothermen  durch  Rotation  um  eine  beliebige 
Axe  ein  isothermes  Flächensystem  liefern,  was  schon  deswegen 
nicht  der  Fall  sein  kann,  weil  die  erwähnte  Proportionalität  nicht 
bei  Rotation  um  zwei  yerschiedene  Axen  zu  Stande  kommen 
kann***). 

Durch  die  Veröffentlichung  des  Auszuges  aus  Bertrand's  Ab- 
handlung yeranlafst,  ist  Lame  noch  einmal  auf  diese  Fragen  zudlck- 
gekommen**').  Aus  seiner  Ausdrucksweise  scheint  hervorzugehen, 
daüs  er  immer  noch  der  Meinung  war,  zu  jeder  einfach  unendlichen 
Flächenschar  könne  man  zwei  zu  ihr  und  zu  einander  orthogonale 
Systeme  finden.  Dagegen  behandelt  er  jetzt  als  ganz  selbst- 
verständlich, dafs  nicht  zu  jedem  isothermen  Syst^n  die  ortho- 
gonalen Scharen  auch  isotherm  seien,  und  stellt  sich  die  Aufgabe, 
alle  dreifach  orthogonalen  isothermen  Systeme  zu  finden.  Das  ein- 
fache Resultat,  zu  dem  er  gelange,  müsse  sich  auch  durch  directe 
geometrische  Methoden  finden  lassen;  er  habe  aber  den  analytischen 
Weg  als  Vorbereitung  auf  schwierigere  Probleme  vorgezogen. 

Die  Ausführung  behandelt  zunächst  den  Fall,  dalB  eine  der 
drei  Scharen  aus  parallelen  Ebenen  besteht,  sodafs  vier  von  den 
sechs  Krünmiungen  Null  sind.  Es  bleibt  dann  nur  eine  Differential- 
gleichung: 

zu  erfüllen,  was  auf  bekannte  Resultate  führe *•**).  Besteht  ferner 
eine  der  drei  Scharen  aus  concentrischen  Kugeln,  so  mufs  man,  um 
^j^  =  0  zu  erhalten,  q  =  r~^  nehmen;  zwei  Krümmungen  werden 
einander  gleich,  zwei  andere  werden  Null  und  man  erhält  die 
Gleichung***»): 


4955)  nr.  3,  p.  127.    4956)  C.  R.  p.  81;  sav.  etr.  p.  557. 

4957)  J.  de  math.  8,  1843,  p.  397;  Auszug  Par.  C.  R.  17,  1843,  p.  388. 

4958)  §  3,  p.  404. 

4959)  Wenn  Lam^  p.  399  aus  dieser  Gleichung  den  Schlufs  zieht,  die 
Kegel  pj  a=  const.,  p,  =  const.  müfsten  vom  zweiten  Grade  sein,  so  beruht 
das,  wie  er  später  selbst  erkannt  hat,  auf  einem  Irrtum. 

64* 
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T{est<;hen  zwei  von  den  Flftchenscharen  aus  KotationsfläclieD ,  die 
dritte  atus  gemeinsamen  Meridianebenen,  so  findet  man^^^),  dafs  Q^ 
eine  Function  von  q  allein,  Q  eine  solche  von  q^  allein  sein  mufs; 
diese  Functionen  bestimmen  sich,  wenn  die  Parameter  q,  ^  um 
constante  Factoren  geändert  werden,  aus  den  Gleichungen: 

Dazu  tritt: 


(0  Qn  =  VQi-<i'- 

Die  Integration  der  Gleichungen,  denen  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  als  Functionen  von  h,  \^  h^  genügen  müssen,  liefert  dann 
zunächst  das  Besultat,  daÜB  *••*): 


(5)  ^-QQiM,    y^QQ.N,    </^  =  V(«r^c«)  (c* -  ^) 

sein  mufs,  wo  üf,  N  noch  zu  bestinmiende  Functionen,  g  eine  noch 
zu  bestimmende  Constante  bedeuten;  weiter  ergiebt  sich *•**): 

(6)  M  ^  g-^  cosgg^,     N^  g'^singg^, 

sodafs  man  es  mit  einer  Schar  von  Flächen  zweiten  Grades  zu  thun 
hat,  und  zwar,  wenn  die  Zeichen  alle  reelle  Gröfsen  bedeuten,  mit 
der  Schar  der  abgeplatteten  Ellipsoide;  die  verlängerten  erhält  man, 
indem  man  g  rein  imaginär  nimmt.  Eine  andere  Anordnung  der 
Rechnung****)  liefert  zunächst  diese  letzteren. 

Die  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles  fElhi*t  nach  einer 
längeren  Rechnung  zu  dem  Resultat****),  dafs  das  einzige  hierher 
gehörige  Flächensystem  das  der  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung 
sei.  Lame  zeigt  noch,  wie  die  Rotationsflächensysteme  aus  diesem 
durch  Grenzübergang  abgeleitet  werden  können***^),  desgleichen  die 
Paraboloide  ****).  Die  elliptischen  Integrale  gehen  auch  bei  diesem 
letzteren  System  in  cyklometrische  über. 

Ein  aus  derselben  Zeit  stammender,  aber  erst  aus  Lamers 
Nachlais  veröffentlichter  Aufsatz***^)  ergänzt  den  eben  besprochenen 
noch  durch  die  directe  Untersuchung  der  in  der  Gleichungsfonn: 

(7)  21x  +  my^+nz^^  1 


4Ö60)  §  4,  p.  406.    4961;  §  5,  p.  410.    400*2)  §  G,  p.  412. 
4963)  §  8,  p.  413.    4964)  §  16,  p.  480.    4965)  §  17,  p.  431. 
4966^  §  18.  1).  432.    4967)  J.  de  math  '2^  19.  1874.  p.  «07. 
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enthaltenen    isothermen    Systeme    mit   Hilfe    seiner    alten    Methode. 
Er  erhalt  zunächst  die  isolirt  stehende  Schar***®): 

>      2ax  +  ß{y^~z^)^l,  (8) 

dann  die  dreifache  Schar  der  confocalen  Paraboloide  *•••). 

O.  Bonnet**'®)  stellt  sich  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  die 
von  Bertrand  **^*)  gefundenen  notwendigen  Bedingungen  auch  hin- 
reichend sind.     Er  gelangt  zu  folgenden  drei  Sätzen**'^): 

Wenn  zwei  von  den  drei  Scharen  eines  dreifach  orthogonalen 
Flächensjstems  isotherm  sind  und  die  eine  oder  die  andere  der 
beiden  Eigenschaften***^*),  ***)  haben,  ist  auch  die  dritte  Schar 
isotherm. 

Wenn  die  Flächen  der  einen  Schar  isotherm  sind  imd  die 
beiden  Eigenschaften  haben,  wenn  überdies  die  Flächen  der  beiden 
anderen  Systeme  die  eine  oder  die  andere  dieser  Eigenschaften 
haben,  so  sind  auch  diese  isotherm. 

Wenn  alle  drei  Systeme  die  beiden  Eigenschaften  haben,  so 
sind  sie  isotherm. 

Ein  zweiter  Teil  der  Abhandlung  Bonnet's  beweist  den  Satz, 
dafs  in  einem  dreifach  orthogonalen  und  isothermen  System  längs 
jeder  Krümmungslinie  der  zugehörige  Hauptkrümmungsradius  sich 
umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz  des  anderen  Haupt- 
krümmungsradius ändert**^').  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  gelingt  es 
ihm,  den  ersten  Teil  von  Lame's  Untersuchung  der  möglichen  drei- 
fach orthogonalen  und  isothermen  Systeme  zu  vereinfachen. 

Bald  darauf  giebt  Bertrand  noch  die  weiteren  Satze**""):  Ist 
eine  Schar  isothermer  Flächen  so  beschaffen,  dafs  die  Temperatur 
eines  irgendwie  ins  Unendliche  rückenden  Punktes  sich  einem  be- 
stimmten Grenzwerte  annähert,  so  müssen  sich  die  Flächen  der 
Schar  im  Unendlichen  unbegrenzt  der  Kugelgestalt  nähern.  Jede 
Fläche  gehört  nur  einem  isothermen  System  mit  dieser  Eigenschaft 
an,  nämlich  dem  der  zugehörigen  Niveauflächen.  Einer  anderen 
singnlaritäten&eien  Gestalt  als  der  der  Kugel  können  sich  die 
Flächen  einer  isothermen  Schar  im  Unendlichen  nicht  annähern. 

Soviel  ich  sehe,  hat  dann  zuerst  J.  Bouquet  ausdrücklich  aus- 
gesprochen,   dafs    nicht   jede    einfach    unendliche    Flächenschar  Teil 


4968)  p.  310.    4969)  p.  313. 

4970)  J.  äc.  polyt.  cah.  80,  1846,  p.  141. 

4971)  nr.  6,  p.  148.    4972)  nr.  6,  p.  169. 
4978)  Par.  C.  R.  21,  1846,  p.  670. 
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eines  dreifach  orthogonalen  Systems  ist*^^*).     Er  führt  die  Rechnung 
für  eine  Flächenschar  von  der  Gleichungsform: 

(9)  q>(x)  +  x{y)  +  if{z)  =  const. 

durch    und    findet,    dafs    diese   nur  dann   zu   einem   solchen   System 
gehören  kann,  wenn: 

(10)  (2y"»_yV")(z"-1'")  +  ---  =  0, 

was  sicher  keine  Identit&t  ist. 

J.  Serret  bemerkt  dazu**^^):  man  komme  auf  die  Vermutung, 
dafs  nicht  jede  Flächenschar  einem  dreifach  orthogonalen  System 
angehört,  schon  diirch  eine  Abzahlung  der  zur  Verfügung  stehenden 
Functionen  und  der  zu  erfCUlenden  Bedingungen.  Er  zählt  ab,  dafs 
der  Parameter  jeder  solchen  Schar  zwei  partiellen  Differential- 
gleichungen 6.  0.  genügen  müsse.  Aufserdem  giebt  er  noch  einige 
neue  Beispiele  solcher  Systeme. 

Später  hat  Bonnet  die  Aufzählimg  aller  dreifach  orthogonalen 
und  isothermen  Systeme  noch  einmal  vorgenommen  ^•^^).  Doch  ist 
die  Untersuchung  immer  noch  ziemlich  umständlich.  Zum  Schlufs 
giebt  er  den  Satz*®'^:  Ein  System  von  Kegeln  ist  isotherm,  wenn 
es  zusammen  mit  einem  anderen  eine  um  die  Spitze  als  Mittelpimkt 
beschriebene  Kugel  in  unendlich  kleine  Quadrate  teilt. 

J.  Liouville  endlich  teilt  mit*®^**),  es  sei  ihm  gelungen,  den 
Beweis  mit  Hilfe  des  Satzes  zu  vereinfachen,  dafs  im  Baume  alle 
conformen  Transformationen  sich  aus  den  Transformationen  durch 
reciproke  Radien  zusammensetzen  lassen.  Der  Beweis  werde  dann 
auf  dem  von  Lame  eingeschlagenen  Wege  ebenso  einfach,  als  auf 
dem  von  Bertrand. 

Hier  anschliefsend  sei  noch  eine  Abhandlung  von  Lame  er- 
wähnt, die  sich  folgendes  Problem  stellt**'*):  eine  gegebene  Fläche 
gehöre  irgend  einem  Orthogonalsystem  an,  in  welchem  d^u  nicht 
constant  ist;  alle  Orthogonalsysteme  zu  finden,  zu  welchen  die  ge- 
gebene Fläche  gehört  und  in  welchem  /S^u  constant  (d.  h.  der  Ab- 
stand zweier  Flächen  derselben  Schar  überall  derselbe)  ist.  Man 
werde  auf  diese  Frage  dadurch  geführt,  dafs  filr  solche  Systeme  die 
Behandlung    der    in    der    Wärmeleitungstheorie    auftretenden    Ober- 

4974)  J.  de  math.  11,  1846,  p.  446. 

497Ö)  J.  de  math.  12,  1847,  p.  241. 

4976)  J.  de  math.  14,  1849,  p.  401.         4977)  p.  416. 

4978)  J.  de  math.  15,  1850,  p.  103. 

4979)  J.  de  math.  16,  1861,  p.  171. 
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flächenbedingungen  besonders  einfach  wird.  Lame  erklärt  selbst,  die 
Lösung,  zu  der  er  gelange,  habe  zwar  die  gewünschte  Allgemeinheit, 
sei  aber  nicht  bequem  für  die  Anwendungen.  Er  erhält  nämlich 
Beihenentwicklungen,  in  welchen  gewisse  Glieder  wegfallen  müssen ^*^); 
die  folgenden  enthalten  dann  die  in  die  Lösung  eingehenden  willkür- 
lidien  Fimctionen,  alle  weiteren  bestimmen  sich  durch  diese  ver- 
mittelst partieller  Differentialgleichungen,  auf  deren  explicite  Auf- 
stellang  er  verzichtet.  Er  begnügt  sich  mit  der  Bestimmung  der 
ersten  Glieder*^^)  und  mit  der  Durchführung  eines  Specialfalles,  in 
welchem  die  Summation  der  Reihe  gelingt.  Doch  teilt  er  auch  für 
diesen  seine  Ableitimg  nicht  mit,  sondern  nur  eine  nachträgliche 
Verification*»»«). 

Resultate  der  Untersuchungen  über  orthogonale  und  isotheime 
Curven  und  Flächen  sind  von  J.  Garlin  zusammengestellt*^®*).  Er 
hat  den  Satz,  dafis  nicht  nur  die  orthogonalen,  sondern  überhaupt 
beliebige  isogonale  Trajectorien  eines  isothermen  Curvensystems 
wieder  ein  solches  bilden,  zunächst  an  Beispielen  gefunden;  einen 
Beweis  hat  ihm  dann  Puiseuz  mitgeteilt *®®*j.  Auch  giebt  er  an, 
dafs  man  aus  zwei  beliebigen  orthogonalen  und  isothermen  Systemen 
u  =  const.,  V  =  const.  jedes  andere  isotherme  System  ableiten  könne, 
indem  man  eine  beliebige  Function  von  w  +  iv  bilde *^®^).  Er  be- 
stimmt alle  aus  Kreisen  bestehenden  isothermen  Systeme  der  Ebene  *^®^) 
und  der  Kugel**®'),  dann  alle  aus  concentrischen  und  coaxialen 
Kegelschnitten  bestehenden**®®).  Aus  den  Kreisen  leitet  er  die 
logarithmischen  Doppelspiralen  ab**®*);  auch  giebt  er  die  ent- 
sprechenden Curven  für  die  confocalen  Kegelschnitte. 

Weiter  zeigt  er,  dafs  das  einzige  aus  Kugeln  gebildete  isotherme 
Flftchensystem  das  der  concentrischen  Kugeln  ist***®);  dann  leitet  er 
das  System  der  confocalen  Flächen  2.  Grades  ab***^).  Den  Beweis 
des  Satzes  von  Bouquet**'*)  reproducirt  er  mit  dem  Zusätze,  Lame 
habe  neuerdings  bemerkt,  dafs  zu  Flächen  der  Gleichungsform  (9) 
immer  dann  zwei  andere  zu  ihnen  und  zu  einander  orthogonale 
Flachensysteme  gehören,  wenn  die  gegebenen  Flächen  zu  einander 
parallel  sind****).  Nachdem  er  dann  noch  einige  andere  Unter- 
suchungen über  den  Gegenstand  reproducirt  hat,  schliefst  er  mit 
dem  [wohl  nicht  ganz  einwandsfrcien]  Beweis  des  Satzes,  dafs  keine 

4980;  nr.  10,  p.  180.  4981)  nr.  12,  p.  182.  4982)  nx.  13,  p.  183. 

4983)  Th^se  Paris  1853.         4984)  nr.  2,  p.  8.         4985)  nr.  3,  p.  10. 
4986)  nr.  4,  p.  11.         4987)  nr.  5,  p.  16.         4988)  nr.  6,  p.  17. 


*UOn)    UX.    •«,     p.    XX.  ^VOtJ    IXT.    U,    p.    AV. 

4989)  nr.  7,  p.  19.    4990)  nr.  8,  p.  25. 
4991)  nr.  9,  p.  28.    4992)  nr.  12,  p.  41. 
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anderen  abwickelbaren  Flächen  als  Kegel  oder  Cylinder  die  eine 
Schar  eines  dreifach  orthogonalen  Flftchensjstems  bilden  können  ^^^). 

Nach  anderer  Richtung  hat  J.  Liouville  die  Ideen  Lam^'s 
weiter  verfolgt*^**).  Er  erkennt  zunächst  „toute  l'utilite"  der  von 
Lame  eingeführten  Functionen  an;  aber  für  den  von  Lame  speciell 
behandelten  Fall  des  Ellipsoids  könne  man  einfacher  zum  Ziele 
kouunen.  Man  könne  nämlich  das  Ellipsoid  afßn  auf  die  Kugel 
beziehen  und  die  vorgeschriebenen  Oberflächenwerte  dementsprechend 
auf  die  Kugel  übertragen.  Auf  der  Kugel  könne  man  sie  dann  nach 
Kugelfnnctionen  entwickeln  und  diese  in  rationale  ganze  Functionen 
der  Coordinaten  der  Kugel-  also  auch  der  EUipsoidpunkte  umsetzen. 
Für  durch  solche  Functionen  ausgedrückte  Oberflächenwerte  sei  aber 
die  Lösung  des  Wärmeproblems  leicht.  Dieses  Verfahren  biete  noch 
den  Vorteil,  dafs  man  die  Convergenz  leicht  beweisen  könne,  was 
Lame  nicht  einmal  versucht  habe;  aus  dem  Satze  nämlich,  dads  eine 
harmonische  Function  ihr  Maximum  immer  nur  an  der  Oberfläche, 
niemals  im  Innern  eines  singularitätenfreien  Bereiches  habe,  ergebe 
sich,  dafs  die  Reihe  für  alle  inneren  Punkte  convergirt,  wenn  das 
für  alle  Oberflächenpunkte  der  Fall  ist*^.  Übrigens  sei  leicht  zu 
sehen,  dafs  Lam^'s  Entwicklungen  auf  der  Oberfläche,  also  auch  im 
Innern,  mit  den  auf  diese  Weise  erhaltenen  identisch  seien. 

Femer  erklärt  es  Liouville  für  erforderlich,  zu  Lam^'s  drei 
Functionen  U,  J^^,  E^  noch  eine  vierte  hinzuzunehmen,  die  nicht 
mehr  algebraisch  sei,  sondern  sich  durch  elliptische  Integrale  aus- 
drticken  lasse,  nämlich*^: 


OD 


(11)  S^{2n+1)E  f ,  ■       ^^        .-■        . 

ff 

Man  würde  sie  z.  B.  brauchen,  wenn  man  die  entsprechenden 
Probleme  iür  das  Äufsere  des  Ellipsoids  lösen  wolle.  Auch  könne 
man  mit  ihrer  Hilfe  das  „Gaufs'sche  Problem^'  für  das  Ellipsoid 
behandeln,    d.   h.   die    Bestinmiung    einer  Oberflächenschicht,    deren 


i998)  nr.  14,  p.  47. 

4994)  Par.  0.  R.  20,  1846,  p.  1386,  1609;  abgedruckt  J.  de  math.  10, 
1845,  p.  222. 

4995)  Liouville  betont  ausdrücklich,  dafs  diese  SchluIsweiBe,  die  jetit 
häufig  als  „Hamack'sches  Lemma**  bezeichnet  wird,  fQr  Körper  beliebiger 
Gestalt  gilt.  Freilich  liegt  für  den  vorliegenden  Fall  die  Schwierigkeit 
gerade  in  dem  Beweis  der  Convergenz  der  Reihe  auf  der  Oberfläche. 

4996)  p.  224. 
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Potential  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  einen  gegebenen  Wert  hat. 
Werden  nftmlich  diese  gegebenen  Oberflächen  werte  in  die  Reihe: 

Q=^AE,E,  (12) 

entwickelt  und  wird  mit  l  der  Abstand  der  Tangentialebene  eines 
Elementes  dm  vom  Mittelpunkte,  geteilt  dnrch  das  Product  der  drei 
Halbaxen,  bezeichnet,  so  genügt  die  Function: 

der  Gleichung: 

•  X 
—  dm^Q,  (14) 

Liouville***^)  fügt  hinzu,  diese  Eigenschaft  sei  nicht  auf  das  Ellipsoid 
allein  beschränkt,  sondern  man  könne  zu  jeder  Fläche  Functionen  i 
angeben,  die  der  Gleichung: 

\iid(o^ 


SS 


SS 


=  twf  [lo) 


genügen,  wenn  \  die  natflrliche  Belegung  der  Fläche,  m  eine  Con- 
stante  bedeutet,  die  für  jede  dieser  Functionen  einen  anderen 
Wert  hat 

Bald  darauf  giebt  er  auch  Verallgemeinerungen  auf  Functionen 
beliebig  vieler  Variabein*®**);  dabei  tritt  an  Stelle  von  l  eine  be- 
liebige Function  des  Ortes  auf  der  Begrenzimg,  an  Stelle  von  J^"^ 
eine  beliebige  Function  der  Coordinaten  zweier  Punkte,  die  bei  Ver- 
taoschung  derselben  ihren  Wert  nicht  ändert.  Für  zwei  solche 
Functionen,  die  zu  verschiedenen  Werten  von  m  gehören,  gelte  das 
Integraltheorera : 

"  ItiUdx  =  0.  (16) 


/■ 


Mit  dessen  Hilfe  könne  man  die  Coefticienten  in  der  Entwicklung 
einer  beliebigen  Function  nach  diesen  ^  bestimmen,  wenn  eine  solche 
Entwicklung  möglich  sei;  auch,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  l 
definit  ist,  beweisen,  dais  m  nur  reelle  Werte  annehmen  kann.  Man 
könne  sogar  die  n-fachen  Integrationen  durch  „noch  complicirtere 
Integrationen  oder  Operationen  anderer  Art**  ersetzen. 

Weitere    Ausführungen    folgen    in    der    Form    von   Briefen    an 
Blanehet,  auf  dessen  Bitte  um  Erläuterungen**^**);  sie  betreff^en  jedoch 

4997)  p.  826.         4998)  p.  227. 

4999)  ib.  11,  1846,  p.  217;  vom  Mai  1846.    Die  Briefe  enthalten  eine 
Anzahl  Ideen,  die  später  wieder  aufgenommen  worden  sind,  sind  aber 
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nicht  die  zuletzt  erwähnten  allgemeinen  Ansätze,  sondern  speciell  die 
Verhältnisse  beim  Ellipsoid.  Der  erste  derselben  enthält  die  Be- 
merkimg *^:  dafs  die  Wurzeln  der  Gleichung  fftr  B^^^^)  alle  reell 
sind,  hätte  man  noch  einfacher  durch  „le  theoreme  ou  plutot  la 
methode  de  M.  Sturm"  (§  75)  beweisen  können.  Dann  zeigt  er, 
daCs  sein  ^S*  (11)  eine  Lösung  derselben  Gleichung  ist  wie  E^^^^) 
und  giebt  den  Beweis  der  Formeln;  dabei  beruft  er  sich  auf  den 
„bekannten"  Satz^^^),  daüs  man  immer  eine  Function  l  angeben 
könne,  sodafs  fCir  alle  Punkte  der  Oberfläche: 

(17)  Jp'/^E^E, 

sei.     Bilde  man  nämlich  dann  auch  fär  innere  Punkt«  die  Function: 

so  genüge  diese  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  und  den 
Stetigkeitsbedingungen  und  sei  auf  der  Oberfläche  überall  Null; 
daraus  folge  nach  Green,  dafs  sie  auch  im  Innern  überall  Null  seL 
Für  einen  äuTseren  Pimkt  erhalte  man  ebenso  ^^*): 

(i<.)  „^JJÄ^»._.«^.^. 

Übngens  sei  es  zu  diesen  Schlüssen  nicht  erforderlich,  daüs  man  die 
Realität  der  B  vorher  bewiesen  habe^*®*).  Durch  Anwendung  der 
Coulomb-Poisson'schen  Gleichung  auf  u  ergebe  sich: 

(20)  4.nl^-^^\S-j^^E-^)^  j^.^ 

und  durch  Substitution  dieses  Wertes  fßr  k  in  (18): 

rriE^E^dm         InESE^E^    ^         ^- 

w.  z.  b.  w.     Diese  Producta  EiE^  seien  für  das  Ellipsoid  die  f  der 


=  0. 

S 


wohl  infolge  ihrer  flüchtigen  Redaction  auf  die  weitere  Entwicklung 
zunächst  ohne  unmittelbaren  Einflufs  geblieben. 

6000)  p.  222.         6001)  p.  226. 

6002)  p.  227.  Später  (p.  261)  ergänzt  er  die  Stetigkeitsbedingungen 
noch,  indem  er  mit  Hilfe  der  Approximationsformeln  zeigt,  dafs  im  Aufsen- 
raume  E  nicht  Null,  also  S  nicht  unendlich  wird. 

6008)  p.  228. 
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allgemeinen  Formel  (15);  für  sie  gelten  auch  die  Intogralt^ieoireme  (16). 
Die  Anwendung  auf  den  Fall  n  =  0,  in  welchem  E  =^  E^^^  E^^^  J 
sei,  ergebe,  dals  X  proportional  zu  l  sei**^).  Mit  Hilfe  dieser 
Formeln  könne  man  auch  die  Gomponenten  der  Anziehung  eines 
Ellipsoids  auf  einen  Punkt  einfach  berechnen.  Zum  Schlufs  wendet 
er  noch  den  sogenannten  speciellen  Green'schen  Satz  auf  diese 
Functionen  an,  indem  er  U  ^  EE^E^^  7  =  ^"^  nimmt *^^);  er 
eiiiftlt: 


// 


J?,  E^  COB  (n,  /^)d'^ 


T (22) 

¥n-+l ^  ^^^2  ^^  ^  <  ^' 


Der  zweite  Brief*^^)  fahrt  die  letzte  Bemerkung  noch  näher 
aus;  dabei  legt  LiouviUe  namentlich  Wert  darauf,  dafs  er  die  Existenz 
der  mit  k  bezeichneten  Function  nicht  vorauszusetzen  braucht.  Er 
erh&lt  zunächst,  wenn  die  Punkte  (xyz)  und  (xye)  beide  innerhalb 
des  Ellipsoids  liegen,  über  das  integrirt  wird: 

Ejj\E,^d^  für  ^  >  ^,  (23) 

E  I  lE^E^^^^d}o  + 4  7t EE^E^  für  ^  <  ^. 

Wird  aber  (i,  y,  z)  aufserhalb  angenommen,  so  erhält  er  ent- 
sprechende Formeln,  in  denen  nur  E  durch  E  ersetzt  ist;  durch 
Verbindung  beider  einen  neuen  Beweis  der  Formel  (21)  sowie  die 
Formeln  (22).  Noch  einfacher  erhalte  man  die  letztere  durch 
Differentiation  nach  ^^^').  Auch  die  Integraltheoreme  könne  man 
mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes  erhalten  ^^^^).  Ferner  betont  er  die 
Analogie  dieser  Functionen  zu  den  Kugelfunctionen  ^^^)  und  führt 
den  Grenzübergang  zu  den  letzteren  durch;  namentlich  macht  er 
darauf  aufmerksam,  dafs  bei  ihnen  Werte  des  Parameters,  die  im 
allgemeinen  Falle  verschieden  sind,  zusammenfallen.  Dafs  eine 
Function  nur  auf  eine  Weise  in  Reihen  nach  Lame'schen  Producten 


5004)  p.  881.    5005)  p.  236. 

5006)  p.  261 ,  vom  Juni  1846.    5007)  p.  270. 

5008)  p.  271.    5009;  p.  278. 
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entwickelt  werden  könne,  erklärt  er  auf  Grand  gliedweiser  Integration 
und  Benutzung  der  Integraltheoreme  fELr  evident. 

Dann  kehrt  er  noch  einmal  zu  dem  „Gaufs'schen  Problem'^  fdr 
das  Elüpsoid  zurück,  um  zu  zeigen,  wie  es  durch  solche  Reihen- 
entwicklungen gelöst  werden  könne  ^*®).  Ist  die  Entwicklung  der 
durch  l  dividirten  gesuchten  Function: 

(24)  l/7  =  ^ÄE,E,, 
die  der  gegebenen  Potentialwerte: 

(25)  Q^'^AE.E,, 

SO  ergiebt  sich  der  im  ci*sten  Briefe  ohne  Beweis  angegebene  Aus- 
druck (20).  So  könne  man  das  Problem  fdr  jede  Fläche  lösen,  fElr 
die  die  Functionen  k  bekannt  seien  ^^^);  auch  könne  man  durch 
Veränderung  des  ersten  Entwicklungsgliedes  erreichen,  dafs  die 
Belegung  eine  vorgeschriebene  Gesamtmasse  erhalte.  Das  zweite 
Glied  bestimme  die  Lage  ihres  Schwerpunktes,  das  dritte  ihre  Haupt- 
trägheitsmomente ^**). 

Aufserdem  entwickelt  er  noch  das  Integral  u  selbst  ^*');  er 
findet: 


(26)       J'^  = 


.       "^^7        1  SEj^E^E  E^En 


für    ^>  ^; 


und  damit  weiter: 


(27)  u  =2'  — ^-^  ^^^^-     ^9<9 


E    rriEiEidm 


übereinstimmend  mit  Lame^^^^).  Die  Vereinfachung  rühre  von  der 
Einführung  des  l  her;  die  Methode  des  ersten  Briefes  müsse  xu 
demselben  Resultat  fahren.  Für  ^  >  ^  ergebe  sich  ebenso  ein  ent- 
sprechender Ausdruck,  nur  mit  S  und  S  statt  E  und  E,  Eine 
dritte  Methode  deutet  er  nur  an^**);  sie  setze  die  Reihenentwick- 
lungen nach  den  Producten  E^E^  voraus  (ev.  könne  man  diese 
Voraussetzung    durch    Benutzung    geeigneter    Lemmata    entbehrlich 

5010)  p.  288.         5011)  p.  284.         5012)  p.  286, 
5013)  p.  286.         5014)  p.  288. 
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machen),  biete  aber  andere  Vorteile.  Er  schliefst  mit  der  Be- 
merkung ^^^):  man  würde  der  Methode  Unrecht  thun,  sie  nur  als 
ein  mehr  oder  weniger  einfaches  und  elegantes  Verfahren  zur  Aus- 
wertung gewisser  bestimmter  Integrale  zu  betrachten;  ihre  Bedeutung 
liege  darin,  dafs  sie  im  Schlufsresultat  eine  Spur  jedes  der  Productc 
EiE^  bewahre,  die  in  den  Daten  auftreten. 

Ein  Aufsatz  von  Ch.  Despeyrous^^*)  geht  ebenfalls  davon 
aus,  dafs  Potential  und  stationäre  Temperaturverteilung  derselben 
Differentialgleichung  genügen,  dafs  man  also  in  einem  Gebiete  er- 
haltene Resultate  auf  das  andere  übertragen  könne.  So  benutzt  er 
den  speciellen  Green'schen  Satz^^^  zur  Ableitung  der  Gleichungen 
für  eine  isotherme  Fläche: 


oder: 


//I;T= -//''•»'(".')  7?-*"'  W 


wenn    a    den    Parameter   der  Fläche    bedeutet,    dn    die   Dicke    der 

5015)  p.  289.  Er  erzählt,  dafs  er  seine  hauptsächlichsten  Sätze 
bereits  1842,  unmittelbar  nach  dem  Studium  von  Oaufs*  .^allgemeinen 
Lehrsätzen",  gefunden,  sich  aber  seitdem  nicht  mehr  mit  dem  Gegenstände 
beiHshäftigt  habe. 

Bei  dieser  Gelegenheit  seien  noch  zwei  kleine  Noten  Liouville's 
aus  dieser  Zeit  erwähnt:  Die  eine  derselben  (J.  de  math.  11,  1846,  p.  458) 
zeigt,  dafs  man  die  Laplace'sche  Differentialgleichung  sehr  bequem  von 
rilumlichen  Polarcoordinateu  auf  elliptische  Coordinaten  transformiren 
kann,  wenn  man  zunächst  den  log  tg  der  halben  Poldistanz  als  Variable 
einfährt  und  dann  den  bekannten  Satz  benutzt:  wenn: 

BO  ist  auch: 

/a*y     a'^\     g«<p    a«0 

Die  andere  (ib.  18,  1848,  p.  72)  enthält  die  Bemerkung:  wenn: 


ist,  redncirt  sich: 


auf: 


f  (*?_«)  +  . ..=0 
dx\  cxl 

z/,(wy/t)  =  0. 


5016)  J.  f.  Math.  81,  1846,  p.  136;  vom  Aug.  1844. 

5017)  nr.  8,    p.  139;    er    erhält    ihn    „en    reprenant   un   calcul    de 
M.  Sturm". 
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Schicht  bis  zur  nächsten  Fläche  des  isothermen  Systems.  Wird  eine 
Schicht  von  der  Dicke  €  =  (daY/dn  construirt,  so*  ist: 

(30)  Jj£|- _  „^.^.  .„, 

also  von  der  Lage  des  Aufpunktes  unabhängig.  Eine  solche  Schicht 
übt  also  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt  aus.  D.  h.  man 
kann  die  Dichtigkeit  der  sogenannten  natürlichen  Belegung  aus  dem 
Abstände  zweier  benachbarten  isothermen  Flächen  berechnen  und 
umgekehrt.     Das   wendet  er  auf  die  Anziehung  von  EUipsoiden  an. 


§  92.     Lamers  Lehrbuch  der  Elasticitätstheorie. 

Im  Jahre  1851  hat  Lam4  seine  Vorlesungen  über  Elasticitäts- 
theorie veröflfentlicht  ****).  Ihre  Überreichung  an  die  Akademie  be- 
gleitet er  mit  einigen  Bemerkungen ^^^),  dahingehend,  dafs  die 
an^toglich  möglichen  Zweifel  über  die  Richtigkeit  der  Theorie  jetzt 
als  beseitigt  gelten  könnten.  Die  Schwierigkeiten,  die  ursprünglich 
aufgetreten  wären,  rührten  nm*  her  von  der  Reduction  der  Elasticitäts- 
coefficienten  auf  eine  zu  geringe  Anzahl  infolge  der  „m^thode  de- 
fectueuse  de  Tint^gration  autour  d'un  point".  Dann  verweilt  er  bei 
den  Anwendungen  auf  optische  Probleme;  er  betont  namentlich,  dafs 
in  einem  isotropen  Körper  kein  „centre  d'ebranlement"  möglich  sei, 
da  ein  solches  Schwingungen  von  unendlich  grofser  Amplitude  aus- 
führen müfste.  Auf  Cauchy's  Frage  nach  dem  Unterschied  der 
beiderseitigen  Resultate  antwortet  er,  es  sei  zwar  kein  wesentlicher 
Unterschied  vorhanden,  aber  es  sei  doch  nützlich,  die  Sache  so 
elementar  als  möglich  darzustellen. 

Die  Vorlesungen  selbst  behandeln  nach  den  bereits  besprochenen 
Untersuchungen  über  die  Aufstellung  der  elastischen  Differential- 
gleichungen'^'') zunächst  die  Frage  der  Einordnung  der  elastischen 
Linien  und  Flächen  in  die  allgemeine  Theorie  ^^•).  Man  habe 
früher  mit  Recht  glauben  können,  es  sei  zweckmäfsig,  deren  Be- 
handlung der  von  dreidimensionalen  Körpern  vorausgehen  zu  lassen; 
aber  das  habe  sich  nur  in  Bezug  auf  die  mathematische  Methode, 
nicht  in  Bezug  auf  den  physikalischen  Ansatz  bestätigt.  Denn  um 
zu  entscheiden,  ob  es  überhaupt  möglich  sei,  die  Kräfte  als  von  den 
Querdimensionen  unabhängig  anzusehen,  müsse  man  zuerst  die  all- 
gemeine Theorie  entwickeln.     In  diesem  Sinne  behandelt  er  zunächst 

5018)  Par.  C.  R.  35,  1862,  p.  469.         5019)  8.  le9on,  p.  93. 
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die  Schwingungen  eines  elastischen  Fadens  init  Hilfe  trigonometrischer 
Reihen  ^*).  Dann  leitet  er  Poisson's  Gleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht einer  elastischen  Platte  (§  65,  33)  auf  einem,  wie  er  meint, 
kürzeren  Wege  noch  einmal  ab^*^);  da  er  zwei  Elasticitätscoefficienten 
hat,  erhalten  sie  bei  ihm  die  Form^^*): 

(i  +  2^)0  +  (3i  +  2,)  /;|^  +  4(i  +  ,)  g  =  0. 

Für  die  Schwingungen  einer  Membran  findet  er  die  Gleichung 
(§  30,  1)^^).  Bei  rechteckiger  Begrenzung  integnrt  er  sie  durch 
doppelt  unendliche  Sinusreihen  ^^);  bei  der  Discussion  dieser  Lösung 
legt  er  namentlich  Gewicht  darauf ^®'^),  dafs  im  Falle  rationaler 
Saitenverhältnisse  die  Membran  einen  und  denselben  Ton  bei  ver- 
schiedenen Schwingungsarten  geben  könne.  Doch  will  er  die  zu 
ihrer  Bestimmung  erforderliche  Lösung  der  Gleichung: 

Äx^+Bi/=C  (2) 

in  ganzen  Zahlen  anderen  ^plus  patients  et  plus  habiles^^  überlassen. 
Ebenso  begnügt  er  sich  bei  den  Schwingungen  einer  Membran  von 
der  Gestalt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  mit  der  Aufstellung  der 
entsprechenden  Gleichung '^**): 

x'+xy  +  i/'=^J\  (3) 

Seine  Schlufsbemerkungen  zu  diesem  Abschnitte  klingen  übrigens 
doch  so,  als  ob  er  sagen  wollte:  ein  Techniker  mufs  soviel  Zahlen- 
theorie kennen,  dafs  er  solche  Gleichungen  behandeln  kann^^^). 

Die  11.  Vorlesung^*®)  handelt  von  der  Fortpflanzung  ebener 
Wellen  in  isotropen  Körpern.  Lame  benutzt  die  Form  §  61  («5) 
der  Differentialgleichungen  und  knüpft  an  sie  die  Unterscheidung 
longitudinaler  und  transversaler  Wellen.  Bei  den  ersteren  müsse 
ein  Geschwindigkeitspotential  existiren,  das  der  Differentialgleichung 
der  Schallbewegung  genügt  ^*^,  bei  der  Untersuchung  der  letzteren 
führt  er  an,  dafs  man  bei  ihnen  die  Verrückungscomponenten 
folgendermafsen  durch  drei  neue  Variable  ausdrücken  könne '^*^): 

5020)  §  44,  p.  104. 

5021)  §  46,  p.  107.  Er  benutzt  ein  Prisma  mit  zu  den  Coordinaten- 
ebenen  parallelen  Flächen  statt  eines  solchen,  das  zur  Tangentialebene 
der  Platte  normal  ist. 

5022)  §  47,  p.  112.         5028)  §  48,  p.  115.         5024)  §  49,  p.  116. 
5026)  §  52,  p.  122.         5026)  §  57,  p.  134.         5027)  p.  136. 
5028)  §  58,  p.  137.         5029)  §  61,  p.  144.         5080)  §  62,  p.  145. 


1024   I-  Hauptteil.  12.  Abschn.  Entwicklgn.  v.  Funct.  mehrerer  Variabela  etc. 

^*^  ^      dz       dy'       ' 

diese  neuen  Variabein  genügten  dann  ebenfalls  der  Differential- 
gleichung der  Schallbewegung.  Die  allgemeinste  Lösung,  die  fÜr 
Schwingungsvorgänge  in  Betracht  komme,  habe  also  die  Form^'^): 

^^^  ^       dx  ^  dz       dy' 

Für  die  Untersuchung  gedämpfter  Schwingimgen,  wie  sie  thatsächlich 
vorkämen,  sei  das  allerdings  ungenügend.  Schliefslich  resumirt  er  ^'5): 
Dieser  Gang  der  Untersuchung  —  Voranstellung  der  möglichen  ein- 
fachen Schwingungen  —  sei  nicht  vollständig  analytisch;  er  entnehme 
der  Physik  das  Princip  der  Bildung  stehender  Wellen  aus  der  Super- 
position  der  directen  und  der  reflectirten.  Aber  das  sei  seiner 
Ansicht  nach  (gegenüber  Poisson,  der  wiederholt  betont  habe,  dafis 
man  so  nur  particuläre  Lösungen  erhalte)  überhaupt  die  Rolle  der 
Analysis  in  der  mathematischen  Physik:  „eile  doit  s'äoigner  le 
moins  possible  de  la  science  des  faits  . . . ;  autroment,  eile  ne  tarde  pas 
a  perdre  de  vue  le  monde  reel,  et  ses  recherches  sont  sans  appli- 
cation". 

Die  12.  Vorlesung^'*)  beginnt  mit  einigen  Sätzen  über  Ver- 
bindungen von  trigonometrischen  und  Exponentialfunctionen.  Dann 
setzt  Lame  allgemein  Reihen  der  Form  an^**): 

V     tf;  =»^.  (-4  cos  mx  +  jB  sin  mx)  {C  cos  ny  +  D  sin  ny)  X 
X  {E  cos  Iz  -^  F  sin  Iz)  {G  cos  y ^  +  //  sin  y*), 

die  für  y*  ==-  i*  +  m*  +  «*  das  Integral  der  Gleichung  der  Schall- 
bewegung geben;  ersetze  man  in  dem  einen  Factor  die  trigono- 
metrischen Functionen  durch  hyperbolische  und  lasse  den  letzten 
Factor  weg,  so  erhalte  man  das  Litegral  von  zf^t/;  »=  0.  Endlich 
zur  Integration    von   J^J^^  =  0  müsse  man   Glieder  der  Formen: 

,w  V       a  Sof  a  Äof  X  —  X  ©in  a  ©in  x 
ry/  \       X  ©in  a  (5oj  x  —  «  (£of  a  ©in  x 


hinzunehmen.  Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Problem  des  Gleich- 
gewichts eines  rechteckigen  Prismas,  auf  dessen  Seitenflächen  ge- 
gebene Kräfte  wirken.     Als  Grenzbedingungen  nimmt  er^**): 

6031)  §  64,  p.  149.         5032)  p.  160.         6083)  §  65,  p.  151. 
5084)  p.  154.         6035)  §  66,  p.  167. 
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l6+  2f»^-0  für  x«±a,  ...  (8) 

1^  +  1^  =  0  fOr  y  =  ±  6  UDd  für  *  =  ±  c (9) 

wo  die  <D  gerade  Functionen  von  jf  und  r  bedeuten  sollen.  Man 
komme  chne  Schwierigkeit  zu  Beihenentwicklungen ,  deren  einzelne 
Glieder  den  Differentialgleichungen  und  den  Bandbedingungen  (8) 
genfigen;  dagegen  gelingt  es  ihm  nicht,  die  Coefficienten  so  zu  be- 
gtimmen,  daXis  auch  die  Bedingungen  (9)  erfüllt  werden,  indem  in 
diesen  Bedingungen  die  Coefficienten  der  rerschiedenen  Beihen  sich 
nieht  voneinander  trennen  lassen  ^*'^).  Er  bemerkt  ^^'),  das  Problem 
wfirde  gelöst  sein,  wenn  man  das  Cresetz  der  Dilatation  kennen 
würde;  daraus  schüelst  er  auf  die  Möglichkeit  der  Entwicklung 
einer  Function  von  drei  Variabein  nach  harmonischen  trigono- 
metrischen Functionen  zweier  von  ihnen  und  hyperbolischen  Functionen 
der  dritten;  doch  mflDate  man  vor  ihrer  Benutzung  erst  ihre  Bichtig- 
kmt  fjpar  les  methodes  rigoureuses  de  Dirichlet^  nachweisen.  Schliels- 
lieh  behandelt  er  noch  kurz  den  Fall,  da(s  die  O  constant  sind^^^); 
im  übrigen  verweist  er  auf  die  von  ihm  zusammen  mit  Clapejron 
verfaÜBte  Abhandlung  *^^). 

Die  13.  Vorlesung  °^  beginnt  mit  der  Erklärung,  viel  leichter 
als  die  Frage  nach  dem  inneren  Gleichgewicht  eines  solchen  Prismas 
unter  der  Wirkung  gegebener  Kräfte  sei  die  nach  seinen  möglichen 
Schwingungszustanden  zu  beantworten;  Lame  wirft  die  Frage  auf^ 
ob  man  nicht  daraus  schliefsen  müsse,  daCs  das  elastische  Gleich- 
gewicht in  der  Natur  eine  weniger  wichtige  Bolle  spiele,  als  die 
Schwingungen.  Dann  fragt  er  zunächst,  ob  es  möglich  sei,  die 
Gleichungen  so  zu  beMedigen,  dafs: 

i?  =  t-0  (10) 

wird;  er  findet,  dals  in  diesem  Falle  £  »  der  Summe  einer  Function 
£/(x,  t)  und  einer  Function  ÜQ(yy  z^  t)  sein  müsse,  von  denen  die 
erstere  longitudinale,  die  zweite  transversale  Schwingungen  giebt. 
Die  erstere  müsse  die  Gleichung  der  Saitenschwingungen  erfüllen,  die 
zweite  die  der  Schwingungen  einer  Membran  (§  30,  1),  aber  mit  anderen 
Grenzbedingungen.  Er  erhält  für  die  ersteren  Entwicklungen  nach 
den  ungeraden  Vielfachen  eines  Winkels  ^^®),  die  letzteren  dagegen 
könnten  überhaupt  nicht  isolirt  auftreten,  sondern  nur  in  Verbindung 

5036)  p.  löD.         5037)  §  67,  p.  161.         6038)  §  6S,  p.  163. 
5039)  §  69,  p.  165.         5040)  §  70,  p.  167. 
Jahresbericht  d.  Denttchen  Hathem.-Yoreinignng.    X  65 
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mit  longitndinalen  Schwingungen,  wenigstens  nach  einer  Richtung  ^^^). 
So  wird  er  zur  Untersuchung  des  Gleichungssystems  geführt: 


dx       de 

^^^^  dt*  "  ay"       dz\dx      dz)' 

dt*  ""  dy*  '^'dz\dx      de)' 
Wird  in  Übereinstimmung  mit  der  ersten  Gleichung: 

c^)  s— If.  f-H 

genommen,  so  reduciren  sich  die  beiden  anderen  auf  die  Gleichung 
der  Schallbewegung  fEb*  a.     Sie  wird  erfüllt  durch: 

(13)  a  =  cos  mx  cos  mz  cos  m t  }/2 , 

entsprechend  dem  Falle,  dafs  auf  alle  sechs  Seitenflftchen  normale 
Kräfte  wirken;  aber  auch  durch: 

(14)  a  =  sinma?  cosmj?  C08m^}/2, 

was  dem  Falle  einer  in  der  Mitte  festgehaltenen  LameUe  entspricht 
und  für  m »  3  it/a  die  von  Savart  als  Vibration  tournante  be- 
zeichnete Schwingung  mit  einer  zur  Längsrichtung  parallelen  Knoten- 
linie giebt*^^. 

AuTser  den  so  erhaltenen  Schwingungsarten  gebe  es  aber  noch 
eine  grofse  Menge  anderer  mit  Knotenlinien  im  Innern;  z.  B.  solche, 
bei  welchen  alle  Punkte  der  Oberfläche  nur  in  dieser  selbst  schwingen, 
sodafs  man  gar  nichts  sieht  oder  hört,  und  zwar  von  zwei  Classen 
mit  den  beiden  Werten  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit*®*'). 

Weiterhin  transformirt  er  die  Differentialgleichungen  der 
Elasticitätstheorie  auf  Cylinder-*®**)  und  auf  räumliche  Polar- 
coordinaten*^*),  Speciell  behandelt  er  die  Schwingungen  einer 
Hohlkugel  *^*);  dabei  findet  er  für  die  Schwingungen  „1.  Classe**, 
dafs  sich  bei  ihnen  die  Yerrückungscomponenten  U  nach  dem 
Radius,    V   nach    der    Tangente    des  Meridians,    W  nach    der   des 


5041)  §  71,  p.  169.         5042)  §  72,  p.  178. 

5043)  §  75,  p.  176.    Die  Frage,  ob  solche  Schwingungen  in  der  Natur 
wirklich  vorkommen,  läjfet  er  §  76,  p.  178  offen. 

5044)  nr.  77,  p.  179 ;  nr.  81,  p.  192  behandelt  er  Longitudinalschwingungen, 
nr.  82,  p.  193  wieder  „vibrations  toumantes  et  eilencieuses". 

5045)  15.  Vorl.,  §  88,  p.  195.         5046)  §  85,  p.  201. 
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Parallelkreises  durch  die  Ableitungen  einer  Function  F  folgender* 
maTsen  ausdrücken  lassen: 

dr  ^  r   dtp^  rcosy^i/»'  ^     ^ 

und  dafs  diese  Function  die  Differentialgleichung  der  Schallbewegung 
befriedigen  mufs.  Dieser  kann  genügt  werden  durch  das  Product 
aus  einer  Eugelfunction  n**'  0.  3l(g),  tf;),  einer  Function  g  der 
Zeit  /  allein,  die  der  Differentialgleichung: 

3"  =  2*3  (16) 

genügt,  also  von  der  Form: 

g=r  öcosg^H- Jg'sin^^  (17) 

ist,  endlich  einer  Function  9t  des  Radius,  die  der  Differential- 
gleichung: 

gi"+|r+(4»-^^^i^y^)«  =  0  (18) 

genfigt.     Diese  letztere  beMedigt  er  dnrch  das  Integral: 

T 

81  =  r"  I  cos(^r  sinof)  cos^^  +  ^ajrfiT,  (19) 

0 

das  sich  auf  elementarem  Wege  durch  eine  rationale  Function  von 
gr,  singr,  cosgr  ausdrücken  lasse  [vgl.  §50  (2);  §54  (15)];  ein 
zweites  Integral  wird  dann  durch  Quadratur  erhalten.  Die  Grenz- 
bedingong: 

SR'  =  0  für  r  =  f'o  und  für  r  =  r^  (20) 

giebt  eine  transcendente  Gleichung  zur  Bestimmung  der  zulässigen 
Werte  des  Parameters  g;  zu  jedem  möglichen  Wertepaare  (w,  q) 
gehört  dann  eine  Lösung  mit  noch  4  n  +  2  willkürlichen  Constanten. 
Ist  die  Dicke  der  Schale  unendlich  klein,  so  reducirt  sich  die 
transcendente  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q  auf  eine  quad- 
ratische*^'). Speciell  sucht  er  solche  Schwingungen,  bei  welchen 
die  tangentiale  Componente  längs  des  Äquators  Null  ist,  sodafs  sie 
auch  in  einer  Halbkugelschale  möglich  sind*^®). 

Die   16.  Vorlesung  handelt  vom  elastischen  Gleichgewicht  einer 


6047)  p.  208. 

6048)  §  86,  p.  209.  Die  Schlufsbemerkung  betr.  den  Unterschied 
zwischen  Glocken  einerseits  und  den  übrigen  musikalischen  Instrumenten 
andererseits  (p.  210)  ist  wohl  nicht  zutreffend. 

66* 
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Hoblkugel.  Lame  setzt  voraus  ^^*),  daiji  die  beiden  Wandungen  je 
einem  constanten  Drucke  Pq  bezw.  P^  unterworfen  seien  und  dafs 
dabei: 

(21)  fSPo~r?P,>0 

sei.     Dann  ist  TF=»  F«0,  U  eine  Function  von  II  allein. 

Das  letzte  Drittel  des  Buches  ist  optischen  Anwendnngen  ge* 
widmet.  Lam^  findet  selbst  ^^^),  es  würde  ein  schwerer  Irrtum  sein, 
wenn  man  glauben  wollte,  man  könne  jetzt  schon  eine  rein  mathe- 
matische Lichttheorie  geben;  ein  solcher  Versuch  würde  den  wahren 
Fortschritt  der  Wissenschaft  aufhalten,  indem  er  nur  zu  Zweifeln  an 
der  Macht  der  AnalysLs  führen  würde.  Er  wolle  sich  daher  mit 
einer  Wiedergabe  von  Fresnel's  Untersuchungen  in  derjenigen  Form 
begnügen,  wie  sie  ausgefdhrt  worden  wftren,  wenn  die  Theorie  der 
Elasticität  fester  Körper  damals  schon  so  weit  ausgebaut  gewesen 
wäre.  Demgemäfs  stellt  er  zunächst  die  Gleichung  der  möglichen 
ebenen  Wellen  auf;  er  findet  ^^^):  wenn  nicht  bestimmte  Bedingungen 
zwischen  den  Elasticitätscoefficienten  erföllt  sind,  kann  eine  be- 
stimmte Wellenebene  nur  Schwingungen  von  bestimmter  Richtung 
enthalten;  damit  also  Doppelbrechung  möglich  sei,  müssen  jene  Be- 
dingungen erfüllt  sein,  sodaüs  die  Gleichung,  die  die  möglichen 
Schwingungsrichtungen  bestimmt,  identisch  besteht.  Die  weitere 
Discussion  führt  zu  dem  Resultat  ^^^,  dais  sich  die  36  Elasticitäts- 
constanten  des  Äthers  durch  nur  12  von  ihnen  ausdrücken  lassen 
müssen;  lasse  man  dann  noch  die  von  der  Dilatation  abhängigen 
Glieder  weg  [wieso  das  erlaubt  ist,  sagt  er  freilich  nicht],  so  blieben 
noch  sechs  Constante.  Aus  der  Art,  wie  sich  diese  bei  orthogonaler 
Coordinateutransformation  verhalten,  schlieist  er^^*),  dafs  man  durch 
Einführung  geeigneter  Axen  noch  drei  von  ihnen  beseitigen  könne, 
sodafs  er  schliefslich  Gleichungen  der  Form  erhält: 

^^^^  Wt^      ^  diKF^'^di)"^  ^l\Fx'^'S7)'"■ 

Da.YB,us  ergiebt  sich  für  das  Quadrat  der  zu  einer  bestimmten 
Stellung  der  Wellenebene   gehörenden  Fortpfianzungsgeschwindigkeit 


5049)  §  87,  p.  211.  Die  Resultate  sind  hier  mathematisch  elementar. 
Lame  bemerkt  übrigens  (§  89,  p.  2*22),  er  habe  entsprechende  Rechnungen 
auch  ffir  ein  von  der  Kugel  wenig  abweichendes  EUipsoid  durchgeführt 
und  übereinä timmende  Resultate  erhalten. 

5050)  §  91,  p.  225.         5051)  §  92,  p.  227. 
5052)  §  93,  p.  231.         5053)  §  93,  p.  283. 
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eine  Gleichung  3.  Grades  ohne  constantes  Glied  ^^^),  und  damit  für 
die  Wellenfläche  die  von  Fresnel  gefundene  Gleichung,  nur  dafs  bei 
ihm  die  Schwingungsebene  in  die  Polarisationsebene  fällt ^^^).  Es 
folgt  dann  eine  ausführliche  geometrische  Discussion  der  Wellenfläche, 
die  mit  der  Aufzählung  ihrer  möglichen  Ausartungen  schliefst  ^^'). 

Die  20.  Vorlesung  ^^^"^  bespricht  noch  einmal  die  in  der  Optik 
angewendeten  Begriffe:  ebene  und  sphärische  Welle,  das  Hujgens'sche 
Princip,  Presners  Construction  der  Doppelbrechung.  Dabei  unter- 
scheidet Lame  „unfruchtbare^  (blofs  coordinirende)  und  ,,fruchtbare^^ 
Hypothesen;  die  letzteren  seien  vorzuziehen,  wenn  sie  auch  nur  einen 
kleineren  Kreis  von  Erscheinungen  beherrschten^^. 

Dann  fährt  er  fort^*^):  um  das  Huygens'sche  Princip  an- 
wenden zu  dürfen,  müsse  man  zuerst  zeigen,  dafs  von  einem  Er- 
schütterungscentrum aus  sich  ausbreitende  Wellen  überhaupt  möglich 
seien.  Dazu  sei  erforderlich,  dafs  den  Gleichungen  genügt  werde 
durch: 

l-Xcosi^^^,..-  (23) 

unter  X,  Y,  Z  die  partiellen  Ableitungen  einer  Potentialfunction  <p, 
unter  i  den  Parameter  der  Wellenflächen  verstanden ;  aufserdem  müsse : 

|!L  |i  + 0  (24) 

sein,  d.  h.  die  Schwingungsrichtung  in  die  Tangentialebene  der 
Wellenfläche  fallen;  femer  müfsten  sich: 

dy  dz       de  dy''  ^     "^ 

von  den  partiellen  Ableitungen  einer  zweiten  Function  rf;  nur  durch 
constante  Factoren  a',  6^  c^  imtersoheiden;  endlich  müfste: 

c«Hr|i_6»7|i„|lE  (26) 

cy  dz       ex'  ^     '^ 

sein**^).     Elimination  von  q>  giebt  für  X  die  Gleichung: 


5054)  §  94,  p.  23Ö. 

&0Ö5)  §  97,  p.  244.  §  182,  p.  329  kommt  Lam^  noch  einmal  auf  diese 
Fiage  zurück:  die  angewendeten  Formeln  seien  jedenfalls  nur  eine  erste 
Annäherang;  aus  Cauchy^s  Arbeiten  scheine  hervorzugehen,  dafs  man  bei 
Berücksichtigung  secundärer  Einflüsse  zu  ganz  anderen  Resultaten  ge- 
langen könne. 

5066)  §  106,  p.  267.         6067)  §  106,  p.  269.         5058)  p.  280. 

5069)  §  117,  p.  295.         5060)  §  118,  p.  297. 
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©■+ 


6*cM^     A «^ 


die  in  der  That  von  dem  Parameter  der  Wellenflftche  erfüllt  wird^^^); 
und  die  Schwingungen  sind  dann  in  der  That  zum  Strahl  senkrecht. 
Weiter  ergieht  sich: 

(28)  X  =  »(y|i-.fA),... 

unter  w  eine  bekannte  Function  der  Coordinaten  verstanden ^^*). 
Der  Schwierigkeit:  was  denn  im  Störungscentrum  selbst  vorgehe, 
für  das  die  Formeln  unendlich  grofse  Amplituden  ergeben,  könne 
man  nur  durch  die  Annahme  von  Ätherhüllen  um  die  Molekeln 
entgehen**^).  Dispersion  zu  erklären  sei  Sache  einer  Art  von 
Störungstheorie  ^*^).  Schliefslich  giebt  er  noch  einige  Betrachtungen 
über  die  innere  Constitution  der  Körper,  doch  nur  lun  sie  als  noch 
verfrüht  wieder  bei  Seite  zu  schieben;  nur  daÜB  die  Annahme  eines 
Lichtftthers  unumgänglich  sei,  sei  unwiderleglich  bewiesen  ^^^). 

§  93.    An  Lame's  Lehrbuch  der  Elasticitätstheorie 
sich  anschliefsende  Abhandlungen. 

Als  Ergänzung  zu  seinem  Lehrbuch  hat  Lame  noch  das  elastische 
Gleichgewicht  einer  Hohlkugel  unter  allgemeinen  Voraussetzungen 
behandelt  ^^^.  Die  Einleitung  verbreitet  sich  darüber,  dafs  man  bei 
diesem  Probleme  alle  Integrationsconstanten  mit  einem  Schlage  be- 
stimmen müsse;  die  Eliminationsmethode,  durch  die  es  bei  den 
Problemen  der  mecanique  Celeste  [gemeint  ist  jedenfalls  die  Figur 
der  Himmelskörper,  §  31  ff.]  und  der  Wärmeleitung  [vgl.  §  49,  §  54] 
gelinge,  die  Factoren  voneinander  zu  isoliren,  versage  hier  zunächst. 
Aber  die  Fruchtbarkeit  der  Methode  [der  Reihenentwicklung]  zeige 
sich  darin,  dafs  man  auch  in  diesem  schwierigeren  Falle  mit  ihr  durch- 
komme. Die  Durchführung  geht  aus  von  den  mit  zwei  Elasticitäts- 
Constanten  geschriebenen  Gleichungen  in  Polarcoordinaten  ^^^).  Dabei 
setzt  er  sie  fdr  ganz  beliebige  äufsere  Kräfte  an^^^,  behandelt 
aber  dann  doch  nur  die  Fälle,  dafs  nur  die  Schwere  oder  nur 
die    Centrifugalkraft    oder    nur    eine    Anziehung   nach    dem    Kugel- 

5061)  §  120,  p.  302.  5062)  §  124,  p.  317.         5063)  §  129,  p.  325. 

5064)  §  138,  p.  331.  5065)  §  134,  p.  332. 

5066)  J.  de  math.  19,  1854,  p.  51;  Auszug  Par.  C.  R.  37,  1858,  p.  145. 

5067)  §  1,  p.  55. 
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cenimm  hin  proportional  dem  Abstand  von  diesem  wirkt;  in  diesen 
F&llen  lassen  sich  leicht  particoläre  Integrale  der  Gleichungen  mit 
zweiten  Gliedern  geben,  sodafs  man  sich  ftlr  das  weitere  auf  die 
Untersuchung  der  homogenen  Gleichungen  beschränken  kann^^.  In 
diese  führt  er  durch  die  Gleichungen: 

d(riiW)       du 


dr  dt(> 

du      d(rV) 


-^-y^-^'^^  w 


d(p  er  yi^fi* 

neue  unbekannte  ein^^^;  die  Gleichungen  nehmen  dann  die  Form  an: 

• 

dB       dr Si/i s  ^^ 

c^Ij       dtp  '^         ^    dr  ^ 

|£_|^  =  V/rr7.|£,  (2) 

er        drj)        ^  ^    dtp  ^  ^  ^ 

dj±_c^_  1         de 

dip        dr  ~~    yi  __  ^«  dip  ' 

und  auÜBerdem  erhält  man: 

i(p*)  +      L_  a  (j/r-E?^  +  ,-m5  -  0.        (3) 

dr       *   yi^^t  dfp  *    1  —  n*  dip  ^  '' 

Aus  den  Gleichungen  (2)  ergiebt  sich  zunächst,  daTs  a  die  Laplace'sche 
Differentialgleichung  (§32,  1)  erfOllen  mufs.  Damit  sei  der  Weg 
zur  Integration  vorgezeichnet;  man  müsse  zuletzt  diese  letztere 
Gleichung  allgemein  integriren,  dann  A^  B,  F  aus  den  Gleichungen 
(2),  (3),  endlich   CT,   F,   W  aus  den  Gleichungen  (l)  und  aus: 

c(r'U) 1     djyr-^'ji^rv)      1    d(yr-^'rw)_^,^  .^. 

ör       '  yi_J4«  dtp  '"l  — fi'  d'ip  ^  ^ 

bestimmen.     Das  erstere  geschieht  durch: 


^c:^  vn  ,  .       .v^v      |=»-4cosi/ti;  + Csini/t(;,     .. 

^^\s     -TS  /    n  K(*j,     f  =  5cosvt/;  +  Dsinvt/;.     ^^ 


0   rsQ 


Da  im  vorliegenden  Falle  a  eine  periodische  Function  von  tff  sein  müsse,, 
kämen  nur  ganzzahlige  Werte  von  v  in  Betracht;  in  anderen  Fällen 

6068)  §  2,  p.  67. 

6069)  §  3,  p.  69.  Im  Auszug  Par.  C.  R.  bemerkt  er,  durch  die  Ein- 
föhmng  dieser  Hilfsgröfsen  werde  jeder  Zweifel  über  die  Allgemeinheit 
der  erhaltenen  Lösungen  beseitigt. 
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könne  es  anders  sein^^®).  Werden  diese  Ausdrücke  in  (2)  ein- 
gesetzt, so  kann  man  von  den  so  entstehende^  Gleidiungen  zunächst 
particuläre  Lösungen  A^^  B^,  F^  angeben,  nämlich*^*): 


(6) 


A-0,    B.=2' 


r-  +  '    d4  1     ds\     ^i"0») 


^.-2 


n  +  1  dtp       nr'*  dip  J   y j  __  ^i  ' 

Mn^-;^f  (i-f*^— dir- 


Dazu  treten  die  allgemeinen  Lösungen  der  entsprechenden  Gleichungen 
ohne  zweite  Glieder,  nämlich: 

(7)  ><i«y^^,     Bi«-^,     ^1=^-, 
wo  Fl  selbst  von  der  Form: 

(8)  F,=^^{i,,-+trr-''-']Pi'-K(^) 

ist.  Die  Werte  von  Uj  F,  W  lassen  sich  dann  aus  je  drei  Teilen 
^e)  ^1)  ^2)  ^ «1  •  •  •  zusammensetzen;  jedes  dieser  Functionentripel 
genügt  dabei  Gleichungen  der  Form  (l),  in  denen  nur  Ay  B,  F  da0 
eine  Mal  durch  A^,  B^,  r*^,  das  zweite  Mal  durch  A^,  B^,  /\,  das 
dritte  Mal  durch  0,  0,  0  ersetzt  sind^^*).  Diese  letzteren  haben 
die  Form: 

(9)      ü,^'^,    y%--'I~.   W, 7^==-!?% 

^  ^  *        er  ^        *       r    dfp  ^         *        ryt  —  ^«    ^^  ' 

unter  F^  eine  dritte  Function  der  Form: 

(10)  l^,=^{^r"+?,r-'-'} 

verstanden.    Die  Ausdrücke  der  U^^   Fj,   TF^  gehen  aus  (6)  hervor, 

5070)  §  4,  p.  62.  Im  Auszug,  p.  149,  wird  diese  Bemerkung  noch 
etwas  weiter  ausgefOhrt:  man  müsse  zu  den  gefundenen  Gliedern  noch 
andere  hinzunehmen,  wenn  man  nur  einen  Teil  einer  Eugelschale,  z.  B. 
einen  von  zwei  Meridianebenen  imd  zwei  Kegeln  constanter  Breite  be- 
grenzten, behandeln  wolle.  Wenn  man  das  erledigt  habe  —  aber  auch 
erst  dann  —  werde  es  jedeni'alls  auch  möglich  sein,  den  Grenzübergang 
zum  Cylinder  und  zum  Parallelepiped  durchzuführen. 

5071)  §  5,  p.  64  („integrales  particuli^res  et  essentielles^^).  §  10,  p.  80 
berichtet  er,  er  habe  diese  Integrale  zuerst  in  ziemlich  complicirter  Form 
erhalten  und  dann  mit  Hilfe  der  Relationen  zwischen  den  Zugeordneten 
der  Kugelfunctionen  vereinfacht. 

6072)  §  6,  p.  66. 
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indem    man    dort    g,    ^   durch    1^,    i^   ersetzt     Endlich  die   dritten 
Bestandteile  haben  die  Form: 

ü,  =^  j-  yr-  +  »|  -  y,  ^  t)  !>(')(„), 

^^•-Z  (     P*^    dt  +  P»  ?^  d^l  yr=r;^  • 


(11) 


Zwischen  den  hier  auftretenden  Goefficienten  /3,  ^,  /}^,  ^^^  ergeben 
sich  Relationen  vermöge  der  äuTseren  und  inneren  Oberflächen- 
bedingungen, aus  denen  diese  CoefBcienten  zum  Teil  mittelst  der 
Integraltheoreme  (§  34,  4)  sofort  berechnet  werden  können.  Zum 
Teil  aber  haben  diese  Relationen  die  Form: 


y  1  —  ^*  J 


(12) 


in    der  F  und  ^   gegebene  Functionen  bedeuten.     Um   diese  auf- 
zulösen, leitet  Lam6  das  Integraltheorem  her^^^): 


-1 


dfi 


0    für    w  +  w, 
1 


(13) 


(n+l)J'(P(')0«))«d^fiir 

-      1 


m  =  /«. 


Um  mit  dessen  Hilfe  z.  B.  jE[/,<,n  zu  isoliren,  braucht  man  nur  in 
der  ersten  Gleichung  (12)  mit  (l  —  (A^)drip{(i)/dity  in  der  zweiten 

mit  lPjp{fi)/yi  —  fi*  zu  multipliciren,  zu  addiren  und  zu  integriren. 
Für  l  ■=  0  Iftfst  sich  jede  der  beiden  Gleichungen  für  sich  behandeln. 
Den  Wert  des  als  Nenner  auftretenden  Integrals  bestimmt  er  mit 
Hilfe  der  Recursionsformeln  zwischen  den  Zugeordneten  der  Kugel- 
fimctionen;  er  findet  **^*): 


6073)  §  9,  p.  76.         6074)  §  10,  p   78. 
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Aus  den  so  berechneten  Coefficienten  sind  dann  noch  die  der 
ursprünglichen  Reihen  durch  Auflösung  von  linearen  Gleichungen 
zu  berechnen  ^^^).  Dabei  hat  man  in  jedem  der  spedellen  Systeme 
f&r  n  =  1,  1  =  0,  1  eine  Unbekannte  weniger  als  Gleichungen;  das 
ftlhrt  zu  Relationen  zwischen  den  gegebenen  ftuüseren  Kräften,  die 
erfüllt  sein  müssen,  wenn  diese  Kräfte  an  der  als  starr  gedachten 
Kugelschale  sich  Gleichgewicht  halten  sollen.  Andererseits  bleiben 
dabei  vier  Gonstante  unbestimmt  ^^^);  die  mit  ihnen  multiplicirten 
Glieder  stellen  Bewegungen  ohne  Formänderungen  dar.  Die  Glieder 
mit  n  =»  0  geben  keine  neuen  ünbestinmitheiten.  Zum  Schlufs  giebt 
Lame  noch  an,  wie  man  das  Problem  mit  auf  die  Masse  wirkenden 
äufseren  Kräften  auf  das  ohne  solche  Kräfte  reduciren  könne. 

Für  Lamers  Auffassung  des  Verhältnisses  zwischen  reiner  und 
angewandter  Mathematik  charakteristisch  ist  die  Schlufsbemerkung 
des  Auszuges  ^^^:  ,4'^^^^^  ^®  ^&  science  manifeste  comme  une  loi 
du  progres  que  les  geometres  habituellement  occup^s  d'analjse  pure, 
soit  par  prevision,  soit  par  une  sorte  de  logique  instinctive,  s'exercent 
precisement  sur  les  sujets  qui,  dans  une  epoque  prochaine,  seront 
r^lames  comme  instruments  par  les  sciences  d'application.^' 

Weitergeführt  sind  diese  Untersuchungen  Lamers  von  H.  Resal^'®). 

Er  benutzt  Elasticitätsgleichungen  mit  nur  einer  Constanten,  obwohl 

er  weiDs^^^),  daüs  die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  bezweifelt  wird, 

und  leitet  sie  noch  einmal  vollständig  ab,  sowohl  von  molecular- 

1  theoretischen  Anschauungen,  als  auch  von  der  Vorstellimg  der  Druck- 

ikräfte    in    einem    Continuum    aus.      Die    Gleichungen    für    Polar- 

'coordinaten  stellt  er  nur  von  der  letzteren  Vorstellung  aus  auf*^^). 

Dabei  stellt  er  die  Druckcomponenten  auf  die  krummen  Coordinaten- 

flächen    als    Functionen    der    Verschiebungen    in    der   Coordinaten- 

richtung  mit  Hilfe  der  Formeln  für  die  Transformation  cartesischer 

Coordinaten  dar;  er  findet  diesen  Weg  mindestens  ebenso  natürlich 

und  ebenso  einfach,  als  den  sonst  eingeschlagenen,  der  die  Relationen 

§  57  (2)  (vgl.  ^^))  benutzt.     Für  den  Fall,  dafs  nur  die  Schwere 

und   die  Centrifngalkraft  wirken,   seien  nur  Verrückungen  senkrecht 

6075)  §  11,  p.  81.        6076)  §  12,  p.  85.        6077)  Par.  C.  R.  87,  p.  149. 

6078)  Th^se  Paris  1856;  bis  auf  kleine  Änderungen  der  Bezeichnung 
wörtlich  reproducirt  in  der  1.  (nicht  in  der  2.)  Aufl.  von  R^saFs  traite 
^l^mentaire  de  m^canique  Celeste,  Paris  1865,  chap.  X,  p.  895. 

5079)  p.  12  bezw.  404.         5080)  p.  17  bezw.  nr.  186,  p.  408. 
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in  der  Meridianebene  und  zwar  symmetrisch  um  die  Axe  möglich  ^^^). 
Die  noch  übrig  bleibenden  Wirkungen  zerlegt  er  dann  in  je  zwei 
Bestandteile,  von  denen  der  eine  nur  von  der  Schwere,  der  andere 
nur  Ton  der  Gentrifugalkraft  herrührt  ^^^.  Die  Bestimmung  der 
ersteren  erfordert  nur  elementare  Hilfsmittel  ^^^);  bei  der  Bestimmung 
der  letzteren  schlielist  er  sich  an  Lame^^^)  an.  Er  erhält  fOr  die 
beiden  Gröfsen: 

zwei  lineare  Differentialgleichungen  mit  zweiten  Gliedern,  von  denen 
sich  aber  ein  particuläres  Integral  leicht  angeben  lälst'^^^).  Um  die 
übrig  bleibenden  Gleichungen  ohne  zweite  Glieder  zu  lösen,  setzt  er 
für  die  Dilatation  eine  Entwicklung  der  Form  an®^: 


OD 


«  =2  (^.''  +  B,r—  1) P. ifi)  (16) 


(die  Glieder  mit  Kugelfunctionen  zweiter  Art,  die  an  imd  für  sich 
hier  auftreten  könnten,  kommen  für  eine  vollständige  Kugelschale 
nicht  in  Betracht);  fär  die  dem  Z  entsprechende  Gröifie  %  erhält 
er  dann: 

und  für  die  übrigen  Componenten  ebenfalls  Entwicklungen  nach 
Legendre'schen  Polynomen.  Die  Constantenbestimmung  erfordert 
aufser  den  Integraltheoremen  dieser  Polynome  selbst  noch  andere,  in 
denen  auch  ihre  Ableitungen  bezw.  die  Zugeordneten  vorkommen; 
diese  sind  als  specielle  Fälle  in  den  von  Lame^^')  gegebenen  ent- 
halten. Es  stellt  sich  heraus,  dafs  alle  Goefficienten  Null  sind, 
aufser  die  der  beiden  Poljmome  Pq  und  Pj^^^).  Die  Berechnung 
der  Goefßcienten  Ä^,  B„  führt  er  nur  für  den  Fall  vollständig  durch, 
dafs  die  Dicke  der  Schde  vernachlässigt  werden  kann^®*);  in  diesem 
Falle  sind  die  deformirten  Meridiane  Ellipsen.  Er  kommt  zu  dem 
SchlufB**^*^):    wenn    man    die    Abplattung   durch    die    Wirkung    der 

5081)  p.  18  bezw.  nr.  187,  p.  412. 

6082)  p.  19  bezw.  nr.  188,  p.  418. 

6083)  p.  24  bezw.  nr.  189,  p.  419. 

5084)  p.  27  bezw.  p.  420.         6085)  p.  34  bezw.  p.  424. 
5086)  p.  86  bezw.  p.  433.         5087)  p.  39  bezw.  p.  489. 
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Centrifagalkrafb  anf  die  schon  fest  gewordene  Erdrinde  erklftren 
wollte,  mfifste  man  dieser  einen  sehr  grofsen  Elasticitfttscoefficienten 
zuschreiben. 

Die  Schwingungen  einer  ellipsoidischen  Schale  hat  Painvin 
behandelt '^^).  Er  zeigt  zun&chst  noch  einmal  im  Anschlufs  an 
Lame*^,  dafs  sowohl  die  Bestimmung  der  longitudinalen***),  als 
die  der  transversalen  Schwingungen  ^^^)  auf  die  Integration  der 
Differentialgleichung  der  Schallbewegung  hinauskommt.  Soll  dieser 
durch  ein  Product  aus  einer  Function  T  der  Zeit  allein  und  dreier 
Functionen  81^,  Sig,  Sig  genügt  werden,  deren  jede  nur  von  je  einer 
der  drei  elliptischen  Coordinaten  abhSngt,  so  müssen  diese  einzeln 
den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  genügen  ^^^): 

wo  zur  Abkürzung: 


(19)  *> - VXeF «•*) (e! - «*),    h-ViÄ^^')i<^-i>X), 

Z.,=  |/(6«-pi)-(c»-p») 

gesetzt  ist.  Die  Oberfiächenbedingungen  für  longitudinale  Schwingungen 
verlangen*^*),  daGs: 

(20)         «1=0,     ^^  =  0  für  Q^^  A  und  für  ^  =»  ^^ 

sei.  Für  «^  und  9i|^^  dagegen  müssen  die  überall  endlich  bleibenden 
Integrale  der  betreffenden  Gleichungen  gewählt  worden.  Aus  den 
so  gefundenen  particulären  Integralen  bildet  er  unendliche  Reihen 
und  bestimmt  deren  Constante  aus  den  Anfangsbedingungen  mit 
Hilfe  der  Integraltheoreme,  die  er  zu  diesem  Zwecke  noch  einmal 
ableitet.  Auch  beweist  er,  dafs  die  zur  Bestimmung  der  den  Con- 
stanten g,  m^  /),  M  (die  in  91^  enthaltene  Constante)  dienenden 
Gleichungen   keine   imaginären   Lösungen   haben   können  ^^^);   femer, 

5088)  Thfese  Paria  1854.         5089)  p.  9.         6090)  p.  10. 

5091)  p.  28.     Er  beruft  sich  für  das  Integrationsverfahren  auf  Vor« 
lesungen  LiouvilleV 

5092)  p.  25.         5098)  p.  27.         5094 .  §  2,  p.  86. 
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dais  alle  zulässigen  Werte  von  q  voneiDander  verschieden  sind  (indem 
er  die  Gleichung,  der  8i|9ls8l3  genügt,  mit  ihrer  Ableitung  nach  q 
verbiiidet)^^^),  und  dals  zu  einem  bestimmten  Wertepaare  $,  m  nur 
voneinander  verschiedene  Werte  von  n  gehören,  indem  er  die  Glei* 
ehungen  (18)  ebenso  behandelt ^^^).  Dann  zeigt  er  noch,  dals  bei 
einer  Bewegung,  die  nur  durch  einen  einzigen  Term  der  Reihen- 
entwicklung dargestellt  wird,  die  fioioteniinien  in  bestimmte  Krünmiungs- 
linien  des  Ellipsoids  fallen  ^^^);  schliefslich  giebt  er  die  zu  der  ge- 
fundenen Lösung  gehörenden  Werte  der  Verrückungs-  und  der  Druck- 
componenten  *^*). 

§  94.    Lamers  spätere  Lehrbücher. 

Ende  der  fönMger  und  Anfang  der  sechziger  Jahre  hat  Lame 
drei  weitere  Vorlesungshefte  erscheinen  lassen.  Das  erste  derselben 
„über  die  ümkehrung  der  Transcendenten  und  die  isothermen 
Flächen"*^  ist  der  Ausführung  des  Gedankens**^)  gewidmet,  dafs 
nicht  die  durch  Integrale  definirten  Functionen,  auf  die  man  durch 
die  Probleme  der  mathematischen  Physik  zimächst  geführt  wird, 
sondern  ihre  Umkehrungen  das  mathematisch  einfachere  seien.  Dem- 
gemfifs  beginnt  er^^^^)  mit  einer  Recapitulation  seiner  Definition 
einer  Schar  isothermer  Flächen: 

f{x,  y,  r)  =  t  (1) 

als  einer  solchen,  die  der  Differentialgleichung: 

J^f  =  0  (2) 

genügt;  die  GröDse  e  nennt  er  den  thermometrischen  Parameter  der 
einzelnen  Fläche.  Aus  seinem  früher  bewiesenen  Satze ^^^)  schliefst 
er,  dafs: 

'  "'  (3) 


/: 


9W 

ein  thermometrischer  Parameter  ist**®*).  Für  eine  Anzahl  von 
Flächenscharen  ftUirt  er  das  näher  aus  (confocale  parabolische 
Cylinder,  concentrische  Kugeln,  confocale  Paraboloide,  confocale 
elliptische  und  hyperbolische  Cylinder)**®')  Er  bestimmt  jedesmal 
den   thermometrischen  Parameter  als  Function  des  „geometrischen" 

5095)  p.  SS.         5096)  p.  30.         6097)  §  3,  p.  39.         6098)  p.  44. 

5099)  Le9on8  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  sur  les 
surfaces  isothennes,  Paris  1857. 

5100)  p.  VH.         6101)  §  1,  p.  1.         6102)  §  6,  p.  6. 
5103)  §6—10,  p.  6-18. 
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und  schliefst  mit  der  Stellung  des  Problems,  diese  Beziehung  um* 
zukehren  ^^^).  Dann  behandelt  er  ausführlich  die  confocalen  Rotations- 
flftchen  2.  Grades,  für  die  die  ümkehrungsfunctionen  Kreis-  bezw. 
Hyperbelfunctionen  sind*^^).  Um  solche  Umkehrfunctionen  zu  unter- 
suchen, sei  der  zunächst  liegende  (bedanke  ihre  Entwicklung  in 
Potenzreihen  aus  der  Differentialgleichung;  aber  diese  Entwicklung 
lehre  nichts  über  ihre  Eigenschaften  ^^^.  Vielmehr  müsse  man  von 
dem  Additionstheorem: 

(4)  l{a  +  ß)^FH{a),l(ß)) 

ausgehen  und  die  Fimction  F  zu  bestunmen  suchen  ^^^^). 

Das  fährt  er  zunächst  für  die  zu  den  hyperbolischen  Cylindem 
gehörenden  Umkehrfunctionen  aus,  die  durch: 

X  e 

(5) 


/dl        ^    r       dXi 

0  ^ 


definirt  sind^*^).     Wird  das  vollständige  Integral: 

0 

eingeführt,  so  ergiebt  sich: 

(7)  ,_,=  r_i^= /^_^i= 

und  daraus:    wird  a  »  g  genommen  und  ß  durch  —  ß  ersetzt,  so 

muJDs  sich  F  auf  ]/i  —  ^^{ß)  reduciren.  Die  einfachste  Function, 
die  diesen  Bedingungen  genügt  und  die  erforderlichen  Symmetrie- 
eigenschaften hat,  ist: 

(8)  F(x,  y)  -  xyi"=^'±  3^>/r:r^"«^), 

und  diese  ist  in  der  That  die  gesuchte.  Auch  die  Periodicität 
dieser  Functionen  ergiebt  sich  aus  ihren  Integraldarstellungen  *^*®). 
Ebenso  behandelt  er  die  zu  dem  System  der  confocalen  abgeplatteten 
Rotationsellipsoide  gehörenden  l\mctionen  sec  und  tg^^^^).  Schliefs- 
lich  f&hrt  er  imaginäre  Argumente  ein,  ohne  sich  über  die  Zulässig- 
keit  dieses  Vorgehens  Sorge  zu  machen;  namentlich  schliefst  er  ohne 

5104)  §  12,  p.  15.  5105)  §  20,  p.  27.  5106)  §  22,  p.  31. 
5107)  §  23,  p.  32.  5108)  §  26,  p.  33.  5109)  §  27,  p.  36. 
5110)  §  28,  p.  36.         5111)  §  31,  p.  39. 
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weiteres  von  der  reellen  Periode  der  Kreis-  auf  die  rein  imaginäre 
Periode  der  Hyperbelfdnctionen  ****). 

Dann  wendet  er  sich  zum  allgemeinen  Fall  der  dreiazigen 
confocalen  Flachen  zweiten  Grades  ^^^').  Für  jede  der  drei  Fl&chen* 
scharen  erhalte  man  drei  Functionen,  im  ganzen  also  neun,  die  man 
alle  als  gleichberechtigt  behandeln  müsse.  Zur  Ableitung  ihres 
Additionstheorems  geht  er^^^^)  davon  aus,  dafe  es  sich  im  Grenzfall 
auf  das  der  hyperbolischen  Tangente  reduciren  müsse.  Für  die 
ümkehrungsfunctionen  des  Integrals: 


r 


"  (9) 


und  zwei  zugehörige  Functionen,  die  er  (vgl.  §  90,  56)  mit 

v^cä{b),     yh^-v^^cBiß),     l/c»-v*-cC(0        (10) 

bezeichnet  und  pseudosinus,  pseudocosinus,  pseudorayon  nennt,  be- 
stinunt  er  zunftchst  die  reellen  Perioden  ^^^^);  durch  lineare  Trans* 
formation  erhält  er  die  zu  den  beiden  anderen  Flächenscharen 
gehörenden  Functionentripel  ^^^*).  Dann  führt  er  eine  imaginäre 
Transformation  aus^^^^  und  gewinnt  mit  ihrer  Hilfe  die  doppelte 
Periodicität"^»). 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die  Flächen  fahrt  *^^^)  zu 
der  folgenden  Darstellung  der  Coordinaten  ihrer  Punkte  durch  die 
ümkehrungsfunctionen : 

lix^cAA^A^,    kk'y^cBB^Bi,     k't^eCC^C^,       (11) 

die  dann  weiter  discutirt  wird.  Ausführlich  behandelt  er  auch  den 
Übergang  von  dem  allgemeinen  System  zu  seinen  Ausartungen  ^^^), 
namentlich  den  zum  allgemeinen  sphärischen  System,  dessen  Wichtig- 
keit för  heuristische  Zwecke  er  besonders  hervorhebt  ^^'^). 

Nachdem  dann  noch  das  Transformationsproblem  im  wesentlichen 
im  Anschluüs   an  Jacobi  behandelt  ist,  beginnen   mit  der  13.  Vor- 


5112)  §  33,  p.  41.  Er  beklagt  sich  bei  dieser  Gelegenheit  über  die 
Kückständigkeit  der  damaligen  französischen  Unterrichtsprogramme. 

5113)  §  35,  p.  45.         5114)  §  39,  p.  49.         5115)  §  43,  p.  54. 
5116)  §  47,  p.  62.         5117)  §  57,  p.  75. 

5118)  §  61,  p.  79.  „La  v^ritable  d^couverte  d'Abel"  sieht  er  übrigens 
(§  66,  p.  87)  in  der  Mnltiplicationsformel;  sie  auf  die  doppelte  Periodicität 
beschränken,  heifse  ihre  Grofsartigkeit  verkennen.  Weitere  Ausfahrnngen 
hierüber  noch  als  Anhang  zur  12.  Vorl.,  p.  185. 

5119)  $  81,  p.  107.  5120)  9.  Vorl.,  p.  121.  5121)  §  103,  p.  13G. 
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lesung^^^^  die  AnweDdungen  auf  physikalische  Probleme,  zoD&chst 
auf  die  Wärmeleitung.  Lame  findet*^**),  bequemer  als  die  Trans- 
formation der  Differentialgleichungen  von  Cartesischen  auf  krumm- 
linige Coordinaten  sei  ihre  directe  Aufstellung  fEb:  diese  letzteren. 
Das  fCLhrt  er  für  ebene  und  räumliche  Polarcoordinaten,  dann  auch 
f&r  die  elliptischen  durdi;  er  erhält  fär  diese  letzteren  *^^)  als  die 
Differentialgleichung  der  stationären  Wärmeströmung: 

(12)  D«|'J-  +  2,j|y.  +  i,||;y  =  0 
mit: 

(13)  D^^Ä^-  Ä\  =  c*(^«-  1^«);  .  •  • 

Auch  giebt  er  an,  wie  diese  Formeln  für  abgeplattete  und  f&r  ver- 
längerte Rotationsflächen  ausarten. 

Von  Integrationsproblemen  behandelt  er  zunächst  das  des 
unbegrenzten  rechtwinkligen  Prismas*^**),  im  wesentlichen  wie 
Fourier*^^).  Dann  trennt  er  gerade  und  ungerade  Beetandteile  ^^^•); 
da  er  den  Anfangspunkt  der  Abscissen  in  die  Mitte  des  Intervalls 
verlegt  und  die  Bandbedingung  V  =^  0  fordert,  erhält  er  Ent- 
wicklungen nach  den  Binus  der  geraden  imd  den  Cosinus  der  un- 
geraden Vielfachen  des  Arguments,  für  die  Randbedingung  dV/dx 
=  0^^*^)  umgekehrt  solche  nach  den  Cosinus  der  geraden  und  den 
Binus  der  ungeraden  Vielfachen.  Für  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
epiped,  von  dem  fünf  Seitenflächen  auf  der  Temperatur  Null  gehalten 
werden,  während  auf  der  sechsten  die  Temperatur  eine  gegebene 
Function  der  Coordinaten  ist,  erhält  er***®)  doppelte  trigonometrische 
Reihen. 

Für  die  stationäre  Wärmebewegung  in  einer  Kugel  ist  das 
allgemeine 'Olied  das  Product  aus  r"  in  eine  Kugelflächeniimction 
n**'  0.  *'*•).  Lame  leitet  verschiedene  Relationen  zwischen  den 
Legendre'schen  Polynomen  und  ihren  Zugeordneten  ab  und  bestinomt 
mit  deren  Hilfe  das  Integral"«^)  (vgl.  §  93,  14): 

(u)     fKY^^-^fi^unc^- 

Für  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  enthält  das  allgemeine 
Entwicklungsglied    neben    trigonometrischen    Functionen    der   Länge 

5122)  §  142,  p.  195.  5128)  §  148,  p.  196.  5124)  §  146,  p.  202. 
6125)  §  153,  p.  211.  5126)  §  158,  p.  219.  5127)  §  169,  p.  220. 
5128)  §  161,  p.  224.         5129)  §  166,  p.  286.         5180)  §  171,  p.  245. 
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Functionen  Pj  JR  der  transcendenten  Parameter  A,  q,  die  Gleichungen 
der  Form  genügen  *^'^): 

(X*  -  (^k^)  P''(l)  +  (2  A»  -  cU)  P\l)  =  (AI*  -  ?c*)  P(l),    (15) 

unter  A,  I  noch  disponible  Parameter  verstanden.  Wenn  das  EUipsoid 
in  eine  Kugel  übergeht,  müssen  auch  diese  P  in  die  entsprechenden 
Kugelfunctionen  übergehen;  daraus  glaubt  Lame  schlielsen  zu 
können"'*),  daüs: 

h^n(n  +  l)  (16) 

genommen  werden  müsse.  Wird  dann  noch  |/c*  —  l^/c  durch  fi 
ersetzt,  so  geht  die  Gleichung  (15)  in  die  der  Zugeordneten  der 
Legendre'schen  Polynome  reellen  Arguments,  die  für  B  in  die  der- 
selben Functionen  rein  imaginären  Arguments  über;  die  Vergleichung 
der  verschiedenen  Formeln  liefert  ihm  noch  eine  neue  Darstellung 
dieser  Functionen,  in  der  sie  nach  Potenzen  des  Cosinus  der  Breite 
angeordnet  sind*^**). 

Für  das  verlängerte  Botationsellipsoid  (ellipsoide  ovaire,  wie 
er  es  nennt)  ergeben  sich  analoge  Resultate*^**). 

Endlich  gelangt  er  zum  allgemeinen  Ellipsoid^**^).  Die  Diffe- 
rentialgleichung des  einzelnen  Factors  wird  hier: 

i9^-PQ*+q)B"+{2Q^-pif)B'+{pz-n(n+l)Q^)B^0.     (17) 

Aas  dem  Verhalten  der  Grenzfälle  schliefst  er,  dafs  sie  sich  durch 
Polynome  integriren  lassen  müsse  **^;  der  Versuch,  eine  solche  Lösung 
anzusetzen,  führt  schliefslich  auf  eine  Gleichung  höheren  Grades 
für  den   Coefficienten  e.     Aufserdem    ezistiren  noch  Lösungen,    die 

Producte  rationaler  ganzer  Functionen  von  q  in  )/p  —  6*,  Yq^~~  ^* 

oder  V(p*— Ö  (?*~  ^*)  sind^^'^).  Schliefslich  recapitulirt  er  noch 
einmal  ^^'^)  den  Gedankengang  dieser  „marche  ascendante'^  die  von 
dem  einfachsten  Fall  —  der  Kugel  —  zu  den  complicirteren  führt. 
Dafs  alle  Wurzeln  der  Gleichung  fttr  z  reell  sind,  beweist 
er"*^*)  wie  Poisson**'^).  Hierauf  stellt  er  die  allgemeinste  Form 
der  Reihenentwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach  seinen 
Productcn  auf  ^"^),  spaltet  sie  aber  sofort  in  acht  Partialreihen,  von 
denen  jede  eine  gerade  oder  ungerade  Function  jeder  der  drei  recht- 
winkligen  Coordinaten    ist.     Dann   beweist   er   das  Integraltheorem 


5131)  §  178,  p.  249.         5132)  §  174,  p.  251.         6133)  §  180,  p.  259. 
5134)  17.  Vorl.,  p.  2G3.         5135)  18.  Vorl.,  p.  277. 
5136)  §  194,  p.  281.         5137)  §  196,  197,  p.  284—287. 
5138)  §  201,  p.  291.         5139)  §  203,  p.  295.         6140)  §  204,  p.  297. 
Jahresbericht  d.  Denttchen  Mathem.-Vereinigang.   X.  66 
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(er  nennt  es  „th.  fondamental^)  durch  partielle  Integration^^**). 
Die  so  erhaltene  Form  der  Entwicklung  formt  er  nachher  noch  um, 
indem  er  je  vier  Partiaireihen  zusammenzieht^***);  er  erhalt  so  auch 
eine  neue  Form  fCLr  die  Entwicklung  einer  Function  nach  Kugel- 
fanctionen,  die  der  EinftUirung  eines  Systems  sphärischer  Kegel- 
schnitte entspricht^***).  Die  in  den  Nennern  der  Coefficienten  auf- 
tretenden Doppelintegrale  reducirt  er  mit  Hilfe  einer  Oleichung 
(vgl.  §  90),  [die  im  wesentlichen  mit  der  Legendre'schen  Relation 
zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  I.  und  IE.  Grades 
identisch  istj^^**);  er  legt  Wert  darauf,  dafs  nach  dieser  Reduction 
keine  andere  transcendente  Zahl  als  %  in  den  Formeln  auftritt. 
Femer  weist  er  darauf  hin^**^),  dafs  man  aus  seinen  Formeln  die 
Gleichungen  einer  unendlichen  Reihe  algebraischer  isothermer  Flächen- 
Systeme  ablesen  könne.  Er  schliefst  mit  der  seiner  Angabe  nach 
u.  a.  auch  von  Jacobi  aufgeworfenen  Frage,  ob  man  die  Formeln 
durch  Anwendung  der  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 
vereinfachen  könne ^***);  er  glaubt  sie  verneinen  zu  müssen,  auf 
Grund  des  Verhaltens  der  Grenzflllle,  und  weil  in  den  Multiplications- 
formeln  Nenner  auftreten.  Überhaupt  könne  die  Frage  nach  einer 
rein  analytischen  Definition  seiner  Polynome  nur  „le  digne  ^mule 
d'Abel  et  de  Jacobi"  [Liouville?  Hermite?]  lösen. 

Zwei  Jahre  später  erscheint  eine  neue  Vorlesung  Lame's***^. 
Die  Vorrede  verspricht  eine  „geometrie  nouvelle",  die  sich  nicht 
mit  den  Eigenschaften  einzelner  Flächen,  sondern  mit  denen  von 
Flächensystemen  befasse;  dabei  bekennt  er  sich  jedoch  als  ent- 
schiedenen Anhänger  der  analytischen  gegenüber  der  rein  geo- 
metrischen Methode***®).  Er  beginnt  mit  der  Einführung  des  Be- 
griffs „fonction  de  point"  unabhängig  von  Coordinaten.  Gleich  const. 
gesetzt  giebt  eine  solche  Function  die  Gleichung  einer  Fläche 
(Niveaufläche,  isotherme  Fläche  u.  s.  w.).  Daran  schliefst  sich***®) 
die  Einführung  der  Differentialparameter  1.  und  2.  0.: 


5141)  §  207,  p.  301.         6142)  §  210,  p.  305.         5143)  §  211,  p.  807. 
5144)  §  215,  p.  313.         6145)  §  217,  p.  317.         5146)  §  320,  p.  320. 

5147)  Le9on8  sur  les  coordonn^es  currilignes  et  lenrs  diverses  appli- 
cations,  Paris  1859.  Ans  der  Art,  wie  er  sich  p.  VIT  ausdrückt,  sieht 
man,  dafs  er  auch  jetzt  noch  an  der  Vorstellung ^*^^)  festhält,  die  drei 
Hauptdruckebenen  in  den  Punkten  eines  elastischen  Körpers  müfsten 
immer  drei  Flächensysteme  umhüllen.  Dementsprechend  glaubt  er  auch 
noch,  es  käme  immer  nur  auf  die  Einfuhrung  geeigneter  Coordinaten  an 
(p.  IX;  §  52,  p.  93). 

5148)  p.  XL 

5140)  §  3,  p.  5.    Mit  S  bezeichnet  er  eine  Summation  über  die  drei 
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Sind  knunmlinige  Coordinaten  Qj  gegeben,  so  stellen  die  drei  Gröfsen: 

I'j-Mdi)  (19) 

die  Chrenzwerte  der  Verhältnisse  zwischen  dem  Increment  der 
Goordinate  Qj  von  einer  Fläche  zur  benachbarten  und  der  Dicke  der 
zwischen  beiden  an  der  betrachteten  Stelle  liegenden  Schicht  vor**^). 
Überhaupt  recapitulirt  Lame  hier  die  Formeln  seiner  Mheren  Ab- 
handlung»*»), namentlich  §  90  (31)  und  (32)"")  und  bestätigt  sie 
durch  eine  directe  Untersuchung  des  Wärmeflusses '^***).  Sind  die 
Coordinatenflächen  isotherm,  und  nur  in  diesem  Falle,  so  treten 
Vereinfachungen  ein^**^. 

Dann  ergänzt  Lame  seine  früheren  Untersuchungen  über  die 
Krümmung  der  orthogonalen  Flächen*®'*)  durch  Einfuhrung  der  drei 
,fparametrischen  Krünmiungen"  ^***) : 

hj'j.hj.  (20) 

Ist  der  2.  Differentialparameter  Null,  so  wird  die  parametrische 
Krümmung  gleich  der  doppelten  mittleren  Ki-Ümmung.  Weiterhin  ^^^^) 
erscheinen  die  6  +  3  Krümmungen  als  Projectionen  der  drei  „resul- 
tirenden  Krümmungen^'  auf  die  Normalen;  diese  sind  dabei  auf- 
getragen zu  denken  auf  drei  Geraden,  deren  Richtungscosinus  gegen 
die  Coordinatenrichtungen  die  Werte: 

J^hj  dQj  \cx/  ^     ^ 

haben. 

Die  hjj  bezw.  ihre  Reciproken,  die  i/^,  genügen  Differential- 
gleichungen, die  sich  als  Integrabilitätsbedingungen  der  früheren 
Relationen  ergeben  ^'^);  Lam^  verificirt  sie  an  den  cylindrischen  und 
conischen  Systemen ^^^^.     Aufserdem   giebt  er  noch  Gleichungen,   in 


Coordinaten  x,  y,  r,    mit  Z  eine  solche  über  die  drei  Indices  1,  2,  8. 
Vgl.  auch  §  15,  p.  25  die  Auseinandersetzung,  dafs  ein  solcher  Differential- 
parameter als  „une  d^riv^  naturelle^^  anzusehen  sei.     §  19,  p.  29  schlägt 
er  fÄr  sie  die  Namen  „Kraft"  und  „Argument"  einer  Function  vor. 
5150)  §  7,  p.  10.         5151)  §  13,  p.  21.         5152)  §  IC,  p.  25. 

5153)  §  22,  p.  32.  Lam^  weist  bei  dieser  Gelegenheit  auf  den  Satz 
hin:  ist  eine  Familie  von  Cylindem  isotherm,  so  sind  es  die  con- 
jugirten  auch. 

5154)  §  31,  p.  51.         6155)  §  36,  p.  61. 

5156)  §  43,  p.  76;  §  44,  p.  78.         5157)  §  48,  p.  84';  §  49,  p.  86. 
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denen  die  Ableitungen  der  Cartesischen  Coordinaten  nach  den  krumm- 
linigen auftreten*^**). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  beginnt  die  6.  Vorlesung^***)  mit 
der  Erklärung:  wenn  man  eine  Aufgabe  der  mathematischen  Physik 
für  einen  Körper  von  gegebener  Form  lösen  wolle,  sei  das  Erste  die 
Aufsuchimg  eines  geeigneten  Coordinatensystems.  Dazu  sei  die 
Integration  eines  Gleichungssystems  erforderlich,  das  entstehe,  wenn 
man  zu  den  Relationen  zwischen  den  Hj  noch  die  besonderen  Be- 
ziehungen des  betrachteten  Falles  hinzufüge.  Ein  Beispiel  gebe  die 
Methode,  durch  die  er  ursprünglich  zu  den  in  den  Le9ons  sur  les 
fonctions  inverses*^*)  systematisch  dargestellten  elliptischen  Functionen 
gelangt  sei;  er  habe  sich  bemüht,  einen  Weg  zu  finden,  der  rascher 
zum  Ziele  ftlhre  und  doch  den  Charakter  einer  „methode  d'inyention^^ 
aufweise,  aber  es  sei  ihm  nicht  gelungen.  Demgemäfs  setzt  er  aus- 
einander ^^^):  In  allen  Fällen,  in  welchen  man  die  Schwierigkeiten 
schon  frülier  habe  überwinden  können,  sei  dies  durch  Einführung 
dreifach  orthogonaler  Flächensysteme  gelungen.  Daher  müsse  man 
auch  hier  ein  solches  System  suchen,  zu  dem  das  vorgelegte  EUipsoid 
gehöre.  Da  femer  in  allen  jenen  Fällen  das  orthogonale  System 
auch  isotherm  sei,  so  konune  man  zur  Vermutung,  dafs  auch  hier 
nur  durchzukonunen  sei,  wenn  man  ein  solches  System  anstrebe. 
Dann  sei  aber: 

(22)  4  (Ä) = "'  •  • 

also  könne  man: 

(23)  Hj=Q,Q„... 

setzen,  wo  Qj  von  Qj  unabhängig  ist.  Durch  Heranziehung  des 
Grenzfalles  der  Kugel  konunt  er  zu  der  Überzeug^ung,  dafs  Qj  von  q^ 
und  Qf  wirklich  abhängen  mufs^^*^).  Die  weitere  Rechnung  führt 
ihn  auf  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Q^^^^\  von  der  man 
sofort  sieht,  dafs  sie  durch: 

(24^  Qj^Äl-Äl  ... 

befriedigt  werden  kann,  wo  Ä^  nur  von  q^  abhängt.  Er  habe  seit- 
dem bewiesen,  dafs  man  auf  diesem  Wege  wirklich  die  allgemeinste 
Lösung  erhält;  doch  machten  schon  die  vorhergehenden  Überlegungen 


5158;  §  50,  p.  88.         5150;  §  52,  p.  US. 
5160»  §  53,  p.  95.         5161)  §  55,  p.  97. 

5162)  §  56,  p.  99.     Lam^  wählt  die  Vorzeichen  unsymmetrisch,   lun 
alle  vorkommenden  Gröfsen  reell  zu  erhalten. 
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es  äufserst  wahrscheinlich,  dafs  die  so  gefundene  Lösung  die  gesuchte 
ist.  In  der  That  ergiebt  sich  dorch  Elimination,  dafs  die  Ä  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  der  Form  genügen  müssen  ^^••'^): 

Aj'  -  mj  +  njÄ^j  +  PjAj,  (25) 

Statt  die  Coefiicienten  durch  wirkliche  Durchführung  der  Elimination 
zu  ermitteln,  überlegt  er  sich  qualitativ,  wie  sie  aussehen  müssen  ^^^); 
nachträglich  zeigt  er^**'*),  dafs  die  so  gefundenen  Gleichungen: 

^;^=(^f-A-*)(l-^f),  (2(5) 

.C=Uf-Ä-«)(^|-l) 

wirklich  allen  Bedingungen  genügen.  Er  schliefjst  mit  der  Er- 
j^y^P,^u^5i66^.  ^q^Q  Iq  Probleme  de  Tintegration  des  equations  aux 
differences  partielles  a  autant  de  genres  de  Solutions  qu'il  existe  de 
sciences  distinctes  r&lamant  son  intervention." 

Die  Gleichimgen,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  als 
Functionen  der  krummlinigen  bestimmen,  integrirt  er^^*^  „par  le 
procede  gen^ral  adopte  en  phjsique  mathematique^S  indem  er  nämlich: 

x=^^CF{f)F,{(f,)F,(f,)  (27) 

ansetzt;  es  ergiebt  sich: 

x^'^C  y(Ä»^^(Af-~e)  (i|  -  e).  (28) 

Aus  den  Grenzbedingungen  schliefst  er,  dafs  die  e  in  allen  Gliedern 
der  Summe  denselben  Wert  haben  müssen,  und  zwar  für  x^  y^  z 
bezw.  p,  k\  1"*^);  damit  kann  er  die  Verification  zu  Ende  führen'^*«»). 
Nach  einer  analytisch -geometrischen  Untersuchung  der  con- 
focalcn  J'j^*'®)  und  einer  Discussion  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  krummlinigen  Coordinaten^"')  folgen  wieder  uns  hier 
interessirende  Dinge.  An  die  zuletzt  genannte  Untersuchung  an- 
knüpfend gelangt  Lame  zu  einer  Darstellung  der  Potentialtheorie  in 
krummlinigen  Coordinaten,  von  der  vielleicht  der  Satz^*'*)  zu 
erwähnen  ist:  wenn  die  kinetische  Energie  eines  in  einem  Potential- 
feld  sich   bewegenden   Punktes   als  Function    allein  der  Coordinaten 

5163)  §  67,  p.  102.         5164)  §  58,  p.  103.         5165)  §  59,  p.  105. 

5166)  §  60,  p.  108.         51C7)  §  63,  p.  112.         5168)  §  64,  p.  114. 

5169)  Bis  §  68,  p.  119.         5170)  8.  Vorl.,  p.  125. 

5171)  9.  Vorl.,  p.  143.         5172)  §  93,  p.  170. 
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(nicht  der  Zeit)  dargestellt  ist,  genügt  sie,  wie  die  Temperatur,  der 
Laplace'schen  Gleichung.  Er  behandelt  dann  zunächst  das  logarith- 
mische Potential,  namentlich  die  Cylindersysteme **'*): 

(29)  ^mlogy^a 
und  die  dazu  conjugirten*^'*): 

(30)  2»''a'^t«f^  =  |S- 

Hier  begegnet  auch  die  Definition  der  Masse  als  Widerstands- 
coefficient  eines  materiellen  Punktes;  ihre  Analogie  mit  Elasticitäts- 
coefficienten  wird  hervorgehoben.  Daran  anschÜefsend  verlangt  er, 
man  solle  auch  eine  „Arbeit  der  Normalcomponenten^  in  die 
Mechanik  einführen  **^'^). 

Es  folgen  weitere  Ausführungen  über  die  genannten  cylindrischen 
Systeme.  Lam^  löst*''*)  für  einen  Körper,  der  durch  je  zwei  Cylinder 
jeder  der  beiden  Familien  begrenzt  ist^  die  Gleichung  durch  Reihen- 
entwicklungen nach  Exponentialfunctionen  von  a  und  trigonometrischen 
Functionen  von  |3;  fElr  den  Beweis,  dafs  sie  wirklich  den  Grenz- 
beding^gen  angepafst  werden  können,  verweist  er  auf  „les  methodes 
exposees  dans  le  cours  d'algebre  superieure^  [?]  oder  auf  die  von 
Dirichlet^'^').  Speciell  behandelt  er  den  Fall,  dafs  alle  vier  Seiten- 
flächen auf  constanter  Temperatur  gehalten  werden  *^'^);  er  leitet 
daraus  die  „Gleichung  eines  Cylindervolumens'^  ab,  d.  h.  einen  Aus- 
druck durch  trigonometrische  Reihen,  der  für  alle  inneren  Pimkte 
des  Cylinders  Null  ist,  während  fär  alle  äufseren  Punkte  die  Reihen 
divergiren.  Dann  setzt  er  die  Beziehungen  zur  Theorie  der 
Functionen  complexen  Arguments  auseinander*^'*)  und  behandelt 
speciell  die  confocalen  Cylinder  zweiten  Grades*'*^),  sowie  das  bi- 
circulare  System*'®^): 

(31)  «»ilogJSfif-;,     ^-arctg-^^-arct«^ 
oder  umgekehrt: 


6178)  §  94,  p.  171.         6174)  $  95,  p.  172. 

5176)  §  98,  p.  177.  Seine  Auseinandersetsungen  erscheinen  mir  ziem- 
lich unklar;  aber  vielleicht  kann  ein  Energ^etiker  etwas  damit  anfangen. 

5176)  §  99,  p.  179.         6177)  §  101,  p.  183. 

5178)  §  108,  p.  185.         6179)  §  107,  p.  191. 

5180)  §  108,  p.  194. 

6181)  §  109,  p.  199;  p.  286  spricht  er  seine  Verwunderung  darüber 
aus,  dafs  dieses  System  nicht  schon  früher  eingefQhrt  worden  sei. 
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c©tng                csin^  .    y 

Die  beiden  Differentialparameter  h  und  7/,  haben  hier  den  gemein- 
samen Wert: 

c-^(6;ofc-cos/5).  (33) 

Lame  löst  mit  diesen  Coordinaten  mehrere  specielle  Probleme*^*), 
auch  über  cjlindrische  Hohlräume  in  unbegrenzten  Massen;  zuletzt 
das  eines  „canal  quadricirculaire"**^.  Dann  geht  er  über  zu  dem 
^lemniscatisohen  System"  *  ^^) : 

c» 
a  =  log 


y(.r "+  cy  +  y«  y(x-cy  +  iß '  vg^. 

^-arctg^-^  +  arctg^. 

Weiter  behandelt  er  Transformationen,  namentlich  die  durch 
reciproke  Radien  ^^^).  Er  giebt  ihren  Einflufs  auf  den  Differential- 
parameter an**®*)  und  verwendet  dieses  Resultat  für  Probleme  der 
stationären  Wärmeströmung  ^*®^).  Auch  die  entsprechenden  Trans- 
formationen in  der  Ebene  behandelt  er^*^).  Er  erwähnt,  dafs  man 
durch  solche  Transformationen  zur  Behandlung  der  Aufgaben  fELr 
Rotationscjkliden  gelangen  könne,  die  aber  dann  nicht  mehr  iso- 
therme Flächen  seien***®). 

Der  Rest  des  Buches  ist  Anwendungen  auf  die  Elasticitäts- 
theorie  gewidmet.  Er  recapitulirt  noch  einmal  ihre  allgemeinen 
Formeln***®)  und  transformirt  sie  auf  krummlinige  Coordinaten**®*); 
dann  bringt  er  eine  neue  Darstellung**®^)  seiner  Untersuchungen 
über  das  elastische  Gleichgewicht  einer  Hohlkugel  *^*),  aus  der  etwa  die 
Bemerkung  zu  erwähnen  ist**®'):  „il  y  a  tout  lieu  de  penser,  qu'on 
ne  reussira,  dans  la  meme  voie,  avec  un  autre  Systeme  orthogonal^ 
qu'en  lui  decouvrant,  d'abord,  la  faculte  analogue,  de  developper 
simultanement  deux   ou  trois  fonctions,    de  une  ou-  de  deux  de  ses 


6182)  Von  §  113,  p.  206  an.         6183)  §  118,  p.  215. 

6184)  §  119,  p.  217.  Lam^  nennt  die  sämtlichen  Curven  cc  ^a  const. 
LemniBcaten,  nicht  nur  die  Curve  a  =  0,  der  dieser  Name  ursprünglich 
allein  zukommt. 

6185)  §  130,  p.  238;  p.  249  verweist  er  auf  Thomson  und  LiouyiUe. 
5186;  §  132,  p.  241.         5187)  §  133,  p.  245. 

5188)  §  136,  p.  249  „transformation  cylindrique".        6189)  p.  255. 

5190)  §  139,  p.  257;  Ergänzungen  in  der  Schlulsvorlesung,  §  191,  p.  369, 
über  die  später  zu  berichten  sein  wird. 

5191)  §  144,  p.  265.         6192)  17.— 19.  Vorl.,  p.  299--358. 
5193)  §  179,  p.  8H7. 
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coordonnees;^'  femer  die  Behandlung  der  Grenzfälle  r  =  0  und 
r  =  oo^^^).  Zum  Schlufs  erklärt  er  ***'*),  eine  genauere  Discussion 
der  einzelnen  Terme  würde  noch  erforderlich  sein,  aber  viel  Raum 
in  Anspruch  nehmen;  er  wolle  sie  daher  bei  Seite  lassen,  damit 
nicht  diejenigen  Recht  zu  behalten  schienen  „qui  ne  veulent  voir^ 
dans  la  grande  generalite  de  cette  th^orie,  qu'une  complication  in- 
extricable,  et  qui  preferent  et  prönent  des  procedes  hybrides,  mi- 
analjtiques  et  mi-empiriques,  ne  servant  qu  a  masquer  les  abords  de 
la  veritable  science". 

Endlich  hat  Lame  noch  Vorlesungen  über  Wärmeleitung  ver- 
öffentlicht*^^). Die  Vorrede  betont  wieder,  dafs  man  toute  idee 
precon^ue  sur  les  lois  naturelles  vermeiden  müsse  *'^^);  sie  knüpft 
dann  an  den  Schlufs  des  vorhergehenden  Buches  an  und  giebt  Aus- 
einandersetzungen über  Elasticitätstheorie***®).  Hierauf  recapulirt  er 
die  Geschichte  der  Lehre  von  der  Wärmeleitung  **^),  namentlich  sein 
Resultat*^*),  dafs  man  nur  bei  einer  geringen  Anzahl  von  Körpern  mit 
trigonometrischen  Reihen  durchkomme.  Er  erzählt,  das  habe  ihm 
une  Sorte  de  desespoir  bereitet:  gerade  d\B  Kristalle,  sollte  man 
meinen^  müfsten  am  leichtesten  zugänglich  sein.  Man  mufste  also 
zu  den  Principien  zurückkehren.  Duhamel  *•*•)  habe  hier  den  Weg 
gewiesen.  Zum  Schlufs  spricht  er  die  Hoffnung  aus,  dafs  Elasticitäts- 
theorie  und  Wärmeleitungslehre  sich  einander  immer  mehr  nähern 
würden;  vielleicht  werde  schliefslich  die  Untersuchung  der  „con- 
cam^ations  poljedriques^'  das  Geheimnis  der  innern  Constitution  der 
Materie    aufklären  **^). 

Demgemäfs  stellt  er  zunächst  die  Gleichungen  der  Wärme- 
leitung unter  der  Voraussetzung  auf,  dafs  die  Gröfse  der  Wärme- 
abgabe von  einer  Molekel  zur  andern  auch  von  der  Richtung  ihrer 
Verbindungslinie  abhängt.  Den  dabei  auftretenden  Proportion alitäts* 
factor  nennt  er  conductibilite  angulaire**^*).  Dabei  spricht  er**®*) 
vom  Gebrauch  discontinuirlicher  Functionen,  d.  h.  von  der  Bedeutung 
der  Formeln  bei  Zugrundelegung  der  atomistischen  Hypothese:  die 
Integrale  hätten  auch  dann  eine  Bedeutung,  man  müsse  sie  nur 
einfach  als  Summen  auffassen.  Zur  Ableitung  der  Hauptgleichung 
zieht  er  den  Gebrauch  des  Tetraeders  dem  des  Parallelepipeds  vor, 
weil   man  mit  dem   ersteren  zugleich   die   Gröfse  des  Wärmeflusses 


5194)  §  188,  181),  p.  854—367. 

6196)  p.  857.    [Gemeint  ist  natürlich  Saint -Venant.] 

5196)  Le9on8  sur  la  theorie  analjtique  de  la  chaleur^  Paris  1861. 

5197)  p.  V.  5198)  p.  X.         5199)  p   XIV. 

5200)  p.  XX.         5201)  §  5,  p.  7.         5202)  §  14,  p.  19. 
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nach  einer  beliebigen  Richtung  bekomme****).  Weiterhin  zeigt  er**^), 
dafs  ein  JBauptellipsoid"  auch  in  dem  Falle  existirt,  dafs  die  eon- 
dsctibilite  ang^aire  für  entgegengesetzte  Richtungen  Terschieden  ist, 
nur  treten  dann  in  den  Ausdrücken  der  Componenten  des  Warme- 
tusses  auch  ^tangentiale  Temperaturvariationen' ^  auf**^),  die  in  der 
Gleichung  des  Hauptellipsoids  nicht  vorkonmien.  Auch  für  schief- 
winklige Coordinaten  gibt  Lame  die  Formeln**^);  er  benutzt  sie 
zur  Bestimmung  der  Hauptleitffthigkeitsaxen  für  ein  Rhomboeder**^^) 
und  für  ein  schiefes  Prisma  mit  rhombischer  Basis  **^).  Dann  zeigt 
er,  dais  man  auch  in  jedem  Falle  den  Warmeflufs  durch  ein  ebenes 
Element  cn  von  beliebiger  Stellung  in  der  Form: 

Q(o^'~^'(If  (35) 

darstellen  könne;  nur  müsse  man  die  Richtig  /  im  aUgemeinen 
schief  gegen  das  Element  nehmen**^®).  Den  auftretenden  CoefBcienten 
^  nennt  er  ,,conductibilite'',  ohne  Epitheton  ^**^);  wird  sein  Wert  auf 
der  Richtung  von  l  aufgetragen,  so  entsteht  das  „ellipsoide  des  con- 
dnctibilites"***^).  Er  bestimmt  das  den  beiden  Ellipsoiden  gemein- 
same System  conjugirter  Diirchmesser^*^*)  und  knüpft  daran  krystall- 
theoretiBche  Speculationen^^^').  Dabei  gesteht  er  seinen  „Fatalismus^^: 
„que  les  lois  naturelles  qui  nous  sont  inconnues,  sont  dune  teile 
simplicite,  que  les  verites  mathematiques  les  plus  vulgaires  sufßront 
pour  les  etablir,  et  qu'il  nc  sera  necessaire  de  recourir  a  toute  la 
puissance  de  Tanalyse  que  pour  eipliquer  les  perturbations"^*^*). 
Bei  der  weiteren  Fortsetzung  der  Untersuchung  stellt  sich  schliefs- 
lich  heraus,  dafs  die  Leitfähigkeit^**^)  immer  in  entgegengesetzten 
Richtungen  dieselbe  ist,  auch  wenn  Mr  die  „angalare"  das  nicht  der 
Fall  ist*"*). 

Es  folgt  dann  eine  allgemein  methodologische  Auseinander- 
setzung****): in  jedem  Teil  der  mathematischen  Physik  sei  zunächst 
eine  „partie  differentielle"  und  eine  „partie  integrale"  zu  unter- 
scheiden. In  der  historischen  Entwicklung  lasse  sich  das  aber  nicht 
80  säuberlich  trennen:  vielmehr  müsse  man  von  der  Aufstellung  der 
Differentialgleichungen  der  einfachsten  Fälle  rasch  zu  ihrer  Inte- 
gration übergehen,  um  die  Resultate  mit  der  Erfahrung  vergleichen 


52U3:>  §  19,  p.  29.  5-2U4)  §  26,  p.  41  5205)  §  24,  p.  38. 

5206)  §  25,  p.  89.  5207,  §  29,  p.  47.  5208)  §  31,  p.  50. 

5209)  §  35,  p.  56.  5210)  §  36,  p.  58.  5211)  §  37,  p.  60. 

5212)  §  42,  p.  69.  5213)  §  44,  p.  72.  5214)  p.  74. 

6215)  §  50,  p.  84.  5216)  §  56,  p.  95. 
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und  dadurch  die  fundamentalen  Hypothesen  prüfen  zu  können. 
Dann  komme  eine  Zeit,  in  der  die  partie  differentielle  überwiege, 
weil  man  das  herrschende  Princip  suchen  müsse;  nachher  erst  komme 
wieder  die  Integration  an  die  Reihe.  Die  ElasÜcitätstheorie  sei  zur- 
zeit in  dem  zweiten  Stadium  festgehalten,  weil  sie  auf  die  Lehre 
von  der  Wärmeleitung  warten  müsse,  die  noch  zurück  sei.  Er  deutet 
geheimnisvoll  Beziehungen  der  zuletzt  entwickelten  Formeln  zur 
Rotation  der  Körper  an,  findet  aber,  es  würde  noch  verfrüht  sein, 
wenn  man  das  weiter  entwickeln  wollte***').  Vielmehr  wendet  er 
sich  sogleich  zum  allgemeinen  Problem  der  Erkaltung,  d.  h.  zur 
Integration  der  Differentialgleichung: 

(36)  J^  V  =  If 

für  einen  beliebigen  Körper,  unter  den  Oberflftchenbedingungen: 

(37)  0^+^^'=O 
füi'  einen  Teil  der  Oberfläche: 

(38)  r  =  0 

für  einen  andern*^*®).     Er  setzt  das  Integral  in  der  Form  an: 

(39)  V  ^^U^e-'n', 
WO   U^  der  Gleichung: 

(40)  AUn  +  liün^O 

genügen  mufs,  und  leitet  dann***^)  den  zugehörigen  Green^schen 
Satz  und  mit  dessen  Hilfe  das  Integraltheorem  ab: 

(41)  fSf^^  ^"'^'  =-  0  für  m  +  w. 

Daran  schliefst  er*"®)  „allgemeine  Corollare",  d.  h.  die  Coeffi- 
centenbestimmung  in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function 
nach  diesen  Functionen.  Doch  verfolgt  er  diesen  allgemeinen  An- 
satz nicht  weiter,  sondern  wendet  sich  sogleich  zu  speciellen  Prob- 
lemen, zunächst  zur  Abkühlung  eines  rechtwinkligen  Prismas****). 
Hier  erhält  er: 

(42)  U  =  sin-^-""  sin\^  sin«^'^-,     ^-,  +  f  J  +  ^\  =  Ä-*. 


6217)  p.  ye.    6218)  §  57,  p.  97.    6219)  §  58,  p.  99. 
6220)  §  59,  p.  102.    5221)  §  60,  p.  104. 
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Er  verificirt  für  diesen  Fall  das  Integraltheorem  durch  Rechnung^***) 
und  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  es  auch  dann  gilt,  wenn  Z7^, 
L\  zwei  zu  demselben  A*,  aber  zu  verschiedenen  j  gehörende  Lösungen 
sind.  Für  einige  specielle  Annahmen  über  die  Anfangsbedingungen 
l&hrt  er  die  Rechnung  durch ^**').  Im  Falle  a  =  &"**)  sind  zwei  U  zu 
einander  „conjugirt^\  d.  h.  sie  gehen  durch  Vertauschung  von  x 
mit  jf  auseinander  hervor;  doch  giebt  es  auch  Terme  —  er  nennt 
sie  W  —  die  zu  sich  selbst  conjugirt  sind.  Dann  beweist  er  das 
allgemeine  Spiegelungsprincip^^^^)  und  gewinnt  mit  dessen  Hilfe 
ans  den  Formeln  für  das  Prisma  mit  quadratischer  Grundfläche  die 
entsprechenden  für  Ostrogradsky's*®**)  „prisme  l"52i6^  ^^^  durch 
abermalige  Halbirung  auch  f^Lr  das  „prisme  j^%  das  aber  zu  dem 
prisma  j  ähnlich  ist^^^).  Ist  auch  noch  2>  =  c,  das  Prisma  also 
ein  Würfel,  so  ordnen  sich  die  Glieder  der  Entwicklung  zu  je  6 
zusammen^**®);  das  genannte  Princip  erlaubt  dann,  auch  das  „Tetra- 
eder 1^"  und  „3^^"  zu  behandeln. 

Hierauf  wendet  sich  Lame  zum  regelmftfsigen  dreiseitigen 
Prisma ***•).  Die  Hauptsache  sei,  dafs  man  die  Coefficienten  X,  f4,  v,  q 
so  bestimmen  könne,  dafs: 

sin  {kx  +  (ly  +  vz  +  q)  (43) 

auf  allen  Ebenen  der  durch  das  Prisma  bestimmten  Raumteilung 
Null  wird.  Durch  Anwendung  des  Symmetrieprincips  erhält  er  die 
Lösung  für  das  halbreguläre  dreiseitige  Prisma^**®);  aus  diesem 
setzt  er  ein  sechsseitiges  Prisma  zusammen  ^'?^),  doch  gelingt  ihm 
für  dieses  die  Durchführung  nur,  wenn  die  Anfangsvert^ilung  gewisse 
Sjmmetrieverhältnisse  aufweist.  Eine  Schlufsbemerkung  ^*'*)  macht 
darauf  aufinerksam,  dafs  man  Reihen  derselben  Art  auch  zur  Inte- 
gration der  Gleichung  der  Schallbewegung  verwenden  könne. 

Es  folgen  Untersuchungen  über  Wärmeleitung  in  Krystallen^"**), 
die  zunächst  mathematisch  nichts  wesentlich  neues  bringen.  Zu  er- 
wähnen ist  etwa  der  Hinweis  darauf****),  dafs  die  Methode  nicht 
alle  krystallographisch  möglichen  Fälle  umfafst;  zum  Teil  könne 
man  dem  abhelfen,  indem  man  „nouveaux  termes  simples^^  mit  heran- 
ziehe****),  die   von  halben  ungeraden  Vielfachen  der  Argumente  ab- 


5222)  §  61,  p.  105.         5223)  §  65,  p.  111.         5224)  §  65,  p.  111. 

6226)  §  67,  p.  115.         5226)  §  70,  p.  120. 

6227)  §  76,  p.  133.         6228)  §  77,  p.  135. 

5229)  §  84,  p.  149;  die  Coefßcientenbestinmiung  §  91,  p.  162. 

5280)  §  94,  p.  169.         5231)  §  105,  p.  190.         5232)  p.  206. 

6238)  §  114,  p.  207.         5234)  §  128,  p.  238.         6235)  §  130,  p.  240. 
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hangen.  Damit  gelingt  ihm  in  der  14.  Vorlesung****)  die  Behandlung 
der  „prismes  des  troncatures^S  ^^^  ^^^  ^^  wesentlich  anf  die  Lösung 
der  Aufgabe  ankommt*'"),  wenn  eine  Zeile  von  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  o,  ßj  y  gegeben  sind,  zwei  andere  solche  Zeilen  dazu  so  zu 
bestimmen,  dafs  die  Bedingungen  einer  orthogonalen  Substitution 
erfüllt  sind.  Er  findet,  dafs  man  dabei  sehr  bald  gröfsere  Zahlen 
bekomme,  als  die  Krystallographie  erlaube. 

Nachdem  dann  in  der  15.  Vorlesung**^)  „prismes  triangulaires 
pseudoreguliers*'  in  fthnlicher  Weise  behandelt  sind,  versucht  die 
folgende**'*)  auf  diese  Untersuchungen  eine  Theorie  der  Krystall- 
bildung  aufzubauen.  Dabei  bemerkt  Lame  u.  a.:  will  man  bei  Auf- 
stellung der  Gleichung  \  36)  auch  die  Wärmestrahlung  berücksichtigen, 
so  erhalt  man  rechts  noch  ein  Glied  mit  A*  TF,  das  aber  durch  die 
Substitution: 

(44)  1^=6'--^''^ 

beseitigt  werden  kann.  Femer  macht  er  darauf  aufmerksam  **^^), 
dafs  in  der  Elasticitatstheorie  die  Gleichimg  der  Schallfortpflanzung 
durch  zwei  verschiedene  Functionen  erfüllt  wird:  nämlich  einmal 
von  der  Dilatation,  dann  auch  von  dem  „potentiel  de  Telasticite^^, 
d.  h.  von  derjenigen  Function,  deren  Ableitungen  die  Componenten 
einer  ohne  Dichtigkeitsänderung  vor  sich  gehenden  Schwingung 
geben.  Er  bestimmt  die  möglichen  solchen  Schwingungen  und 
nimmt  an^*^^),  dafs  sich  unter  ihrem  Einfluß  die  gesättigten  Salz- 
lösungen von  Anfang  an  in  „concamerations  poljedriques"  teilen.  In 
der  Annahme  solcher  Schwingungen  auch  in  den  festgewordenen 
Krystallen  glaubt  er****),  das  wahre  Princip  der  Molecularmechanik 
gefunden  zu  haben. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehrt  er  in  der  17.  Vorlesung****) 
zur  Wärmeleitung  zurück,  indem  er  jetzt  die  allgemeine  Oberflächen- 
bedingung: 

(45)  |I  +  Ä  r  =  0, 

einführt.  Er  behandelt  unter  dieser  Voraussetzung  zunächst  eine 
„Mauer^^,  d.  h.  einen  von  zwei  parallelen  unbegrenzten  Ebenen  be- 
grenzten Raumteil,  discutirt  die  dabei  auftretende  transcendente 
Hilfsgleichung  ****) : 

5-23G)  p.  247.         5237)  §  141,  p.  262.         5238)  §  143,  p.  266. 

o239)  §  154,  p.  287.  5240;i  §  166,  p.  290. 

5241)  §  158,  p.  293.  6242)  p.  804. 

5243)  §  164,  p.  305.  5244)  §  165,  p.  307. 
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btgfi  =  ^tgf4i  ^J7t  +  11  +  fii,  (46) 

und  leitet  die  zugehörigen  Integraltheoreme  ab^**^).  Für  den  Satz, 
dafs  die  so  erhaltene  Reihenentwicklung  die  zu  entwickelnde  Func- 
tion wirklich  darstellt,  giebt  er*^*)  einen  ungenügenden  Beweis,  [der 
mit  dem  in  Liouville's  erster  Abhandlung*^'®)  übereinstimmt]. 

Entsprechende  Untersuchungen  führt  er  auch  für  ein  recht- 
winkliges Prisma  aus^^'),  unter  verschiedenen  Annahmen  über  die 
Grenzbedingungen  auf  den  verschiedenen  Seitenflächen.  Schliefslich 
postulirt  er  die  Lösung  für  einen  beliebigen  Körper***®).  Dabei 
bezeichnet  er*^^)  als  „th^oreme  verificateur*'  diejenige  Form  des 
IntegralsatzeSy  welche  ausdrückt:  die  gesammte  Wärmeabgabe  eines 
sich  abkühlenden  Körpers  ist  gleich  der  Summe  der  ursprünglich  in 
ihm  vorhanden  gewesenen  Wärmemenge.  Das  specialisirt  er  dann 
wieder  für  seine  Prismen. 

Ähnlich  behandelt  er  dann  dreiseitige  Prismen  unter  der  all- 
gemeinen Oberflächenbedingung  ^'^).  Für  das  „Prisma  y^  hängen  die 
einfachen  Particularlösungen  von  der  Auflösung  der  beiden  simul- 
tanen transcendenten  Gleichungen  ab****): 

tg(     ,^    -a_a-^)  =  ^-^--, 

in  welchen  m^  n  die  beiden  zu  bestimmenden  Parameter,  die  übrigen 
Gröfsen  gegebene  Constante  bedeuten.  Für  das  regelmäfsige  drei- 
seitige Prisma  erhält  er  zunächst  drei  simultane  Gleichungen****), 
die  sich  aber  dann  doch  durch  eine  einzige  ersetzen  lassen***').  Die 
beiden  Tetraeder  „^"  und  „J^"  behandelt  er  unter  speciellen  Voraus- 
setzungen der  „cosymetrie"  ****). 

Die  Schlufs Vorlesung****)  handelt  vom  stationären  Temperatur- 
zustand; hier  treten  neben  den  trigonometrischen  Functionen  auch 
hyperbolische  auf.  Als  „das  allgemeine  Problem  der  Erwärmung'^ 
bezeichnet  er  den  Fall****),  dafs  die  Oberflächentemperatur  eine  ge- 
gebene Function  des  Ortes  ist;  er  reducirt  es  durch  Superposition 
auf  die  früher  behandelten  einfacheren  Pi*obleme  und  führt  die 
Lösung  für  einige   specielle  Fälle   durch.     Zum  Schlufs   verweist  er 

5245)  §  167,  p.  312.  5246)  §  170,  p.  317.  5247)  §  174,  p.  827. 

5248)  §  178,  p.  834.  5249)  §  179,  p.  337.  5250)  §  184,  p.  347. 

5251)  §  186,  p.  351.  5252)  §  188,  p.  356.  5253)  §  190,  p.  361. 

5254)  §  194,  p.  371.  5255)  §  204,  p.  391.  5256)  §  209,  p.  403. 
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auf  einschlägige  Capitel  seiner  früheren  Bücher***')  und  warnt  noch 
einmal,  bei  dem  wesentlich  transitorischen  Zustand  der  Kenntnisse 
auf  diesem  Gebiete,  vor  „des  methodes  de  pure  verification,  plus 
rigoureuses  peut-etre,  mais  completement  steriles^^  und  vor  der 
„coordination  intempestive,  qui  aurait  pour  effet  d'ajoumer  indefiniment 
les  demiers  progres,  cn  ecartant  ä  la  fois,  et  le  motif  principal,  et 
les  Instruments  naturels  des  recherches  futures^^ 


Dreizehnter  Abschnitt. 
Einfiihriiiig  der  mathematischen  Physik  in  England. 

§  96.    Die  Cambridger  Analjtical  Society. 

Während  des  ganzen  18.  Jahrhunderts  waren  in  England  die 
Methoden  und  Bezeichnungsweisen  Newtons  alleinherrschend  geblieben 
und  dadurch  gegenseitige  Einwirkung  der  continentalen  und  der 
britischen  Mathematik  aufeinander  fast  gar  nicht  möglich  ge- 
wesen. Erst  1812  gründete  eine  Anzahl  jüngerer  Mathematiker 
von  Cambridge,  die  diu'ch  R.  Woodhouse  auf  die  continentalen 
Methoden  und  Resultate  aufmerksam  gemacht  worden  waren,  eine 
„analytical  society",  mit  der  Absicht,  „to  leave  the  world  wiser  than 
they  found  it"**^).  Sie  veröffentlichte  schon  im  folgenden  Jahre 
ein  Heft  memoirs  ohne  Angabe  der  Verfasser  der  einzelnen  Beiträge, 
aus  dem  einzelnes  fßr  uns  von  Interesse  ist. 

In  der  nach  Balls  Angabe  von  C.  Babbage  herrührenden 
Vorrede  findet  sich  die  Bemerkung**^*),  dafs  die  einem  Integral  bei- 
zufügende willkürliche  Constante  nicht  immer  für  die  ganze  Aus- 
dehnung des  Integrals  dieselbe  bleibe;  als  Beispiel  erwähnt  er  u.  a. 
die  Reihe  von  D.  Bemoulli,  §  15,  (8).  Der  Grund  dieser  Anomalie 
sei  noch  nicht  vollständig  aufgeklärt;  wenn  man  eine  Vermutung 
wagen  dürfe,  könne  man  vielleicht  an  Unstetigkeiten  in  einer  der 
Ableitungen  des  Integranden  denken  oder  an  besondere  Eigenschaften 
der  Exponcntialgröfsen,  da  alle  bisher  bekannten  Beispiele  mit  diesen 
zusammenhingen. 


5257)  §  224,  p.  413. 

5268)  W.  W.  R.  Ball,    a   histoiy   of  the  study  of  mathematica  at 
Cambridge,  Cambr.  1889,  p.  120. 

5269)  Memoirs  of  the  analytical  sociely,  Cambr.  1818,  p.  VIII. 
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AuTserdem  enthält  das  Heft  noch  eine  besondere  Abhandlung 
über  trigonometrische  Reihen*^,  die  von  den  Formeln  (vgl.  §  15) 
ausgeht: 

Auch  Reihen  der  Form  ^ÄjX^  (cos jOY^  ^A^x^  (sin j^)*  liefsen 
sich  auf  diesem  Wege  leicht  summiren,  dagegen  sei  bis  dahin  kein 
Mittel  bekannt,  um  Reihen  der  Form  ^ÄjX^  ig jO  oder  ^Ä^x^secjO 
zu  bewältigen.  Man  könne  sie  aber  folgendermafsen  erhalten.  In- 
dem sie  f&r  X  in  f(x)  der  Reihe  nach: 

arei*^*  (*  =  o,  i,  2...) 

setzen  und  nach  k  summiren,  finden  sie  zunächst: 


00 


.  ^  { irc^e*-")  +  iA^«-"0  -  A }  -  -  \{m  -  ^);   (2) 

fts:l 

imd  indem  sie  hier  nmal  nach  x  differentüren  und  dann  f(x)  durch 
/     f(x)dx^  ersetzen,  weiter***^): 

30 

2{e*"«Y(«e*«0  +  e-*''<^Y(««""**0}=  -  /X4  (3) 

Andererseits  erhalten  sie  durch  Subtraction: 

00 

^{/•(a:c«*«0  -  /•(aje-^*«'*)}^  i^Ä^x^cotjO,  (4) 


sowie: 

00 


^{f{x(ß'^-^)^')  -  /•(jce-<"-»>«0}-'  i^ÄjxUosecjO     (5) 


A«! 


und  ähnliche  Formeln  auch  für  ^ÄjX^secjO,  ^ÄjX^tgjO.  Sie 
sehen  dann  noch  zu,  was  herauskonmit,  wenn  man  die  Reihen  ab- 
bricht*^*); auch  specialisiren  sie  die  Function  /*(»)  **•*). 


5260)  p.  33.         5261)  p.  36.         6262)  p.  87. 

5263)  p.  41.  Die  Freude  an  der  Häufung  der  Formeln  verdeckt  das 
Ziel  der  Untersuchung,  wenn  ein  bestimmtes  solches  überhaupt  vor- 
handen war. 
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§  96.     John  Challis  und  seine  litterarischen  Fehden. 

Als  der  hervorragendste  Vertreter  der  älteren  englischen  Schule, 
die  von  einer  Weiterentwicklung  der  Wissenschaft  über  Newton's 
Anschauungen  hinaus  nichts  wissen  wollte  und  der  es  namentlich 
widerstrebte,  dem  Äther  Eigenschaften  eines  starren  festen  Körpers 
zuschreiben  zu  sollen,  ist  J.  Challis  anzusehen,  der  in  fünfzig) ähnger 
unermüdlicher  Tätigkeit,  zuletzt  ganz  isolirt,  für  sein  Bekenntnis  ein- 
trat. Seine  erste  uns  angehende  Veröffentlichung  beginnt  mit  der 
Frage  nach  einem  Integral  der  Gleichung  des  Geschwindigkeiis- 
Potentials    (§  44,  2),    das    die    Variabein    nur    in    der    Verbindung 

r  =  yö^+'y*  +  z^  enthalte"»*);  er  findet  natürHch: 

(1)  g,^f(t)  +  r''FQ) 
und  daraus  als  Wert  der  Geschwindigkeit: 

(2)  0) r-^F(f). 

Nun  fährt  er  aber  fort^^»*):  nichts  verbiete  zu  behaupten,  dafs  (1) 
„the  proper  general  integral^^  der  Gleichimg  sei  Aus  der  Möglich- 
keit, g>  als  Function  einer  einzigen  Variablen  darzustellen,  erfahre 
man  etwas  über  die  Natur  der  Bewegung:  diese  sei  überall  nach 
einem  festen  Centrum  hin  oder  von  ihm  weggerichtet  f!].  Die 
Schroffheit  dieser  Behauptung  mildert  er  nachträglich^**»)  durch  Zu- 
sätze [die  freilich  seinen  Schlüssen  im  Grunde  widersprechen]:  Das 
Centrum  sei  willkürlich,  da  über  den  Anfangspunkt  der  Coordinat«n 
nicht  verfügt  sei;  die  Functionen  f{t)  und  F(i)  könnten  für  ver- 
schiedene Richtungen  verschieden  sein,  ev.  sich  unstetig  mit  der 
Bichtimg  ändern;  man  könne  Bewegungen  mit  verschiedenen  Centren, 
ev.  auch  beweglichen,  superponiren. 

Für  Bewegungen  in  zwei  Dimensionen  erhält  er  ebenso  •'^^»'): 

(3)  g>  =  f{t)  log  r  +  FQ) 

und  zieht  daraus  entsprechende  Schlüsse.  Er  meint,  auch  die  andere 
Form  der  Lösung  für  diesen  Fall  [vgl.  §  43,  4]: 

(4)  (p--fAoc  +  iy)  +  f,{x-^ifj) 

führe  zu  demselben  Resultat;  er  übersieht  nämlich,  dafs  diese  Form 


6264)  Phil.  mag.  (2)  6,  1820,  p.  12Ö. 

6265)  p.  124.  p.  132  fügt  er  noch  bei:  diese  Methode,  die  (xesetze 
einer  physikalischen  Wirkung  aus  den  Integralen  partieller  Differential- 
gleichungen abzuleiten,  sei  neu. 

6266)  p.  126.         6267)  p.  120. 
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«in  reelles  Resultat  giebt,  nicht  nur  wenn  die  beiden  Functionen  f^ 
und  f^  identisch,    sondern  auch,    wenn  sie  co^jugirt  complex  sind. 

Tito 

flo    kommt    er    zu    dem    Schlufs,    dafs    för    y « 0    auch    o    =  ^ 

sein  müsse. 

Für  Bewegungen  in  einer  Dimension  erhält  er***®): 

9,  =  xf{()  +  F{t)  (5> 

and  damit: 

Schlielslich  erklftrt  er  noch*^*):  die  in  den  Integralen  partieller 
Differentialgleichungen  auftretenden  willkürlichen  Functionen  könnten 
zwar  ,,abmpt  von  einer  Form  in  die  andere  übergehen*^,  aber  es 
sei  weder  notwendig  noch  am  Platze,  die  Existenz  einer  neuen 
Art  von  Functionen  anzunehmen,  die  an  und  für  sich  discontinuir- 
lieh  seien. 

Diese  Bemerkung  führt  er  bald  darauf**^®)  noch  n&her  aüs. 
Seine  Landsleute  hätten  bisher  die  Wichtigkeit  der  partielleii 
Diffei^entialgleichungen,  ohne  die  man  in  den  Anwendungen  nicht 
weiter  komme,  unterschätzt;  andererseits  hätten  die  eifrigen  Be- 
mühungen der  französischen  Akademiker  nicht  den  entsprechenden 
Erfolg  gehabt.  Es  fehle  bei  ihnen  ein  Entwicklungsglied:  man 
müs^e  die  Form  der  auftretenden  willkürlichen  Functionen  vor  der 
Anwendung  auf  ein  specielles  Problem  und  vor  der  Festlegung  der 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  der  Zeit  bestimmen.  Dem- 
gemäfs  sucht  er  für  die  Differentialgleichung  der  Saitenschwingungen 
[§  4;  er  spricht  von  dem  entsprechenden  Problem  der  Schwingungen 
einer  Luftfaser,  §9]  zu  zeigen,  dafs  sinx  „die  primäre  Form  des 
Integrals^*  sei**^*).  Ähnliche  Überlegungen  könne  man  auch  auf 
Poisson's  allgemeine  Differentialgleichungen  der  Elasticitätstheorie  •^*^) 
anwenden. 

Aus  diesen  „primären  Formen"  will  er  nun  alle  Fälle  von 
freien  Bewegungen  zusammensetzen.     Für  erzwungene  Bewegungen^ 


6268)  p.  127.  —  Die  dann  folgenden  Anwendungen  auf  Ausflufs- 
erscheinungen  erklärt  er  ib.  7,  p.  380  selbst  für  unrichtig;  er  sieht  sich 
überhaupt  öfters  veranlafst,  seine  Behauptungen  nachträglich  zu  revociren. 

6269)  p.  132.         6270)  ib.  6,  p.  296. 

6271)  p.  299.  [Thatsächlich  geht  aus  seinen  Schlüssen  nur  henor, 
dafs  man  mit  dieser  particulären  Lösung  die  Grenzbedingungen  befriedigen 
kann;  allenfalls  kann  man  ihm  zugeben,  dafs  es  die  einfachste  Art  ist, 
«ie  zu  befriedigen.] 
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z.  B.  für  solche,  die  durch  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  der 
Flüssigkeit  hervorgebracht  werden,  gelte  dasselbe  wenigstens  soweit, 
dafs  jeder  elementarer  Teil  der  Bewegung  als  „a  very  small  portion 
of  a  Vibration  of  the  primary  kind"  angesehen  werden  könne**'*). 

Die  Ansätze  dieser  Note  sind  dann  in  einer  gröfseren  Abhand- 
lung**'*) naher  ausgefahrt.  Sie  knüpft  direct  an  Euler  (§  9)  und 
Lagrange  (§  10 — 12)  an;  von  Poisson  scheint  er  nur  die  älteren 
Arbeiten ^*^**),  **•*)  zu  kennen.  Den  Grund  aller  Schwierigkeiten  in 
der  theoretischen  AJcustik  findet  er  in  der  Axt,  in  der  man  auf  die 
Autorität  Lagrange's  hin  von  discontinuirlichen  Functionen  Gebrauch 
mache.  Lagrange's  erste  Untersuchung  beruhe  ganz  auf  dem  Ge- 
brauch der  unendlichen  Reihe  §  12,  (l),  bezw.  auf  der  angenonunenen 
Grenzgleichung: 

Lagrange's  zweite  Abhandlung  (§  11)  sei  zwar  insofern  über- 
zeugend, als  man  sehe,  dafs  die  Bewegungen  discontinuirlich  sein 
könnten,  aber  es  bleibe  die  Frage,  in  welchem  Sinn  eine  Unter- 
suchung dieser  Art  eine  Eigenschaft  von  Functionen  beweisen 
könne  **'^).  Anderseits,  wenn  man  die  discontinuirlichen  Functionen 
bei  Seite  lassen  wolle,  so  müsse  man  zeigen,  dafs  man  auch  ohne 
sie  zum  Ziel  konmien  könne.  Das  glaubt  er  dadurch  tun  zu 
können**'*),  dafs  er  die  Untersuchung  so  führt,  wie  wenn  alle 
Functionen  continuirlich  wären,  ohne  über  die  Anfangsbedingungen 
eine  Voraussetzung  einzuführen;  er  meint^  die  aus  den  so  erhaltenen 
Integralen  gezogenen  Schlüsse  müfsten  sich  auf  alle  Fälle  anwenden 
lassen.  So  konmie  man  auch  um  die  Schwierigkeiten  herum,  die 
mit  der  Auffassung  der  partiellen  Differentialgleichung  als  Grenzfall 
eines  Systems  von  unendlich  vielen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen verbunden  seien. 

Demgemäfs  reproducirt  er  zunächst**'^)  seine  Untersuchung  der 
Bewegung  in  einer  Dimension.  Die  Möglichkeit  des  Auftretens  dis- 
continuirlicher  Lösungen  sucht  er  sich  durch  die  Annahme  von 
Discontinuitaten  in  den  wirkenden  Kräften  klar  zu  machen**"). 
Die  dann  folgende  Untersuchung  über  die  Töne  cylindrischer  Röhren 


5272)  p.  800. 

5278)  Cambr.  Trans.  3,,  1880,  p.  269;  vom  März  1829.  Auszug  Phil, 
mag.  (2;  7,  1880,  p.  186. 

6274)  p.  271.    6275)  p.  273.    6276)  nr.  2,  p.  276. 

6277)  nr.  7,  p.  286. 
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schliefst  mit  der  Bemerkung,  die  Bestimmung  der  Tonhöhe  einer 
solchen  hänge  von  Verhältnissen  ab,  „which  are  not  yet  satisfactorily 
understood""^»). 

Bei  der  Behandlung  von  Wellenbewegungen  in  der  Ebene  und 
im  Baume  sieht  er  die  Variabein  als  Functionen  allein  des  Ab- 
standes  vom  St-örungscentrum  an  und  glaubt  dann  wieder  damit  die  all- 
gemeine Lösung  gefunden  zu  haben  ^^^),  obwohl  ihm  Poisson's  Behand- 
lung der  Frage****)  bekannt  ist. 

Zum  Schlufs^*^)  resimiirt  er  seine  Auffassung  dahin,  dals  dis- 
continuirliche  Functionen  in  den  Lösungen  partieller  Differential- 
gleichungen notwendig  auftraten,  also  auch  bei  allen  physikalischen 
Aufgaben,  die  auf  solche  Gleichungen  fQhren.  Wesentlich  sei  aber 
das  Problem,  in  jedem  einzelnen  Fall  aus  der  unbegrenzten  Anzahl 
der  Lösungen  der  Gleichung  „a  certain  species  which  belongs  in  a 
peculiar  mann  er  to  the  question"  herauszuheben.  Dazu  habe  man 
freilich  keine  allgemeinen  Methoden. 

In  einer  bald  folgenden  Abhandlung**®^)  betrachtet  Challis  zu- 
nächst incompressible  Flüssigkeiten;  dabei  setzt  er  die  Existenz  eines 
Potentials  V  der  äufseren  Kräfte  und  —  da  er  glaubt,  man  könne  nur 
dann  mit  den  Gleichungen  etwas  anfangen  —  auch  die  eines  Gc- 
schwindigkeitspotentials  voraus.  Er  recapitulirt  zunächst  die  Resul- 
tate seiner  ersten  Note  und  erläutert  sie  noch  dahin,  dafs  kein  not- 
wendiger Zusammenhang  zwischen  den  Geschwindigkeiten  zweier 
benachbarter  elementarer  Teile  bestehen  „but  such  only  as  we 
choose  to  impose  by  vessels,  pipes,  . .  ."**®*).  Als  Verallgemeinerung 
der  Gleichung  (6)  erhält  er  durch  Integration  längs  der  Bahn  eines 
TeUchens^*»»): 

Dieses  Resultat  wendet  er  zunächst  auf  den  Fall  an,  dafs  durch 
eine  äufsere  Kraft  eine  Bewegung  eines  Teils  der  Wand  unterhalten 
wird,  dann  auf  stationäre  Ausflulserscheinungen**^). 

Hierauf  wendet  er  sich  zu   compressiblen  Flüssigkeiten,  indem 

5278)  nr.  13,  p.  304. 

5279)  nr.  14,  p.  306.  Ib.  p.  385  erläutert  er:  sein  Integral  sei  „general 
as  regarding  the  mode  of  actions  of  the  parte  of  the  fluid  on  each  other*% 
das  Poisson^s  „in  regard  to  its  application  to  any  proposed  instance". 

6280)  nr.  21,  p.  319. 

5281)  Cambr.  Trans.  3,,  1830,  p.  383;  vom  Febr.  1830. 

5282)  nr.  2,  p.  387.    5283)  p.  389. 
5284)  nr.  3,  p.  392. 
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er  zunächst  Lagrange  die  Differentialgleichung  fOr  das  Geschwindig- 
keitspotential einer  solchen  für  den  Fall  entnimmt,  dafs  der  Druck 
ziir  Dichtigkeit  proportional  ist^*®*).  Er  sieht  zwar,  dafs  man  dieser 
Gleichung  nicht  durch  eine  Function  von  t  und  r  allein  genügen 
kann,  wenn  nicht  auch  die  in  die  Richtimg  von  r  fallende  Compo- 
nente  der  äufseren  Kräfte  eine  Function  von  r  allein  ist,  glaubt 
aber  doch  auch  hier  annehmen  zu  können,  daüs  die  Bewegung  inner- 
halb jedes  elementaren  Teils  nach  einem  festen  oder  beweglichen 
Zentrum  hin  gerichtet  sein  müsse.  Für  ebene  Wellen  von  der  Ge- 
schwindigkeit 09  reducirt  sich  die  Gleichung  auf: 

{€k\  g'y  2io      8«y  1        g'y  Pa> 

Durch  eine  sehr  unübersichtliche  Behandlung  dieser  Gleichung  nach 
der  Methode  von  Monge  kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  dafs  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit (er  meint:  die  Geschwindigkeit  des  Fort- 
rückens der  Stelle,  an  welcher  die  Geschwindigkeit  einen  bestimmten 
Wert  hat),  genau  gleich  a  sein  müsse  ^^;  dieses  Resultat  sucht  er 
dann  auch  noch  durch  infinitesimalgeometrische  Betrachtungen  zu 
bestätigen.  Den  Schlufs  bilden  Anwendungen  auf  Bewegungen  einer 
schweren  Flüssigkeit**®'),  namentlich  auf  ihren  Ausflufs^*^). 

In  einem  folgenden  Aufsätze^*®*)  leitet  er  durch  Infinitesimal- 
betrachtungen für  die  Bewegung  einer  Luftfaser  die  folgende  Be- 
ziehung zwischen  Druck  und  Geschwindigkeit  ab: 

^       -^  ex  Q  CX^ 

also: 

(11)  M  =  Mog(i  +  <p(0; 

dabei  bedeute  h  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit.  Andererseits 
gelte  für  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  der  Druck  und  Dichtig- 
keit durch  die  Relation: 

(12)  p^a\ 

verbunden  sind,  nach  Lagrange  die  Gleichung  (8).  Wenn  P  con- 
stant  sei,  erhalte  man  aus  ihr  nach  der  Integrationsmethode  von 
Monge: 

5285)  nr.  4,  p.  896. 

5286)  p.  400.    Von  p.  403  an  recapitulirt  er  seine  Ableitung,  dafs  der 
»Sinus  „primäre  Fonn  des  Integrals^^  sei. 

6287)  nr.  7,  p.  406.         5288)  nr.  9,  p.  412. 
5289)  Phil.  mag.  (2)  7,  1830,  p.  326. 
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w  =  f(x  ^at-iot+  --*)  ,  (13) 

wie  Poisson  für  den  Fall  P=  0  angegeben  habe.  Andererseits  habe 
Lagrange  f&r  Bewegungen,  die  nnr  von  einer  Coordinate  abhängen, 
die  Gleichungen  gegeben: 

^J^f»  +  „i^C?  +  f «  =  0,  (14) 

{)t      ^         dx      ^   cx        ^  ^     ^ 

Q  dx  et  cx^  ^     ' 

wenn  man  diese  mit  (8)  verbinde,  erhalte  man: 

'^P^P+^*p-^'(t).  (16) 

Q  ex  e^^ 

g>\i)  dürfte  man  dabei  gleich  Null  nehmen;  dann  ergebe  sich  für 
P  »»  0,  dafs  (12)  die  einzige  Annahme  sei,  die  mit  constanter  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit aller  Schwingungen  verträglich  sei  Laplace's 
Annahme: 

P=_Ä««'|f,  (17) 

Q CX^  ^       ^ 

(für  die  Schallfortpflanzung)   sei  damit  auch  fElr  andere   als  kleine 

Schwingungen  vertr&glich,  wenn  man  h  =  (£^\  +  Ä^  nehme,  die 
Annahme: 

p  =  rt«^i+-,     h  =  «)/i  +  n  (18) 

dagegen  nur  fOr  kleine  Schwingungen.  Zur  Erklärung  optischer 
Erscheinungen  nunmt  er: 

/>=«*,,  p=*';'|;^,  (19) 

das  giebt  ikta: 

h  =  aYi  -  kl  (20) 

Die  Verzögerungskraft  P  sieht  er  dabei  an  als  die  durchschnittliche 
Wirkung  der  Reflexion  der  Ätherwellen  an  den  materiellen  Teilchen. 
Durch  t>berlegungen,  deren  genauere  Durchführung  er  fiir  später 
verspricht,  gelangt  er  zu  der  Relation: 

-;-/-^r,  (21) 

unter  ö  die  Dichtigkeit  des  Mediums,  unter  //  eine  andere  Con- 
stant«  desselben  verstanden. 

Darauf  will  er  eine  Erklärung  der  Dispersion  gründen  ^'*^).     Er 

5290)  ib.  8,  1880,  p.  169. 
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betrachtet  zunächst  Beflexion  eine  Luftwelle  an  einer  beweglichen 
Wand,  die  mit  einer  Kraft  nx  in  ihre  Ruhelage  zurückstrebt.  Dabei 
nimmt  er  an,  ein  Teil  der  Condensation  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit dx/dt  der  Wand  werde  nicht  reflectirt;  so  erhftlt  er 
fttr  die  Bewegung  der  Wand  die  Differentialgleichung: 

{22)  a;"  +  kx  -\-  nx  -\-  km  sin  -jr  =0. 

Indem  er  von  ihrem  Integral  den  nichtperiodischen  Teil  als  rasch 
abklingend  wegl&fst,  erhält  er  fär  den  reflectirten  Teil  der  Conden- 
sation den  Ausdruck: 


(23)  (T  =  w  cos  9  sin  (-r-  +  9>) ,      cot  97 


kXn 


Daraus  schliefst  er:  wenn  die  materiellen  Teilchen  beweglich  seien, 
müsse  man  in  der  Gleichung  (21)  das  H  noch  mit  cos^  multipli- 
ciren ;  die  damit  ge^mdene  Abhängigkeit  zwischen  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit h  und  der  Wellenlänge  k  ist  von  der  Art,  dafs 
beide  Gröfsen  mit  einander  zunehmen. 

Dann  nimmt  er  seine  allgemeine  Auffassung  der  Flüssigkeits- 
bewegungen noch  einmal  vor^^^).  Auch  unregelmäfsige  Bewegungen 
müfsten  sich  aus  elementaren  zusammensetzen  lassen,  die  unabhängig 
von  unserer  Willkür  dem  Gesetz  der  Continuität  genügten,  „gerade 
wie  man  jede  Linie  als  aus  geraden  Elementen  bestehend  ansehen 
könne'S  Durch  Bewegungen,  bei  welchen  kein  Geschwindigkeits- 
potential existire,  werde  seine  Auffassung  nur  bestätigt,  z.  B.  durch 
den  von  Euler  angegebenen  Fall,  in  welchem  die  Flüssigkeit  in  der 
Weise  um  eine  feste  Axe  rotire,  dafs  die  Geschwindigkeit  nur  Func- 
tion des  Abstandes  von  der  Axe  sei.  In  diesem  Falle  sei  freilich 
die  Bewegung  nirgends  nach  einem  Centrum  hin  gerichtet;  aber  die 
Bewegung  sei  auch  nicht  „that  which  peculiarlj  belongs  to  fluids'S 
Aufserdem  leitet  er  hier  aus  der  Gleichung  (l)  durch  Übergang 
von  einem  Punkt  zum  nächsten  ab: 

(24)  g,^  _  ^  =.  (»(rj  —  r) 

und  daraus  durch  Integration  längs  einer  Stromlinie  ^*^): 

(25)  9-f^ds  +  x(0' 

6291)  ib.  9,  18S1,  p.  7. 

5292)  p.  10.    Seine  weiteren  an  diese  Gleichung  geknüpften  Schlüsse 
8ind  infolge  von  Druck-  und  Rechenfehlem  nicht  zu  verfolgen. 
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Weiterhin  behandelt  er  das  Problem'^»»):  Eine  Kugel  in  einer 
Flüssigkeit  dehnt  sich  in  gegebener  Weise  aus;  wie  wird  die  Flüssig- 
keit sich  bewegen?  Er  antwortet:  nach  der  Differentialgleichung 
(vgl  §  36,  22): 

Von  ihr  sei  ein  Integral: 

rtp  =  F(r  —  at),  (27) 

was: 

d(p       F'ir-at)       Fir  —  at) 


0) 


dr  r  r 


i 


(28) 


,  1  dip       F'(r  —  at)  ... 

«löge  =  -„-27-=- —TT-  (29) 

ergebe.     Er  meint  aber,  diese  Lösung  gelt«  nur  für  denjenigen  Teil 
der  Bewegung,  der  willkürlich  sei,    also   nur  in  unmittelbarer  Nähe 
des   Störungscentrums;   man  brauche  daher  noch  einen   allgemeinen 
Satz    über   die  Fortpflanzung   der  Bewegung,    und    ein    solcher   se 
durch  die  Gleichung  (11)  gegeben,   in   der   er  jetzt  g)(t)  ^  0  setzt 
Im  vorliegenden  Falle  könne  man  schreiben: 

«  =-  a  log p  —  r  —  2F(r  —  at),  (30) 

der  erste  Summand  gebe  den  mit  constanter  Geschwindigkeit  sich 
fortpflanzenden  Teil  der  Bewegung,  der  zweite  einen  von  keiner 
Dichtigkeitsänderung  begleiteten  Bestandteil,  der  sich  instantan  fort- 
pflanze [?]. 

Diese  Resultate  will  er  dann  auch  auf  den  Fall  anwenden, 
dals  eine  Folgp  von  Wellen  auf  eine  in  der  Flüssigkeit  ruhende 
Kugel  auftrifft"**).  Die  Zerlegung  (30)  ergebe  hier  für  die  Optik 
die  beiden  Wirkungen  materieller  Teilchen  auf  das  Licht:  Reflexion 
und  Verzögerung  des  durchgehenden  Bestandteils. 

In  einer  gröfseren  Abhandlung  ^^^)  recapitulirt  Challis  zunächst 
seine  Untersuchung***')  der  Bewegung  in  zwei  Dimensionen.  Dabei 
versucht  er  noch  eine  andere  Begründung  seines  Resultats*^*):  man 
könne  doch  in  jedem  Augenblick  die  orthogonalen  Trajectorien  der 
Stromcurven  construiren,  die  Bewegung  müsse  dann  überall  nach  den 
Krümmungsmittelpunkten  dieser  letzteren  hin  gerichtet  sein. 

5298)  ib.  11,  1832,  p.  161.         5294)  p.  164. 

5295)  Cambr.  Trans.  6,,  1834,  p.  173. 

5296)  nr.  5,  p.  177,     Er  scheint  zu  glauben,   die  orthogonalen  Tra- 
jectorien bildeten  ein  System  von  Parallelcurven. 
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Diese  letztere  Überlegung  will  er  dann  auch  auf  den  Baum 
übertragen ^'*^).  Er  glaubt,  es  gebe  auch  hier  ein  System  Ton 
Flächen,  das  die  Stromlinien  überall  rechtwinklig  schneidet  [sein 
fundamentaler  Irrtum];  von  da  aus  kommt  er  durch  infinitesimal* 
geometrische  Betrachtungen,  bei  denen  man  aber  nicht  sieht,  ob 
nicht  die  yemachlftssigten  Gröfsen  Yon  derselben  Gröfsenordnung 
sind,  wie  die  beibehaltenen,  zu  der  Meinung,  dafs  die  Geschwindig- 
keit  überall  zur  Krümmung  einer  solchen  Fläche  proportional  sei, 
und  dals  folglich  die  Gleichung  gelte: 

(31)  udx  +  vdy  +  wde  =  cadr. 

Da  er  femer  bewiesen  zu  haben  glaubt,  dafs  co  eine  Function  von 
t  und  r  allein  sei,  schliefst  er,  die  fechte  Seite  von  (31)  und  also 
auch  die  linke  sei  ein  vollständiges  Differential.  Die  Continuitäts- 
gleichung: 

W  «  +  ll  +  a?  -  » 

ergiebt  sich  ihm  dann  nachträglicli  durch  Überlegungen  desselben 
Charakters  ^*^).  Die  aus  dem  früheren  Ansatz  (l)  folgende  An- 
nahme (2)  ist  dabei,  wie  er  selbst  zugiebt**^),  bei  Seite  gelegt;  er 
glaubt  aber,  die  übrigen  Resultate  der  vorhergehenden  Abhandlung 
blieben  bestehen. 

Es  folgen  Untersuchungen  über  compressible  Flüssigkeiten^*^). 
Challis  führt  die  mittlere  Krümmung  der  Orthogonalflächen  ein  und 
erhält  durch  Infinitesimalbetrachtungen  die  Relation: 

(33)  ^«  +  l(?^)  +  p„(i+»)  =  0. 

^     '^  et   '      C8      '   ^    Vi       rj 

Diese  Resultate  wendet  er  dann  auf  specielle  Probleme  an, 
namentlich  auf  die  Bewegung  eines  Kugelpendels  in  der  Luft^*^^). 
Dabei  kommt  er  von  der  Voraussetzung  aus,  dals  die  Bewegung 
der  Luft  an  der  Oberfläche  der  Kugel  und  also  nach  seinem  Satz 
überall  in  die  Richtung  des  Kugelradius  falle,  zu  einem  von  dem 
sonst  abgeleiteten  abweichenden  Wert  für  die  bez.  Pendelcorrection; 
er  glaubt^  daüs  dieser  besser  mit  den  Beobachtungen  übereinstimme. 

Um  dieselbe  Zeit  bringet  er  Einwände  gegen  d'Alembert's  Inte- 
gration der  Gleichung  der  Saitenschwingungen  (§  4)  vor;  er  meint. 


Ö297)  nr.  9,  p.  180.     6298)  nr.  10,  p.  182. 
5299)  nr.  11,  p.  186.    6300)  nr.  14,  p.  195. 

5301)  nr.  17,  p.  210;  eine  etwas  andere  Darstellung  Phil.  mag.  (8)  8, 1838^ 
p.  185  und  fnauL.  bei  Plana  >-'^*),  p.  853. 
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man  dürfe  uicht  ohne  weiteres  schliefsen,  dafs  die  Form  der 
Fanctionen   ^,  F  von  der  Zeit  unabhängig  sei**^). 

Einige '  Jahre  sp&ter  kommt  Challis,  veranlaTst  durch  eine  Be- 
merkimg von  Plana **^),  auf  die  Frage  des  Kugelpendels  zurück**^). 
Er  erklärt  in  seiner  früheren  Untersuchung  keinen  Fehler  finden  zu 
können,  will  aber  doch  noch  eine  andere  Behandlung  geben,  die  sich 
besonders  auf  die  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  compressiblen  Flüssig- 
keit beziehe.  Er  behauptet,  dafs  auch  in  diesem  Falle  die  Geschwindig- 
keit der  nach  einem  festen  Centrum  hin  oder  von  ihm  weg  gerichteten 
Bewegimg  dem  Quadrat  des  Abstands  vom  Centrum  umgekehrt  pro- 
portional sein  müsse.  Damit  erhält  er  för  diese  Geschwindigkeit 
wieder  den  Ausdruck  (28).  Um  die  unbekannte  Function  fEb"  das 
vorliegende  Problem  zu  bestimmen,  nimmt  er  an,  die  Geschwindig- 
keit des  Kugelmittelpunktes  sei  cosin&Z;  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit eines  beliebigen  Kugelpunktes  in  der  Richtung  seines 
Radius  ist  dann: 

(osinbtcosO.  (34) 

Das  giebt  für  F  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  2.  Glied;  in- 
dem er  den  unpenodischen  Teil  der  Lösung  als  rasch  erlöschend 
wegläfst,  erhält  er  einen  Ausdruck  fClr  den  Druck  im  einzelnen 
Kugelpunkt  und  durch  Integration  über  die  ganze  Kugel  wieder 
seinen  Wert  der  Pendelcorrection. 

Dem  hält  G.  B.  Airy  sofort  entgegen**®*):  die  Gleichung  (28) 
gelte  nur  für  solche  Kugelwellen,  bei  welchen  alles  nur  Function 
von  r  und  t  sei.  Wenn  man  bei  der  Untersuchung,  ob  der  Aus- 
druck (34)  den  Differentialgleichungen  genüge,  den  Factor  cos  6  nicht 
mit  differentiire,  setze  das  voraus,  dafs  in  jedem  elementaren  Kugel- 
sector  die  Bewegung  unabhängig  von  den  benachbarten  vor  sich  gehen 
könne;  jedenfalls  sei  hierüber  weitere  Aufklärung  zu  wünschen. 

Challis  erwidert *'*^):  fttr  verschiedene  Sectoren  könne  das 
Gesetz  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  allerdings  verschieden  sein, 
nur  müsse  es  sich  mit  der  Richtung  stetig  ändern.  Darin  allerdings 
habe  Airy  recht,  dafs  man  den  Seitendmck  zwischen  den  Sectoren  nicht 
von  vornherein  ignoriren  dürfe.  Er  versucht  aber  durch  Infinitesimal- 
betrachtungen zu  zeigen,  dafs  er  vernachlässigt  wenlen  könne. 

5802)  Phil.  mag.  (3)  6,  1886,  p.  267. 

6308}  Tor.  mem.  38,  1886,  p.  248. 

5804)  Phil.  mag.  (3)  17,  1840,  p.  462.         5805)  ib.  p.  481. 

5306)  ib.  18,  1841,  p.  130.  —  Man  sieht  wieder  nicht,  ob  die  ver- 
nachlässigten Gröfsen  nicht  von  derselben  Ordnung  sind  wie  die  bei- 
behaltenen. 
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Darauf  Airy^*®'):  Ein  solches  „reasoning  of  a  mixed  natura" 
sei  ftuTserst  unsicher  und  könne  principielle  Fehler  einsohmaggeln; 
er  wolle  sich  daher  rein  analytischer  Methoden  bedienen.  Mit 
diesen  leitet  er  aus  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Hydrodynamik  ab:  wenn  die  Bewegung  überall  nach  einem  festen 
Centrum  hin  gerichtet  ist,  müssen  —  abgesehen  von  Fällen,  die  für 
das  vorliegende  Problem  keine  Bedeutung  haben  —  Phase  und  In- 
tensität von  den  Polarwinkeln  unabhängig  sein.  Femer  zeigt  er^^: 
die  Annahme,  dafs  eine  radiale  Bewegung  nach  dem  Gesetze  zr"^ 
mit  andern  zum  Radius  senkrechten  Bewegimgen  stattfinde,  ergebe 
für  die  zwei  Componenten  dieser  letzteren  drei  Differentialgleichungen; 
die  Beweislast  für  die  Verträglichkeit  dieser  letzteren  schiebt  er 
Challis  zu. 

Darauf  wieder  Challis^^:  man  erhalte  sogar  nicht  nur  drei, 
sondern  sechs  Gleichungen  (als  Integrabilitätsbedingungen);  sie  seien 
aber  in  der  Tat  alle  miteinander  vertraglich,  z.  B.  unter  der  An- 
nahme der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials.  Dabei  meint 
er,  dieses  Geschwindigkeitspotentia]  dürfe  einen  von  der  Richtung 
unabhängigen  Factor  enthalten,  der  beim  Einsetzen  in  die  Differential- 
gleichungen nicht  mit  differentiirt  zu  werden  brauche. 

Airy  replicirt  nochmals ^^®).     Mit: 

(35 )  9  =  z[r-  ^f{r  -  at)  -  r'  Y(r  ~  a/)], 

könne   man   allerdings   allen  Bedingungen  genügen,    aber  nicht  mit 

(36)  q>  =  zr-  V(»-  -at)  +  tf,(0,  i,,  t), 

wie  es  Challis'  Ansatz  verlange.  Aber  ganz  abgesehen  von  diesen 
Einzelfragen:  principiell  wichtig  sei,  dafs  eine  solche  Beifügung  eines 
Factors,  der  nachher  nicht  mit  diffei*entiirt  werde,  ganz  unzulässig 
und  „most  dangerous  to  the  honesty  of  mathematics"  seL 

Schon  vor  den  beiden  letzten  Noten  hatte  Challis  sich  zu 
allgemeinen  Auseinandersetzungen  über  die  Principien  der  An- 
wendung der  Analysis  auf  hydrodynamische  Probleme  veranlafst 
gesehen  ^•'*^*).  Er  wiederholt  zunächst  seine  Ableitung  der  Con- 
ti nuitätsgleichung  (32);  dann  nimmt  er  ohne  weitere  Begründung  an, 
die  Geschwindigkeit  lasse  sich  wenigstens  in  der  Nähe  einer  be- 
stimmten Normalen  in  der  Form: 

(37J  M  =  f(e,  nMr) 

darstellen,    wenn    0,  ti    die    Richtungswinkel    einer    Normalen    der 

5307;  ib.  p.  321.         5308)  p.  826.         5809)  ib.  19,  1841,  p.  63. 
5310)  ib.  p.  143.         6311)  ib.  1»,  1841,  p.  477. 
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Flache  tp  =  0,  r  den  Abstand  vom  Schnittpunkt  dieser  Normalen 
mit  der  Brennlinie  des  Normalenbündels  bezeichnen.  Er  ergiebt  sich 
ihm  unter  dieser  Voraussetzung,  dafs  ein  Geschwindigkeitspotential 
existirt,  wenn  die  Bewegung  überall  in  die  Richtung  von  r  fallt. 
Nun  kehrt  er  aber  diesen  Satz  ohne  weiteres  um  und  behauptet, 
nur  in  diesem  Falle  könne  ein  Geschwindigkeitspotential  ezistiren. 
Damit  erhält  er  dann  wieder  seinen  Wert  für  die  Pendelcorrection. 
Derselben  Zeit  gehört  auch  noch  eine  gröfsere  Abhandlung  von 
ChaUis  über  die  Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflulis  der 
Schwingungen  eines  elastischen  Mediums  an'^"^^^).  Er  erhält  zunächst 
für  die  radialen  Bewegungen  eines  Mediums,  in  dem  die  Dichtigkeit 
Q  zum  Druck  p  proportional  ist,  die  Differentialgleichung: 

1^ +  !.?(';>*'>  =  0  (38) 

dt        r-     er  •     ^ 

und  aus  dieser  zusammen  mit  der  bekannten: 

A  I?  +  I?  =  0  (39) 

Q  dr   '    dt  ^     ^ 

zur  Bestimmung  derjenigen  Function  97  (r,  O9  von  der  v  die  partielle 
Ableitung  nach  r  ist,  die  Gleichung: 

dr%{  a^Xdr/  j        a-  er        «'  dr  drdt       r  dr  ^     ^ 

Vernachlässigt  man  in  ihr  a~',  so  erhält  man  wieder  die  Lösung 
(1)  und  aus  ihr: 

i> = ^'f  •  - ;'  -  F'ii)  (41) 

(vgl.  6);  speciell  wenn  in  einer  bestimmten  Kugelschale  Sinus- 
schwingungen unterhalten  werden: 

p  —  n  =  mhr  cos  ht ^  sin  ht ,  (42) 

wo  n  den  Druck  im  Ruhezustand  bedeutet.  Er  versucht  dann  der 
Reihe  nach,  was  es  ftlr  einen  Einfluls  hat,  wenn  man  von  den  zu- 
erst vernachlässigten  Gliedern  nur  je  eines  mitnimmt;  dadurch  macht 
er  plausibel,  dafs  von  ihnen  a^cq>/c(^  den  gröfsten  Einflufs  hat, 
dafs  man  also  eine  zweite  Annäherung  erhalten  wird,  wenn  man 
dieses  Glied  noch  beibehält,  die  beiden  andern  wegläfst  *'*').  Indem 
er  aufserdem  nur  die  centrifugalen  Wellen  beibehält  und  die  centri- 

5312)  Cambr.  Trans.  7.,   1842,  p.  383;  Auszüge  Phil.  mag.  18,  1841, 
p.  481,  521. 

5318)  nr.  4,  p.  340. 
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petalen  wegläüst,  kommt  er  zu  denselben  Resultaten  wie  früher, 
namentlich  wieder  zu  seinem  Wert  der  Pendelcorrection**^*). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kommt  er  zn  seinem  Problem  ^^^), 
Statt  der  Flüssigkeit  die  Vibrationsgeschwindigkeit  mO{t  —  x/a) 
zuzuschreiben,  könne  man  auch  annehmen,  diese  sei  in  Ruhe  und  die 
Kugel  bewege  sich  mit  der  Geschwindigkeit: 

(43)  _„j,(,-<;)_'jjj. 

Damit  berechnet  er  die  Resultante  der  von  der  Flüssigkeit  auf  die 
Kugel  ausgeübten  Kräfte  und  erhält  so  eine  Differentialgleichung 
für  die  Bewegung  der  Kugel  in  erster  und  zweiter  Annäherung^**). 
Nachher  kommt  Challis  doch  noch  einmal  auf  die  Debatte  mit 
Airy  zurück"").  Er  stellt  jetzt  den  Satz  an  die  Spitze:  wenn  man 
einen  Factor  N  so  bestimmen  kann,  dafs: 

(44)  N{\idx  +  vdy  +  wdz)  «  dy\> 

ein  vollständiges  Differential  ist,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen 
dieses  Ausdrucks  die  Differentialgleichung  einer  Fläche,  die  die 
Richtungen  der  Bewegungen  überall  rechtwinklig  schneidet.  Die 
so  definirten  Flächen  nennt  er  „surfaces  of  displacement^^  Durch 
Einsetzen  in  die  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  findet  er: 

(45)  JSTw*  +  c^l'ct  =  0. 

Als  Beispiel  führt  er  den  Fall  an,  dafs  in  der  Flüssigkeit  eine  Kugel 
sich  geradlinig  bewegt;  ihre  Oberfläche  sei  dann  in  jedem  Augenblick 
eine  surface  of  displacement  [?] ,  und  die  Rechnung  ergiebt: 

(46)  N^B{z-cy^ 

Weiter  ergiebt  sich  noch  aus  den  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen: 

(47)  _^-^-«a^^,,^-.-^|-^-^-^^  +...); 

indem  er  hier  für  N  den  speciellen  Wert  aus  (46)  einsetzt,  dann 
auf  Polarcoordinaten  transformirt  und  eine  Lösung  sucht,  die  nur 
von   r   und   t   abhänget,    erhält  er  wieder  seine  Formel  für  w^'***). 

5814)  nr.  6,  p.  345.         5815)  nr.  9,  p.  347.         5816)  p.  849. 

5317)  Phil.  mag.  19,  1841,  p.  229;  Auszug  als  Note  zu  der  eben  be- 
sprochenen Abhandlung  Cambr.  Trans.  7,,  1848,  p.  851.  Seine  Schlüsse 
schliefsen  sich  z.  Tl.  an  die  von  Eamshaw  fOr  den  Fall  der  Existenz 
eines  Geschwindigkeitepotentials  durchgeführten  an. 

5318)  p.  283.  p.  284  giebt  er  noch  eine  andere  Ableitung,  bei  der  er 
aber  übersieht,  dafs  die  bei  Integrationen  nach  der  Zeit  als  Integrations- 
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Dads  diese  Lösung  Poisson's  Gleichungen  nicht  genüge,  rühre  davon 
her,  dafs  Poisson  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials 
voraussetze. 

Bald  darauf  setzt  er  nach  Recapitulation  seiner  früheren  Re- 
sultate auseinander  ^^^*):  man  könne  aus  der  Continuitat<sgleichung 
und  der  Gleichung  (45)  N  und  q  eliminiren  und  so  eine  partielle 
Differentialgleichung  itlr  tf;  allein  erhalten.  Im  allgemeinen  Fall 
werde  diese  von  der  dritten  Ordnung,  für  incompressihle  Flüssig- 
keiten, wo  sich  die  Rechnung  noch  leicht  durchführen  lasse,  von  der 
zweiten.     Für  den  Fall  p  =>  kg  erhält  er  die  Gleichung: 

,(,)-..,.,,=|f+ij(||)  +  0+(|i)'),        (4S) 

in  der  f(t)  die  durch  die  Integration  eingeführte  willkürliche  Func- 
tion der  Zeit  ist;  für  sehr  kleine  Bewegungen  reducirt  sich  die 
recht«  Seite  auf  ihr  erstes  Glied.  Schliefslich  gewinnt  er  noch  durch 
sehr  undurchsichtige  Rechnungen  die  Gleichung  (vgl.  (8)): 

/•(0-A-log«=y^„^d5+J«».  (49) 

Bald  darauf  giebt  er  noch  eine  kürzere  Ableitung  derselben 
Resultate  ^'^).  AuTserdem  führt  er  jetzt  die  mittlere  Krümmung  der 
surfacc  of  displacement  ein  und  erhält  wieder  so  die  Gleichung  (33)*"*). 

Eine  derselben  Zeit  angehörende  zusammenfassende  Darstellung*^*^ 
leitet  fOr  den  Fall  der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  zu- 
nächst diejenige  specielle  Form  der  Gleichung  (33)  ab,  die  sich  für 
incompressihle  Flüssigkeiten  ergiebt,  dann  auch  die  allgemeine.  Er 
verbindet  sie  mit  der  Gleichung  (45),  bezw.  mit  der  etwas  all- 
gemeineren, die  man  erhält,  wenn  man  noch  das  Vorhandensein 
äuTserer  Kräfte  annimmt  ^^'^).  Dann  folgen  Auseinandersetzungen  über 
den  Fall,  daCs  man  erst  einen  Factor  N  (44)  zufügen  mufs"**); 
Challis    geht   dabei  von   der   Gleichung  (31)  aus  und   will   aus   ihr 

Constanten    auftretenden  Gröfsen    noch  Functionen    der  Coordinaten  sein 
können. 

6819)  Phil.  mag.  20,  1842,  p.  87.         6320)  ib.  p.  283, 

6321)  Er  sagt,  der  neue  Bewei»  setze  nicht  mehr  voraus,  dafs  die 
I^rennlinieu  des  Normalenbündels  im  Räume  fest  seien,  dafs  also  die 
Bewegung  geradlinig  sei.  Aus  der  Vergleichung  beider  Ableitungen 
ergebe  sich  dann,  daüs  die  Bahnen  der  Teilchen  gerad  oder  krumm  seien, 
je  nachdem  ein  Ge^chwiudigkeitspotential  existire  oder  nicht.  —  Phil, 
mag.  26,  1846,  p.  426  stellt  er  beide  Beweise  noch  einmal  dar. 

6322)  Cambr.  Trans.  7,,  1842,  p.  871;  vom  April  1842. 
6823)  nr.  6,  p.  876. 

5324)  nr.  6,  p.  377;   vgl,  aber  die  Berichtigungen  ib.  8,  nr.  11,  p.  87. 
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wieder  schliefseo,  dafs  die  Bewegung  geradlinig  sein  müsse,  wenn 
ein  Geschwindigkeitspotential  existiren  soll.  Man  könne  dann  in 
der  Gleichung  (33)  und  den  aus  ihr  abgeleiteten  ds  dui^h  dr  er- 
setzen, wie  er  in  (33)  auch  ursprünglich  geschrieben  hatte.  Weiter- 
hin giebt  er  für  eine  incompressible  Flüssigkeit  die  ausgerechnete 
Diflferentialgleichung  für  tf;^***)  und  leitet  aus  ihr: 

(50)  «  -  ^f 

ab.  Die  Differentialgleichung  3.  Ordnung  fär  das  tf;  compressibler 
Flüssigkeiten  teilt  er  auch  hier  nicht  mit,  sondern  begnügt  sich  mit 
der  Angabe  eines  particulären  Integrals  der  Form  (1). 

Eine  Note^'^  versucht  durch  Infinitesimalbetrachtungen  einen 
Beweis  des  Satzes:  wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  sind 
die  „surfaces  of  displacement^'  zugleich  Flächen  gleicher  Geschwindig- 
keit. Er  fügt  übrigens  hier  bei:  natürlich  könne  man  leicht  Werte 
von  u^  i;,  w  angeben,  die  der  Continuitätsgleichung  und  der  Forde- 
rung der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  genügten,  und 
doch  keiner  geradlinigen  Bewegung  entsprächen;  aber  in  solchen 
Fällen  könne  man  die  willkürlichen  Functionen  nicht  den  Anfangs- 
bedingungen gemäfs  bestimmen,  „unless  the  motion  be  in  confined 
Spaces  or  narrow  canals"  ***'). 

Diesen  Auseinandersetzungen  von  Challis  hält  G.  G.  Stokes^^^) 
entgegen:  Erstens:  wenn  auch  in  allen  Punkten  eines  Elements 
einer  surface  of  displacement  die  Richtungen  der  Bewegung  in  die 
Normale  der  Fläche  fallen  und  also  die  beiden  Brennlinien  des 
Normalenbündels  schneiden,  so  ist  das  doch  für  andere  Punkte  des- 
selben Raumelements  nicht  möglich,  wenn  man  eben  nicht  von 
vorneherein  annimmt,  dafs  alle  Stromlinien  gerade  Linien  sind,  was 
doch  erst  bewiesen  werden  soll.  Zweitens  sei  nicht  einzusehen,  wieso 
beim  Übergang  von  einer  surface  of  displacement  zur  benachbarten 
allgemein  d(dg>/dt)  «  0  sein  solle.  Drittens:  dafs  die  Stromlinien, 
auch  wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existire,  nicht  in  jedem 
Falle  gerade  Linien  sein  könnten,  sehe  man  schon  daraus,  dafs  sie 
es  nicht  bleiben,    wenn    man   die   vorhandene   Bewegung  mit    einer 


5325)  nr.  15,  p.  389;   wegen  der  Differentiation  der  Gleichung  (32) 
vgl,  8,  nr.  11,  p.  88. 

5326)  p.  394  (vom  Mai  1842);  mit  imbedeutenden  Modificationen  Phil 
mag.  21,  1842,  p.  101. 

5327)  Phil.  mag.  p.  107. 

5328)  ib.  p.  297. 
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gleichförmigen  Translation  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  zusammen- 
setze. Endlich  zeigt  er  noch,  dafs  die  von  Challis  besprochene  Be- 
wegung möglich  ist,  auch  ohne  dafs  man  „enge  Kanäle"  voraussetzt. 

Challis**^)  giebt  zunächst  zu,  dafs  sein  geometrischer  Beweis 
unvollständig  sei,  insofern  er  die  Krümmung  der  Stromlinien  nicht 
berücksichtige.  Er  giebt  eine  neue  Darstellung,  bei  der  er  davon 
ausgeht,  dafs  man  ein  vollständiges  Differential  auf  beliebigem  Wege 
integriren  könne.  Ebenso  sucht  er  ad  1)  seinen  Schlufs  durch  den 
Hinweis  darauf  zu  vervollständigen,  dafs  man  die  Differentiale  der 
Coordinaten  als  von  der  Zeit  unabhängig  behandeln  müsse.  Ad  2) 
meint  er,  eine  allen  Teilen  der  Flüssigkeit  gemeinsame  Bewegung 
müsse  man  vor  weiterer  Behandlung  abtrennen.  Ad  3)  erklärt  er, 
vor  der  Lösung  jedes  speciellen  hydrodynamischen  Problems  müsse 
man  untersuchen,  ob  ein  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  sei 
oder  nicht;  da  Stokes  das  hier  nicht  gethan  habe,  sei  seine  Lösung 
von  vorneherein  zu  verwerfen. 

Stokes  erwidert  ^'®):  1.  auch  bei  Challis'  neuem  Beweise 
werde  ohne  weiteres  vorausgesetzt,  dafs  r  längs  der  beiden  betrach- 
teten Integrationswege  dieselbe  Bedeutung  habe,  was  doch  erst  be- 
wiesen werden  sollte;  2.  dafs  die  Coordinatendifferentiale  von  der  Zeit 
unabhängig  seien,  sei  nirgends  bewiesen;  3.  erst  müsse  man  definiren, 
was  unter  der  „allen  Teilen  gemeinsamen  Bewegung*^  denn  zu  ver- 
stehen sei. 

Challis  giebt,  noch  ohne  von  dieser  Erwiderung  Kenntnis  zu 
haben,  zunächst  längere  Auseinandersetzungen^^^),  die  beweisen  sollen^ 
dafs  r  in  der  Tat  beidemal  denselben  Wert  habe,  und  die,  soviel 
ich  sehe,  darauf  hinauskommen,  dafs  r  als  Parameter  der  Schar  der 
surfaces  of  displacement  gewählt  werden  könne.  Für  den  Fall,  dafs 
die  Bewegung  von  einer  Coordinate  unabhängig  ist,  scheint  er 
daraus  schliefsen  zu  wollen,  diese  Flächen  müfsten  coaxiale  Kreis- 
cylinder  sein  [!1J.  Übrigens  sieht  er  selbst  ein****),  dafs  die  Sache 
sogleich  nicht  stimmt,  wenn  die  äufseren  Kräfte  nicht  auch  blofs 
von  r  abhängen.  Aufserdem  giebt  er  eine  Ausnahme  von  seinem 
Satze  zu^'"):  Bewegung  in  Kreisen  in  parallelen  Ebenen  mit  den 
Mittelpunkten  auf  einer  festen  Axe  sei  auch  möglich.  Endlich  bringet 
er  noch  eine  Ergänzung  seiner  ersten  Betrachtung,  die  die  Krümmung 
der  Stromlinien  vernachlässigt  hatte;  um  diese  zu  berücksichtigen, 
brauche    man    nur    das    Princip,    dafs    keine    allgemeine    Beziehung 


6829)  ib.  p.  428.         5880)  ib.  22,  1843,  p.  66. 
5381)  ib.  p.  97.         6882)  p.  100.         6883)  p.  106. 
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zwischen  ihr  und  der  Krümmung  der  surfaces  of  displacement  be- 
stehen könne  [?]. 

Stokes  Erwiderung  erklärt  er  dadurch  für  mit  erledigt;  nur 
das  bringt  er  noch  bei,  dafs  die  „gemeinsame  Bewegung^^  sich  Yon 
selbst  abspalte  "•*). 

Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  seine  „neue  Fundamental- 
gleichung der  Hydrodynamik"  (45)  zurück***^);  er  nennt  sie  jetzt 
„equation  of  continuity  of  the  motion^',  zum  Unterschied  von  der 
„equation  of  continuity  of  the  fluid"  (ß^)-  ^^^  durch  Combination 
beider  Gleichungen  entstehende  Gleichung  (33)  heifst  ihm  „equation 
of  absolute  continuity*' ^'*).  Übrigens  bemerkt  er  jetzt  ^^^),  dafs 
man  statt  seiner  „surface  of  displacement"  auch  eine  sie  osculirende 
Fläche  zweiten  Grades  benutzen  könne.  Zu  seiner  früheren  Folge- 
rung giebt  er  jetzt  den  Zusatz ^^:  der  Schlufs  gelte  nicht,  wenn 
die  surfaces  of  displacement  Ebenen  seien.  Femer  yersucht  er  seine 
Sätze  auch  auf  compressible  Flüssigkeiten  auszudehnen  ^^^);  dann 
zeige  die  Gleichung  (33),  dafs  die  mittlere  Krümmung  nicht  nur  für 
jede  dieser  Flächen  constant  sein,  sondern  dafs  sie  sich  auch  beim 
Übergang  von  einer  dieser  Flächen  zur  nächsten  um  eine  constante 
Gröfse  ändern  müsse.  Aus  den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen 
ergiebt  sich^  dafs  bei  diesem  Übergang  sich  beide  Hauptkrümmungs- 
radieu  um  dieselbe  Gröfse  ändern  müfsten;  daraus  würde  folgen,  dafs 
die  Richtungen  der  Geschwindigkeit  entweder  von  einem  festen 
Centrum  ausgehen  oder  eine  feste  Axe  senkrecht  schneiden  müssen  ^^^). 
Weiterhin  nimmt  er  aber  dessen  ungeachtet  an,  dafs  die  Coefficienten 
der  surface  of  displacement,  bezw.  ihrer  osculirenden  F,  noch  Func- 
tionen der  Zeit  und  der  Coordinaten  sein  könnten  ^'^^).  Schliefslich 
behandelt  er  eine  Anzalil  Beispiele,  unter  ihnen  auch  die  schon 
früher  besprochenen  noch  einmal. 

Es  folgen  die  schon  mehrfach  ^^')  angekündigten  Anwendungen 
auf  die  ündülationstheorie  des  Lichtes  ^•*').  Jede  optische  Theorie 
müsse  vor  allem  das  Vorhandensein  von  Lichtstrahlen  erklären;  das 
sei  in  der  Emissionstheorie  leicht,  aber  vom  Standpunkt  der  Ün- 
dülationstheorie aus  sei  es  noch  nicht  geschehen.  Ein  Eingehen 
auf  Molecularv'orstellungen  lehnt  er  ab,  indem  er  den  Äther  als  con- 

6834;  p.  107.        5836)  Cambr.  Trans,  bj ,  1844,  p.  31;  Yom  März  1843. 

63SG)  nr.  6,  p.  84.         6887)  nr.  2,  p.  82. 

6338)  nr.  7,  p.  86;  nr.  13,  p.  40.         633Ü)  nr.  8,  p.  36. 

5840)  nr.  0,  p.  37.         6841)  nr.  18,  p.  39. 

5342)  Cambr.  Trans.  7,  nr.  18,  p.  898;  Phil.  mag.  18,  1841,  p.  481. 

5343)  Cambr.  Trans.  8,,  1847,  p.  868;  vom  Mai  1846. 
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tinuirlich  ansieht  und  ihm  die  Eigenschaften  einer  elastischen  Flüssig- 
keit zuschreibt.  Er  erhält  eine  Gleichung,  die  sich  von  (40)  nur 
dadurch  unterscheidet,  dafs  im  letzten  Glied  an  Stelle  von  l/r  die 
mittlere  Krümmung  der  surface  of  displacement  steht;  für  ebene 
Wellen  reducirt  sie  sich  auf: 


l?-(»'-(l!)')^+^l?sf.-«-        («) 

„Bekanntlich"  könnte  man  ihr  durch****): 

|s  _  4(.  +  li) ,  _  .]  p,) 

genügen,  sodafs  a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bedeute.  Auch 
für  nicht  ebene  Wellen,  deren  „Typus"  bei  der  Fortpflanzung 
ungeändert  bleibe,  müsse  eine  ähnliche  Gleichung,  nur  mit  einem 
andern  Coefßcienten  a^  statt  a,  gelten;  das  sei  nur  möglich [?],  wenn 
die  Gleichung  bestehe: 

Andererseits  sei  die  Differentialgleichung  für  tf;  im  allgemeinen  von 
der  3.  Ordnung,  man  könne  dieser  Function  also  noch  drei  will- 
kürliche Bedingungen  vorschreiben.  Als  solche  wählt  er:  1.  die 
Fortpflanzung  soll  nur  in  einer  Richtung  geschehen;  2.  die  Punkte 
der  Z'kxß  sollen  sich  nur  in  ihr  selbst  bewegen;  3.  für  diese  Be- 
wegung in  der  jer-Axe  sollen  die  eben  für  ebene  Wellen  abgeleiteten 
Formeln  gelten.     Demgemäfs  macht  er  den  Ansatz: 

wobei  die  Functionen  <p^  und  f  nur  Ton  den  angebenen  Argmnenten 
abhängen  sollen.  Indem  er  das  einsetzt  und  höhere  Potenzen  der 
Geschwindigkeitscomponenten  vernachlässigt,  erhält  er  in  erster  An- 
näherung: 

Andererseits  müsse  mit  derselben  Annäherung: 


(55) 


«'  =  «V     a.      +  c»- 


-  =  ^1?  (Ö6) 


5344)  p.  365. 
JahrMbericht  d.  Deutschen  MathenL^Yereinigang.    X.  68 
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sein,  also  q>  =^  —  a^  i  q>^dt  und  c^  =  0.     Indem  er  auch  c^  =  c,  =  0 

nimmt****),  erhftlt  er  ue?a?  +  •  •  •  =  d(fq>^^  also: 

(57)  1/;  =  fq>i  +  einer  Function  von  t  allein. 

Dann  drückt  er  die  mittlere  Krümmung  der  surface  of  displacement 
durch  die  Ableitungen  Yon  tf;  au5  und  setzt  in  die  Gleichung  (53) 
ein.     Für  die  Punkte  der  Axe  erhält  er  so: 

(68)  ^^  +  «*9  =  0 

und  auXserdem  vermöge  der  Gleichung  (51): 

(59)    ■  ^;j-  -  aÄ  =  0. 

Die  ,4ongitudinalen"  Schwingungen  seien  also  notwendig  einfache 
Sinusschwingungen,  bezw.  sie  müfsten  sich  aus  solchen  zusammen- 
setzen lassen.     Für  den   andern   Factor  f  erhält  er  die   Gleichung: 

in  der  k  durch 

(61)  (1  +  k)a*  =  a\ 

definirt  ist.  Er  meint,  für  gewöhnliches  Licht  sei  f  nur  von 
r  =  yx^+y^  abhängig;  für  sehr  kleine  r  sei 

(62)  f  =  cos(nryjb72) 

eine  angenäherte  Lösung.  Für  die  genaue  Lösung  glaubt  er  aus 
der  DififerentialgleichuBg  schliefsen  zu  können,  dafs  f  und  df/dr  zu- 
gleich verschwinden  müfsten;  an  den  dadurch  bestimmten  Stellen *^^ 
seien  die  Condensation  und  ihre  Änderung  Null,  man  könne  also  an- 
nehmen, dafs  nur  innerhalb  eines  Cjlinders  von  entsprechendem 
Radius  Bewegung  vorhanden  sei.  Er  glaubt,  dieser  Radius  sei  grofs 
gegen  die  Länge  der  longitudinalen  Wellen.  Durch  Vernachlässigung 
von  Gliedern  derselben  Ordnung  wie  die  schon  vorher  vernachlässigten 
gehe  übrigens  die  Gleichung  (60)  in: 

5345)  p.  867  erörtert  er  die  Bedeutung  dieser  Annahme:  sie  sagt  aus, 
dafs  längs  der  Axe  die  transversale  Componente  überall  da  Null  ist,  wo 
die  longitudinale  ihr  Maximum  hat. 

5346)  Er  zeigt  nicht,  dafs  diese  Functionen  überhaupt  reelle  Null- 
stellen  haben;  man  würde  jetzt  leicht  nachweisen  können,  dafs  das  wirklich 
nicht  der  Fall  ist.  Damit  wird  ein  grofser  Teil  seiner  Folgerungen  hin- 
fällig, nicht  nur  in  dieser  Abhandlung,  sondern  auch  in  vielen  späteren. 


§  96.    John  Challis  und  seine  litterarischen  Fehden.  1075 

fF.  +  f7.  +  *"V=0.  (63) 

bezw.  wenn  f  nur  von  r  abhängt,  in: 

5r^+r5-r  +  *"V=0  (64) 

über.  Dabei  ist  die  Dilatation  in  jeder  zur  x^- Ebene  parallelen 
Ebene  zu  f  proportional,  genügt  also  derselben  Gleichung.  Zum 
SchluljB  setzt  Challis  noch  auseinander,  dafs  man  jede  solche  Be- 
wegung <T  in  zwei  andere  (T^  und  a^  zerlegen  könne,  die  für  sich 
ähnlichen  Bedingungen  genügen. 

An  diese  Zerlegung  knüpft  er  in  einer  sich  unmittelbar  an- 
schlielsenden  Abhandlung  eine  Erklärung  der  Polarisation  ^'^^). 
Sollen  die  „transversalen^^  Bestandteile  der  Bewegung  in  den  beiden 
Componenten  zueinander  senkrecht  sein,  so  mufs: 

de,  de,       de,  de,  _  Q  , 

ox  dx       dy  cy  ^     ^ 

sein;  Elimination  der  einen  Componente  gibt  fdr  die  andere  eine 
Gleichung  der  Form: 

Aufserdem  mufs  0^  noch  der  Gleichung  (63)  genügen  ****),  Indem 
er  für  f  die  angenäherte  Lösung  (62)  nimmt,  erhält  er  nach  Ver- 
fügung über  die   Coordinatenrichtungen  mit  derselben  Annäherung: 

(Ji  =  |iScos  (nyYJc),     c^  —  \Sco8  (nxYk).  (67) 

Diese  Lösung  gebe  wirklich  die  an  der  Zerlegung  eines  Strahles 
einfachen  Lichtes  in  zwei  zueinander  senkrecht  polarisirte  be- 
obachteten Eigenschaften,  wenn  man  annehme,  dafs  die  Intensität 
nur  von  der  durch  f  gegebenen  „transversalen^^  Componente  abhänge. 
Ein  Jahr  später  zieht  er  auch  die  Doppelbrechung  in  den  Kreis 
seiner  Erklärungsversuche^^^).  Er  nimmt  an,  dafs  die  materiellen 
Molekeln  den  Ätherschwingungen  Hindemisse  entgegenstellen,  ver- 
sucht aber  nicht,  diese  Vorstellung  näher  zu  präcisiren,  sondern 
fahrt  sogleich  die  Voraussetzung  der  Existenz  dreier  Hauptrichtungen 
von  der  Art  ein,  dafs  in  ihnen  Schwingungen  nach  Gleichung  (39) 

6847)  ib.  p.  371. 

6848)  Er  untersucht  gar  nicht,  ob  diese  beiden  Forderungen  über- 
haupt miteinander  verträglich  sind. 

6849)  ib.  8«,   1847,  p.  624;    vom  Mai  1847.     Auszug  Phil.  mag.   34, 
1849,  p.  226. 

68* 


(IS* + (! 


1076    I-  Hauptieil.    13.  Abschn.   EinfOhrang  der  math.  Physik  in  England. 

möglich  seien,  nur  mit  verschiedenen  Coefficienten^^^).  Damit  er- 
hält er  die  Gleichungen: 

(68)  «  =  «V|{,    «'  =  »V|^; 

es  existirt  also  dann  kein  Geschwindigkeitspotential.  Er  kommt  zu 
dem  Resultat  ^^^),  dafs  in  einem  solchen  Mittel  keine  Fortpflanzung 
von  gewöhnlichem,  wohl  aber  von  polarisirtem  Licht  möglich  sei. 
Doch  sieht  er  sich  auch  hier  genötigt,  eine  Änderung  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit anzunehmend^').  Schliefslich  leitet  er  noch 
die  Gleichung  der  Wellenflftche  ab*^*). 

Endlich  gibt  er  noch  eine  zusammenfassende  Darstellung  seiner 
Auffassung  der  ündulationstheorie^^^),  bei  der  er  aber  gleich  Anfangs 
höhere  Potenzen  kleiner  GröDsen  vernachlässigt.  Indem  er  femer 
nicht  mehr  von  vorneherein  voraussetzt,  dafs  es  sich  um  mit  constanter 
Geschwindigkeit  fortschreitende  Wellen  handelt  ^^^^),  erhält  er  statt 
(59)  eine  Gleichung  von  der  etwas  allgemeineren  Form^^: 

Er  integrirt  sie  durch  Reihenentwicklung  [nach  der  Methode  von 
Laplace,  §  35]  und  zeigt  dann,  dafs  die  Reihen  bei  speciellen  Vor- 
aussetzungen über  die  Anfangsbedingimgen  durch 

(70)  9  =  wcos?^(£f-a<]/l-t-|^,j,     «  =  /^, 

summirt  werden  können.  Für  f  erhält  er  wieder  die  Gleichung  (43); 
er  integrirt  sie  durch  eine  Reihe,  nimmt  aber  dabei  wieder  zwei 
Functionen  complexen  Arguments  einander  gleich,  die  er  nur  con- 
jugirt  zu  nehmen  brauchte  ^^^).  So  erhält  er  zunächst  die  specielle 
Lösung : 

(71)  /•  =  ^1  cos  (2  xy~e)  +  A^  cos  (2y  Ve), 


5350)  nr.  4,  p.  525.         6851)  nr.  7,  p.  529.         5352)  nr.  8,  p.  530. 

5353)  nr.  9,  p.  530.  Challis  wundert  sich,  dafs  er  dieselbe  Wellen- 
fiäche  erhält  wie  Fresnel  [es  liegt  einfach  daran,  dafs  er  nr.  6,  p.  526 
dieselbe  Gleichung  f&r  die  Elasticitätsfläche  ansetzt]. 

5354)  ib.  8^,  1849,  p.  584  (vom  März  1848). 

5355)  nr.  6,  p.  588. 

5356)  nr.  8,  p.  586.  Die  Zerlegung  der  Differentialgleichung  in  zwei 
and(3re  motivirt  er  durch  die  Forderung:  die  Natur  der  Aufgabe  verlange 
eine  lineare  Lösung  [doch  liefse  sie  sich  auch  anders  begründen]. 

5357)  nr.  8,  p.  589. 
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yerwirft  sie  aber  wieder  und  sucht  eine  nur  von  r  abhängige 
Lösung.      Als    solche    erhalt    er    die    Potenzreihenentwicklung    yon 

c7o(r)/e).  Er  verlangt,  dafs  in  den  Nullstellen  des  Integrals  auch 
seine    Ableitung  Null    werden    soll;    da    er   einsieht,    dafs    das    für 

*^ov  V^)  ^icht  der  Fall  ist,  so  geht  er  zu  der  unverkürzten 
Differentialgleichung  (60)  und  den  schon  in  der  vorhergehenden 
Abhandlung  aus  dieser  gezogenen  Folgerungen  zurück.  Für  kleine 
r  falle  die  so  erhaltene  Lösung  übrigens  mit  dem  durch  die  An- 
nahme J[j »  J.2  =  1/2  erhaltenen  Specialfall  von  (51)  zusammen. 
Er  glaubt,  für  die  Optik  reiche  das  aus:  „for  it  maj  be  presumed 
that  so  far  as  the  motions  correspond  to  the  phaenomena  of  light, 
they  admit  of  being  dofined  by  exact  expressions"  ^•^).  Schliefslich 
giebt  er  noch  einige  Ergänzungen  zu  seiner  Untersuchung  über 
Doppelbrechung  ^^^). 

Seine  zunächst  mit  Rücksicht  auf  Verwendung  für  die  Optik 
abgeleiteten  Formeln  nimmt  er  alsbald  auch  für  die  Akustik  in 
Anspruch ^*^).  Aus  Gleichungen,  die  von  (55)  sich  nur  dadurch 
unterscheiden,  dafs  für  f(p^  noch  (p  steht,  schliefst  er,  dafs  bei  allen 
„rein  oscillirenden"  Bewegungen  [freilich  ein  sehr  unbestimmter 
Begriff]  udx  +  vdy  -\-  wdz  ein  vollständiges  Differential  sein  müsse; 
für*  alle  solche  Bewegungen  müfsten  nämlich  o^,  c^,  c^  als  von  der 
Zeit  unabhängig  notwendig  Null  sein.  Auiserdem  erklärt  er  die 
landläufige  Ableitung  der  Schallgeschwindigkeit  für  falsch:  man 
müsse  auch  hier  eine  Lösung  von  der  Form  (54")  suchen.  So  erhält 
er  wieder  die  beiden  Differentialgleichungen  (69)  und  (63)  und  für 
die  erstere  die  Lösung  (70)^^),  die: 


ay~i 


statt  a  als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ergiebt.     Die  Lösung  der 

letzteren  durch  J^Yr  verwirft  er  aus  denselben  Gi-ünden  wie  oben*^**') 
und  kehrt  zur  unverkürzten  Gleichung  (61)  zurück.  Von  der  damals 
schon  landläufigen  Erklärung  des  Unterschieds  zwischen  Beobachtung 
und  Bechnung  durch  Berücksichtigung  der  thermodynamischen  Ver- 
hältnisse"') will  er  nichts  wissen  *••*). 


5358)  nr.  12,  p.  592.         5359)  nr.  16,  p.  593. 

5360)  Phil.  mag.  82,  1848,  p.  276.  Vgl.  den  Bericht  über  diese  Ab- 
handlimg  und  die  sich  anschliefsende  Discussion  von  H.  Helmholtz, 
Fortschritte  der  Physik  4,  p.  101,  5,  p.  93  (Abh.  1,  p.  238,  251). 

5361)  p.  280.         5362)  p.  283;  ebenso  auch  noch  ib.  34,  1849,  p.  365. 
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G.  B.  Airy  bemerkt  dazu^**):  Bevor  man  zu  einer  neuen 
Oleichong  seine  Zuflucht  nehme,  müsse  man  erst  die  Annahme 
k=^  0  versuchen;  sie  führe  zu  /*=  const.  und  damit  zu  den  gewöhn- 
lichen Resultaten.  Wolle  man  aber  k  von  Null  verschieden  haben, 
so  müsse  man  die  allgemeinste  Lösung  von  (63)  hinzunehmen.  Die 
allgemeinste,  die  er  geben  könne,  sei: 

(73)  f=^'Äco8(px  +  qy  +  By,  (p»  +  9«=*») 

die  Zusammensetzung  eines  solchen  Therms  mit  dem  von  Ghallis 
gegebenen  Ausdruck  (70)  für  (p  liefere  ebene  Wellen,  die  in  der 
Richtung  ihrer  eigenen,  von  der  js-Axe  verschiedenen  Normale  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  1  hätten;  es  finde  also  entgegen 
Ghallis'  Behauptung  ,4^^^^  spreading'^  statt.  Durch  Superposition 
solcher  ebenen  Wellen  könne  man  auch  Ghallis'  Form  mit  der 
Gylinderfunction  erhalten. 

Ghallis  erwidert:  der  gröDsere  Wert  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ergebe  sich  ihm  schon  aus  der  Discussion  der 
Gleichung  (69),  ohne  jede  Rücksicht  auf  (63)****).  Die  Annahme 
ebener  oder  sphärischer  Wellen  führe  überhaupt  auf  Widersprüche, 
wenn  man  von  den  vollständigen  Diflferentialgleichungen  für  endliche, 
nicht  von  den  abgekürzten  für  unendlich  kleine  Schwingungen  aus- 
gehe. Bei  den  ersteren  erhalte  man  „bekanntlich"  eine  Gleichung 
der  Form: 

(74)  w^f{z^(l+iv)t) 

(vgl.  52);  wenn  man  versuche,  aus  ihr  die  Knoten  und  Bäuche  zu 
bestimmen,  erhalte  man  eventuell  für  die  ersteren  dieselben  Werte 
wie  für  die  letzteren,  was  absurd  sei.  Bei  sphärischen  Wellen  ver- 
lange die  gewöhnliche  Theorie,  dafs  die  Dilatation  der  ersten  Potenz 
der  Distanz  vom  Gentrum  umgekehrt  proportional  sei;  das  wider- 
spreche dem  Princip  der  Erhaltimg  der  Masse,  demzufolge  hier  das 
Quadrat  der  Distanz  auftreten  müfste^**^). 

Nachträglich  fügt  er  noch  bei*^^*):  wenn  man  seine  Methode 
auf  die  unverkürzten  Diflferentialgleichungen  anwenden  wolle,  müsse 
man  u  dx  -f  •  •  •   wenigstens  näherungsweise  zu  einem  vollständigen 

536.S)  ib.  32,  1848,  p.  839. 

5364)  ib.  p.  494.  Das  ist  insofern  nicht  richtig,  als  doch  gezeigt 
werden  mufs,  dafs  zu  dem  gefundenen  9  ein  zugehöriges  /  sich  be- 
stimmen läfst. 

5365)  p.  497;  nähere  Ausführnngen  84,  1849,  p.  91,  284,  868,  449. 
6866)  ib.  38,  1848,  p.  98. 
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Differential  machen.  Die  Art,  wie  er  die  eine  Differentialgleichung 
in  zwei  spaltet,  ist  freilich  auch  hier  nicht  einwurfsfrei ^^^.  Die 
letzteren  integrirt  er  dann  durch  successive  Approximationen  durch 
eine  trigonometrische  Reihe,  sodafs  also  „non-divergent  waves^  doch 
möglich  sein  müTsten,  im  Widerspruch  mit  dem  eben  erhaltenen 
Resultat.  Also,  schliefst  er^^,  taugt  die  ganze  herkömmliche 
Hydrodynamik  nichts.  Man  mufs  vielmehr  —  so  fährt  er  fort***^)  — 
die  Gleichung  (33)  mit  heranziehen  und  mit  ihrer  Hilfe  aus  den 
unverkürzten  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  für  9  eine 
Gleichung  von  ähnlicher  Form  wie  (40)  a.bleiten.  Für  diese  könne 
man  von  (70)  aus  durch  successive  Approximation  eine  Lösung 
erhalten,  die  nach  Potenzen  von  m  entwickelt  sei;  für  das  Quadrat 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erhalte  man  in  dritter  Annäherung: 

af  =  a*  +  |;  +  »,Vft$^  +  ä),    mit    g-^-        (75) 

Dementsprechend  erhält  er  auch  für  f  statt  (60)  eine  vollständigere 
Gleichung. 

Inzwischen  hatte  auch  G.  Stokes  in  die  Debatte  eingegriffen*'^®), 
indem  er  darauf  hinwies,  dafs  die  Lösung  (74)  nur  innerhalb  eines 
gewissen  Zeitintervalls  gelte,  nämlich  nur  solange,  als  die  Functionen 
stetig  bleiben;  diese  Grenze  sei  in  Challis'  Beispiel  schon  über- 
schritten. Natürlich  gehe  die  Bewegung  selbst  über  den  Moment 
des  Eintritts  der  Discontinuität  weiter;  die  einfachste  Annahme,  die 
man  machen  könne,  sei,  dafs  sich  eine  Discontinuitätsfläche  bilde. 
Aber  damit  allein  komme  man  nicht  aus:  „something  like  reflection 
must   take    place"  *''^).     Übrigens    unterläfst    er   nicht   darauf  auf- 

5367)  p.  09.  Challis  scheint  das  bald  selbst  bemerkt  zu  haben,  vgl. 
34,  1849,  p.  93/94. 

5368)  33,  p.  101.  Das  „non- divergent**  beruht  freilich  einzig  und  allein 
auf  der  Annahme  ****)  der  Existenz  eines  r,  für  das  f  und  df/dr  zugleich  0 
werden. 

5369)  ib.  p.  360. 

5370)  ib.  p.  349;  papers  2,  p.  51.  Stokes  spricht  bei  dieser  Gelegen- 
heit seine  Auffassung  aus  (p.  54)  „it  seems  to  me  of  the  utmost  importance, 
in  considering  the  application  of  partial  differential  equations  to  phjsical, 
and  even  to  geometrical  problems,  to  contemplate  functions  apart  from 
all  idea  of  algebraical  ezpression**  [algebraical  steht  hier,  wie  öfters  in 
England,  für  „analytisch'*]. 

5371)  p.  54;  einige  weitere  Andeutungen  34,  1849,  p.  59.  —  Eine  in 
den  papers  p.  55  zugefügte  Note  besagt,  Kelvin  und  Bajleigh  hätten  ihn 
darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs  discontinuirliche  Bewegungen  der  hier 
von  ihm  angenommenen  Art  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  ver- 
letzten. 
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merksam  zu  machen,  dafs  eine  Mitberücksichtigung  der  Wärme- 
leitung und  der  Umsetzung  von  Wärme  in  Arbeit,  möglicherweise 
auch  schon  eine  solche  der  Reibung,  die  Schlüsse  modificiren  würde. 

Challis  erwidert:  praktisch  komme  es  auf  dasselbe  hinaus,  ob 
man  sage,  ebene  Wellen  seien  überhaupt  nicht  möglich,  oder,  wie 
aus  Stokes'  Auseinandersetzimgen  hervorgehe,  sie  seien  nicht  imstande 
articulirte  oder  musikalische  Töne  zu  übermitteln.  Dann  setzt  er 
noch  einmal  seinen  Beweis  ^'*^)  der  Unmöglichkeit  sphärischer  Wellen 
auseinander.  Statt  „non-divergent  waves"  will  er  jetzt  lieber  „ray- 
vibrations"  sagen  *'^^). 

Daraufhin  hebt  Stok es **''*)  noch  einmal  hervor,  dafe  Integration 
über  eine  Unsteügkeitsstelle  weg  ohne  nähere  Discussion  unzulässig 
sei.  Er  habe  sich  besonders  bemüht,  die  rein  mathematischen  und 
die  physikalischen  Fragen  auseinander  zu  halten.  Ein  sphärische 
Wellen  darstellendes  Integral  der  unverkürzten  Differentialgleichung 
habe  überhaupt  noch  niemand  gegeben;  doch  sei  er  durch  Unter- 
suchungen, in  denen  die  Wirkung  der  „Divergenz^'  sehr  annähernd 
in  Rechnung  gezogen  sei,  zu  der  Überzeugung  gekommen,  dafs  die 
Bildung  eines  „bore''  [ein  der  Gezeitentheorie  entlehnter  Ausdruck] 
durch  die  Divergenz  zwar  sehr  verzögert,  aber  doch  schliefslich  nicht 
verhindert  werde.  Challis'  Einwände  gegen  die  Möglichkeit  sphärischer 
Wellen  habe  er  in  ibrer  ersten  kurzen  Fassung  nicht  verstanden  und 
sei  deshalb  nicht  darauf  eingegangen.  Sie  beruhten  auf  der  An- 
nahme, dafs  man  willkürlich  einen  Teil  des  Mediums  zwischen  zwei 
concentrischen  Kugeln  isolirt  betrachten  und  den  Rest  durch  inihende 
Flüssigkeit  ersetzen  könne.  Dem  gegenüber  zeigt  Stokes  auf  ver- 
schiedene Arten,  dafs  für  jede  Welle,  die  sich  nur  nach  aufsen 
ausbreite,  die  mittlere  Dilatation  notwendig  Null  sein  müsse,  wodurch 
der  von  Challis  gefundene  Widerspruch  sich  hebe. 

Aufserdem  bespricht  Stokes  hier*''*)  noch  eine  andere  ihm  von 
Challis  mündlich  vorgelegte  Schwierigkeit:  angenommen,  es  ströme 
von  allen  Punkten  einer  Kugel  während  einer  gewissen  Zeit  t 
Flüssigkeit  aus,  so  sieht  es  auf  den  ersten  Blick  so  aus,  als  ob 
dann  nur  eine  Condensationswelle,  ohne  nachfolgende  Dilatation, 
sich  nach  aufsen  ausbreiten  müfste.  Aber  thatsächlich  sei  das  gar 
nicht  der  Fall,  sondern  in  jedem  Punkte  r  des  Raumes  trete   zur 


6372)  ib.  p.  463. 

6373)  ib.   34,   1849,  p.  62;   ohne  die  polemischen  Bemerkungen  am 
Anfang  und  am  Schlüsse  papers  2,  p.  82. 

6374)  p.  67  bezw.  87. 
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Zeit  r  eine  Verdichtung  ein,  die  nach  r  weiteren  Zeiteinheiten 
plötzlich  aufhört  und  einer  Verdünnung  Platz  macht. 

Ziun  Schlufs  giebt  Stokes  noch  seine  Verwahrung  gegen  die 
Gleichung  (60),  sowie  gegen  die  willkürliche  Zerspaltung  einer 
Differentialgleichung  in  zwei  zu  ProtocoU^^^). 

Challis  replicirt  noch  einmal*''*):  „Unendlichkeitsstelle"  be- 
deute doch  physikalisch  nichts  weiter  als  „endliche  Veränderung  von 
Geschwindigkeit  oder  Dichtigkeit  in  unendlich  kleinem  Raume^; 
Stokes'  Resultat  konmie  also  physikalisch  doch  auf  dasselbe  hinaus, 
wie  seine  Auffassung.  Bei  Stokes'  Argumentation  betr.  sphärische 
Wellen  liege  die  petitio  principii  vor:  Wenn  solche  Wellen  möglich 
seien,  sei  u.  s.  w.*^'^;.  Was  die  von  Stokes  angegriffenen  Gleichungen 
betreffe,  so  habe  er  neuerdings  bemerkt,  dafs  sie  nur  in  erster  An- 
näherung richtig  seien.  Im  übrigen  stellt  er  sich  jetzt  auf  den 
Standpunkt*''^):  wenn  ebene  oder  Eugelwellen  möglich  sein  sollten, 
so  müfsten  sie  sich  aus  seinen  „ray-vibrations"  zusammensetzen  lassen. 

Auf  Stokes'  abermalige  Betonung  seiner  Auffassung,  dafs  aus 
dem  Princip  der  Erhaltung  der  Masse  die  von  Challis  behauptete 
Unmöglichkeit  sphärischer  Wellen  nicht  gefolgert  werden  könne**'*), 
führt  dieser  seine  Rechnung  noch  einmal  numerisch  durch,  unter 
Annahme  zweier  fester  Begrenzungskugeln *'*^).  Darauf  replicirt 
Stokes**®*):  er  bestreite  eben,  dafs  man  annehmen  dürfe,  die 
Flüssigkeit  sei  aufserhalb  und  innerhalb  der  Begrenzung  einer  reinen 
Condensationswelle  ganz  in  Ruhe;  das  sei  nur  der  Fall,  wenn  die 
mittlere  Condensation  Null  sei. 

Schliefslich  läuft  die  Discussion  darauf  hinaus,  dafs  jeder  noch 
einmal  seine  Auffassung  darstellt**®*). 

Vorher  schon  hatte  Airy**®*)  noch  gezeigt,  wie  die  Gleichimg: 


ä 


i  -  9  (' + H)".  («) 


die  mit  n  =  2  für  elastische,  mit  n  =  3  für  tropfbare  Flüssigkeiten 
gelte,  durch  successive  Approximationen  vollständig  integrirt  werden 
könne.  Er  kommt  zu  demselben  Resultat  wie  Stokes**'®).  Challis' 
Behauptung,    eine    ebene  Welle    sei    in    einem  solchen  Mittel  nicht 


6375)  p.  60.         7376)  Phil.  mag.  34,  1849,  p.  88. 
5377)  p.  91     „Die  Antwort  von  Hm.  Challis  ist  keine."   Helmholtz  w«^ 
241. 
6878)  p.  95.         6379)  ib.  p.  203;  nicht  in  den  papers. 
6380)  ib.  p.  284.         6381)  ib.  p.  348. 
5382)  Challis  p.  353,  449;  Stokes  p.  601.        5888)  ib.  j>.  401. 
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möglich,  müsse  ergänzt  werden  durch  den  Zusatz:  „wenn  man  ver- 
lange, dafs  sie  denselben  Charakter  through  infinite  Space  and  infinite 
time  beibehalten  solle^. 

Damit  schien  die  Discussion  geschlossen,  sie  lebte  aber  sofort 
von  neuem  auf.  Schon  1846  hatte  J.  Bertrand,  „en  voyant  le 
nom  de  M.  Challis  melä  a  ime  discussion  importante^^  [Adams  c/a 
Leverrier],  diesem  seine  Fehler  der  Reihe  nach  vorgehalten  ^'^):  den 
Fehlschlufs  auf  die  Gleichheit  zweier  Functionen,  die  nur  conjugirt 
zu  sein  brauchen,  und  die  daraus  sich  ergebende  seltsame  Folgerung, 
dafs  die  Bewegung  inuner  geradlinig  sein  müTste;  die  Behandlung 
des  r  der  Gleichung  (31)  als  eine  unabhängige  Variable;  die  falsche 
Voraussetzung  der  Existenz  von  Orthogonalflächen  zu  den  Bewegungs- 
richtungen. Auch  hatte  er  darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs  bei 
der  Ableitung  der  Gleichung  (33)  von  der  „neuen  Differential- 
gleichung^' (45)  gar  kein  Gebrauch  gemacht  wird,  dafs  diese  Glei- 
chung (33)  vielmehr  nur  eine  Umformung  von  (32)  vorstellt. 

Challis  antwortet  erst  drei  Jahre  später  auf  diesen  Angriff, 
von  dem  er  erst  durch  eine  Schrift  von  P.  Tardy**®*)  Kenntnis  er- 
halten habe.  Er  wiederholt  zunächst  seine  früheren  Behauptungen^^; 
dann  fährt  er  fort^^^):  wenn  man  imter  der  Voraussetzung  der  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  in  (33)  die  mittlere  Krümmung  der 
Fläche  9  =  const.  durch  die  Ableitungen  von  g>  ausdrücke,  erhalte  man 
die  schon  von  Lagrange  gegebene  Gleichung  für  g>.  Aber  um- 
gekehrt könne  man  aus  der  letzteren  die  erstere  nur  imter  der 
Voraussetzimg  stetiger  Krümmung  der  genannten  Fläche  ableiten. 
Man  dürfe  übrigens  in  diesem  Falle  nicht  einfach  das  N  von 
Glchg.  (44)  gleich  1  setzen;  vielmehr  habe  man  im  allgemeinen: 

(77)  ^  =  F(9.)  +  X(.t), 

also: 

und  daraus  in  erster  Annäherung: 

(79)  9  =  f(e(s)  -  xit)), 

was  mit  (77)  nur  für  t(;  =  ö(8)  verträglich  sei.    Daraus  ergebe  sich 
wieder,  dafs  die  Bewegung  geradlinig  sein  müsse. 


5384)  Par.  C.  R.  23,  1846,  p.  827. 

5386)  Sopra  alcuni  ponti  della  teoria  del  moto  dei  liquidi;  mir  nicht 
zagänglich. 

5386)  Phil.  mag.  34,  1849,  p.  512.        6387)  nr.  2,  p.  516. 
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Tardy  antwortet ^^:  wenn  ein  integrirender  Factor  N  existire, 
sei  die  Gleichung  (33)  leicht  aus  den  alten  Gleichungen  der  Hydro- 
dynamik abzuleiten,  man  brauche  Challis'  neue  Gleichung  gar  nicht 
dazu.     Aber  ein  solcher  Factor  existire  nur,  wenn: 

(dv       dw\    ,  ^  /-^v 

WJi~l^)  +  '---^  (80) 

seL  AuDserdem  giebt  er  ein  Beispiel  einer  Bewegung,  für  die  die 
Gleichung  (45)  nicht  zutreffe.  Endlich  erklärt  er  die  Ableitimg 
von  (50)  aus  (33)  nicht  fOr  richtig"«»). 

Dem  gegenüber  macht  Challis  darauf  aufmerksam"^),  dals 
Tardy  bei  seiner  Ableitung  von  (33)  aus  den  alten  Gleichimgen 
eben  doch  auch  die  Existenz  —  wenn  auch  nicht  den  Wert  —  des 
integrirenden  Factors  N  benutze.  Dann  bespricht  er  Tardy's  Bei- 
spiele, ohne  dafs  dadurch  die  Sache  gefördert  würde.  Doch  ver- 
anlafst  ihn  diese  Polemik  zu  einer  neuen  Darstellung  seiner  Theorie  ^'*^). 
Er  bezeichnet  jetzt  die  Behauptung  der  Existenz  eines  Systems  von 
Flächen,  die  überall  zu  den  Bewegungsrichtungen  rechtwinklig  sind, 
ausdrücklich  als  Axiom ^'^^,  mit  dem  Beifügen:  dadurch  unterscheide 
sich  die  Bewegung  eines  Continuums  von  der  eines  Molekelsystems. 
Für  den  Fall,  dafs  der  Druck  zur  Dichtigkeit  proportional  imd  beide 
von  zweien  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  unabhängig  sind, 
leitet  er  noch  einmal  aus  den  gewöhnlichen  hydrodynamischen 
Gleichungen  eine  Gleichung  der  Form  (74)  ab  imd  setzt  wieder 
auseinander,  dafs  sie  auf  einen  Widerspruch  führe"").  Ähnliches 
gelte  auch  für  die  Bewegung  von  einem  festen  Centrum  aus.  Man 
müsse  daher  den  von  ihm  als  Definition  bezeichneten  Satz  mit 
heranziehen,  dafs  zwei  Teile  einer  Flüssigkeit  durch  eine  unendlich 
dünne  starre  Fläche  ohne  Kraftaufwand  voneinander  getrennt  werden 
könnten;  aus  ihm  ergebe  sich,  dafs  zwar  die  Gondensation,  aber 
nicht  ihre  Ableitungen  nach  den  Coordinaten  Unstetigkeiten  auf- 
weisen könnten.  Das  führe  aber  auch  wieder  auf  Widersprüche. 
Um  sie  zu  beseitigen,  müsse  man  drei  „Principien"  annehmen^"*). 


6888)  ib.  36,  1860,  p.  174.         6889)  p.  177. 

6390)  ib.  p.  296  und  (4)  1,  1861,  p.  286. 

6391)  ib.  (4)  1,  1861,  p.  26.         6892)  p.  82.         6398)  p.  86. 

6894)  p.  231.  Seine  Anffassung  ist:  wenn  man  von  der  VorauBsetzung 
der  Existenz  eines  integrirenden  Factors  aus  zu  einem  bestimmten  Gesetz 
über  die  Wirkung  der  Teile  der  Flüssigkeit  aufeinander  gelange,  das 
nichts  von  speciellen  Anfangsbedingungen  enthalte*  so  müsse  dieses  Gesetz 
allgemein  gelten.  [Er  übersieht  dabei  nur,  dafs  sein  Gesetz  eben  eine 
solche  specielle  Beziehung  auf  die  „surfaces  of  a  displacemenf '  enthält] 
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u.  a.:  das  Gesetz  der  Wirkung  der  Teile  der  Flüssigkeit  aufeinander 
sei  imabhängig  von  der  Anfangsstörung  und  müsse  daher  vor  der 
Untersuchung  specieller  Falle  der  Bewegung  festgestellt  werden. 
Statt  der  Gleichung  (45)  hat  er  jetzt: 

(81)  I?  +  J^«*  +  Z(0  =  0, 

unter  i  eine  willkürliche  Function  von  i  verstanden,  die  er  früher 
in  tf;  mit  hineingezogen  hatte.  Wieder  behandelt  er  s  wie  eine 
bestimmte  Function  des  Ortes  und  kommt  so  wieder  zu  dem 
Schlüsse,  dafs  alle  Bewegungen  geradlinig  sein  müfsten,  wenn  ein 
Geschwindigkeitspotential  existiren  sollte.  Weiter  gewinnt  er  durch 
Integration  wieder  die  Gleichung  (33)  für  incompressible  Flüssig- 
keiten und  speciell  (50).  Die  Resultate  wendet  er  wieder  auf  die 
Bewegung  einer  glatten  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  an.  Den  Wider- 
spruch ^'^^)  glaubt  er  jetzt  damit  wegräumen  zu  können,  dafs  er 
erklärt,  es  könne  sich  hier  nur  um  einen  Fall  erzwungener  Be- 
wegung handeln*'^). 

Inzwischen  hatte  auch  Stokes  noch  einmal  in  die  Debatte 
eingegriffen**^:  Challis'  „Axiom"  sei  ganz  falsch;  z.  B.  sei: 

(82)  w  =  —  coy,     V  =  coa:,     «r  =  c 

eine  mögliche  Lösung,  die  ihm  nicht  genüge;  und  wenn  ud,x-\- 
vdy  -f  wdz  einen  integrirenden  Factor  zulasse,  so  gelte  für 
(m  +  a)rfjc  -f  •  •  •,  wenn  a,  .  .  .  Constante  seien,  im  allgemeinen 
nicht  dasselbe. 

Challis  erwidert*'^'):  Bewegungen,  bei  denen  die  Flüssigkeit 
sich  als  ganzes  wie  ein  fester  starrer  Körper  bewege,  brauche  man 
in  der  Hydrodynamik  nicht  zu  behandeln. 

Stokes  replicirt*'^:  man  brauche  sie  da  nicht  zu  behandeln, 
dürfe  es  aber  doch  thun.     Übrigens  existire  auch  zu: 

(83)  —  mjdx  +  iüxdy  +  /"(Va;^  +  i/)  dz 

nur  für  zwei  specielle  Annahmen  über  die  Function  f  ein  inte- 
grirender  Factor. 

Challis  bleibt  dabei  *'^^:  die  Translationsbewegung  der  ganzen 
Masse  müsse  sich  „by  the  course  of  reasoning"  [?J  von  selbst  von 
der  übrigen  Bewegung  trennen.     Stokes'  neues  Beispiel  (83)  betreffe 

6395)  p.  239.         5^96)  ib.  p.  157;  nicht  in  den  papers. 
5397)  ib.  p.  240.         5398)  ib.  p.  393;  nicht  in  den  papers. 
5399)  ib.  p.  477. 
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einen  singulären  Fall,  der  besonders  behandelt  werden  müsse;  jede 
der  concentrischen  Cy linderflächen  um  die  z-Aie  könne  sich  hier 
ganz  unabhängig  von  den  übrigen  bewegen.  Dafs  Stokes  auf  diese 
Ausflüchte  hin  sich  mit  der  Erklärung  begnügt***^),  er  sei  nicht 
überzeugt,  ist  nicht  zu  verwundem. 

Neben  dieser  Debatte  und  teilweise  mit  ihr  verflochten  läuft 
noch  eine  andere  her,  die  sich  auf  die  Geschwindigkeit  der  Schall- 
fortpflanzung in  der  Luft  bezieht.  R.  Pott  er  ^®^)  ist  wie  Challis 
der  Meinung,  dalis  die  thermodjnamische  Erklärung  des  Unterschiedes 
zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ^^^)  nicht  haltbar  und  über- 
haupt die  ganze  herkönmiliche  Behandlung  der  Hydrodynamik 
elastischer  Flüssigkeiten  falsch  sei.  Indem  er  die  Übertragung  der 
Bewegung  von  einer  Molekel  zur  anderen  verfolgt  und  dabei  den 
von  jeder  eingenommenen  Raum  als  würfelförmig  behandelt,  kommt 
er  zunächst  für  die  Fortpflanzung  in  einer  geradlinigen  Luftfaser, 
weiterhin ^^^   auch  für  die  im  dreidimensionalen  Räume  dazu,  den 

von  Newton  berechneten  Wert  mit  Vo/2  zu  multipliciren,  was  mit 
der  Erfahrung  übereinstimme. 

W.  J.  M.  Rankine"®«)  und  G.  Stokes*^*^)  erklären  dem 
gegenüber,  dalis  Potter  die  thermodynamische  Erklärung  ganz  falsch 
aufgefafst  habe.  Letzterer  verfolgt  auTserdem  noch,  zu  welchen 
Consequenzen  Potter's  Annahmen  führen  müfsten,' indem  er  neben 
die  verallgemeinerte  hydrodynamische  Gleichimg: 

p^kQ(l+ö  +  ad)  (84) 

die  Wärmeleitungsgleichung: 

|?  =  4J-,Ö  (85) 

stellt  und  untersucht,  was  für  ebene  Wellen  mit  diesen  Gleichungen 
verträglich  seien.     Er  findet: 

a  =  Äe-f"*  ■*" V»  cos  (nt  —  (ix  cos  if;),  (86) 

wo  fi,  tf;  sich  aus  a,  /?,  q  imd  n  bestinunen.  Aus  der  beobachteten 
Thatsache,  dalis  Töne  noch  in  grofsen  Entfernungen  vernehmbar 
sind,  folgt,  dafs  i|;  sehr  klein  sein  mufs;  die  Formeln  ergeben,  dafs 
das  nur  der  Fall  ist,  wenn  q  entweder  sehr  klein  oder  sehr  grofs 
gegen  n  ist;  die  erstere  Voraussetzung  führe  zu  dem  Resultat  von 
Newton,  die  letztere  zu  dem  von  Laplace.     Auch  sei  nur  in  diesen 


6400)  ib.  2,  1851,  p.  60.         6401)  ib.  1,  p.  101.         6402)  ib. 
6403)  ib.  p.  226.        6404)  ib.  p.  806;  papers  3,  p.  142. 


p.  205. 
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beiden  Fällen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Tonhöhe 
unabhängig,  sonst  nicht ^*^).  Übrigens  nötigten  die  beobachteten 
Werte  der  Abkühlungsgeschwindigkeit,  die  letztere  Alternative  an- 
zunehmen^**^*). Eine  Schluisbemerkung^*®^  besagt:  wenn  sich  heraus 
stellen  sollte,  dais  Wärmestrahlen  von  geringer  Brechbarkeit  in  der 
Luft  stärker  absorbirt  werden,  so  würden  die  Resultate  zwar 
quantitativ,  aber  nicht  qualitativ  zu  modiflciren  sein. 

Potter  erwidert  zunächst  Rankine^***):  es  sei  ganz  willkürlich, 
wenn  man  die  durch  die  Temperaturänderungen  hervorgebrachten 
Änderungen  c  der  Gondensation  s  dieser  selbst  proportional  setze; 
z.  B.  sei  jede  andere  ungerade  Potenz  der  Gondensation  ebenso 
zulässig. 

Dann  wirft  S.  Haughton  die  Erklärung  in  die  Debatte^*^): 
Auch  Potter's  Rechnung  sei  nicht  richtig;  wenn  man  sie  richtig 
stelle,  komme  man  auf  Newton's  Resultat  zurück  —  ganz  abgesehen 
von  den  Schwierigkeiten,  die  die  Annahme  würfelförmiger  Atome 
sonst  mit  sich  bringe. 

Stokes  hatte  bei  seinen  Auseinandersetzungen  im  Vorübergehen 
Ghallis  genannt.  Das  giebt  diesem  Veranlassung,  auch  seinerseits 
sich  zum  Wort  zu  melden ^^^)  imd  die  Überlegungen,  die  ihn  zu 
seiner  Gleichung  (70)  geführt  haben,  ohne  Formeln  darzustellen. 
Seine  Schlüsse  beruhten  auf  „hydrodynamischen  Principien^',  die  der 
anderen  auf  „Hypothesen". 

Pott  er  erwidert**^*):  die  Atome  seien  nicht  würfelförmig  zu 
denken,  aber  würfelförmig  angeordnet. 

Rankine  erwidert  Potter  ^^'):  Poisson  habe  mit  Recht  a  „a 
cause  de  la  petitesse  de  5"  zu  diesem  proportional  gesetzt. 

Darauf  erklärt  Pott  er"*')  „non  sequitur".  Femer  meint  er, 
Ghallis'  Behauptimg,  die  Atomtheorie  verlange  die  Annahme  trans- 
versaler Schwingungen,  die  die  longitudinalen  begleiten  sollen,  sei 
insofern  nicht  richtig,  als  das  schon  das  Boyle'sche  Gesetz  verlange. 
Aber  mit  Ghallis  von  festen  Bewegungsaxen  in  einer  so  instabilen 
Flüssigkeit  wie  Luft  zu  reden  sei  augenscheinlich  unzulässig. 

Haughton  erklärt  noch"*^):  Potter  müsse  erst  definiren,  was 
er  mit  Ausdrücken  wie  „attributed  cube",  „area  for  pressure^  u.  s.  w. 
überhaupt  meine. 

5405)  p.  311  bezw.  148.        5406)  p.  315  bezw.  153. 
5407)  p.  817  bezw.  154.         6408)  Phil.  mag.  (4)  1,  1851,  p.  317. 
5409)  ib.  p.  382.         5410)  ib.  p.  406.         6411)  ib.  p.  408. 
6412)  ib.  p.  410.        6418)  ib.  p.  476.        6414)  ib.  p.  660. 
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Bankine  fügt  bei^^^):  Wenn  ö  nicht  in  erster  Annftherong 
zu  s  selbst  proportional  wäre,  müfste  für  eine  unendlich  kleine 
Dichtigkeitsändening  die  zugehörige  Druckänderung  Null  oder  un- 
endlich sein. 

Potter  erwidert  noch^^*):  hier  verwechsle  Bankine  die  ganze 
Druckänderung  mit  einem  Teil  von  ihr. 

Damit  schliefst  die  Bedaction  des  Phil.  Mag.  diese  Discussion. 
Sie  hat  aber  ihre  Spalten  Challis  noch  Jahrzehnte  lang  greö£fhet 
und  dieser  hat  davon  auch  ausgiebig  Gebrauch  gemacht,  ohne 
jemand  zur  Zustimmung  oder  zur  Mühe  der  Widerlegung  veranlassen 
zu  können.  In  der  That  beruhen  sie  alle  auf  den  längst  wider- 
legten Grundsätzen;  wenn  wir  sie  dennoch  besprechen,  so  geschieht 
es,  weil  man  doch  nicht  wissen  kann,  ob  nicht  die  eine  oder  andere 
seiner  Ideen  bei  anderen  Fragen  benutzt  werden  mag.  Man  wird 
ihm  auch  lassen  müssen,  dals  er  der  erste  gewesen  ist,  der  den  mit 
der  Untersuchung  von  Schwingungen  endlicher  Schwingungsweite 
verbundenen  Schwierigkeiten  nicht  aus  dem  Wege  gegangen  ist. 
Seine  nächste  Mitteilung  ^^^)  versucht  im  Anschlufs  an^^^)  zimächst 
zu  beweisen,  dafs  auch  bei  compressiblen  Flüssigkeiten  unter  seinem 
„Axiom"  die  Bewegung  überall  geradlinig  sein  müsse,  und  wendet 
sich  dann  zu  einer  Besprechung  der  „Widersprüche".  Ferner  wieder- 
holt er  seine  von  der  Voraussetzung  (44)  ausgehenden  Bechnungen 
in  vervollständigter  Form  und  entwickelt  eine  zweite  Annäherung. 
Wieder  glaubt  er  schlieisen  zu  können  „that  the  aciion  of  the  parts 
of  the  fluid  on  each  other  is  such,  that  there  is  always  a  rectilinear 
axis  of  motion  along  which  the  motion  is  vibratory"  ^*®).  Ergänzend 
setzt  er  noch  auseinander ^^^),  dals  udx  +  '''  immer  als  voll- 
ständiges Differential  angesehen  werden  könne,  wenn  nur  Glieder 
1.  0.  berücksichtigt  werden,  freilich  nur  für  den  Fall,  dafs  „kein 
Teil  der  Bewegung  von  der  Zeit  unabhängig  ist".  Dagegen  schlieist 
er  aus  (81)  jetzt: 

^-Xi{t)  +  n(x,y,zy,  (87) 

man   könne   also   nicht  folgern,   dafs   die  Bewegung   geradlinig  sein 
müsse.     Für  f  genüge  bei  dieser  Annäherung  der  Ansatz: 

f=^aco8QfX  +  hy\  (88) 

der  polarisirtem  Licht  entspreche"**). 


6416)  ib.  2,  1861,  p.  36.    6416)  ib.  p.  168. 

6417)  ib.  4,  1852,  p.  438.    5418)  nr.  2,  p.  446. 
6419)  nr.  3,  p.  446.    6420)  p.  450. 
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In  einem  folgenden  Aufsatz^**)  versucht  er  zunächst  eine 
näherungs weise  Bestimmung  der  Nullstellen  von  /q,  deren  Unrichtig- 
keit er  später  selbst  erkannt  hat.  Dann  schlieDst  er  weiter:  wenn 
auf  der  e-Axe  durch  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzten  Seiten 
sich  fortpflanzender  Wellenzüge  stehende  Wellen  entstehen,  so  mufs 
deren  Wellenlänge  eben  so  grofs  sein,  als  die  der  transversalen 
durch  f  gegebenen  Wellen.  Das  liefert  ihm  eine  Gleichung  zur 
Bestimmung  seines  e  (70),  aus  der  dann  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  seiner  Meinung  nach  mit  den  Beobachtungen 
stimmende  Wert: 


185  ...  a 


(89)  a^=^7^a^  ")/l  +  ^ fl  =  1, 

sich  ergiebt""). 

Die  Anwendung  der  Resultate  auf  Bewegung  unter  gegebenen 
Anfangsbedingungen  habe  nach  dem  Princip  zu  geschehen  ^^'),  daüs 
sowohl  die  Anfangsstörung,  als  die  darnach  folgende  Bewegung  sich 
aus  endlichen  oder  unendlich  kleinen  Teilen  zusammensetzen  lassen 
müfsten,  die  einzeln  „den  von  allem  willkürlichen  freien  Umständen 
der  Bewegtmg  entsprechen'^  Dabei  seien  freie  und  gezwungene 
Bewegungen  zu  unterscheiden;  unter  den  letzteren  versteht  er  solche, 
bei  welchen  nicht  blofs  Anfangs-,  sondern  auch  Grenzbedingungen 
gegeben  sind.  Diese  Auffassung  legt  er  einer  Behandlung  des 
Problems  der  Bewegung  in  einem  Cjlinder  zu  Grunde,  bei  der  er 
auch  die  Wellenlänge  als  Function  des  Ortes  und  der  Zeit  ansieht^**). 
Dann  behandelt  er  noch  einmal  das  Problem  der  Bewegung  in  einer 
Flüssigkeit,  die  überall  nach  einem  festen  Centrum  hin-  oder  von 
ihm  weggerichtet  ist^**),  sowie  die  sich  daraus  seiner  Meinung 
nach  ergebende  Pendelcorrection^*^. 

Einige  Zeit  später  verfolgt  er  eine  schon  einmal  von  ihm 
angedeutete  Vorstellung  weiter,  nach  der  die  Zusammensetzung 
zweier  Farben  zu  einer  Mischfarbe  ein  zur  Superposition  kleiner 
Schwingungen  analoger  Vorgang  sein  solle  ^^^);  er  will  nämlich 
durch  die  Umformung: 


5421)  ib.  5,  1863,  p.  86.  Er  glaubt  in  der  Nähe  einer  NuUstelle  alle 
Glieder  der  Potenzreihenentwicklung  bis  auf  die  beiden  gröfsten  ver- 
nachlässigen zu  können.  Poisson's  Resultat  §  49,  (69)  ist  ihm  zwar  be- 
kannt, aber  er  hält  es  nicht  für  bewiesen  (p.  90). 

6422)  p.  89.         6423)  p.  91.         6424)  p.  96. 

6426)  p.  97.         6426)  p.  101. 

6427)  ib.  12,  1866,  p.  838. 
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tn  sin  (ax  +  c)  +  w^  sin  (a^x  +  c^) 
2  w  sin (— -t—*  X  +  yA  cos  l — -~-  a?  +  yj)  +  (%  —  *»)  8m(a^x  +  c^)    (90) 

die  Zusammensetzung  zweier  Farben  von  den  Schwingtmgszahlen  l/a 
nnd  1/a^  zu  einer  einzigen  Farbe  von  einer  dazwischen  gelegenen 
Schwingungszahl  erklären  [physikalisch  oder  physiologisch?].  Dabei 
glaubt  er,  dafs  der  cos-Factor  die  Intensität  des  zugemischten  weifsen 
Lichtes  bedinge. 

Auf  derselben  Umformung  beruht  auch  seine  Auffassung  der 
Tartini'schen  Combinationstöne  ^^). 

Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  die  mehrfach  ^»«^),  ^^\  ^^^), "") 
behandelten  Widersprüche  betr.  Kugelwellen  zurück.  Er  meint  jetzt  ^**) : 
die  Proportionalität  der  Dilatation  zur  ( —  1)**°  Potenz  des  Abstandes 
vom  Störungscentrum  sei  mit  seinen  Voraussetzungen  gar  nicht  im 
Widerspruch;  man  müsse  nur  neben  der  vom  Centrum  aus  sich  aus- 
breitenden Welle  eine  gegen  das  Centrum  convergirende  annehmen. 
[Er  schliefst  sich  also  jetzt  Stokes'  Auffassung ^^^')  an,  allerdings 
ohne  das  zuzugeben.]  Aufserdem  erklärt  er  jetzt,  die  aus  der 
Gleichung  (33)  gezogenen  Folgerungen  könnten  durch  das  Auftreten 
von  äufseren  Kräften  modificirt  werden^**). 

Challis'  ausgedehnte  Versuche,  von  seinen  Anschauungen  aus 
zu  einer  „hydrodynamischen"  Erklärung  aller  übrigen  physikalischen 
Erscheinungen  zu  gelangen,  gehen  uns  um  so  weniger  an,  als  sie 
gröfstenteils  nicht  quantitativ  durchgeführt  sind;  nur  wenige  Punkte 
sind  zu  erwähnen.  Seine  „mathematische  Wärmetheorie"  ^'^)  geht 
von  den  hydrodynamischen  Gleichungen  für  Centralbewegungen: 

it*a'  dg    ,    dm    ,        dm       ^ 

9     dr    '    dt    '       dg         '  /^^n 

dg    ,    d{mQ)    .2  mg 

dl  +  -jr  +  -r^^ 

aus,  die  sich  nur  durch  das  Auftreten  des  Factors  x  =  1,185  .. . 
(vgl.  89)  von  den  gewöhnlichen  unterscheiden.  Für  Werte  von  r, 
die  klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  erhält  er  wieder  in  erster 
Annäherung  w  = /'(^)  r"" *,  in  zweiter^'*): 


5428)  ib.  17,  1869,  p.  26. 

5429)  ib.  p.  23 ;  vgl.  übrigens  28,  p.  442  und  30,  p.  216. 
6430)  p.  26.    5431)  ib.  p.  202.    6432)  p.  204. 
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und  indem  er  hier  för  o  seine  Entwicklung  in  eine  trigonometrische 
Reihe  einsetzt  und  im  Resultat  nur  die  nichtperiodischeu  Glieder 
beibehält,  eine  zur  4.  Potenz  der  Distanz  umgekehrt  proportionale 
Condensation.  Andererseits  giebt  die  Geschwindigkeit  co  =  f{i)  r~  *, 
die  von  irgend  einem  Atom  ausgeht,  einen  Druck  auf  jedes  andere. 
Diesen  berechnet  er  wieder  nach  seinen  früheren  Formeln  und  findet 
seinen  nichtperiodischen  Bestandteil  derselben  Potenz  der  Distanz 
proportional.  Er  glaubt,  dafs  die  dadurch  hervorgebrachte  An- 
ziehung die  vorher  berechnete  Abstofsung  überwiege"**). 

Überhaupt  will  er  Anziehungs-  und  Abstofsungskrafte  durch 
die  Bewegung  eines  vermittelnden  Mediums  erklären"**).  Er  ersetzt 
jetzt  das  Integral  in  (92)  in  erster  Annäherung  durch  —  xao  und 
schliefst  daraus,  daijs  die  Beziehung: 

(93)  CO  =  %ac 

nicht  nur  in  erster,  sondern  auch  in  zweiter  Annäherung  richtig  sei. 
Damit  berechnet  er  zunächst  den  Druck  eines  Stromes  auf  eine 
ruhende  Kugel  und  daraus  den  Druck  der  ruhenden  Flüssigkeit  auf 
eine  Kugel,  die  kleine  Schwingungen  ausführt"**),  indem  er  die 
Formeln  auf  die  relative  Bewegung  anwendet.  Die  Bewegung  der 
Kugel  mit  constanter  Geschwindigkeit  erfahre  auch  in  zweiter  An- 
näherung keinen  Widerstand.  Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Falle, 
dafs  ein  der  Beziehung  (93)  genügender  Wellenzug  auf  die  Kugel 
auftrifPk.  Dem  Umstände,  dafs  der  Druck  auf  entsprechende  Pimkte 
der  Vorder-  und  der  Bückseite  der  Kugel  nicht  genau  entgegen- 
gesetzt gleich  ist,  glaubt  er  dadurch  Rechnung  tragen  zu  können, 
dafs  er  für  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche 
der  Kugel  in  der  Polardistanz  0  den  Ausdruck  ansetzt"*^): 


dtn 


(94)  «  sin  ö  —  ^  ^ .-  sin  B  cos  0, 

Das  führt  auf  die  Integration  der  Diflferentialgleichung"*'): 

(95)  J^<p  +  ifc-<p  =  0 

durch  eine  Function  von  r  und  0  allein;    Challis  setzt  ohne  nähere 
Begründung  zunächst: 


5433)  p.  205. 

5484)  ib.  18,  1859,  p.  821;  vgl.  aber  30,  p.  271,  wo  er  diese  ganze 
Theorie  als  irrtümlich  erklärt,  da  sie  auf  der  falschen  Annahme:  Con- 
densation proportional  zu  r~^,  beruhe. 

5435)  Probl.  3,  p.  825.         5436)  Probl.  4,  p.  826.         5487)  p.  829. 
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^  =  ^(r)8mö  (96) 

und    integrirt   die  sich  ergebende  gewöhnliche  Differentialgleichimg 
für  tf;  näherungsweise  durch: 

t|;  =  Ar- 1  sin  (ifcr  +  Ci).  (97) 

Aufserdem  leitet  er  eine  zweite  particuläre  Lösung  der  Form: 

if;=FÄr->8in(ifcr  +  Cj)  (98) 

ab^^^);  eine  geeignete  Combination  dieser  beiden  Lösungen  genüge 
der  Oberflächenbedingung  (94).  Nach  verschiedenen  Vernach- 
lässigungen erhält  er  für  den  nichtperiodischen  Teil  des  Druckes 
einen  negativen  Wert,  den  er  als  eine  scheinbare  Anziehung  deutet****). 
Zum  Schlufs  erwähnt  er  noch,  da&  in  diesem  Falle  nicht  für  die 
ganze  Geschwindigkeit,  sondern  nur  für  „den  von  der  Gondensation 
unabhängigen  Teil''  derselben  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt'^^). 
Bei  der  Anwendung  dieser  Theorie  zur  Erklärung  der  Molecular- 
kräfte  gebraucht  er  statt  (94)  den  etwas  allgemeineren  Ansatz *^^): 

(1(0  —  q  ^yJ  sin  6  cos  ö.  (99) 

Dann  nimmt  er  seine  allgemeinen  hydrodynamischen  Unter- 
suchungen noch  einmal  vor.  Er  glaubt  merkwürdiger  Weise,  es 
werde  nicht  bestritten  werden,  dafs  man  mit  den  hydrodynamischen 
Gleichungen  nur  dann  etwas  anfangen  könne,  wenn  ein  System  von 
zu  den  Bewegungsrichtungen  senkrechten  Flächen  existire^*^;  noch 
merkwürdiger  ist,  dafs  er  behaupten  zu  wollen  scheint***'),  Resultate, 
die  aus  den  beiden  alten  Gleichungen  allein  abgeleitet  seien,  seien 
weniger  allgemein  [statt  allgemeiner]  als  solche,  bei  deren  Ableitung 
auch  seine  „dritte  Gleichung"  (45)  benutzt  sei.  Die  Ableitung  von 
(45)  aus  (44)  stellt  er  jetzt  etwas  anders,  wie  er  meint,  vollständiger 
dar  als  früher****).  Den  Widerspruch****)  will  er  jetzt  mit  der 
Erklärung  beseitigen,  es  folge  aus  seinen  Gleichungen,  dafs  die  Fort- 
pflanzung einer  „solitaiy  wavo  of  condensation"  ****)  überhaupt  nicht 
möglich  sei  und  dafs  es  also  auch  nicht  angehe,  die  Änderung  der 


5438)  p.  331.         5439)  p.  333.         5440)  p.  334. 

5441)  ib.  19,  1860,  p.  90.         5442)  ib.  23,  1862,  nr.  4,  p.  487. 

5443)  nr.  9,  p.  441.         5444)  nr.  7,  p.  439. 

5445)  d.  h.  einer  solchen,  in  der  nur  Condensationen  oder  nur  Dila- 
tationen vorkommen  (nr.  10,  p.  442);  nicht  im  Sinne  der  später  zu 
erwähnenden  Untersuchimgen  von  Russell. 
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Gondensation  von  Punkt  zu  Punkt  durch  „discontinuirliche"***) 
Functionen  darzustellen. 

Es  folgen  Untersuchungen  über  Schwingungen  einer  Flüssig- 
keit ^^^).  Challis  setzt  zunächst  auseinander,  dafs  man  zu  solchen 
Untersuchungen  das  allgemeine  Integral  der  Oleichung  für  ^^^^  nicht 
zu  kennen  brauche.  Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  die  Glei- 
chung (52)  und  auf  die  aus  ihr  entwickelten  Widersprüche  zurück ^**^); 
man  könne  ihnen  nur  entgehen,  wenn  man  annehme,  dafs  es  sich  in 
solchen  Fällen  nicht  um  freie,  sondern  um  erzwungene  Schwingungen 
handle.  Es  bleibe  also  nur  die  Yoraussetzimg  einer  „axis  of  recti- 
linear  motion""^);  die  Bewegung  brauche  ja  nicht  „wholly**  gerad- 
linig zu  sein.  Demgemäfs  verfolgt  er  wieder  wie  früher  die 
Gonsequenzen  des  Ansatzes  (54);  dabei  glaubt  er  daraus,  dafs  die 
gefundene  Lösung  als  einzige  [?]  „endliche  und  exacte^'  Lösung 
mathematisch  ausgezeichnet  sei,  schlielsen  zu  können,  4afs  ihr  auch 
physikalisch  eine  ausgezeichnete  Bedeutung  zukommen  müsse  ^^^). 
Er  versucht  auch  zu  zeigen,  dafs  keine  andere  Lösung  constante 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  geben  könne  ^^);  übrigens  sei  der 
Wert  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  etwas  von  der  Amplitude 
abhängig""). 

Dann  macht  er  für  die  Bewegung  längs  der  „Axe^^  noch  den 
allgemeineren  Ansatz"**): 

(100)  9  =^^  m  cos  -T-  (;?  —  %ai  +  c), 
mit: 

(101)  xw  =  a<y, 

und  setzt  aus  solchen  Bewegungen  für  verschiedene  „Axen^^  durch 
Superposition  allgemeinere  zusammen.  Für  diese  allgemeineren 
Bewegungen  gelte  aber  nicht  mehr  die  Beziehung  (lOl),  da  auch 
die  „transversalen"  Gomponenten  zu  berücksichtigen  seien"*');  viel- 
mehr gelangt  er  jetzt  zu: 

(102)  (0  =  %aa 

(vgl.  93)  und  schliefst  daraus,  dafs  allgemein  für  Bewegung  in 
parallelen  Geraden  die  Difiierentialgleichung: 

(103) "'«'l^  +  W-O 

5446)  ib.  24,  1862,  nr.  14,  p.  135.    5447)  nr.  17,  p.  137. 

5448)  nr.  20,  p.  188.    5449)  nr.  22,  p.  141.    6460)  nr.  23,  p.  141. 

5451)  nr.  24,  p.  142.    6462)  nr.  88,  p.  291.    6468)  nr.  86,  p.  298. 
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gelte.  Diese  könne  man  auch  auf  den  Fall  eines  nur  näherungs- 
weisen Parallelismus  der  Azen  anwenden  ^^)  und  erhalte  so  für  die 
Lösung  des  Problems  der  „centralen"  Bewegung  dieselbe  Form,  wie 
in  der  gewöhnlichen  Theorie,  nur  mit  xa  statt  a.  Daran  schliefst 
er  wieder  seine  Erklärung  der  Polarisation  des  Lichtes*'**);  nur  meint 
er  jetzt,  die  Formeln  seien  nur  in  so  kleinen  Abständen  von  der 
Axe  gültig,  dafs  man  in  ihnen: 

/•=1  — er*  (104) 

setzen  dürfe.  Wenn  die  Azen  seiner  componirenden  Bewegungen 
nicht  den  ganzen  Raum  erfüllen,  sondern  in  einen  Cylinder  ein- 
geschlossen seien,  finde  an  der  Cylinderoberfläche  laterale  Bewegung 
statt *^**);  er  meint  aber  darthun  zu  können,  dafs  sich  diese  nicht 
unbegrenzt  ausbreite,  indem  jenseits  einer  gewissen  Grenze  die  trans- 
versalen Gomponenten  der  einzelnen  Bewegungen  um  die  Azen  sich 
zerstören  müfsten.  Für  polarisirtes  Licht  gelte  dieser  Schlufs  aller- 
dings nicht.  Schliefslich  wendet  er  sich  noch  einmal  gegen  Airy**®^ 
und  Stokes*'^®):  wenn  deren  Erklärung  richtig  wäre,  müfsten  musi- 
kalische Klänge  in  einiger  Entfernung  zu  Mifskläugen  werden***^). 
Daran  anschliefsend  kommt  er  noch  einmal  auf  seine  Erklärung 
der  Lichterscheinungen***^).  Die  in  den  Formeln  seiner  zweiten 
Annäherung  hervortretende  geringe  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  der  Wellenlänge  erklärt  er  fElr  irrelevant.  Dafs 
die  Intensität  nicht  von  der  longitudinalen,  sondern  nur  von  den 
transversalen  Compononten  abhänge,  sei  nicht  physikalisch,  sondern 
physiologisch  zu  erklären.  Diese  Wirkung  sei  für  einen  einzelnen 
Strahl  dem  Abstände  von  der  Axe  proportional,  für  ein  Strahlen- 
bündel dem  Abstände  von  einer  Axe  durch  den  Schwerpimkt.  Er 
giebt  dann  eine  neue  einfachere  Darstellung  der  Zerlegung  eines 
Strahles  gewöhnlichen  Lichtes  in  zwei  senkrecht  zu  einander  polari- 
sirte  Strahlen*^'),  bei  der  er  von  vorneherein: 

öl  =  <y  cos*  ö,    (jj  =  <y  sin*  0  0-^^) 

ansetzt*^*®)  imd  zeigt,  dafs  damit  alle  Bedingungen  erfüllt  werden. 
Auch  sucht  er  von  seinen  Ansätzen  aus  das  Gresetz  der  Abnahme 
des  Lichtes  der  Intensität  mit  der  Entfernung  zu  erklären  ****). 

Zur  Erklärung   der  Doppelbrechung***^)   versucht  er  vor  allem 
a  priori  zu  deduciren,   dafs  man  dem  Äther  in  ponderablen  Medien 


5464)  nr.  37,  p.  296.  6466)  nr.  43,  p.  298.  6466)  nr.  47,  p.  299. 

6467)  ib.  p.  462.         6468)  p.  469.         5469)  p.  471. 
6460)  ib.  26,  1863,  p.  466. 
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dieselbe  Dichtigkeit  zuschreiben  müsse,  wie  im  Vacnum.    Er  nimmt 
dann  an,  dafs  eine  im  Äther  fortschreitende  Welle ^**^): 

(106)  tv  ^  m  8m^(bt  —  z  +  c) 

anf  ein   in   ihm   eingebettetes   materielles  Teilchen   mit  einer  Kraft: 

(107)  ku>  -  ^f 

wirke;  dazu  seien  aber  noch^®^  die  von  der  gegenseitigen  Ver- 
schiebung der  materiellen  Teilchen  herrührenden  elastischen  Kräfte 
zu  addiren,  die  er  der  Beschleunigung  des  einzelnen  Teilchens  selbst 
proportional  nimmt.  So  erhält  er  für  die  Schwingungen  eines 
solchen  Teilchens  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  zweitem 
Glied.  Die  Moleculardistanz  stellt  er  sich  dabei  als  sehr  klein 
gegen  die  Wellenlänge  vor^**').  Demgemäfs  vernachlässigt  er  x 
unter  dem  Zeichen  sin,  integrirt  dann  und  läfst  die  periodischen 
Teüe  der  Lösung  als  rasch  abklingend  weg;  der  unperiodische  Teil 
zeigt,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zum  Teil  von  der 
elastischen  Kraft  abhängt.  Damit  glaubt  er  eine  Erklärung  für  die 
Verschiedenheit  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Richtung  in  doppel- 
brechenden Krystallen  zu  haben.  Zur  Bestimmung  der  Natur  dieser 
Abhängigkeit  ninmit  er  die  Existenz  von  drei  Elasticitätsaxen  an^^), 
aufserdem,  dafs  eine  Verschiebung  in  bestimmter  Richtung  inmier 
dieselbe  elastische  Kraft  auslöse,  wie  ihre  Componenten  nach  den 
Axen  zusammen.  So  erhält  er  das  Elasticitätsellipsoid  u.  s.  w.; 
zwischen  dem  Brechungsindex  fi  und  der  Wellenlänge  k  findet  er 
eine  Relation  ^^^),  erklärt  aber  bald  darauf,  er  habe  sich  nachträglich 
überzeugt,  dafs  sie  mit  den  Beobachtungen  unvereinbar  sei^**'). 
Man  könne  abhelfen  durch  die  Annahme,  dafs  ein  Factor  von  der 
Wellenlänge  abhänge.  Daher  ninmit  er  die  Wirkung  eines  Wellen- 
zuges auf  eine  im  Äther  eingebettete  kleine  Kugel  noch  einmal  vor, 
ausgehend  von  Gleichungen,  die  sich  von  (91)  dadurch  unterscheiden, 
dafs  in  der  ersten  das  letzte  Glied  fehlt  ^*^').  Er  setzt  die  Lösung 
in  der  Form  (28)  an,  vernachlässigt  aber  gleich  das  erste  Glied 
gegen  das  zweite.  Ist  dann  2'  die  Geschwindigkeit  der  schwingenden 
Kugel,  b  ihr  Radius,  so  erhält  er: 

6461)  p.  471. 

5462)  Abweichend  von  seinen  früheren  Ansätzen,  wie  er  p.  473  selbst 
hervorhebt. 

5463)  Er  hält  das  (p.  472)  für  experimentell  bewiesen. 
6464)  p.  477.         6466)  p.  471). 

5466)  ib.  27,  1864,  p.  462.         6467;  p.  460. 
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(0  =  Tb^r-^  oosO,  (108) 

also    durch   Integration    „performed    necessarilj    along   the  line    of 
motion": 


6"co8Ö  dT 


,V.=  .^_^^-.  (109) 

Dabei  wird*^«**): 

u  dx  +  vdy  +  wdz^  Tft V"  '  cos  6  dr^  (l  10) 

es  existirt  also  kein  Geschwindigkeitspotential.  Damit  berechnet  er 
wieder  den  Gesamtdruck  der  Flüssigkeit  auf  die  dem  Wcllenzuge 
zugewendete  Hälfte  der  Kugel.  Das  Problem  des  Druckes  auf  die 
abge wendete  Hälfte  sei  viel  schwieriger;  er  glaubt  es  aber  jetzt 
über  seine  früheren  Ansätze  hinaus  gefördert  zu  haben.  Er  drückt 
nämlich  die  Ableitung  d^/cs  durch  die  Ableitungen  nach  den 
Goordinaten  aus  und  fühlt  Polarcoordinaten  ein;  sind  dann  U  imd 
W  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  parallel  und  senkrecht  zur 
Axe,  so  erhält  er  eine  Differentialgleichung,  deren  linke  Seite  teils 
{7,  teils  W  zum  Factor  hat.  Er  behauptet  nun,  man  müsse  diese 
beiden  Glieder  einzeln  gleich  Null  setzen  [V];  so  erhält  er  ftli*  er 
eine  Gleichung,  die  mit  der  der  gewöhnlichen  Theorie  übereinstimmt, 
nur  dafs  xa  an  Stelle  von  a  steht. 

Nachher  giebt  er  noch  eine  andere  Darstellung  ^••).     Statt  der 
einen  Gleichung  (91)  hat  er  jetzt: 

.-  +  -   +        +       o^  H cütO  =  0,  (111) 

ci        CT  r  r    0^  r  '  ^        ^ 

indem  er  wie  vorhin  verfährt  und  T/,  W  eliminirt,  erhält  er  für  r 
wieder  die  Gleichung: 

Er  meint  aber  jetzt,  sie  sei  nur  fär  den  Fall  anwendbar,  dafs  die 
Flüssigkeit  zwischen  festen  Wänden  eingeschlossen  ist;  andernfalls 
sei  zwischen  IJ  und  V  eine  Relation  bekannt,  eben  die  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung  benutzte  [?].  Aber  das  Resultat  gelte 
nur  für  die  dem  Wellcnzuge  zugewandte  Seite  der  Kugel;  an  der 
anderen  dürfe  man  nicht  die  Gleichung  selbst,  sondern  nur  die  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  t  entstehende  anwenden^'®).  Indem 
Ghallis  in  ihr  die  Coefficienten  von  ZJ,  W  und  ihren  Ableitungen 
einzeln   gleich  Null   setzt,   erhält  er  vier  neue   Gleichungen,    meint 

5468)  p.  463.         6469)  ib.  28,  1864,  p.  489.         6470)  p.  492. 
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aber,  diese  bestimmten  nur  einen  Teil  der  Bewegung.  Für  q  =  ca/dd 
erhält  er  eine  zu  (112)  analoge  Gleichung;  er  bestimmt  von  ihr 
eine  Lösung  von  der  Form: 

(113)  sind  cos 0  mal  einer  Function  von  r  und  t  allein 

und  erhält  so  wieder  seine  Gleichung  zwischen  /Li  und  c^**)  bezw. 
eine  seiner  Meinung  nach  genauere  ^^^).  Der  Druck  auf  die  abgewandte 
Seite  der  Kugel  sei  von  der  Form: 

(114)  W^TsmO  +  aTsrnd  cos 6] 

indem  er  a  zu  X~*  proportional  setzt,  erhält  er  zwischen  Wellenlänge 
und  Brechungsindex  eine  Relation: 

(115)  (^^-  1)  -Ä{ii^-  1)  +  Bk-'{^'-  1)  +  C  =  0, 

deren  Constanten  übrigens  aus  Beobachtungen  entnommen  werden 
müssen^'*). 

In  einem  folgenden  Aufsatz ^^')  giebt  Challis  zu,  dafs  seine 
Bestimmung ^*^)  der  Nullstellen  von  Jq  fehlerhaft  gewesen  sei;  indem 
er  sie  durch  die  gewöhnliche  ersetzt,  findet  er  statt  (89): 

(116)  X = i/r+7»ip; 

wo  jetzt  k  die  Wellenlänge  der  „longitudinalen",  k^  die  der  „trans- 
versalen" Schwingungen  bedeutet.  Da  aber  die  Beziehung  zwischen 
diesen  beiden  Arten  von  Schwingungen  eine  gegenseitige  sei,  ergebe 
sich  für  X  schliefslich  ein  rein  numerischer  Wert,  nämlich  die  einzige 
reelle  positive  Wurzel  der  Gleichung: 

(117)  )c«-x*=l. 

Er  behauptet,  das  stimme  mit  den  Beobachtungen  der  Schall- 
geschwindigkeit. 

Dieses  Resultat  veranlafst  ihn  zu  Nachträgen  zu  seiner  all- 
gemeinen   Theorie"'*).      Er    habe    früher"*^)    aus    seinen    Formeln 


6471)  p.  499. 

5472)  p.  600.  Challis  prüft  seine  Formel  hier,  sowie  29,  p.  388  und 
SB,  p.  268  an  Beobachtungen,  die  aber  nicht  zahlreich  genug  sind,  um 
ein  sicheres  Urteil  über  die  Leistungsföhigkeit  einer  Formel  mit  drei  Con- 
stanten zu  ermöglichen. 

5473)  ib.  29,  1865,  p.  329.  Vgl.  eine  der  letzten  Veröffentlichungen 
von  Challis,  ib.  (6)  9,  1880,  p.  34,  wo  er  erklärt:  die  früheren  Formeln 
seien  doch  richtig;  die  Cylinderftinction  J,,  sei  nicht  die  richtige  An- 
näherung, die  richtige  gebe  genau  die  früheren  Formeln,  die  also  doch 
in  Ordnung  seien.     Aber  ib.  p.  448  nimmt  er  auch  das  wieder  zurück! 

5474)  ib.  (4)  30,  1866,  p.  207. 
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gefolgert,  dafs  eine  „solitaiy  wave'^  sich  nicht  fortpflanzen  könne  und 
daCB  sich  also  die  Änderung  der  Condensation  nicht  durch  discon- 
tinuirliche  Functionen  ausdrücken  lasse.  Andererseits  aher  sei  doch 
die  Möglichkeit  der  Fortpflanzung  einer  solchen  Welle  durch 
akustische  Erfahrungen  gefordert.  Man  müsse  also  noch  einmal  auf 
die  Integration  der  Gleichung  (40)  durch  successive  Approximationen 
zurückgehen.  Würden  die  früheren  Resultate  den  Ergehnissen  der 
vorhergehenden  Note  gemäfs  abgeändert,  so  erhalte  man  in  zweiter 
Annäherung  ^^^) : 

Er  meint  dann**^^^),  die  Schwierigkeiten  würden  durch  die  Annahme 
discontinuirlicher  Änderungen  der  Constanten  n»,  A,  c  beseitigt. 
Weiterhin  nimmt  er  seine  Erklärung  ^^),  ^*^)  des  Widerspruches  betr. 
die  Änderung  von  a  mit  dem  Quadrat  des  Abstandes  wieder 
zurück^'');  seine  frühere  Auffassung ^^•^)  sei  doch  richtig  gewesen. 
Wenn  man  seine  „neue  Gleichung^^  (33)  mit  hinzunehme,  bleibe  alles 
wie  in  der  gewöhnlichen  Theorie,  nur  dafs  xa  an  Stelle  von  a  trete;  es 
scheine  also,  dafs  der  Widerspruch  bestehen  bleibe.  Aber  er  meint 
jetzt '^'**),  die  Formeln  seien  nur  gültig  für  denjenigen  Teil  der 
Flüssigkeit,  „which,  both  as  regards  time  and  space,  are  inmiediatelj 
acted  upon  by  the  arbitrary  disturbance".  Für  den  anderen  Teil 
erhalte  man  aus  (33): 

^  =  r-^F(r-xaO,  (119) 

also  Condensation  proportional  der  (—  2)**"  Potenz  der  Distanz,  wie 
das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Masse  verlange. 

Dann  nimmt  er  die  Frage  des  Druckes  der  Flüssigkeit  auf  eine 
Kugel  noch  einmal  auf^'^).  Er  zerlegt  die  Geschwindigkeit  in  ihre 
Componenten  parallel  und  senkrecht  zum  Radius  Vector  und  sucht 
in  Anlehnung  an  (114)  ein  Integral  der  zu  (112)  analogen  Gleichung 
für  q^^^)  von  der  Form: 

q  ^  q>i  (r,  i)  sin  0  +  (p^  (r,  t)  sin  0  cos  0;  (1 20) 

er  erhält  für  (p^  und  tp^  wieder  die  Gleichimgen: 

5475)  p.  212.   ib.  31,  p.  41  erklärt  er  doch  wieder,  man  dürfe  den  zweiten 
Summanden  rechts  in  (118)  nicht  mitnehmen. 
6476)  30,  p.  214. 

5477)  p.  216.  Hier  findet  sich  u.  a.  folgende  Ungeheuerlichkeit:  wenn 
aufserhalb  der  Welle  überall  f(r  —  at^)  =  0  constant  sein  sollte,  müfste 
r  —  at^  selbst  constant  sein. 

5478)  p.  219.         5479)  p.  260. 
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9>i  giebt  auffallende  Wellen,  die  nicht  von  Condensation  begleitet 
sind;  Challis  verfolgt  bei  ihrer  Untersuchung  namentlich  den  Fall 
weiter,  daüs  der  Badius  der  Kugel  gegen  den  Badius  ihrer  Wirkungs- 
sphäre und  dieser  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein  sind^*^).  Dann 
geht  er  zu  einer  zweiten  Annäherung  über,  nimmt  aber  auch  f&r 
diese  das  Superpositionsprincip  in  Anspruch,  obwohl  er  nicht  mehr 
mit  linearen  Gleichungen  zu  thun  hat^^^);  so  erhält  er  eine  von 
der  Gröfse  der  Kugel  unabhängige,  permanent  auf  sie  wirkende 
Beschleunigung,  die  als  eine  Anziehung  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  des  Abstandes  vom  Anziehungscentnim  gedeutet  werden 
kann**««). 

Ffir  die  zweite  Gleichung  (121)  erhält  er  ein  Integral  von 
ähnlicher  Form  [vgl.  §  27,  25]: 

(122)       ^^r-^{f+  I)  -  r-'if'+F')  +  l(r  +  O, 

wo  /*  für  f(x  —  a/),  F  für  F(x  +  at)  steht;  dieses  gebe  eine  von 
der  Grölse  der  Kugel  abhängige  abstofsende  Kraft****). 

Ein  folgender  Aufsatz**^)  enthält  aufser  Ausführungen,  die  er 
bald  darauf**^)  selbst  zurücknimmt,  die  Bestimmung  der  in  dem 
eben  besprochenen  unbestinmit  gebliebenen  Amplituden  der  Corrections- 
glieder**^),  mit  Hilfe  der  Bedingung,  dafs  im  Unendlichen  die 
Condensation  überall  dieselbe  sein  soll,  wie  wenn  die  Kugel  nicht 
vorhanden  wäre.  Dabei  tritt  eine  Phasenconstante  auf,  deren  Be- 
stinmiung  er  wieder  auf  später  verschiebt. 

Dann  giebt  er  noch  einmal  eine  zusammenhängende  Darstellung 
seiner  Auffassung  des  Problems  der  kleinen  Kugel  in  einer  Flüssig- 
keit***^. Es  sei  besonders  mit  Schwierigkeiten  besät,  wegen  der 
hohen  Ordnung  der  DifiTerentialgleichimgen,  auf  die  es  führe,  und 
wegen  unserer  geringen  Kenntnis  von  Regeln,  nach  welchen  man 
aus  solchen  Gleichungen  Schlüsse  ziehen  könne.  Vor  allem  nimmt 
er  die  Frage  noch  einmal  vor,  ob  für  solche  Gleichungen  das 
Superpositionsprincip  gelte;  dazu  setzt  er  unter  Voraussetzung  der 
Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  ?(;  allgemein  an: 


5480)  p.  265;  vgl.  dazu  auch  31,  p.  355. 

5481)  30,  p.  266;    weitere  Augfuhmngen ,    die    aber   auch    nicht    be- 
friedigen, 31,  p.  37. 

5482    30.  p.  268.         54«3)  p.  270.         5484)  ib.  31,  1866,  p.  36. 
5485;  p.  346.         5486)  p.  42.        5487)  ib.  p.  343. 
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m  ^  ,.       m*  j      .    ^    «.  .    w* 


t^--y/-cosgf~^^^(78in2gf+-~5ÄcoB3gt.    (123) 

Dabei  steht  </  für  2  tt/A,  i  f^  z  —  a^t]  a  und  o^  sind  in  bekannter 
Weise  aneinander  geknüpft,  mit  geringer  Abhängigkeit  von  der 
Amplitade  tn,  A  nnd  B  sind  bekannte  rationale  Functionen  von  a 
und  Ar,  /*,  g,  h  zu  bestimmende  Functionen  von  r.  Er  entwickelt 
sie  nach  Potenzen  von  r  und  bestimmt  die  Coefßcienten  der  ersten 
Glieder.  Für  die  Geschwindigkeitscomponenten  und  die  Dilatation 
ergeben  sich  dann  entsprechende  Formeln.  Bei  der  Zusanmienfassung 
mehrerer  solcher  Bewegimgen  treten  Terme  auf,  die  nicht  als  durch 
Superposition  entstanden  angesehen  werden  können  und  überdies 
nichtperiodische  Bestandteile  enthalten  ^^.  Entsprechendes  stellt 
sich  auch  bei  der  Zusanmienfassung  von  Bewegungen  um  yer- 
schiedene  Axen  heraus  ^^^).  Seiner  mehrfach  ausgesprochenen  An- 
schauung gemäfs  nimmt  er  diese  Resultate  auch  fCbr  den  Fall  in 
Anspruch,  dafs  kein  Geschwindigkeitspotential  existirt 

Dann  wendet  er  sich  zu  seinem  Problem^*®).  Er  glaubt  jetzt 
nicht  mehr,  dafs  es  genüge,  nur  die  relative  Bewegimg  von  Kugel 
und  Flüssigkeit  in  Betracht  zu  ziehen;  auch  findet  er"**),  dafs  er 
bei  einer  Constantenbestimmung  eine  zweite  mögliche  Lösung  über- 
sehen habe.  Schliefslich  erklärt  er"*'):  zur  genauen  Bestinminng 
des  Druckes  der  Flüssigkeit  auf  die  von  dem  Wellenzuge  abgewandte 
Seite  der  Kugel  sei  er  vorläufig  aiifser  Stande;  doch  könne  man 
immerhin  einige  interessante  Resultate  ableiten,  die  übrigens  mit 
seinen  früheren  übereinstimmten. 

Über  den  Einflufs  dieser  Resultate  auf  seine  allgemeinen  An- 
schauimgen  von  „Kraft  und  Steffi'  giebt  er  dann  noch  einige  An- 
deutungen"*^). 

Um  diese  Zeit  hat  er  seine  Theorien  auch  in  zwei  selbständig 
publicirten,  mir  nicht  zugänglichen  Werken  dargestellt""). 

Eine  Zeitlang  hat  er  sich  auch  mit  der  Anwendung  seiner 
Theorien  auf  das  Gezeitenproblem  beschäftigt.  Dabei  bekennt  er 
sich   zu  der  Anschauung"*^),   dafs  für  alle  Bewegungen,  „die  einer 


5488)  p.  349.         6489)  p.  351.         5490)  p.  362. 
5491)  p.  355.         5492)  p.  360.         5493)  p.  461. 

5494)  Notes  on  the  principles  of  pure  and  applied  calculation;  and 
application  of  mathematical  principles  to  theories  of  physical  forces,  1869; 
mathematical  principles  of  physics,  with  reference  to  the  study  of  physical 
science,  1873.  Im  folgenden  bezieht  er  sich  öfters  auf  diese  Werke,  doch  immer 
nur  für  Dinge,  die  auch  in  seinen  früheren  Abhandlungen  enthalten  sind. 

5495)  Phil.  mag.  (4)  89,  1870,  p.  19. 
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Flüssigkeit  eigentümlich  sind'',  ein  Geschwindigkeitspotential  existiren 
müsse,  sodafs  die  Gleichung  (50)  gelte;  immerhin  nur  in  dem  Sinne: 
„through  an  infinitesimal  portion  of  the  fluid''.  Damit  vereinfachen 
sich  allerdings  die  Gleichungen  sehr.  Für  die  in  die  Richtung  des 
Erdradius  fallende  Geschwindigkeitscomponente  an  der  Oberfläche 
erhält  er  eine  partielle  Differentialgleichung^*^),  erklärt  es  aber  für 
evident,  daÜB  es  genüge,  eine  particuläre  Lösung  von  ihr  zu  nehmen, 
die  eine  trigonometrische  Function  der  Zeit  zum  Factor  habe.  Die 
so  fär  die  Oberfläche  erhaltenen  Werte  nimmt  er  dann  ohne  weiteres 
auch  für  das  Innere  in  Anspruch ^^*^);  schliefslich  entwickelt  er  nach 
Potenzen  des  Verhältnisses  der  Centrifagalkraft  zur  Schwere  und 
bricht  ab.  Er  sieht  wohl,  dafs  die  gefundenen  Werte  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials der  Laplace'schen  Differentialgleichung  nicht 
genügen,  meint  aber,  das  hänge  damit  zusammen,  dafs  die  Glei- 
chung (112)  nur  im  Infinitesimalen  gelte  ^•®).  Die  zuerst  vernach- 
lässigten kleinen  Gröfsen  könne  man  nachträglich  noch  berücksichtigen; 
er  will  aber  das  jüngeren  Kräften  überlassen. 

Nachträglich  erklärt  er,  diese  seine  erste  Theorie  liefere  viel 
zu  kleine  numerische  Werte;  man  müsse  doch  das  allgemeine  Integral 
der  Laplace'schen  Gleichung  an  die  Spitze  stellen^**).  Dafür  läfst 
er  jetzt  die  Centrifugalkraft  ganz  beiseite,  da  man  mit  ihr  kein  Ge- 
schwindigkeitspotential annehmen  dürfe  ^*®®).  Er  setzt  jetzt  für  dieses 
einen  ähnlichen  Ausdruck  an,  wie  früher  für  die  Geschwindigkeits- 
componente^^*); für  diese  erhält  er  dann  Summen  von  je  zwei 
Gliedern,  von  denen  das  eine  die  erste,  das  andere  die  (—  4)**  Potenz 
des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  ah  Factor  enthält.  Die  weitere 
Discussion  führt  ihn  zu  dem  Resultat,  dafs  die  Höhe  der  Grezeiten 
für  einen  Ocean  von  der  constanten  Tiefe  von  8Yj  Meilen  unendlich 
werden  würde  ^^*);  da  er  das  für  ein  unzulässiges  Resultat  hält, 
erklärt  er  wieder ^^^),  man  dürfe  die  Gleichung  (112)  nur  im 
Infinitesimalen  in  Anspruch  nehmen  und  also  nicht  von  ihr  selbst, 
sondern  von  den  aus  ihr  durch  Differentiation  nach  den  Coordinaten 
sich  ergebenden  Gleichungen  ausgehen.  Dadurch  erhält  er  in  den 
Geschwindigkeitscomponenten  auch  Glieder  mit  r~  *.  Die  numerischen 
Werte    werden    dabei    noch   kleiner  als   vorhin,    er  giebt   sich   aber 


r\ 


5496)  p.  24.         6497)  p.  26. 

6498)  p.  27.  Er  scheint  particular  integral  in  dem  Sinne  zu  nehmen, 
in  dem  sonot  Bingnläres  Integral  gebraucht  wird,  und  zu  glauben,  es 
handle  sich  hier  um  ein  solches. 

5499)  ib.  p.  2C0.  6600)  50,  p.  648  nimmt  er  sie  doch  wieder  mit. 

5501)  89,  p.  263.  5502)  p.  266.         5503)  p.  268. 
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jetzt  doch  damit  zufrieden,  unter  Berufung  auf  Beobachtungen  von 
isolirten  Inseln. 

Ein  Zusatz ^^  revocirt  abermals:  die  Gleichung  (112)  müsse 
doch  selbst  erfüllt  werden;  die  unendlich  groilse  Amplitude  in  dem 
erwähnten  Falle  rühre  von  der  Übereinstimmung  der  freien  und  der 
erzwungenen  Schwingungen  her. 

Später  behauptet  er  doch  wieder,  es  sei  nötig,  die  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  anzunehmend^.  Er  wisse,  dafs 
schon  Laplace  das  Gegenteil  für  den  einfachen  Fall  gezeigt  habe, 
dals  die  ganze  Flüssigkeit  wie  ein  fester  Körper  rotirt;  aber  der- 
artige Bewegungen  müsse  man  beiseite  lassen. 

Inzwischen  war  er  noch  einmal  ^^^)  auf  das  Problem  der  kleinen 
Kugel  in  einer  Flüssigkeit  zurückgekommen,  veranlalst  durch  neue 
Experimente  Guthrie's.  Dabei  verwendet  er  jetzt  das  Integral  (28) 
im  Widerspruch,  wie  er  selbst  zugiebt,  zu  seinen  früheren  Erklärungen, 
nach  denen  entweder  die  Gleichung  (28)  falsch  sein  oder  eine  „soli- 
tary  wave  of  condensation"  unmöglich  sein  müsse.  Er  entscheidet 
sich  jetzt  für  die  letztere  Alternative,  indem  er  meint,  eine  solche 
Welle  lasse  sich  nicht  aus  seinen  ray-vibrations  zusammensetzen. 

Bald  darauf  nimmt  er  bei  Gelegenheit  neuer  Untersuchungen 
über  seine  hydrodynamische  Theorie  des  Magnetismus  auch  den  Fall 
noch  einmal  vor,  dafs  udx  -{- ' '  -  erst  durch  Multiplication  mit 
einem  Factor  integrabel  wird^^').  Da  die  linke  Seite  von  (45) 
ein  vollständiger  DifiTerentialquotient  nach  der  Zeit  sei  [für  ein 
bestimmtes  Teilchen],  so  schliefst  er,  t/;  müsse  von  der  Zeit  un- 
abhängig sein,  interpretirt  aber  dann  die  so  erhaltene  Gleichung 
dahin,  dafs  jede  surface  of  displacement  ihre  Lage  unverändert  bei- 
behalte [I].  Das  sei  nur  in  zwei  Fällen  möglich,  wenn  die  Form 
der  einzelnen  Elemente  ungeändert  bleiben  solle:  die  Stromlinien 
müfsten  entweder  parallele  Gerade  oder  Kreise  um  eine  gemeinsame 
Axe  sein.  Unter  bestimmten  Voraussetzungen  sei  auch  Superposition 
dieser  beiden  Arten  von  Bewegungen  möglich  ^^. 

Nachher  berichtigt  er  das  doch  wieder  selbst:  aus  den  Voraus- 
setzungen folge  nicht  diff/dt  =  0,  sondern  nur  d^/dt  =  x(ty^^, 
Ersteres  gelte  für  „steady  motions",  letzteres  für  „imsteady  or  vibra- 
tory  motions'S  Für  die  letzteren  müsse  ein  Geschwindigkeitspotential 
existiren**^®). 

5504)  p.  435.         5505)  ib.  50,  1875,  p.  546. 
5506)  ib.  41,  1871,  p.  279.         5507)  ib.  48,  1872,  nr.  17,  p.  411. 
5508)  nr.  24,  p.  413.         5509)  ib.  44,  1872,  nr.  5,  p.  192. 
5510)  nr.  9,  p.  194. 
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Inzwischen  hatte  sich  im  PhUosophical  Magazine  noch  eine 
andere  Discnssion  entsponnen.  K.  Moon  hatte  schon  1868  die 
Überzeugung  ausgesprochen,  daJs  die  gewöhnliche  Theorie  des  Druckes 
in  einer  Flüssigkeit  auf  Widersprüche  fEQire*^^^);  z.  B.  gelte  an  der 
Grenzfläche  zwischen  zwei  übereinander  geschichteten  Flüssigkeiten 
verschiedener  Dichte  das  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung  nicht.  Femer:  Wenn  das  Gewicht  eines  auf  einer 
Gktsmasse  ruhenden  Stempels  plötzlich  vermehrt  würde,  so  könne  in 
dem  Gase  keine  Bewegung  eintreten,  weil  dazu  vorher  die  Dichtig- 
keit sich  ändern  müDste,  und  keine  Dichtigkeitsänderung,  weil  dazu 
erst  Bewegung  eintreten  müfste.  Er  glaubt  diese  angeblichen 
Widersprüche  durch  die  Annahme  beseitigen  zu  können,  dafs  der 
Druck  Function  nicht  allein  der  Dichtigkeit,  sondern  auch  der 
Geschwindigkeit  sei^^'');  sie  führt  ihn  zu  einer  Differentialgleichung: 

und  indem  er  diese  in  nicbt  eben  durchsichtiger  Weise  nach  der 
Methode  von  Monge  behandelt,  zu  einem  System  von  drei  Integral- 
gleichungen **") : 

1»  =  -7  +  z(«). 

(126)  „^^4.|=.^(^_^>^:L^,), 

Dabei  bedeuten  D  und  q  die  Dichtigkeit  im  Zustand  des  Gleich- 
gewichts und  in  dem  der  Bewegung,  or  eine  willkürliche  Constante, 
q>^  X-,  ^  willkürliche  Functionen. 

Das  wendet  er  dann  auf  das  damals  überhaupt  mehrfach 
discutirte  Problem  an,  wie  die  Übertragung  der  Schwingungen  von 
Saiten  an  die  umgebende  Luft  zustande  komme  ^^^^).  Er  findet  in 
der  Vereinigung  der  von  den  beiden  Seiten  des  Resonanzbodens 
ausgehenden  Wellen  Schwierigkeiten  und  glaubt  sie  durch  die  An- 
nahme einer  Abhängigkeit  des  Druckes  von  der  Geschwindigkeit 
beseitigen  zu  können. 

Das  veranlafst  J.  W.  Strutt  [Lord  Bayleigh]  zu  einer  kurzen 
Entgegnung*^**):    Vor  allem:  Was  heüst  hier  Geschwindigkeit:   die 


k 


5611)  ib.  36,  1868,  p.  27;  weiter  ausgeführt  ib.  44, 
6612)  36,  p.  116.    6518)  p.  124.    6614)  ib.  43, 
5516)  ib.  44,  1872,  p.  64;  nicht  in  den  papers. 


1872,  p.  103. 
1872,  p.  489. 
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absolute  oder  die  relative .  gegen  das  einschliefsende  GefUDs?  Im 
ersteren  Falle  würde  die  Frage  durch  Wiederholung  des  Boyle'schen 
Versuches  mit  einem  Zwischenräume  von  12  Stunden  zu  entscheiden 
sein,  im  letzteren  Falle  komme  man,  da  Reibung  u.  s.  w.  aus- 
geschlossen sei,  auf  Widersprüche.  Andererseits  folge  aus  Moon's 
mathematischen  Überlegimgen  nur,  dafs  der  Druck  von  der  Ge- 
schwindigkeit abhängen  könne,  nicht  müsse;  ob  es  wirklich  der  Fall 
sei,  sei  experimentell  zu  entscheiden. 

Moon  antwortet ^^^^):  natürlich  sei  absolute  Geschwindigkeit 
gemeint.  Die  Beweislast  dafür,  dafs  die  Geschwindigkeit  sich  bei 
der  Elimination  heraushebe,  schiebt  er  seinem  Gegner  zu. 

Daraufhin  ninmit  Strutt^^^^  die  Beispiele  noch  näher  vor, 
durch  die  Moon  Widersprüche  in  der  gewöhnlichen  Theorie  hatte 
nachweisen  wollen.  Die  Schwierigkeit  liege  nur  an  der  falschen 
Behandlung  unendlich  kleiner  Gröfsen,  bezw.  an  der  mathematischen 
Einführung  von  Discontinuitäten,  wo  physikalisch  ein  stetiger  Über- 
gang vorhanden  sein  müsse.  Mit  Moon's  Schlufsweise  könne  man 
ebenso  beweisen,  dafs  ein  Körper  nicht  fallen  könne:  um  seine 
Anfangslage  zu  verlassen,  müsse  er  eine  Geschwindigkeit  haben,  und 
Geschwindigkeit  könne  er  nach  dem  Energiesatz  erst  haben,  wenn 
er  die  Anfangslage  verlassen  habe.  Ob  Moon  mit  seinen  Glei- 
chungen (125)  wirklich  die  allgemeinste  mit  seinem  Ansatz  ver- 
trägliche Lösimg  gefunden  habe,  sei  er  kaum  imstande  zu  beurteilen 
[ich  auch  nicht];  aber  fClr  die  Gastheorie  sei  das  gleichgültig.  Dafs 
der  Druck  von  den  Geschwindigkeitscomponenten  abhängen  könne, 
sei  vielleicht  zuzugeben,  wegen  der  seitlichen  Reibung,  die  allerdings 
bei  eindimensionalen  Problemen  nicht  in  Betracht  komme. 

Darauf  Moon"^®):  da  Boyle's  Gesetz  für  den  Fall  der  Be- 
wegung nicht  experimentell  bewiesen  sei,  sei  kein  Grund  vorhanden, 
weshalb  man  seine  allgemeinere  Formulirung  nicht  annehmen  solle. 
Man  könne  aus  ihr  Druck  imd  Geschwindigkeit  für  einen  beliebigen 
Zeitpunkt  berechnen,  wenn  beide  für  ^  =  0  gegeben  seien.  — 
Bei  dem  fallenden  Körper  liege  die  Sache  anders  als  in  seinem 
Beispiel. 

Strutt  erklärt  nochmals ^^^•):  man  habe  doch  bei  allen  Ex- 
perimenten inuner  nur  mit  in  absoluter  Bewegung  befindlichen 
Körpern  zu  thun.  Um  die  Fehlschlüsse  genau  auseinanderzulegen, 
müfste  man  eine  Abhandlung  über  die  Principien  der  DifiTerential- 

5516)  ib.  p.  101.        6617)  ib.  p.  219;  nicht  in  den  papers. 

6618)  ib.  46,  1873,  p.  100.  6619)  ib.  p.  488;  nicht  in  den  papers. 
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rechnung  schreiben;  er  wolle  sich  daher  nur  mit  der  Erklärung 
begnügen,  dals  im  Obersatz  das  Wort  ,,endlich^^  weggelassen  sei. 

Moon  bleibt  gleichwohl  bei  seiner  Auffassung ^^^).  Um  sie  zu 
stützen,  giebt  er  eine  Discussion  der  Gleichung: 

nach  der  gewöhnlichen  Theorie ^^'^).    Er  ersetzt  sie  durch  das  System: 

dessen  Lösimg  die  Form  haben  müsse  ^^): 

(128)  JPi(«,f,t;,«,)=.0,     F,(a;,/,t;,«J-0. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichungen  und  Elimination  der  zweiten 
Ableitungen  erhält  er  zwei  Gleichimgen  zwischen  den  ersten  Ab- 
leitungen von  Fl  und  i^^?  ^^  ^^^^  durch  EinftLhrung  der  neuen 
Variabein: 

(129)  ;;;i)-t;±iog«, 

auf: 

und  eine  entsprechende  Gleichimg  mit  a^  statt  co^  reduciren.  Durch 
Ajiwendung  der  Methode  von  Lagrange  erhält  er  als  allgemeinste 
Lösung"-»): 

(131)  t?  =  ±log«,,     a;,=  tf;(rcT^)- 

Dieses  Resultat  erklärt  er  für  unmöglich  ^^^)  und  schliefist  daraus, 
dafs  schon  die  Ausgangsgleichung  (126)  zu  verwerfen  sei. 

Die  von  Strutt  abgebrochene  Polemik  ninunt  nun  Challis 
auf^^'^).  Er  schliefst  sich  Strutt's  Meinung  an,  dafs  die  Frage,  ob 
der  Druck  von  der  Geschwindigkeit  abhänge,  nicht  a  priori,  sondern 
experimentell  zu  entscheiden  sei.  Dann  rechnet  er  eines  der  Probleme 
Moon's  aus,  schliefst  aber  dabei  gerade  solche  unstetige  („per 
saltum" ^^**))  Änderung  von  Druck  und  Dichtigkeit  aus,  wie  sie 
Moon  als  gegeben  angenommen  hatte. 


6620)  ib.  46,  1873,  p.  87.         6621)  ib.  p.  122. 

6622)  p.  126.     Vorher   behandelt  er   den   speciellen   Fall,   dafs   die 
Gleichung  (126)  schon  eine  Folge  von  nur  einer  der  Gleichungen  (128)  ist. 

6623)  p.  129.     Die  Richtigkeit   seiner  Schlüsse  kann  ich  nicht  con- 
troliren. 

6624)  p.  130.        6626)  ib.  p.  169.        6686)  p.  168. 
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Moon  bleibt  dem  gegenüber  dabei,  es  könne  keine  Flüssigkeit 
geben,  bei  der  unter  allen  Umständen  der  Druck  von  der  Geschwindig- 
keit unabhängig  sei^'^);  er  glaubt  das  aus  seinem  Gleichungs- 
System  (125)  schliefsen  zu  können. 

Challis  setzt  daraufhin  seine  Auffassung  noch  eiQmal,  wie  er 
meint,  „more  clearlj^'  auseinander ^'^^z  die  willkürliche  Relation 
zwischen  Druck,  Dichtigkeit  imd  ev.  den  Geschwindigkeitscomponenten 
definire  die  specielle  Flüssigkeit,  mit  der  man  zu  thun  habe.  Eine 
Beschleunigung  trete  nicht  nach,  sondern  zugleich  mit  der  Druck- 
änderung ein. 

Moon  erwidert ^^^^):  durch  Hinzunahme  einer  solchen  willkür- 
lichen Relation  werde  nicht  nur  die  Natur  der  Flüssigkeit,  sondern 
zugleich  die  der  in  ihr  eintretenden  Bewegungen  specialisirt.  Eine 
Änderung  des  Druckes  per  saltum  halte  auch  er  für  unmöglich, 
aber  nicht  eine  solche  der  Dichtigkeit;  bei  seinen  Vorstellungen  sei 
die  erstere  keineswegs  eine  Folge  der  letzteren.  Mit  „tendency  to 
an  ezcess  of  pressure^'  könne  man  nichts  anfangen. 

Challis  giebt  die  Richtigkeit  der  ersteren  Behauptung  eu^^^). 
Dagegen  bleibt  er  dabei,  dafs  Moon's  Raisonnement  die  Gleichung 
p  *=>  a^Q  zwar  nicht  zur  Folge  habe,  sie  aber  auch  nicht  aus- 
schliefse.  Übrigens  komme  Moon's  Ansatz  auf  einen  solchen  von 
Eamshaw  in  einer  später  zu  besprechenden  Abhandlung  hinaus. 

Das  letztere  bestreitet  Moon^*'^).  Übrigens  sei  seine  Lösung 
nicht  eine  Lösung,  sondern  die  Lösung.  Damit  schlieDst  diese 
Debatte. 

Challis  kommt  dann  bei  Gelegenheit  einer  üntersuchimg  über 
die  Wirkung  einer  galvanischen  Rolle  auf  einen  Magneten  auf  die 
30  Jahre  vorher  zwischen  ihm  und  Stokes  geführte  Debatte  zurück, 
wiederholt  aber  nur  seine  fixere  Argumentation^'*).  Dann  sucht 
er  eine  Lösung  der  Form^^**): 


«  =  V/"W.     v  =  -yfir),     w^F(r),    r  -  l/^TjI^.    (132) 

Die  Gleichimg  (80)  liefert  für  eine  solche: 

f{r)  :  F{r)  ^^cir-,  (133) 

6627)  ib.  p.  247.         6628)  ib.  p.  809.         6529)  ib.  p.  447. 

6630)  ib.  47,  1874,  p.  26.         6681)  ib.  p.  148. 

6682)  ib.  48,  1874,  nr.  28,  p.  192.  Er  zieht  jetzt  aus  seinem  „Axiom"*"«) 
den  SchlufB,  dafs  die  Gleichung  (80)  für  jede  hydrodynamische  Be- 
wegung erfüllt  sein  müfste. 

5683)  nr.  30,  p.  198. 
Jahretb«richt  d.  Dentiohen  Matbem.-VeTeinigung.    X.  70 


1106    I-  Hauptteil.    18.  Absclrn.   Einfahnmg  der  math.  Physik  in  England. 

damit  werden  die  ,,surfaces  of  displacement": 

(134)  0  =  c  arc  tg  {y/x)  +  h. 

Er  habe  früher  ^^)  noch  bezweifelt,  ob  es  möglich  sei,  die  Functionen 
JP,  f  näher  zu  bestimmen,  das  sei  ihm  aber  inzwischen  gelungen. 
Er  bestimmt  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Zunahme  der  Flüssig- 
keit in  einem  Stromröhrenelement  und  findet: 

indem  er  dann  verlangt,  dafs  F  sich  ausschliefslich  durch  Integration 
bestinunen  lassen  solle,  glaubt  er  sich  berechtigt  die  Klammergröfse 
gleich  Null  zu  setzen **•*).     So  erhält  er: 

(136)  F{r)=^c^r-\     also     f{r)==c^r-\ 

Analog  behandelt  er  dann  auch  die  Bewegung  des  Äthers  um  einen 
kreisförmigen  Leiter;  doch  lieÜBe  sich  hier  noch  mehr  einwenden  ^^^). 

Eine  letzte  Darstellung  seiner  allgemeinen  Theorie  ^^^)  bringt, 
soviel  ich  sehe,  nichts  neues.  Auf  seine  ältesten  Auffassungen ^'^^) 
greift  er  zurück  mit  der  Erklärung  ^^''),  erst  wenn  man  bewiesen 
habe,  dafs  freie  Schwingungen  notwendig  Sinusschwingungen  sein 
müfsten,  sei  man  berechtigt,  in  trigonometrische  Reihen  zu  ent- 
wickeln. 

Es  folgt  dann  noch  als  sein  Abschiedswort  ein  Besume  seiner 
naturerkenntnistheoretischen  Auffassungen  nebst  einer  Zusammen- 
stellung derjenigen  seiner  Resultate,  die  er  selbst  für  die  wichtigsten 
hält*^^),  und  endlich  in  einem  Aufsatz  über  die  geradlinige  Fort- 
pflanzung des  Lichtes  die  Auseinandersetzung^^'^):  es  sei  absolut 
notwendig  den  Widerspruch  ^^^)  zu  beseitigen.  Hauptsache  sei 
dabei,  dafs  die  gewöhnliche  Theorie  eine  Abhängigkeit  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von  der  Anfangsstörung  ergebe  [?],  während 
das  Experiment  nichts  davon  zeige.  Was  er  früher"'*)  „ray- 
vibrations'^  genannt  hatte,  bezeichnet  er  jetzt  als  spontane  Be- 
wegung: er  bleibt  dabei,  dafs  man  das  Resultat  jeder  willkürlichen 
Störung  aus  solchen  zusanunensetzen  müsse. 

Woran  liegt  es,  dafs  ein  50 jähriges  Lebenswerk  so  gar  keine 


5634)  nr.  35,  p.  196. 

5535)  nr.  36,  p.  196.  Z.  B.  schliefst  er  daraus,  daCs  in  einer  partiellen 
Dififerentialgleichung  eine  der  unabhängigen  Variablen  nicht  vorkommt, 
dafs  die  Function  von  dieser  Variabeln  nicht  abhängen  könne. 

5536)  ib.  (5)  2,  1876,  p.  173.         5537)  nr.  9,  p.  178. 
5538)  ib.  9,  1880,  p.  21.         5539)  ib.  11,  1881,  p.  249. 
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Frucht  für  die  Wissenschaft  gezeitigt  hat?  Man  kann  dreierlei  an- 
führen: seine  unbegrenzte  Verehrung  für  die  Newton'sche  Tradition, 
die  ihn  zur  Ablehnung  alles  darüber  hinausgehenden  veranlafste;  ein 
gewisses  eigensinniges,  aller  Belehrung  unzugängliches  Festhalten  an 
den  einmal  angenommenen  Grundlagen;  endlich  Mangel  an  Ver- 
ständnis für  die  mechanisch  eingelernten  mathematischen  Operationen, 
namentlich  fortwährende  Verwechslungen  zwischen  dem,  was  ans 
einer  Gleichung  mit  Notwendigkeit  folgt  und  dem,  was  nur  mit  ihr 
yerträglich  ist. 

§  97.     Andere  Untersuchungen  der  älteren  englischen 

Schule. 

Als  ein  isolirtes  Beispiel  der  Beschäftigung  eines  englischen 
Mathematikers  der  dreifsiger  Jahre  mit  einer  nicht  ganz  einfachen 
partiellen  Differentialgleichung  ist  eine  Note  von  Ch.  Brooke^^^) 
zu  erwähnen,  der  die  Gleichung: 

dy*^^dx*xdx       x*  ^  ' 

(vgl.  §  27  (24)  und  §  49  (23))  durch  die  Substitution: 

u^x  +  y,    v^x  —  y  (2) 

auf  die  Form  bringt: 

und  durch  wiederholte  Substitutionen  das  Integral  schliefslich  in  der 
Form  erhält: 

'  =  2|5{/"(*+y)-9'(*-ä')}-^l^(*+y)-9''(*-y)}-  W 

Ch.  Wheatstone's  Abhandlung  über  Chladni's  Klangfiguren 
auf  quadratischen  Platten  ^^^)  enthält  wenig  für  uns  Bemerkens- 
wertes. Für  diejenigen  Schwingungsarten,  bei  welchen  nur  zu  einer 
Seite  parallele  Knotenlinien  auftreten,  ninunt  er  an^^'),  die  Platte 
schwinge  wie  eine  elastische  Lamelle  nach  Euler's  Theorie*^');  die 
übrigen  erhält  er  durch  „Superposition"  ^^  und  construirt  ihre 
Knotenlinien  aus  den  Knotenlinien  der  Componenten. 

6640)  J.  f.  Math.  13,  1836,  p.  260. 

6641)  Lond.  Trans.  1833, ,  p.  693.         6642}  §  2,  p.  696. 

6643)  §  3,  p.  397.  Das  Wort  —  nicht  der  Begriff  —  scheint  hier 
zum  ersten  Male  aufzutreten;  übrigens  ist  nur  von  Superposition  zweier 
verschiedener  Schwingnngsarten  derselben  Tonhöhe  die  Rede.    §  10,  p.  607 
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Aus  S.Earnshaw's  Abhandlung  über Flüssigkeitsbewegnngen^^^) 
ist  für  uns  etwa  zu  erwähnen,  dafs  er  es  als  selbstrerstftndlich  an- 
seht, dals  die  Zusammensetzung  aller  möglichen  ebenen  Wellen 
,,correspond8  to  the  most  general  form  of  the  integral**  ^^^);  femer 
dafs  er  entgegen  einer  gelegentlich  von  Cauchy  ausgesprodienen 
Auffassung  ausdrücklich  betont,  eine  ebene  Welle  könne  sich  nur 
dann  in  einem  Medium  fortpflanzen,  wenn  sie  sich  bis  an  seine 
Begrenzungen  erstrecke  ^^;  man  habe  das  besonders  bei  der  mathe- 
matischen Untersuchung  von  Difiractionserscheinungen  zu  berück- 
sichtigen. Zum  Schlüsse  zweifelt  er  das  Hujghens'sche  Princip 
an^^^:  es  sei  nicht  einzusehen,  wieso  die  Elementarwellen  sich 
nicht  ebenso  nach  rückwärts  wie  nach  vorwärts  ausbreiten  sollten. 
Durch  Betrachtung  ebener  statt  sphärischer  Elementarwellen  werde 
man  yielleicht  auch  in  der  Lichttheorie  um  diese  Schwierigkeit 
herumkommen. 

Ein  Aufsatz  von  J.  Power  über  Schwingungen  einer  Saite****) 
bezeichnet  es  als  „now  well  established*',  dafs  die  im  Integral  auf- 
tretenden willkürlichen  Functionen  „not  subject  to  the  law  of 
algebraical  continuitj^*  [im  alten  Sinne ^)  des  Wortes]  seien;  doch 
verlangt  er  Stetigkeit  der  ersten  Ableitung.  Die  weitere  DiBcnssion 
des  Integrals  bringt  für  uns  kaum  etwas  neues;  immerhin  sind  die 
beigefägten  Figuren  instructiv.  Das  Auftreten  bestimmter  Obertöne 
hängt  seiner  Meinung  nach  nur  daran,  dafs  bestimmte  Knotenpunkte 
IQ  Ruhe  bleiben,  nicht  daran,  dafs  einfache  Sinusschwingongen  vor- 
liegen^^'). Etwa  gleichzeitig  auftretende  Longitudinalschwingungen 
modificirten  die  Klangfarbe****). 

Die  für  uns  interessanteste  Leistung  dieser  älteren  englischen 
Schule  ist  S.  Earnshaw's  Behandlung  der  von  Scott  Russell  ex- 
perimentell gefundenen  „great  solitary  waves  of  the  first  order"  ***^). 


vermifst  er  bei  denjenigen  Mathematikern,  die  sich  theoretisch  mit  der 
Frage  beschäftigt  hätten,  die  Berücksichtigung  dieser  Superpositions- 
verhältnisse. 

5544)  Cambr.  Trans.  6,,  1837,  p.  203;  vom  März  1836. 

5545)  nr.  22,  p.  221. 

5546)  nr.  23,  p.  222;  nr.  34,  p.  232  Verallgemeinerung  auf  Wellen 
von  beliebiger  Grestalt. 

5547)  nr.  35,  p.  283. 

5548)  Cambr.  math.  J.  1,  1839,  p.  243  (p.  267  des  Neudruckes  von  1846). 

5549)  p.  248.    5550)  p.  250. 

5551)  Cambr.  Trans.  8,,  1847,  p.  326;  vom  Not.  1845.  Die  mir  erst 
nachtrilglich  bekannt  gewordenen  Untersuchungen  Green*s  und  Kelland's 
über  Wasserwellen  werden  später  besprochen  werden. 
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Die  in  der  Einleitung  auseinandergesetzten  methodischen  Gesichts- 
punkte für  mathematisch -physikalische  Untersuchungen  stehen  der 
heutigen  Auffassung  viel  näher  als  z.  B.  die  von  Lam^^^^*):  die 
Aufistellung  der  allgemeinen  hydrodynamischen  Differentialgleichungen 
habe  der  Lösung  specieller  Probleme  eigentlich  mehr  geschadet  als 
genützt,  indem  man  durch  sie  nur  zu  aussichtslosen  Versuchen  zur 
Aufstellung  der  allgemeinen  Integrale  verführt  worden  sei,  die  doch 
wahrscheinlich  sich  überhaupt  nicht  mit  elementaren  Mitteln  dar- 
stellen liefsen.  Zur  Bezwingung  specieller  Probleme  habe  man  zwei 
Mittel:  Vernachlässigung  voraussichtlich  kleiner  Olieder  schon  in  der 
Differentialgleichung  —  und  Einführung  specieller  Hypothesen  betr. 
die  Bahnen  der  Teilchen  oder  andere  Eigentümlichkeiten  der  Be- 
wegung. Die  erstere  Methode  führe  leicht  zu  Fehlschlüssen,  da  man 
nicht  von  vorneherein  wissen  könne,  ob  nicht  gerade  die  vernach- 
lässigten Glieder  wesentliche  Eigentümlichkeiten  der  Bewegung  be- 
dingen. Bei  der  zweiten  sei  zu  beachten,  dafs  man  nicht  a  priori 
irgend  welche  willkürliche  Hypothesen  einführen  dürfe,  sondern  sich 
durch  das  Experiment  leiten  lassen  müsse.  Bei  Russell's  Experimenten 
scheine  folgendes  der  Fall  zu  sein^^^^):  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  Welle  ist  constant,  ebenso  ihre  Form;  eine  horizontale  Ge- 
schwindigkeitscomponente  w  ist  Null,  die  andere  u  ist  nur  Function 
der  horizontalen  Coordinate  Xj  nicht  der  verticalen  y.  Die  hydro- 
dynamischen Gleichungen  reduciren  sich  damit  auf: 

dp  du  du 

dx  dt  dx'*  ,.v 

cp  dv  dv  cv  ^  ^ 

cy  ^  dt  dx         cy^ 

die  Continuitätsgleichung  wird: 

S  +  fe"  -  0.  («) 

also  durch  Integration: 

wobei  keine  Function  von  x  oder  t  beizufügen  ist,  da  für  ^  ~  0 
V  immer  und  überall  gleich  Null  ist.  Wird  noch  die  Voraussetzung 
constanter  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  durch: 

du   .      du  ,  V 

ausgedrückt,  so  führen  weitere  Differentiationen  und  Eliminationen  zu: 


6552)  p.  829. 
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(9)  £?  ■=  -  C,. 

Das  Vorzeichen  von  C  unterscheidet  die  beiden  von  Russell  be- 
obachteten Falle;  C  =  n*  >  0  giebt: 

(10)  y  =  -4  cos  (nt  —  c),     e;  =  —  hÄ  sin  (nt  —  c), 

wobei  a  noch  eine  Function  yon  x  ist;  vorher  und  nachher  ist  alles 
Null.  Die  Zeit  zwischen  der  grölsten  Erhebung  k  und  der  kleinsten 
h  eines  Teilchens  betr&gt: 

(12)  tj^ — f^=  —  arccos-T-- 
Andererseits  ergiebt  sich***): 

(13)  ll^nm^ict-x). 

Da  a  für  ein  gegebenes  Teilchen  constant  ist,  giebt  die  Vergleichung 
YOn  (11)  mit  (13)  die  Art,  wie  sich  das  x  eines  bestimmten 
Teilchens  mit  t  ändert     Schliefslich  erhält  Eamshaw  noch: 

(14)  c  —  M  =  -T-  sec  (fii  —  a). 

Man  sehe,  dafs  man  zu  diesen  Folgerungen  nicht  hätte  kommen 
können,  wenn  man  in  erster  Annäherung  die  Geschwindigkeit  durch 
einen  Sinus  oder  Cosinus  hätte  ausdrücken  wollen.  Zwischen  der 
Wellenlänge  A,  der  resultirenden  Verschiebung  der  Teilchen  ■=  2  (ar^ — x^j) 
und  der  Schwingungszahl  n  erhält  er  zwei  transcendente  Gleichungen, 
die  in  erster  Annäherung  durch  die  von  Russell  experimentell  ge- 
fundenen ersetzt  werden  können.  Übrigens  unterläfst  Eamshaw  nicht 
hervorzuheben*^,  dafs  sich  aus  seinen  Integralgleichungen  unstetige 
Druckänderungen  ergeben  würden,  dafs  also  die  eingeftUirten  Hypo- 
thesen strenge  genommen  nicht  miteinander  verträglich  sind  und 
dafs  man  also  nicht  auf  Reibung  u.  dgl.  zu  greifen  brauche,  um  die 
beobachteten  Änderungen  der  Gestalt  der  Welle  mit  der  Zeit  zu 
erklären. 

Für    C=  — n*    ergeben    sich    ähnliche   Formeln****),    nur    mit 
Vertauschung  der  Kreis-  und  der  Hyperbelfunctionen. 


6563)  p.  832.         6554)  p.  887.         6565)  p.  888. 
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§  98.    Die  Einführung  von  Poisson's  Elektrostatik 
und  Magnetostatik  in  England  durch   Green  und  Murphy. 

Von  den  Entwicklungen  der  französischen  mathematischen 
Physik  scheinen  zuerst  die  elektrostatischen  und  magnetostatischen 
Untersuchungen  Poisson's  ^^^)  in  England  Eingang  gefunden  zu 
haben.  Schon  6.  Green's  fundamentale  Abhandlung ^^)  enthält 
eine  Lösung  des  Problems  der  magnetischen  Induction  für  eine 
Kugelschale  durch  Reihenentwicklungen  nach  Kugelfunctionen,  unter 
Hinweis  auf  die  mecanique  Celeste.  Er  führt  dann  auch  den  Grenz- 
übergang zu  einer  Kugel  von  unendlich  grofsem  Radius  aus^^^;  an 
Stelle  der  Kugelfiinction  U^  tritt  dabei  eine  Cylinderfunction,  die 
bei  ihm  in  der  Form  des  bestinmiten  Integrals: 

Afcosißyv)-^'l.^,     y-^,  (1) 

u 

auftritt;    an    Stelle    der    Summation    nach    n    eine    Integration    in 
Bezug  auf  y. 

Weitere  Untersuchungen  Green^s  gehen  von  der  allgemeineren 
Voraussetzimg  aus,  dafs  das  Elementarpotential  den  Wert  r^""  hat, 
wo  n  zunächst  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  kann,  die  aber 
nachher  auf  das  Intervall  (l  ...  3)  eingeschränkt  wird^*^).  Er 
beginnt  mit  dem  Satze:  kann  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (o?,  ^,  z) 
nach  rationalen  ganzen  Functionen  der  Coordinaten  entwickelt  werden, 
so  läfst  sich  auch  ihr  Potential  nach  solchen  Functionen  der  Coordi- 
naten entwickeln;  er  findet  das  aus  Stetigkeitsrücksichten  „tolerably 
clear",    erklart    übrigens    im    Besitze    eines    Beweises    zu   sein^^^). 


6566)  An  essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  to  the 
theories  of  electricity  and  magnetism,  Nottingham  1828;  Neudruck  Berlin 
1890;  papers  nr.  16,  p.  97;  deutsch  J.  f.  Math.  39,  44,  47,  sowie  von 
A.  V.  Ottingen  und  A.  Wangerin,  Leipz.  1896. 

6667)  p.  100. 

6658)  Cambr.  Trans.  6,,  1888,  p.  1,  vom  Nov.  1832;  papers  p.  119. 
Die  Abhandlang  ist  vielfach  nicht  leicht  verständlich;  einen  eingehenden 
Commentar  giebt  Fr.  Büttner,  Jablonowski  Preisschr.  14,  1900  (wohl  auf 
Veranlassung  von  C.  Neumann). 

6669)  Für  den  Fall  der  Kugel  fahrt  Büttner  §  3,  p.  16  die  Rechnung 
durch;  doch  möchte  ich  nicht  glauben,-  dafs  Green  die  Sache  so  um- 
siHndlich  angefafst  hatte.  Er  wird  zuerst  die  Distanz  nach  Potenzen  der 
Coordinaten  des  Aufpunktes  entwickelt  haben. 
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Dann  behandelt  er  zunächst  den  speciellen  Fall,  dafs  die  Dichtigkeit 
sich  durch  ein  Gesetz  der  Form: 

(2)  9  =■  (T^  -  rfy  f(rf) 

ausdrücken  l&fst,  unter  f  eine  rationale  ganze  Function  der  Goordi- 
naten  verstanden  ^**^).  Indem  er  die  (l  —  n)**  Potenz  der  Distanz 
in  eine  Reihe  der  Form: 

(3)  r^'""  ^  Qn^ir-"" 

entwickelt,  in  der  die  Q  ültrakugelfunctionen  (§  84)  bedeuten,  erhält 
er  f£Lr  das  Potential  der  durch  (x,  y,  e)  gehenden  Kugel  um  den 
Nullpunkt  einen  Ausdruck  der  Form: 

(4)  Fi=  f^-"(^  +  Br^+  Cf^+  ' .  .) 
und  für  das  Potential  der  übrigen  Teile  ebenso: 

r 

WO  Qg  für: 

(6)  Qg  (cos  0  cos  Öj  +  sin  6  sin  6^  cos  (©  —  Wi)) 

steht.     Nun  ist: 

(7)  ^  ^r(-i-  +  p) 

^b  +  iv+l  W 

Da  die  Entwicklung  schliefslich  nur  Potenzen  von  r  mit  geraden 
ganzen  Zahlen  als  Exponenten  enthalten  könne,  müTsten  sich  alle 
übrigen  Glieder  der  Summe  gegen  entsprechende  Glieder  in  V^  weg" 
heben ^^^);   Green  beh&lt  daher  nur  die  ersteren  bei  und  erhält  so: 

(8)  F-^'t« 


5660)  p.  124;  Büttner  §  4,  p.  22. 

5661)  Einen  directen  Beweis  dieser  Behauptung  Green 's  giebt  G.  Neu- 
mann,  Allg.  Unters,  ü.  das  Newton 'sehe  Prineip  der  Femewirkungen, 
Leipz.  1896,  VII  §  6,  p.  201. 
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wo  T^^   die   übrig   bleibenden    Glieder   bezeichnet     Ist  /J  =  n/2  + 

einer  ganzen  Zahl,  so  bricht  diese  Entwicklang  ab. 
Ist: 

9  =  (1  -  »DV  (9) 

und  f  eine  rationale  ganze  Function  der  Coordinaten,  so  gelangt 
man  auf  einem  entsprechenden  Wege  zu  einem  entsprechenden 
Besnltat^^*').  Auch  hier  brechen  die  Reihen  ab,  wenn  ß  =  n/2  -f 
einer  ganzen  Zahl  ist^^^).  Ist  diese  ganze  Zahl  überdies  »>  —  2, 
so  wird  der  Grad  von  V  gleich  dem  von  f  und  man  kann  um- 
gekehrt f  so  bestimmen,  dafs  man  ein  gegebenes  Potential  dieser 
Form  erhält"»*). 

Green  giebt  dann  noch  eine  einfachere  Ableitung  dieser  Resultate, 
bei  der  er  nur  von  gewöhnlichen  Kugelfunctionen,  nicht  von  ihren 
Verallgemeinerungen  Gebrauch  macht  ^^;  er  scheint  sagen  zu  wollen, 
dafs  sich  dieses  Verfahren  nur  für  die  Kugel  durchführen  lasse.  Er 
beweist  zunächst  ziemlich  umständlich,  dafs  eine  Kugelflächenfanction 
eine  solche  bleibt,  wenn  sie  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  be- 
zogen wird,  und  leitet  daraus  den  Satz  ab: 

fjYjie, «,)  1 0?*)dffi  -  -R  y/o, »),  (10) 

wo  ^  die  Distanz,  R  eine  Function  von  r  allein  bedeutet***»). 
Besteht  dann  wieder  die  Gleichung  (9),  so  entwickelt  er  f  nach 
Kugelfunctionen  **•') : 

f'^fW"  (11) 

und  bezeichnet  mit  Y]  den  dem  ff'  entsprechenden  Teil  von  F. 
Für  diesen  erhält  er  durch  Coordinatentransformation  zunächst: 


5562)  Green  nr.  2,  p.  128;  Büttner  §  5,  p.  29. 

5568)  Green  p.  183;  Büttner  p.  88. 

5564)  Green  nr.  5,  p.  HS;  Büttner  §  12,  p.  68.  Am  Schlüsse  seiner 
Abhandlung,  p.  182,  deutet  Green  an,  wie  man  dieses  Resultat  von  der 
Kugel  auf  das  EUipsoid  übertragen  könne;  Büttner  §  6,  p.  88  bestätigt 
das  unter  Verwendung  anderer  Coordinaten,  als  der  von  Green  vor- 
geschlagenen. 

55B5)  Green  nr.  3,  p.  184;  Büttner  §  9,  p.  48. 

5566)  Vgl.  Büttner  p.  52. 

5567)  Green  nr.  4,  p.  139;  Büttner  §  11,  p.  57.  Die  Zahlenfactoren 
der  P  sind  bei  Green  anders  normirt,  als  sonst  üblich. 
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Xur  Knuittlong  des  nach  (i  genommenen  Integrals  sei  das  nahe- 
Ii«|^^ml8te,  da&  man  nach  Potenzen  von  fi  entwickle  und  diese 
IVtonien  dann  durch  ihre  Entwicklungen  nach  den  Legendre'schen 
Polynomen  ersetze.  Durch  den  Schlufs  von  j  auf  j  -{-  1  und  Be- 
iiutsung  der  Recursionsformeln  zwischen  den  P  könne  man  be- 
weisen, dafs: 

\^lö)    II  ="^  2.4...2y.(2j  — 2y  +  l)(2i— 2v— l)...(2j  — 4y— l)-r^-«»W 

sei.  Indem  er  das  einsetzt,  erh&lt  er  schlieüslich  die  Coefficienten 
der  Entwicklung  von  T^  nach  Potenzen  von  r  durch  F-Functionen 
ausgedrückt*'**®). 

Für  /J  =  (n  —  4)/2  lälst  sich  der  Schlufs  auch  in  diesem  Falle 
umkehren*^'). 

Es  folgen  specielle  Anwendungen  auf  kugelförmige  Leiter**^®). 
Hier  ist  Y  constant,  also  wird  q  propoi*tional  zu: 

(14)  (a'-rif^ 

und  wenn  Q  die  zugeführte  Elektricitätsmenge  ist: 

(15)  9-CiÖa'""(a-rJ)  «    ,       F^c^a^—V- 

Für  n  >  2  biete  das  keine  Schwierigkeit;  für  w  <  2  hilft  er  sich 
damit,  dals  die  Formeln  bis  in  die  Nähe  der  Kugelfläche  gelten, 
und  dafs  man  aufserdem  auf  dieser  noch  eine  Oberflächenschicht 
annehmen  müsse  (,4n  virtue  of  the  genorality  of  analysis").  Doch 
erklärt  er  diese  letztere  Lösung  selbst  nur  für  angenähert  und  ver- 
sucht daher  noch  eine  andere '**^^),  wie  er  glaubt  strengere  Behand- 


5668)  p.  145.  Er  bemerkt  p.  146,  derselbe  Procefs  sei  auch  noch 
anwendbar,  wenn  f  in  eine  convergente  Reihe  nach  Potenzen  von  x^  y^  z 
sich  entwickeln  lasse;  man  brauche  ihn  dazu  nur  auf  die  einzelnen  Glieder 
einer  solchen  Entwicklung  anzuwenden. 

5569)  nr.  5,  p.  146.         5570)  nr.  7,  p.  152;  B.  §  14,  p.  69. 

5571)  nr.  8,  p.  156;  B.  §  16,  p.  74. 
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lung,  bei  der  die  Kugel  vom  Badius  a  mit  einer  solchen  vom 
EAdins  1  umgeben  gedacht  wird,  auf  der  eine  Oberflächenschicht 
ausgebreitet  ist,  und  nun  nach  den  Gleichgewichtsbedingungen  ge- 
fragt wird;  dabei  nimmt  er  gleich  /^  "=  -ö —  1  an.     Er  kommt  auf 

ein  unendliches  System  linearer  Gleichungen;  doch  gelingt  es  ihm, 
dessen  Lösung  zu  erraten '^*^'),  und  er  erhält  so: 

e  -  c  (a»  -  1)^  (a»  -  rj)- » (l  -  r«)V.  (ig) 

m.  W.  Gleichgewicht  ist  hier  nur  möglich,  wenn  alle  Elektricität 
der  einen  Art  auf  der  Oberfläche  ausgebreitet,  alle  der  anderen  Art 
auf  einer  concentrischen  Kugel  von  kleinerem  Badius  verteilt  ist 

Dieselbe  Methode  sei  auch  noch  anwendbar,  wenn  auch  noch 
äufsere  Kräfte  wirken,  z.  B.  wenn  die  Schicht  auf  der  Kugel  vom 
Badius  1  nicht  homogen,  sondern  nach  irgend  welchem  anderen 
Gesetze  verteilt  ist^^^").  Dieses  ist  dann  nach  Kugelfunctionen  zu 
entwickeln..  Endlich  kann  man  sie  auch  im  zweidimensionalen 
Gebiete  anwenden;  es  treten  dann  nur  Entwicklimgen  nach  Kreis- 
an  Stelle  derjenigen  nach  Kugelfunctionen  ^^^^).  Zum  Schlüsse  deutet 
Green  noch  Verallgemeinerungen  auf  Ellipsoide  an,  die  dann  in  der 
schon  besprochenen  Schrift^*'*)  weiter  ausgeftthrt  sind. 

Etwa  gleichzeitig  mit  dieser  Abhandlung  Green's  hat  B.  Murphy 
eine  Art  von  Lehrbuch  der  mathematischen  Physik  erscheinen 
lassen  ^^^^).  Einleitungsweise  stellt  er  Sätze  über  die  Legendre'schen 
Polynome  zusammen;  er  definirt  sie,  bezw.  von  ihnen  nur  unwesent- 
lich verschiedene  Polynome  P(/)  als  die  Lösungen  des  Problems, 
f(t)  so  zu  bestimmen,  dafs: 


/• 


f{t)ip{t)dt  =  0  (17) 


wird  für  jede  ganze  rationale  Function  (p(j)  von  niedrigerem  Grade 
als  der  von  /*(f).  Lidem  er  diese  Gleichung  durch  das  System 
§  88  (17)  ersetzt,  kommt  er  auch  seinerseits  zu  dem  Ausdruck  ^^^^: 

5572)  p.  159.  p.  160  verificirt  er  diese  Besultate  noch  durch  eine 
längere  Bechniuig. 

6573)  nr.  9,  p.  164;  B.  §  16,  p.  88.        5674)  nr.  10,  p.  172;  B.  §  17,  p.  90. 

6575)  Elementaiy  principles  of  the  theories  of  electricity,  heat  and 
molecolar  actions;  part  1,  on  electricity,  Gambr.  1883.  Es  scheint  keine 
Fortsetzung  erschienen  zu  sein. 

5576)  p.  VI  bemerkt  er,  er  habe  Jacobi^s  Untersuchungen  ^'^^)  erst 
nachträglich  kennen  gelernt. 
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(18)  P«(0 


c 


dt» 


die   Constante  wählt  er  so,  daXs  das  absolute   Olied  1   wird.     Mit 

Hilfe    der  Lagrange'schen  Reihe   zeigt  er,   dafs  die  so  bestimmten 

Functioiien  die  Coefficienten  der  Entwicklung  von: 

1. 
(19)  (1-2Ä(1~20  +  Ä»)    » 

nach  Potenzen  von  h  sind**^^.     Dann  findet  er**^®): 
1 

(20)  /P.  (0    r  d«     -      (-      1)-   ,  I^f^7V^,^^^''7l^*^^^^    , 

-/  ''   (05+ !)(«  + 2)  •••(«  +  ♦*  —  1) 

indem  er  zunächst  zeigt,  dafs  das  Integral  fär  jedes  Polynom  f  vom 
(xrade  n  gleich  einem  Bruch  mit  dem  angegebenen  l^enner  sein 
mufs  und  dann  den  Zähler  aus  der  Bedingung  bestimmt,  dafs  es 
für  «  =»  0,  1,  .  .  .,  n  —  1  verschwinden  mulis.  Damit  gelingt  ihm 
die  directe  Ableitung  der  Integraltheoreme  ^^'•).  Weiter  giebt  er  die 
Entwicklungen  von  ^^{t)  nach  Potenzen  von  f,  von  ^(l  —  2<),  als 
homogene  Function  von  t  und  1  —  ^,  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  arccos(l  —  2  0*^®^).  Die  Entwicklung  einer  Function 
F(t)  nach  den  ^^(t)  gewinnt  er  durch  gliedweise  Integration  und 
Benutzung  der  Integraltheoreme;  er  erklärt  sie  fär  jedenfalls  dann 
möglich,  wenn  F(t)  eine  rationale  ganze  Function  oder  diirch  eine 
zwischen  0  und  1  convergente  Reihe  [er  meint  wohl  Potenzreihe?] 
dargestellt  ist^^®^).  Als  Beispiele  giebt  er  die  Entwicklungen  von 
<*•,  (1  —  ^)",  log  /.  Schliefslich  leitet  er  durch  directe  Vergleichung 
der  Darstellungen  beider  Seiten  als  homogene  Functionen  von  t  und 
1  —  <  die  Gleichung  ab»»««): 

(..)         /->P.(,).r.-|=^(-,  +  ^-^, 

die  fOr  m  «  1  die  Differentialgleichung  der  f^  in  sich  enthält,  und 
mit  ihrer  Hill'e  das  Integraltheorem  für  die  Zugeordneten. 


6677)  Satz  2,  p.  4. 

6578)  Satz  8.     nr.  dO,  p.  74  gewinnt  er  durch  dieselbe  Schlufsweise 

1 

den  Wert  des  Integrals  /P, ,  f*""  <if*.     Vgl.  übrigens  *"•). 

6579)  Satz  4,  p.  6.        5680)  Säte  5,  p.  7. 
6581)  Sata  6,  p.  7.        5588)  Satz  7,  p.  14 
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Dann  geht  er  zn  Kngelflachenfunotionen  von  zwei  Variablen 
über  ^^'),  giebt  ihre  Differentialgleichung*^,  ihr  Additionstheorem**"), 
die  Darstellung  der  allgemeinsten  Kugelflächenfunction**"),  endlich 
die  Integraltheoreme  and  die  auf  diese  sich  stützende  Beihenentwick- 
lung  einer  Fimction  von  zwei  Variablen***^). 

Diese  Sätze  wendet  er  dann  zur  Lösung  elektrostatischer  Probleme 
an.  Er  entwickelt  zunächst**^)  das  Potential  für  einen  äuDseren  Punkt 
nach  fallenden  Potenzen  des  Radiusvectors;  alle  Glieder  dieser  Ent- 
wicklung müssen  Null  sein;  das  Verschwinden  des  ersten  Gliedes 
sagt  aus,  dals  ein  Körper,  in  welchem  Elektricitftt  ,4atent^,  d.  h.  im 
Gleichgewicht  befindlich  ist,  ebensoviel  positive  als  negative  Elek- 
tricitftt enthalten  mufs.  Um  dann  die  Aufgabe  der  Elektricit&ts- 
verteilung  in  einem  unendlichen  dünnen  Stabe  zu  lösen,  entwickelt 
er  die  rechte  Seite  der  Gleichung**®^: 


/ 


^fydt-O  (22) 

nach  fallenden  Potenzen  von  h  und  setzt  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Glieder  gleich  Null;   daraus  schliefst  er  dann,  es  müsse: 

sein,  unter  T  eine  beliebige  Function  von  t  verstanden.  Welchen 
Sinn  hier  die  Ausdrucksweise  „für  n  «  oc^'  überhaupt  haben  kann, 
darüber  macht  er  sich  keine  Gedanken.  Er  folgert  aber**^),  dafis 
imendlich  viele  neutrale  Punkte  vorhanden  sein  mülsten;  daran  an- 
schlielüsend  bestimmt  er  noch  den  Grenzwert**'*): 

lin»y2;iP,.(i)  =  ±]/J.  (24) 


«  =  X 


Auch  gewinnt  er  eine  Becursionsformel   zwischen  drei  aufeinander- 
folgenden P  in  der  Gestalt**»«): 

P,-P,-Hi=2(2n-f  l)jp.d^  (25) 

Soll  femer  Elektricitftt  auf  einer  Kugel  so  verteilt  werden,  dafs 
die  Wirkung  auf  Aufpunkte  eines  bestinunten  Durchmessers  der 
(n  +  2)*^  Potenz  des  Abstandes  umgekehrt  proportional  wird**»*). 


5683)  Satz  8,  p.  16.         6684)  Satz  9,  p.  16.        6686)  Sats  10,  p.  18. 
6686)  Satz  11,  p.  21.         6687)  Satz  18,  p.  22.         6688)  nr.  15,  p.  43. 
6689)  nr.  16,  p.  46.         6690)  nr.  17,  p.  46.         6691)  nr.  18,  p.  49. 

6692)  p.  60.         6693)  nr.  19,  p.  62. 
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80  ergiebt  die  Entwicklung  nach  den  /*^,  dafs  das  Gesetz  der  Ver- 
teilung durch  f^  gegeben  sein  mu£s,  dals  also  n  neutrale  Linien 
YOibanden  sein  müs3en.  Nachdem  er  dann  noch  die  Wirkung  einer 
solchen  Verteilung  auf  auDserhalb  des  betrachteten  Durchmessers 
gelegene  Punkte  festgestellt  hat^^),  setzt  er  aus  solchen  Systemen 
mit  verschiedenen  Axen,  alle  mit  sehr  grolsen  n,  allgemeinere  zu- 
sanmien^'^);  indem  er  dann  den  Kugelradius  unendlich  nimmt, 
erhält  er  Formeln  für  einen  von  zwei  ebenen  Platten  gebildeten 
Condensator^^). 

Hierauf  wendet  er  sich  zur  Untersuchung  [der  freien  Elektridtät, 
d«  h.  bei  seiner  dualistischen  Auffassung]  des  Überschusses  der  einen 
Elektricitfttsart  über  die  andere.  Er  zeigt,  dafs  ihr  Potential  der 
Laplaee-Poisson'schen  Differentialgleichung  genügen  muls^^^  und 
schlieDst  daraus,  dafs  freie  Elektricit&t  in  einem  Leiter  nur  an  der 
Oberfläche  im  Gleichgewicht  sein  kann.  Für  Flächen  2.  Grades 
bestimmt  er  diese  Verteilung  durch  synthetische  Betrachtungen  ^^^, 
für  von  einer  Kugel  wenig  abweichende  Flächen  durch  Entwicklung 
nach  Kugelfunctionen^^. 

Endlich  behandelt  er  noch  Lifluenzerscheinungen,  zunächst  die 
Lifluenz  eines  sehr  entfernten  Körpers  auf  eine  leitende  Kugel  ^*^); 
er  erhält  für  die  influirte  Elektricität  das  Verteilungsgesetz  a^V^ 
-f-  3cP^.  Dann  bespricht  er  die  gegenseitige  Influenz  einer  Reihe 
concentrischer  Kugelschalen  ^^^),  die  von  zwei  leitenden  planparallelen 
Platten**®*),  sowie  die  einer  leitenden  und  einer  isolirenden  Kugel **^, 
die  letztere  mit  Benutzung  der  Entwicklung  nach  Legendre'schen 
Polynomen,  unter  verschiedenen  Voraussetzungen,  aber  immer  nur 
für  den  Fall  axialer  Synmietrie.  Das  Problem  der  gegenseitigen 
Influenz  zweier  leitenden  Kugeln  führt  er  auf  eine  Functional- 
gleichung  zurück**^),  entwickelt  aber  dann  sein  „principle  of  suc- 
cessiye  influences^**^):  Sei  a,  h  das  gegebene  Verteilungssystem,  so 
wird  unter  dem  Einflufs  von  a  zimächst  h  ersetzt  durch  \=^h  -\-  ß 
und  unter  dem  Einflufs  von  h  wird  a  ersetzt  durch  a^  =  a  +  «• 
Die   beiden  Systeme   (iit  \   wirken   dann  weiter  aufeinander;   dabei 


6594)  nr.  20,  p.  65.    5696)  p.  59. 

6696)  nr.  22,  p.  61.    5697)  nr.  24,  p.  63. 

5698)  nr.  27,  p.  67  Engel,  nr.  28,  p.  67  Paraboloid,  nr.  29,  p.  68  Elli- 
psoid;  nr.  35,  p.  82  die  beiden  Schalen  eines  zweischaligen  Hyperboloids, 
mit  entgegengesetzten  Ladungen. 

6599)  nr.  30,  p.  70.    6600)  nr.  31,  p.  77.    5601)  nr.  33,  p.  78, 

6602)  nr.  34,  p.  80.    5603)  nr.  36,  37,  p.  80. 

6604)  nr.  38,  p.  91.    5606)  nr.  39,  p.  93. 
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wird  aber  der  Einflufs  von  a  auf  b  durch  den  von  ß  auf  b  und 
der  von  b  auf  a  durch  den  von  a  auf  a  aufgehoben,  sodafs  es  sich 
nur  noch  um  die  gegenseitige  Einwirkung  von  a  und  ß  handelt 
So  kann  man  fortfahren.     Dabei  mufs  absolut  genommen: 

«<*»     1^1  <«»     «fj<Ai---  (26) 

sein;  daraus  glaubt  er  ohne  weiteres  schliefsen  zu  können,  dafs  die 
durch  den  n^  Influenzact  noch  hinzukommenden  Elektricitätsmengen 
vernachlässigt  werden  können  und  daraus  wieder,  dafs  für  n  =  oo 
Gleichgewicht  besteht.  [Er  nimmt  also  offenbar  an,  zur  Convergenz 
einer  unendlichen  Reihe  sei  unendliche  Abnahme  der  Glieder  hin- 
reichend.] Das  wendet  er  zunächst  zu  einigen  numerischen  Be- 
rechnungen an;  schlielslich  setzt  er  noch  auseinander,  dafs  man 
durch  diese  Methode  dazu  gefELhrt  werde,  die  Lösung  des  Problems 
der  zwei  Kugeln  in  der  Form: 

anzusetzen,  und  dafs  man  dann  die  Goefßcienten  mit  Hilfe  der 
Differentialgleichung  bestimmen  könne  ^•^). 


§  99.    ümkehrung  bestimmter  Integrale. 

Schon  vor  der  Publication  seines  Buches  hatte  Murphy  eine 
Reihe  von  Abhandlungen  über  die  Umkehrung  bestinmiter  Integrale 
begonnen.  In  der  ersten  derselben  ^•^^  leitet  er  zunächst  aus  einer 
elementaren  Formel  der  Differenzenrechnung  fClr  ganzzahlige  Werte 
von  X  die  Gleichung  ab: 

1  1  1 

g>{x)  =ff{t)fdt  =  -^Jf{t)dt,  +  xj\f{t)dt. 


•  • 


wo  /j  a-  1  —  ^,  und  nimmt  sie  dann  sofort  auch  für  andere  Werte 
von  X  zwischen  —  1  und  +  cx)  in  Anspruch.  Wenn  f(t)  „any  of 
ihe  functions  commonlj  received  in  analysis'^  sei,  sei: 


• 


5606)  p.  96.     Die    beiden   letzten   Kapitel   sind   fiir   uns   nicht   von 
Interesse. 

6607)  Cambr.  Trans.  4,,  1888,  p.  858;  vom  März  1882. 
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(2)  lim  (p{x)  =  0, 

aofser  wenn  f(t)  für  ^  »  0  oder  ^ »  1  von  der  ersten  oder  höherer 
Ordnung  unendlich  wird^^^).  Das  kehrt  er  dann  ohne  weiteres 
dahin    um,    dafs    er    sagt:    wenn   lim  9>(2;) » 0,    so    läfst   sich    die 

Gleichung: 


Xssco 


X 

(3)  q>{x)  ^Jf{t) 


0 

durch  eine  Function  ,,von  der  Form  der  gewöhnlich  in  die  Analysis 
aufgenommenen^  beMedigen^^.  Ist  speciell  <p(x)  eine  rationale 
Function,  so  entwickle  man  ip(x)  nach  fallenden,  tr'  nach  steigenden 
Potenzen  von  x^^)]  dann  ist  f(t)  gleich  dem  Coef&cienten  von  x"^ 
in  der  Entwicklung  von  q>(x)ir'.  Durch  Umformungen  von  q>(x\ 
z.  B.  durch  Zerlegimg  in  Partialbrüche,  könne  man  das  Verfahren 
noch  vereinfachen**^^).     Für  Functionen  wie 

(*)  ^ W  -  8.6.7...(2«+iy 

kSnne  man  Becorsionsformeln  benutzen;  in  diesem  Falle''"'): 

(5)  (2x  +  2)<p(x)^(2x  +  3)  q>{x  +  l), 

die  auf  die  [divergente?]  Entwicklung  fOhrt: 

man  erhält  so: 

(7)  /-(o-Ki-o"'. 

Er  giebt  noch  andere  Beispiele;  die  erhaltenen  Resultate  ver- 
allgemeinert er  dadurch  auf  andere  als  ganzzahlige  Werte  des 
Exponenten,  dafs  er  die  Facultäten  durch  ihre  Integraldarstellungen 
ersetzt**^).  Schliefslich  verallgemeinert  er  auf  mehrfache  Inte- 
grale""). 

Der  2.  Abschnitt  handelt  von  der  Darstellung  discontinuirlicher 
Functionen    [im    alten  Sinne  ^)    des  Wortes].     Murphy  gelangt  zu 


5608)  nr.  8,  p.  860.        6609)  nr.  4,  p.  861.  5610)  nr.  5,  p.  363. 

6611)  nr.  8,  p.  865.         5612)  nr.  10,  p.  867. 

6618)  nr.  12,  p.  870.  Auf  die  Frage,  für  welche  Werte  von  x  die  er- 
haltenen Resultate  Gültigkeit  haben,  kommt  er  nr.  818,  p.  871  noch  einmal 
zurück. 

5614)  Dr.  14,  p.  878. 
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solchen  ausgehend  von  dem  Satze,  dafs  die  Lagrange'sche  ümkehrungs- 
formel  immer  die  absolut  kleinste  Wurzel  der  aufzulösenden  Glei- 
chung gebe;  z.  B.  sei'^*^): 

^       2.4-6-.(2n)       (a  +  |J)'"-^  ^^ 

immer  die  kleinere  der  beiden  GrölÜsen  a,  ß.  Das  wendet  er  auf 
verschiedene  Beispiele  an,  u.  a.: 

y  =  i(l_^)S+l^(l_^t+...  (9) 

giebt  die  kleinere  der  beiden  Gröfsen  1  ^  x  und  1  -|-  rr,  ist  also 
die  Gleichung  der  Begrenzungslinie  eines  Dreiecks  ^•^•).  Die  ent- 
sprechenden Formeln  für  die  Summe  einer  Anzahl  von  Wurzeln 
einer  Gleichung  giebt  ihm  einen  Ausdruck  f&r  eine  Function  mit 
beliebig  vielen  ünstetigkeitsstellen^*^^),  ev.  mit  unendlich  vielen, 
wenn  die  Gleichung  transcendent  ist*^*®). 

Im  3.  Abschnitt  wendet  er  diese  Resultate  auf  das  Problem 
an,  auf  einer  Engel  eine  solche  Elektricitötsverteilung  zu  bestimmen, 
dafs  sie  auf  Punkte  eines  ihrer  Durchmesser  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  wirkt.  Das  verlangt  die  Bestinmiimg  einer  Function  Ä(t) 
aus  der  Bedingung: 

Ä(t)dt  |7fl^«</j, 


/ 


(«•  +  2«/J(l-8  0  +  <J')*       p     „     a>ß. 


(10) 


Indem  er  links  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  t  ent- 
wickelt und  rechts  die  Gleichung  (8)  benutzt,  erhält  er**^*): 


0 


Ardt  =  ^^  (11) 


und  folglich: 

Ä{t)  =  m.  (12) 

Steht  rechts: 

fnc^ß-n^i     i,g2w.     mß^a'''-^  (13) 

so  ergiebt  sich  auf  demselben  Wege: 

^(0  =  const.P,(0;  (14) 

5616)  nr.  16,  p.  376.  5616)  nr.  23,  p.  388.  5617)  nr.  21,  p.  881. 

5618)  nr.  24,  p.  885.  5619)  nr.  27,  p.  888. 
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die  zugehörige  Elektricitätsverteilung  auf  der  Kugel  muls  dann 
n  Übergangslinien  aufweisen,  in  welchen  sie  ihr  Zeichen  wechselt  ^^). 
Durch  Superposition  solcher  Lösungen  kann  die  Aufgabe  auch  für 
den  Fall  behandelt  werden,  dalfi  rechts  irgend  eine  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  a/j5  steht  ^•**).  Auch  deutet  Murphy  Ver- 
allgemeinerungen auf  andere  Rotationsflächen  an^^^.  Zum  SchluDs 
bemerkt  er,  einiges  hätte  sich  durch  Benutzung  bekannter  Eigen- 
schaften der  Legendre'schen  Polynome  (er  nennt  sie  Laplace'sche 
Coefficienten)  einfacher  ableiten  lassen. 

Von  den  angehängten  Noten  giebt  die  zweite^**)  zur  Be- 
stimmung des  Constanten  Gliedes  in  einer  endlichen  Summe,  die 
nach  Potenzen  von  x  mit  positiven  und  negativen  Exponenten  fort- 
schreitet, die  Formel: 

(15)  A>-i-2^(*-)5 

die  Summe  erstreckt  über  sämtliche  n^  Einheitswurzeln,  sowie  durch 
Grenzübergang,  für  den  Fall  einer  unendlichen  Reihe,  die  ent- 
sprechende   Integralformel.      Daran    schliefst    er    den    Satz^*^):    Ist 

PC  OD 

f{pc)  ==^  ^n^j  SO  ist   ^^  ^n^  gleich  dem  von  h  freien  Gliede 

—  oo  0 

in  der  Entwicklung  von: 

(1-A)-V(f), 
also  gleich: 


(")  rä/^ 


9 


e 

0 


Eine  andere  Note***^)  bespricht  Fälle,  die  scheinbar  zur  An- 
wendung der  Methode  nicht  geeignet  sind,  bei  denen  aber  eine 
geeignete  Entwicklung  von  q>{x)  zum  Ziele  fEQirt 

Der  4.  Abschnitt^***)  kehrt  zu  dem  Problem  des  ersten 
unter  der  Annahme  zurück,  dals  die  unter  dem  Integralzeichen 
stehende   Function    die    dort    vorausgesetzte   Eigenschaft   nicht    hat; 


r\ 


6620)  nr.  28,  p.  889.         5621)  nr.  33,  p.  394. 

5622)  nr.  86,  p.  399. 

5623)  Note  2,  p.  402.  Ebenso  schon  p.  146  desselben  Bandes;  dort 
werden  p.  148  Sätze  über  die  Bestimmung  von  Warzelsummen  an- 
geschlossen. 

5624)  p.  404.         5625)  Note  B,  p.  404 
5626)  ib.  5,,  1834,  p.  116. 
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znnäclist  noch  einmal  zu  dem  schon  im  treatise  behandelten  Problem 
(§  98,  17).     Wird: 

f(t)^l+Ä^t  +  Ä^fi+.'-  (17) 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  einerseits: 

9>i^)  ==  -  4-.-  +  -4S  +  •  •  •  +  %^,  (18) 

andererseits  mufs  (p{x)  den  Zähler  x(x  —  l)  .  .  .  {x  —  n  +  1)  haben; 
die  A  ergeben  sich  also  durch  Partialbruchzerlegung  [wie  später 
bei  Bertrand **^)].  Murphy  verificirt,  dafs  der  so  gefundene  Aus- 
druck dem  früheren  gleich  ist;  auch  leitet  er  die  Integraltheoreme 
noch  einmal  ab.  Soll  die  Gleichung  nicht  für  die  Werte  0,  1,  2, . . ., 
«  —  1,  sondern  für: 

x^P,    i?  +  l,...,  !>  +  «— 1  (19) 

gelten,  so  ergiebt  sich  ebenso***''^): 

m-f-"^^^^^^-  (20) 

Daraus  schliefst  er  dann,  die  allgemeinste  Lösung  der  ersten  Auf- 
gabe werde  sein: 

unter    V    irgend    eine    [im    Intervall    (0 . .  .  1)    endlich   bleibende] 
Function  verstanden.   Jede  solche  Function  f(t)  habe  in  diesem  Intervall 
mindestens  n  reelle  Nullstellen  ^^).     Diesen  Sätzen  glaubt  er  dann 
auch  für  n  =  cx>  Bedeutung  beilegen  zu  können. 
Wird  ferner  verlangt,  die  Gleichung: 
1 

f(t)fdx  =  0     für     a;  =  0,  1,  2,  ...,«—  1  (22) 

0 

durch  eine  rationale  Function  L^  von  log^  zu  befriedigen,  so  ergiebt 
sich  auf  ähnlichem  Wege^*^**): 

was  sich  ebenfalls  als  Entwicklungscoefficient  einer  Lagrange'schen 
Beihe  darstellen  läfst.  Soll  endlich  eine  rationale  ganze  Function 
(Pi  ü)h   ^^^   Grades    von    ^   gefunden   werden,    von  der  Art,   dals: 

5627)  nr.  4,  p.  118.         6628)  nr.  6,  p.  119.         5629)  nr.  7,  p.  120. 
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1 
(24)  f {Pj  q)n^^ ät  ^  0    für    m  =  0,  1,  2,  ...,«— 1, 

80  ergiebt  sich***): 


(25) 


dr* 


t"+9   '(i-r'n,    T^ip, 


Diese  Polynome  sind  in  der  Art  zu  einander  redprok,  dals*^^): 

1 

(26)  J(Pyq)n(Q.P)^dt^O     fOr     m  +  tr, 

0 

Murphy  bestimmt  den  Wert  dieses  Integrals  anch  f&r  m  =  n.  Daran 
schlieJGst  er  die  Frage  nach  den  zu  den  L^  (23)  reciproken  Polynomen; 
er  findet  *••*): 

(27)  i,=  1  -  n  2V  +  (J)  3»^-  + +  (_  i)-(n  +  l)-r. 

Nach  diesen  speciellen  Untersuchungen  formulirt  er  das  all- 
gemeine Problem**^:  Es  seien  zwei  ein&ch  unendliche  Folgen  von 
Functionen  gegeben:  U^^  17^  .  .  .,  ü^j .  .  .;  F^,  F^, .  .  .,  F^, .  .  .;  so 
kann  man  aus  ihnen  lineare  Verbindungen: 

von  der  Art  bilden,  dafs  allgemein: 

1 

(29)  JT^T^dt  =  0  ist  ftlr  wi  +  w. 


m     n 
U 


Man  braucht  dazu,  wenn  die  T  und  die  T  bis  zu  T^_xi  T^-i  ^ 
stimmt  sind,  nur  die  Ä  resp.  die  A  aus  einem  System  von  je 
n  linearen  Gleichungen  zu  bestimmen  [Murphy  untersucht  allerdings 
nicht,  ob  diese  Gleichungen  immer  miteinander  vertraglich  sind]. 
Soll  dann  irgend  eine  Function  nach  diesen  T^  entwickelt  werden, 
so  braucht  man  zur  Bestimmung  der  Goeffidenten  dieser  Entwicklung 
nur  mit  den  T^  zu  multipliciren  und  gliedweise  zu  integriren.  Durch 
Composition  solcher  Folgen,  die  eine  mit  einer,  die  andere  mit  einer 


6680)  nr.  12,  p.  125. 

5631)  nr.  18,  p.  126.   Vgl.  die  sp&teren  Untersuchungen  von  Didon  **^^) 
und  Deruyts  *'*'). 

5632)  nr.  14,  p.  128.         6688)  ni.  16,  p.  130. 
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anderen  Variablen,  erhält  er  Fnnctionenfolgen  von  zwei  Variabein, 
fär  die  das  Integraltheorem  in  Bezug  auf  ein  Bechteck  gilt^^. 
Wolle  man  dabei  ein  einfaches  Gesetz  erhalten,  so  sei  es  zweck- 
m&£ng,  zuerst  zwei  zu  einander  reciproke  Functionenfolgen  zu  suchen, 
die  noch  einen  yerfägbaren  Parameter  enthalten,  und  diesem  Para- 
meter dann  nacheinander  verschiedene  Werte  beizulegen.  So  erhält 
er  z.  B.  die  Eugelflächenfunctionen  von  zwei  Variabein  aus  den 
Legendre'schen  Polynomen  und  ihren  Zugeordneten****). 

Mit  diesen  Hilfsmitteln  kehrt  er  nun  im  5.  Abschnitt****) 
wieder  zu  seinem  allgemeinen  Problem  der  ümkehrung  eines  be- 
stimmten Integrals  zurück.     Wird: 

(.x  +  l)(x+2),..(x  +  n)g>{x)  (30) 

durch: 

x{x—  l)...(x  — n+  1)  (31) 

dividirt  und  nur  der  ganze  Bestandteil  u(x)  beibehalten,  so  ergiebt 
sich  für  die  Coefficienten  von  f(t)  (17): 

A-c-ir-^CI")  (*•;>(-•').       (32) 

Für  ^(jc)  =  1  wird  auch  u(x)  =^  1.  Die  Functionen  T^^i  haben 
im  Intervall  n  —  m  —  1  Wurzeln,  wenn  m  den  Grad  von  (p{x) 
bedeutet***^.  Ihre  Entwicklung  nach  den  Legendre'schen  Polynomen 
lautet****): 

^.-i=J;(--iy(2v  +  l)j^^[ft'')9(/0]}        P..       (33) 

1=0 

Anhangsweise  bemerkt  Miuphy  noch****):  Die  Functionen  {p^p\ 
sind  zu  sich  selbst  reciprok,  ebenso  die  Coefficienten  der  Ent- 
wicklung von: 

th  '^  (34) 

nach  Potenzen  von  /},  nämlich: 

^.-l'C)-^'-  (»*) 


5634)  nr.  16,  p.  131.    5636)  nr.  17,  p.  132. 
5636)  nr.  18,  p.  186.    5637)  nr.  20,  p.  187. 

5688)  nr.  21,  p.  140.  —  Murphy  giebt  auch  die  Entwicklnng  nach  den 
Functionen  L„  (23)  (nr.  22,  p.  141)  und  nach  den  (p,  g)„  (25)  (nr.  23,  p.  144). 
5639)  nr.  24,  p.  146.    . 
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Der  6.  Abschnitt  ^^^)  zeigt,  wie  sich  die  Besnltate  des  fünften 
durch  Einföhning  neuer  IntegrationsTariabler  verallgemeinem  lassen. 
Ist  das  Product  von  (21)  mit  dtdip  eine  Function  n*^  Grades 
von  f,  so  ist  es  als  Function  von  9  zu  sich  selbst  reciprok^^^); 
umgekehrt,  wenn  das  Product  von  (21)  mit  dtpidt  vom  n^*^  Ghrad 
in  Bezug  auf  /  ist,  so  ist  (21)  eine  zu  sich  selbst  redproke  Function. 
Dals  V  nicht  den  Factor  t  oder  1  —  f  im  Nenner  enthalten  darf^ 
erwfthnt  er  diesmal  ausdrücklich.     Diese  Sfttze  wendet  er  mit: 

(36)  9=  /r(i-/)«(f/ 

an,  den  ersten  för  —  1  <  im,  den  zweiten  für  m<l;  er  erhält 
Functionen  q^  bezw.  Q,,  die  Coefficienten  von  h  in  der  Ent- 
wicklung von****): 

(37)  -5-(i?-l+Ä(l-20)-'"  bezw.  _(!?+ 1  -  Ä(l  -  20)--, 

i?*=  1  -2/1(1  -  20  +  Ä*. 

Sie  stehen  also  zu  den  Jaeobi'schen  Polynomen  (§84)  in  naher 
Beziehung.     Für  m  =  —  1/2  wird*«"): 

(38)  Q^  =  const.  cos  n  9 ,     g,  =  const  sin  w  q> ; 
daraus  ergeben  sich  die  Darstellungen  von: 

(39)  2'j(«arccos(l-2  0) 

durch  Differentialquotienten  und  durch  mehrfache  Integrale  ****\ 
Der  Fall  »1  =  —  1/4  führt  auf  elliptische  Functionen  *•**).  Murphy 
giebt  noch  die  explicite  Darstellung  seiner  Q^  und  q^  als  Functionen 
von  ^****),  sowie  die  linearen  Differentialgleichimgen  2.  0.  mit 
rationalen  GoefQcienten,  denen  sie  genügen.  Auch  leitet  er  den 
interessanten  und  meines  Wissens  spater  nicht  wieder  bemerkten 
Satz  ab,  dafs  für  alle  diese  Functionen,  wenn  sie  auf  (36)  als 
unabhängige  Variable  bezogen  werden,  der  Wert  des  Integrals  von 
einem  Extremum  bis  zum  nächsten  gleich  Null  ist^«^^).  Das  all- 
gemeine Integral  der  Differentialgleichungen  ist: 

(40)  Ci^.+  <i9-.-i; 

für  ganzzahlige  m  ist  ein  Grenzübergang  erforderlich^«").   Dagegen  sei: 

5640)  ib.  6,,  18S6,  p.  316.         6641)  nr.  8,  p.  319. 

6642)  nr.  7,  p.  328.         6648)  nr.  8,  p.  324.         6644)  ur.  10,  p.  32 

5645)  nr.  12,  p.  329.         5646)  nr.  13,  p.  380. 

6647)  nr.  15,  p.  333.         5648)  nr.  16,  p.  836. 
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ai-^  (1  -  0"'"  ^^-^-^^! +  b  ^ ^^^y (41) 

in  allen  Fällen  die  allgemeine  Lösung.  Für  die  Legendre'schen 
Polynome  führt  er  die  Rechnung  aus***^);  er  findet,  dafs  ein  zweites 
Integral  die  Form  hat: 

P«  log  YZTi  +  ^**-  &'  ^^*-  v°°  '•  (42) 

Schliefislich  beschäftigt  er  sich  noch  mit  den  beiden  Functionen: 

e^=  (rrcoBö  cos(a;  sinö),     6,=  e*«^««  8in(a?  sinö);        (43) 

er  zeigt,  dafs: 

^  =  e* *'°»«  cos  (x  sin e  +  nS)  (44) 

da;"  ^     ^ 

ist  und  verwendet  sie  daraufhin  zur  Definition  von  Differentiationen 
zu  beliebigem  Index  ^*^). 

Der  7.  Abschnitt  handelt  von  „transient  functions",  d.  h.  von 
solchen,  die  wie: 

f{i)  =  lim  -,    ^"-^ ,.,,  (45) 

^^        A  =  l    (l  — 2Ä(1  — 20  +  ä2)''^  ^      ^ 

für  alle  Werte  ihres  Arguments  Null  sind,  bis  auf  einen  einzigen 
(hier  /  =  O),  füi-  den  sie  unendlich  werden.     Dabei  sei*^*): 

1 

Jf{t)dt=l.  (46) 

0 

Er  wird  auf  solche  Functionen  durch  das  Problem  geführt,  zu  einer 
gegebenen  Functionenfolge  die  reciproke  Functionenfolge  zu  finden  ^*^^. 
Um  es  zu  lösen,  leitet  er  zunächst  aus  d^r  gegebenen  Functionen- 
folge f^  eine  andere  zu  sich  selbst  reciproke  F^  ab,  von  der  Art, 
dals  jP^  eine  lineare  Function  von  /i,  /i,  .  .  .,  /),  wird.  Wird  dann 
die  allgemeine  Function  (p^  der  gesuchten  Folge  nach  diesen  F^ 
entwickelt,  so  müssen  aus  dieser  Entwicklung  die  n  ersten  Glieder 
herausfallen,  der  Coefficient  von  F^  bleibt  willkürlich,  die  folgenden 
bestimmen  sich  aus  ihm.     Für  f^(t)  =  P*  ergiebt  sich  so *•**): 

^..p,+  (2«4-3)v^  +  i^^^±^:f^i±^P„,,+  ...    (.47) 

6649)  nr.  17,  p.  338.         6650)  nr.  19,  p.  342. 

5651)  nr.  22,    p.  347.      Murphy    verwechselt    hier    allerdingfi    /   lim 

mit  lim  C. 

5652)  nr.  23,  p.  348.         5653)  nr.  24,  p.  352. 
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Das  sei  aber  gleich  Null  für  alle  t^   aniser  für  ^ »  0,   also  eine 
„transient  function" ****),  die  auch  in  der  Form: 


(48)    9, -lim 


2Ä-^- 


)iähl^   " dj^^ J} 


(2n+l)! 

geschrieben  werden  könne  ^•*^).  Er  erlftntert  das  graphisch  *•*•)  und 
durch  Anwendungen  auf  elektrostatische  Probleme '^^.  Auch  giebt 
er  eine  nicht  eben  einfache  erzeugende  Function  dieser  9,^^^  und 
die  Bestimmung  der  Coefficienten  in  der  Entwicklung  einer  willkür- 
lichen Function  nach  ihnen  ^^^). 

Ebenso  ergeben  sich  als  die  zu  (log^)"  reciproken  Functionen 
die  GoefQcienten  der  Entwicklung  von: 

(49)  (l-Ä-Ä)-^^!-*-* 

nach  Potenzen  von  k^  wenn  nach  Ausfahrung  der  Entwicklung  ^  =  1 
gesetzt  wird***®);  und  als  die  zu  den  cos"  9  für  das  Intervall 
(— jr/2  .  .  .  jr/2)  reciproken  Functionen  Entwicklungen  der  Form  *••*): 

(50)  j;=cosn9-^^^cos(n+2)9+(**"J"^cos(n+4)9-+ , 

die  sich  ebenfalls  als  „transient^^  herausstellen.  Schliefslich  ergiebt 
sich  noch  der  Satz^**):    Ist: 

(61)  9>{U  ^) -^ a,V,z^ 

und  wird  f(t)  aus: 

1 

(52)  a^=  I  f(T)T'dT 

bestimmt,  so  folgt: 

1 

(53)  g>{t,e)~J<pQ,rz)f(x)dx. 

Der  8.  Abschnitt  kehrt  wieder  zur  Frage  der  Integralgleichungen 
zurück,  mit  Exemplificationen  auf  Probleme  der  Potentialtheorie. 
Zuerst  betrachtet  Murphy  das  Integral  als  Grenzwert  einer  Sunmie 
und    fElhrt   die    dann   geforderte  Rechnung    an   ein  paar  Beispielen 


6654)  nr.  26,  p.  854.  5666)  nr.  26,  p.  865.          5666)  nr.  27,  p.  367. 

5657)  p.  868;    p.  816  deutet    er    auch    moleculartheoretische    An- 
wendungen an. 

6658)  nr.  28,  p.  860.  6669)  nr.  29,  p.  361.          6660)  nr.  80,  p.  362. 

6661)  nr.  37,  p.  367.  6662)  nr.  89,  p.  870. 
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durch  *•••);  weiterhin  zieht  er  reciproke  Ftmctionen  heran  *••*).  Soll 
bei  gegebenem  f  und  jP  die  Function  q>  so  bestimmt  werden,  dafs: 

fip(t)f(t,a)dt~F(a)  (54) 

wird,  so  entwickle  man  f(t,  a)  in  eine  Beihe: 

f(t,a)^^Ä,ia)P,{t)  (55) 

nnd  setze  für  (p{t)  eine  Entwicklung  an: 

9it)='2o,PM  (56) 

SO  ergiebt  sich  zunächst,  dafs: 

Fia)  =^  e,Ä,(a)  (57) 

werden  mufs.  Bestimmt  man  dann  die  zu  den  Ä^  reciproken 
Functionen  A,^  und  setzt: 

'Jk,{a)F{a)da,  (58) 

so  ist  die  Aufgabe  gelöst.     Soll  z.  B.  (p{i)  aus: 

7t 

I  (p{t)  COS ai da  =-  1  (59) 

0 

bestimmt  werden,  so  benutzt  Murphy  die  Entwicklung  §  16  (5)^***); 
er  erhalt  für  q>(t)  die  „transiente"  Fimction  1  +  -^cosnf.  Zur 
Lösung  der  allgemeineren  Aufgabe: 

I  (p(t)  cos at dt -^  F{a)  (60) 

0 

benutzt  er  entsprechend  die  Partialbruchentwicklung  von  F(a)/Bma\ 
er  erhält^: 

ntpQ)  =  F(0)  +  2  ^  F(n)  cos nt.  (61) 

ohne  sich  um  die  Convergenzfrage  zu  kümmern.     Die  Aufgabe  ^^^): 

fm^  »  _  J_  (62) 


c« 


5663)  nr.  40,  p.  371.    5664)  nr.  43,  p.  377.    5665)  nr.  44,  p.  379. 
5666)  p.  380.    5667)  p.  381.  •   • 
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löst  er  durch  Benutzung  der  zu  den  f  redproken  Functionen  (47); 
die  Aufgabe: 

(63)  Jf(a  -  t) 9(0 dt  -  /(a  -  b) 
durch: 

(64)  v(0=2'(2«  +  l)P-(*)P.(0- 

Er  erwähnt  ^*^),  dafs  man  zu  den  gefundenen  Lösungen  im  all- 
gemeinen noch  einen  ^ppendage^  hinzufugen  müsse,  nSmlich  die 
allgemeine  Lösung  der  Gleichung: 

(65)  f^(t)f(a,f)dt  =  0, 

die  nach  einer  Bemerkung  von  Peacock  im  allgemeinen  unendlich 
viele  willkürliche  Constante  enthalte. 

Dann  giebt  er  noch  Verallgemeinerungen  auf  Gleichungen  mit 
mehreren  Integralen ^*^),  auf  simultane  Integralgleichungen^^*),  auf 
Gleichungen  mit  Doppelintegralen  über  ein  Rechteck**'*);  zum 
Schlufs  hebt  er  die  Wichtigkeit  seiner  Methode  für  Schlüsse  von 
Integralgesetzen  der  Physik  auf  Elementargesetze  hervor**'*). 


§  100.     Die   Einführung   der    analytischen   Optik   Cauchy's 

in  England. 

Die  Bemühungen  L'auchy's  um  eine  Formulirung  der  Grund- 
begriffe der  Elasticitätstheohe  und  damit  der  Optik  ohne  Zuhilfe- 
nahme von  molecularthcoretischen  Vorstellungen  (§  58)  scheinen  in 
England  keine  Aufnahme  gefunden  zu  haben.  Auch  seine  Ableitung 
dieser  Erscheinungen  aus  der  Molecularhypothese  wurde  zuerst  dort 
wenig  beachtet^'' i:  für  ihre  Einführung  sind  namentlich  Baden 
Powell  und  J.  Tovey  tätig  gewesen.  Der  erstere  giebt  ein  Referat 
über  eine  Anzahl  bis  dahin  erschienener  Abhandlungen  Cauchrs**'^), 


6668)  nr.  45,  p.  S82.         5669)  nr.  46,  p.  384.  5670)  nr.  47,  p.  386. 

5671)  nr.  48,  p.  387.  5672)  nr.  49,  p.  388. 

5673)  D.  Brewster  hat  Brit.  Ass.  rep.  für  1832  auf  sie  aufinerksam 
gemacht,  also  auch  erst  5  Jahre  nach  dem  Erscheinen  der  ersten;  dann 
ist  Phil.  mag.  (3)  4,  1834,  p.  396  auf  sie  hingewiesen  und  eine  zusammen- 
hängende DarsteUung  durch  Powell  in  Aussicht  gestellt.  Statt  dieser 
sind  aber  zunächst  die  im  folgenden  zu  besprechenden  Einzelnotizen 
erschienen. 

5674    Phil.  mag.  (3)  6,  1835,  p.  16. 
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mit  den  allgemeinen  Bewegimgsgleichimgen  in  der  Form  §  59  (7) 
und  den  Gleichungen  der  möglichen  ebenen  Wellen  (§  63,  6)**^*), 
weiterhin  ^^'*)  auch  die  Ausdrücke  für  die  Incremente  der  Ver- 
rückungen. Doch  führt  er  sofort  Sjmmetrievoraussetzungen  ein  und 
erhalt  so  die  Gleichungen  §  63  (2)  und  (5)*«").  SchUefslich  setzt 
er  aus  den  so  erhaltenen  Integralen  allgemeinere  zusammen  ^•'®); 
dabei  interessirt  ihn  besonders  die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  der  Wellenlänge  ^•'•).  Er  findet  *^^),  von 
W.  B.  Hamilton  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  bei  Cauchj 
eine  nicht  ohne  weiteres  erlaubte  Yertauschung  von  zwei  Operationen 
vorgenommen  sei  und  versucht  festzustellen,  unter  welchen  Be- 
dingungen sie  zulässig  sei,  bricht  aber  ab,  am  Hamilton  nicht  vor- 
zugreifen. Er  giebt  dann  eine  ihm  von  diesem  mitgeteilte  Methode  ^^^): 
durch  geeignete  Verfügung  über  die  disponibeln  Gonstanten  könne 
man  erreichen,  dafs  in  der  genauen  und  in  der  angenäherten  Formel 
die  beiden  ersten  Glieder  übereinstimmen,  aber  nicht  mehr.  Bald 
darauf***^  versucht  er  Cauchy's  Darstellung  noch  zu  vereinfachen, 
indem  er  sogleich  eine  Coordinatenaxe  ziu*  Schwingungsrichtung 
parallel  legt,  sodafs  er: 

^^;^{^m±^^iimj,]  (1) 

erhält.  Wieder  Hamilton  folgend  giebt  er  an,  dafs  man  allen 
Bedingungen  durch: 

ri='A  +  Bco8  —  (iix-t)  +  Csin  — (/iJC-0  (2) 

Genüge  leisten  könne,  wenn  man: 

nehme,  was  dann  die  Beziehung  zwischen  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit und  Wellenlänge  giebt. 

Auch  J.  Tovey's  erste  Mitteilung ^^  beabsichtigt  eine  kürzere 
Ableitung  von  Cauchy's  Dispersionsformeln  zu  geben.  Indem  er 
ebenfalls  eine  Axe  zur  Schwingungsrichtung  parallel  legt,  erhält  er 
zunächst: 


6676)  p.  24.  6676)  p.  108.         6677)  p.  110. 

6678)  p.  192.         6679)  p.  264. 
6680)  ib.  8,  1836,  p.  24.         6681)  ib.  p.  204. 

6682)  ib.  p.  805.     Der  Schlafs,  ib.  9,   1886,  p.  116    betrifft  die  Ver- 
gleichung  der  Rechnung  mit  Beobachtungen. 
5688)  ib.  8,  1886,  p.  7. 
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Hier  setzt  er  fftr  J^  die  ersten  Glieder  seiner  Taylor'schen  Ent- 
wicklung und  streicht  Glieder,  die  bei  der  Srnnmation  ans  Symmetrie- 
gründen  wegfallen;  es  bleibt  ihm  eine  Gleichung  der  Form**®*); 

die  ebenfalls  auf  eine  Beziehung  zwischen  Wellenlänge  und  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit führt. 

Baden  PowelTs  Zustimmung *•**)  ermutigt  Tovoy  fort- 
zufahren *•*•).  Die  Beschränkung  der  Betrachtung  auf  ebene  Wellen 
behält  er  noch  bei,  aber  nicht  mehr  die  auf  Licht,  das  parallel  zu 
einer  Axe  polarisirt  ist.  So  erhält  er  zu  der  Gleichung  (4)  noch 
zwei  analoge,  die  aus  ihr  durch  Yertauschung  von  |  mit  97  und  i 
hervorgehen;  er  bemerkt  dazu,  dafs  dieses  Resultat  auch  bestehen 
bleibe,  wenn  man  zwei  verschiedene  Arten  von  Molekeln  neben- 
einander annehme.  Die  Integration*^^)  giebt  wieder  die  Abhängig- 
keit der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Wellenlänge.  Aufser- 
dem  betrachtet  er  noch  Kugelwellen  **^);  er  entwickelt  sie  in 
Summen  von  Gliedern  der  Form: 

(6)  ax~^  sin  (nt  -f  kx  +  a). 

Er  findet,  die  Methode  sei  ähnlich  derjenigen,  die  in  der  Astronomie 
zur  Entwicklung  der  Differenz  zwischen  wahren  und  mittleren  Ortem 
der  Planeten  gebraucht  werde. 

Weiterhin  versucht  er  eine  Ausdehnung  dieser  Betrachtung 
auch  auf  nicht  sphärische  Wellen  *•*•),  vernachlässigt  aber  bei  diesen 
zunächst  die  Dispersion.  Dabei  nimmt  er  an,  in  der  Gleichung 
(vgl.  §  59): 

(^)   IS = ^2^  { ^ w  ^ w + ^ w  (^^  ^^ + ^^  ^^)  ^y } 

sei  if;(r)  sehr  viel  gröfser  als  (p{r)'^  so  kommt  er  zu  einer  plausibeln 
Auffassung  der  Erscheinungen  in  einazigen  Medien.  Auch  die  Ver- 
hältnisse in  zweiaxigen  bespricht  er**^). 

Im  Anschlufs  an  Fresnel  und  Tovey  leitet  ein  mit  J.  C. 
zeichnender  Autor    noch   einmal  die  Existenz  von   drei  Richtungen 

5684)  p.  10. 

5685)  ib.  p.  112;  die  Arbeit  ist  sonst  experimentellen  Inhalts. 

5686)  ib.  p.  270.         6687)  p.  600.         6688)  p.  608. 
6689)  ib.  9,  1886,  p.  420.         6690)  nr.  16,  p.  426. 
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von  der  Art  ab,  dafs  eine  Yerrücknng  einer  Molekel  nach  einer 
dieser  Richtungen  eine  in  dieselbe  Richtnng  fallende  Kraft  aus- 
löst ^«»i). 

Auch  P.  Eelland  hat  sich  mit  den  Schwierigkeiten  be- 
schäftigt ^^^),  die  sich  für  die  Undulationstheorie  aus  der  Dispersion 
ergeben.  Er  habe  sich  die  Sache  zuerst  selbst  überlegt,  unter  An- 
nahme eines  endlichen  Abstandes  der  Teilchen  voneinander,  sei  aber 
nicht  durchgekommen.  Dann  sei  ihm  Cauchj's  Abhandlung  [welche?] 
in  die  Hände  gefallen;  er  habe  aus  ihr  gesehen,  dafs  zwischen  ihm 
und  Cauchy  im  Princip  Übereinstimmung,  im  einzelnen  Verschieden- 
heiten beständen  ^^^').  Mit  Cauchy  yemachlässigt  er  das  Quadrat 
des  Verhältnisses  des  Radius  der  Wirkungssphäre  zur  Molecular- 
distanz  imd  setzt  gewisse  Symmetrieverhältnisse  voraus  ^^).  Auch 
seine  Resultate  stimmen  mit  denjenigen  von  Gauchy  im  wesentlichen 
überein.  Durch  Vernachlässigungen,  von  deren  Zulässigkeit  man 
nicht  recht  überzeugt  wird,  gelangt  er  zu  Gleichungen  für  die  Ver- 
rückungen von  der  einfachen  Form*'^): 

W ^ **  läi^  +  W  +  aw' * •  *  ^^^ 

unter  dieser  Voraussetzung  bestinmit  er  die  möglichen  ebenen  Wellen; 
indem  er  die  gefundenen  Ausdrücke  auch  in  die  Gleichungen  des 
allgemeinen  Falles  einsetzt,  erhält  er  den  Ausdruck  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch  die  Molecularkräfte.  An  aus  den 
Aberrationserscheinungen  folgenden  Schwierigkeiten  glaubt  er  durch 
die  Annahme  vorbei  zu  kommen,  dafs  der  Äther  im  Vacuum  dichter 
sei  als  in  brechenden  Körpern  *•••).  Weiter  untersucht  er  specielle 
Voraussetzungen   über  das  Gesetz  der  Molecularkräfte:   nehme  man: 

y(r)  =  r-«-S  (9) 

so  folge  aus  den  Beobachtungen,  dafs: 

l^n^3  (10) 

sein  müsse;  er  nimmt  daher  n  =  2*'^^.  Dabei  glaubt  er*^**),  An- 
ziehungskräfte brächten  longitudinale,  AbstoDsungskräfte  transversale 


6691)  ib.  10,  1837,  p.  24. 

5692)  Cambr.  Trans.  6^,  1886,  p.  163;  Auszug  Phil.  mag.  10,  1837, 
p.  886.    Die  verBprochene  Fortsetzung  des  Aussnges  ist  nicht  erschienen; 

vgl.  »">). 

6698)  Er  findet  Cauchy's  Gleichungen  „so  buried  in  Symbols  that  a 
person  must  possess  no  ordinary  sagaeiiy  to  give  them  any  interpretation^S 

6694)  I,  p.  167.  6696)  p.  169.         6696)  II,  p.  164. 

6697)  in,  p.  177.         6698)  p.  178. 
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Schwingungen  hervor;  er  findet  nämlich  unter  der  ersten  Voraus- 
setzung einen  imaginären  Wert  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  longitudinalen  Wellen.  Die  Dichtigkeit  findet  er  umgekehrt 
proportional  zur  6.  Potenz  des  Brechungsexponenten  **••). 

Eine  weitere  Abhandlung  Kelland's^^^)  behandelt  in  derselben 
Weise  zwei  verschiedene  Molekelsysteme  in  demselben  Baume. 

Eine  dritte  ^^^^)  hält  gegenüber  Cauch/s  neueren  Annahmen 
an  der  Voraussetzung  fest,  daijs  das  Gesetz  der  Molecularkräfte  mit 
dem  Newton'schen  Oesetz  der  Gravitation  identisch  sei,  da  diese 
durch  seine  (K.'s)  frühere  Arbeiten  genügend  gerechtfertigt  sei.  Er 
schickt  einige  kritische  Bemerkungen  über  FresneVs  Ansätze  voraus, 
die  jedenfalls  zum  Teil  begründet  sind;  doch  ist  auch  seine  eigene 
Auffassung  nicht  ganz  klar.  Dann  stellt  er  die  Bewegungs- 
gleichungen für  krystallinische  Mittel  auf^^^^);  er  kommt  zu  dem 
Resultat,  dafs  von  den  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  für 
das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  möglichen  ebenen 
Wellen  immer  zwei  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  mülsten, 
wie  die  dritte ^^^.  Sonst  ist  etwa  noch  zu  erwähnen,  dafs  er 
findet  ^^^),  in  isotropen  Mitteln  müfsten  die  Lichtschwingungen  streng 
transversal  sein,  und  dafs  er  die  optischen  Axen  der  Strahlen  von 
denjenigen  der  Welle  unterscheidet  ^^^).  Zum  Schlufs  spricht  er  von 
Möglichkeiten  für  die  Vergleichung  der  Resultate  mit  der  Erfahrung. 

H.  Lloyd^'^)  will  Cauchy's  Theorie  vereinfachen  und  weiter 
entwickeln.  Der  erschienene  Auszug  erwähnt  nur,  dalis  seine  Methode 
von  der  Cauchy's  vollständig  verschieden  sei  imd  dals  er  erst  nach- 
träglich bemerkt  habe,  diejenige  Form  der  Gleichungen,  die  Absorption 
ergiebt,  trete  schon  in  Cauchys  lithographirtem  memoire  *^^^)  auf; 
dann,  dafs  er  die  Verwandlung  der  dreifachen  Summen  in  dreifache 
Integrale  schon  an  einer  früheren  Stelle  vornehme  als  Cauchy. 
Übrigens  kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  dafs  man  die  Bewegung  der 
ponderablen  Teilchen  notwendig  mit  berücksichtigen  müsse. 

Etoe  zweite  Note^^®^)  giebt  weitere  Andeutungen:  Durch 
besondere  Eliminationsmethoden  könne  man  die  Bewegung  des  Äthers 
und  die  der  materiellen  Teilchen  voneinander  trennen.  Man  erhalte 
dann  für  die  Verrückungen  ähnliche  Ausdrücke  wie  für  ein  einzelnes 

6699)  p.  184.         5700)  ib.  6,,  1887,  p.  235;  vom  Mai  1836. 
6701)  ib.  p.  328;  vom  Febr.  1887.         6702)  ü,  p.  331. 
5708)  nr.  2,  p.  833.         6704)  nr.  11,  p.  389. 

6706)  nr.  21,  p.  846;  nr.  25,  p.  849;  Nachtrag  vom  Mai  1887,  p.  863. 
0706)  Dublin  Proc  1,  1841,  p.  10;  vom  Oet.  1886. 

6707)  p.  26. 
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Medium;  aber  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit bezw.  die  Relation  zwischen  Schwingungsdauer  und 
Wellenlänge  werde  vom  zweiten  Grade.  Eventuell  zerfalle  sie  in 
Factoren,  von  denen  nur  der  eine  eine  Lösung  des  Problems  gebe. 
Die  Gesetze  der  Metallreflexion  könne  man  vielleicht  dadurch  er- 
klären, dafs  hier  die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Dispersions- 
formel sich  gegenseitig  zerstören,  sodafs  hauptsächlich  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  wirksam  werden. 

Weitere  Untersuchungen  Kolland's  über  Molecularschwingungen 
erscheinen  in  seiner  zusanunenhängenden  Darstellung  der  Wärme- 
erscheinungen unter  dem  Titel  „Theory"^^**®).  Im  Anschlufis  an 
Dalton  ninunt  er  an,  dafs  je  zwei  materielle  Teilchen  sich  gegen- 
seitig anziehen,  ebenso  zwei  Teilchen  des  „Caloric^^  [wir  würden 
jetzt  sagen  „des  Äthers^],  dafs  aber  ein  materielles  und  ein  Caloric- 
Teilchen  sich  gegenseitig  abstofsen.  Seien  x^  y^  z  die  Coordinaten 
des  betrachteten  Ätherteilchens,  x  -\-  6x^  ,  .  ,  die  eines  anderen, 
X  -f  ^Xy ...  die  eines  materiellen  Teilchens,  P,  M  die  bez.  Massen 
[Factoren  im  Anziehungsgesetz],  |,  tj,  ^  die  Yerrückungscomponenten, 
r,  R  die  ursprünglichen,  r  -\-  q^  R  -\-V  die  durch  die  Verrückung 
modificirten  Distanzen,  so  werden  die  Gleichimgen  der  Bewegung 
eines  Ätherteilchens: 

1^  =  -  Pa{Sx  +  S^)q>(r  +  q)  +  MU^Jx  +  J^)q>{R  +  P),   (11) 

WO  unter  a  eine  über  alle  Ätherteilchen,  unter  2  eine  über  alle 
materiellen  Teilchen  zu  erstreckende  Sunmie  verstanden  ist.  Kelland 
führt  nun  die  Annahme  ein,  dafs  eine  ebene  Welle  in  dem  Medium 
sich  ausbreite,  von  den  Gleichungen ^^^•): 

§  =  a  cos  (nt  —  kx)j     ly  =  6  cos  (nt  —  kx),  .  . .  (12) 

für  den  Äther, 

2=  ^  cos  (Nt  —  Kx),  .  .  .  (13) 

für  die  Materie;  er  erhält  zunächst  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung: 

(Jl  =  2  I  8in>—  +  ^  —j—>  .  .  .  (U) 

SS^Soos(KSx)  +  II  55^—  -  S,  .  .  .  (15) 

Indem   er   dann   auch  (p{f  -{-  g)  und  97  (i^  -f  P)  in   entsprechender 

6708)  Theory  of  heat,  Cambr.  u.  Lond.  1887,  nr.  168,  p.  148;  vgl.  auch 
nr.  176,  p.  168. 

6709)  nr.  167,  p.  146. 
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Weise  entwickelt  und  die  Yoranssetzung  einführt,  daüis  das  Medium 
gegen  die  Goordinatenebenen  symmetrisch  sei,  sodais  Glieder  im- 
gerader  Ordnung  wegfiedlen,  erhält  er  Belationen  zwischen  den  ein- 
geführten Constanten.  Aus  diesen  zieht  er  zunächst  nur  die  Folgerung, 
dafs  S  zu  ^  proportional  sein  und  dafs  zwischen  n  und  N  eine 
Relation  bestehen  muls.  Im  Vacuum  fallen  die  Glieder  mit  den  S 
weg  und  es  bleibt  nur  die  Gleichung  ^^*®): 

(16)  «»  =  -  2  Pff  (9(r)  +  ip'ir)  Äy«)  sin»^  • 

Indem  er  den  Sinus  nach  Potenzen  seines  Arguments  entwickelt 
und  wieder  die  Annahme  (9)  einführt,  erhält  er  für  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit einer  seiner  Wellen  von  der  Wellenlänge  l: 

(17)  v^ Jtf(r— i-(n+l)r-— »dy»)(da?*-««;i-»da?*+...). 

Er  zieht  nun  die  bei  den  Lichtwellen  beobachtete  Thatsache  herbei, 
dafs  die  Veränderung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  mit  der 
Wellenlänge  für  die  grölsten  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  am 
kleinsten  ist.     Das  sei  der  Fall,  wenn  gleichzeitig: 

(18)  .  n-l>0,     fi  —  3<0, 

„oder  was  dasselbe  ist^,  für  n  »  2.  Freilich  bleibe  die  Schwierig- 
keit, dais  die  Formeln  Dispersion  auch  im  Vacuum  geben;  aber  er 
glaubt,  diese  Schwierigkeit  liefse  sich  beseitigen ^^^^). 

Er  kehrt  dann  wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln  (11)  zurück, 
die  jetzt  lauten  *^*^: 

(19)  I"  =  l(r,+  D-J, ... 

(20)  2',-2Ptf(r-»-3»-»*a:*)8in»^^,... 

(21)  ü,-2Jf2;(Ä-»-3iJ-^^x*)8in»^,  . .. 

Indem  er  hier  die  Identit&t: 

(22)  T,+  T^+T,  =  0 
berilcksichtigt  and: 

(23)  i;-T, 

6710)  nr.  160,  p.  160. 

6711)  nr.  162,  p.  162.  Seine  Überlegungen  sind  zu  knapp  dargestellt 
nm  verständlich  zu  sein;  er  bricht  sie  übrigens  selbst  als  „too  uncertain'* 
bald  ab. 

6712)  nr.  168,  p.  164. 
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annimmt,  erhält  er: 

r=2n>|,     V'=-A,  ...,  S"=2n«S,  ...  (24) 

und  als  Lösung*^**): 

^  =  f^tV^+ge-ntyi^    ri^bcos(nt-kx),  . .  .;        (25) 
sie  verträgt  sich  mit  der  zuerst  angenommenen  Form  (12),  wenn: 

I  =  a(e«'>^+  c-«'Vl)  (£of  (Äa?  +  c)  (26) 

gesetzt  wird. 

Einen  ähnlichen  Ansatz  macht  er  dann  auch  für  anisotrope 
Medien  ^^**).  Er  geht  dabei  von  der  Annahme  aus^^**),  dals  die 
lineare  Distanz  der  parallelepipedisch  angeordneten  Teilchen  in  ver- 
schiedenen Richtungen  verschieden  sei;  ob  man  das  „merely  as  a 
representation  to  the  mind  or  as  a  direct  supposition^  auffassen 
wolle,  sei  ziemlich  gleichgültig.  Der  Druck  auf  ein  zur  2;-Axe 
senkrechtes  Flächenelement  sei  dann  proportional  zur  Lineardistanz 
in  Richtung  der  x^  also  die  a;-Compouente  der  elastischen  E[rafk 
auf  ein  Volumenelement  proportional  dem  Quadrat  dieser  Distanz. 
Die  Oröfse  der  elastischen  Kraft  für  verschiedene  Richtungen  sei 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des  in  die  betr.  Richtung 
fallenden  Radiusvectors  eines  Ellipsoids.  Von  da  aus  sucht  er  sich 
den  Satz  plausibel  zu  machen,  dafis  Schwingungen  von  bestimmter 
Wellenebene  nur  in  den  Richtungen  der  Axen  des  Schnittes  dieser 
Ebene  mit  dem  EUipsoid  möglich  sind^'^*).  Auf  weitere  Verfolgung 
der  Verhältnisse  in  anisotropen  Mitteln  läfst  er  sich  nicht  ein. 

Viel  schwieriger  sei  der  „statische"  Teil  der  Untersuchung  *^^^, 
die  Discussion  der  Frage,  wieso  unter  den  angenommenen  Kräften 
überhaupt  ein  Gleichgewichtszustand  möglich  ist;  er  will  auch  seine 
Skizze  für  ein  Oas  nur  als  einen  Versuch  angesehen  wissen.  Aus 
der  zu  Grunde  gelegten  Vorstellung^'^)  ergebe  sich  ein  Druck  der 
Äther -Atmosphäre  eines  materiellen  Teilchens  gegen  dieses  letztere; 
von   da  aus  versucht  er  sich  durch  Überlegungen,  gegen  die  aller- 


6718)  nr.  164,  p.  155.  nr.  168,  p.  158  macht  er  darauf  aufinerksam, 
dafs  in  der  Entwicklung  der  mit  6  bezeichneten  Summen  nach  Potenzen 
der  ^£,  .  .  .  ein  constanter  Term  vorkomme;  das  bedinge  wahrscheinlich 
einen  wesentlichen  Unterschied  zwischen  Wärme  und  Licht,  indem  dieser 
Term  für  die  Wärme  überwiegend,  für  das  Licht  nur  von  secundärem 
Einflufs  sei. 

6714)  nr.  167,  p.  157.         6715)  nr.  170,  p.  160. 

6716)  nr.  172,  p.  162.         6717)  nr.  174,  p.  162. 
Jahretb«rioht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigong.    X.  72 
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band  einzuwenden  wäre^^^^),  die  Grasgesetze  begreif  lieh  zu  machen. 
Was  er  nachher  über  Flüssigkeiten  und  feste  Körper  vorbringt,  ist 
noch  weniger  für  uns  brauchbar.  Von  Interesse  ist  für  uns  höchstens 
noch  etwa  die  Frage  nach  der  Veränderung  der  Dichtigkeit  des 
Äthers  unter  dem  EinfluTs  der  materiellen  Teilchen:  ist  V  das 
Potential  der  Anziehung  des  Äthers,  U  das  der  Abstofsung  der 
materiellen  Teilchen,  so  ist^^^^): 

^     ^  dx  \dx       dx) ' 

Da  Kelland  den  Druck  p  des  Äthers  seiner  Dichtigkeit  D  umgekehrt 
proportional  setzt,  und  da  im  Äther  V  der  Poisson'schen,  U  der 
Laplace'schen  Differentialgleichung  genügt,  ergibt  sich: 

^     ^  dx*       cy*        dz* 

Dieser  Gleichung  wird  durch  eine  Summe  der  Form: 

(29)  ^=2^'~B- 

genügt,  wie  in  der  später  zu  besprechenden  Abhandlung  von  Mossotti; 
nur  sei  bei  Mossotti  J)  der  Überschufs  der  Dichtigkeit  des  Äthers 
an  der  betrachteten  Stelle  über  seine  mittlere  Dichtigkeit  im  Baume. 
Für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Teilchens  erhalte  man  dann, 
da   V  nahezu  dieselbe  Form  wie  D  habe,  die  Gleichung"*): 

(30)  2{^'^-Sh<^- 

Wenn  a,  wie  ohne  Zweifel  der  Fall,  sehr  grols  sei,  hätten  die 
benachbarten  Teilchen  den  gröfsten  EinfluTs. 

J.  Fr.  Lubbock  nimmt  die  Ableitung  der  Gleichung  der 
Wellenfläche  noch  einmal  vor^'*^),  um  die  Vergleichung  von  Fresnel's 
Ideen  mit  den  später  von  Cauchj  u.  a.  entwickelten  zu  erleichtem. 
Er    findet,    FresneVs    Auseinandersetzung    über    die    Elasticitätsaxen 


6718)  nr.  176—186,  p.  164—172.  Z.  B.  ist  nr.  184,  p.  171  ganz 
seltsam:  es  handelt  sich  um  die  Aufgabe  eine  Function  so  zu  bestimmen, 
dai's  ihr  Integral  von  seiner  oberen  Grenze  unabhängig  wird.  Statt  ein- 
fach zu  sagen:  dann  mufs  die  Function  selbst  Null  sein,  benutzt  er  zur 
Darstellung  des  constanten  Wertes  eine  Entwicklung  von  ähnlicher  Art 
wie  §  38,  (24)  und  differentiirt  dann;  natürlich  erhält  er  eine  divergente 
Reihe. 

5719)  nr.  193,  p.  177.         6720)  p.  180. 

6721)  Phil.  mag.  (3)'  11,  1887,  p.  417. 
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komme  darauf  hinaus,  dafs  man  die  Gleichungen  (4)  in  der  Form 
annehmen  dürfe: 

li«  =  *»2 < ''('■^  +  Hr)^x*]Jl  . . .  (31) 

Der  einfachste  und  wie  Lubbock  glaubt  implicite  von  Fresnel  ins 
Auge  gefafste  Fall  sei  der,  dafs  Jq  nur  von  r  abhänge  und  nach 
Potenzen  von  Jr  entwickelt  werden  könne;  für  diesen  Fall  erhalte 
man  bei  Vernachlässigung  von  Gliedern  höherer  Ordnung: 

p=(»'i;5+«'i:5)».--       pä) 

unter  o?, .  .  .  die  Richtungswinkel  der  Verrückung  verstanden,  unter 
a*,  0^  . .  .  die  Constanten: 

«*  =  f  2 { 'P^'')  +  * W  ^^*)  ^''*'  •  •  •  (33) 

"'  =  2i2'<'pW  +  ^(r)Jx')Jr*, . . .  (34) 

Durch  Zusammenfassung  erhält  er: 

«.'-■'■ö +»■??■•         (»*) 

Vernachlässige  man  mit  Fresnel  die  vierten  Ableitungen,  so  erhalte 
man  die  Gleichung  der  Wellcnfläche  in  der  von  Fresnel  angegebenen 
Gestalt.  Lubbock  findet  aber,  die  Übereinstimmung  der  GoefQcienten 
bei  Fresnel  imd  bei  Cauchy  sei  nicht  bewiesen;  aufserdem  scheine 
Fresners  Wellenfläche  in  anderer  Weise  von  der  Lage  gewisser  fester 
Elasticitätsaxen  abzuhängen. 

Tovey  macht  dem  gegenüber  darauf  aufinerksam*^**),  dafs 
Fresnel  inuner  von  der  Vorstellung  ausgegangen  sei,  es  werde 
zunächst  nur  eine  einzelne  Molekel  aus  ihrer  Gleichgewichtslage 
gerückt;  seine  Schlüsse  seien  fQr  den  Fall  einer  undulierenden  Be- 
wegung des  ganzen  Mediums  nicht  gültig.  Wenn  man  also  nicht 
beweisen  könne,  dafs  sich  FresneVs  Formel  in  die  von  Lubbock  ge- 
brauchte überführen  lasse,  müsse  man  FresneFs  Beweis  aufgeben. 

Lubbock  erwidert  ^^*'):  Fresnel's  Auseinandersetzungen  betr. 
die  Reduction  der  Gleichungen  auf  die  Form  (31)  seien  ihm  aller- 
dings keineswegs  klar,  aber  er  nehme  an,  die  Reduction  müsse  sich 
auf  dem  von  Cauchy  in  dem  nouv.  excrc.^^^)  vorgozeichneten  Wege 
vollziehen  lassen.  Man  komme  übrigens  zu  demselben  Resultat, 
wenn  man  statt  ^^  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  mit  Cauchy  ^*^) 


5722)  ib.  p.  624.         5723)  ib.  12,  1888,  p.  47. 
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und  Kelland^^^)  sogleich  die  Voraussetzung  ebener  Wellen  einführe. 
Im  folgenden  Jahre  kommt  er  dann  noch  einmal  auf  die  Frage 
zurück ^^^);  er  setzt  auseinander,  dafs  der  Beweis  för  die  Existenz 
von  drei  Elastidtätsaxen  sich  nicht  wesentlich  von  dem  fOr  die 
Existenz  von  drei  Hauptträgheitsaxen  eines  Körpers  imterscheide. 
Dann  redet  er  noch  einmal  von  den  verschiedenen  Formen  der 
Gleichung  der  Wellenfläche. 

Inzwischen  hatte  auch  J.  J.  Sylvester  an  dar  Untersuchung 
teilgenommen  ^^^).  Er  überschreibt  seinen  Aufsatz  ^^analytische 
Entwicklung  der  optischen  Theorien  Fresnel's^,  bemerkt  aber  gleich 
zu  Anfang,  dafs  er  sich  directer  geometrischer  Methoden  bedienen 
wolle.  Demgemäfs  führt  er  auch  sofort  die  Voraussetzung  ebener 
Wellen  („plane  front^)  ein  und  geht  davon  aus,  dafs  eine  gerad- 
linige Schwingung  nur  möglich  sei,  wenn  die  durch  sie  ausgelösten 
Kräfte  in  ihre  eigene  Richtung  fallen. 

Tovey  bemerkt  dazu*"*),  dafs  man  zu  diesen  Resultaten  nicht 
nur  von  Fresners  Ideen  aus,  sondern  auch  von  seinen  (Tovey's) 
Ansätzen*^')  aus  gelangen  könne.  Er  erwähnt  bei  dieser  Gelegenheit, 
dafs  er  mit  Cauchy  und  Mac  Gullagh  annehme,  die  Schwingongs- 
ebene  falle  in  die  Polarisationsebene. 

Schon  vorher  hatte  Tovey  auch  den  Fall  elliptischer  Polarisation 
mit  in  Betracht  gezogen *^'^).  Er  findet,  eine  solche  müsse  stets 
auftreten,  wenn  die  Glieder  ungerader  Ordnung  nicht  aus  den  Ent- 
wicklungen (l)  herausfallen.  Auch  spricht  er  von  der  Vernach- 
lässigung longitudinaler  Schwingungen;  er  stellt  sich  den  Äther  als 
praktisch  incompressibel  vor.  Seine  Resultate  vergleicht  er  mit  den 
Erscheinungen  am  Quarz,  zuerst  ohne*^^),  dann  mit  Berücksichtigung 
der  Dispersion *^^).  Er  kommt  zum  Schlüsse,  man  müsse  eine 
andere  als  die  bis  dahin  gebrauchten  Dispersionsformeln  benutzen. 
Übrigens  bemerkt  er  selbst*'**),  eine  der  Formeln,  auf  die  er  sich 
stützt,  scheine  auf  widersprechende  Resultate  zu  führen.  Endlich 
behandelt  er  noch  die  Frage  der  Absorption  ^'*^);  man  bekomme  sie, 
wenn  man  einer  in  den  Formeln  auftretenden  Gröfse  einen  complexen 
Wert  beilege. 


6724)  ib.  16,  1839,  p.  361.         6726)  ib.  11,  1837,  p.  461. 
6726)  ib.  12,  1838,  p.  269.         6727)  ib.  p.  10. 
6728)  ib.  14,  1839,  p.  169.         6729)  ib.  p.  821. 

6730)  p.  479.     Die  versprochenen  weiteren  Ausführangen  sind  nicht 
mehr  erschienen;  Tovey  ist  1841  gestorben. 

6731)  ib.  15,  1839,  p.  460;  16,  1840,  p.  181  führt  er  die  Rechnung  so 
weit,  dafs  er  die  Resultate  mit  Beobachtungen  vergleichen  kann. 
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Inzwischen  hatte  auch  Powell  seine  Untersuchungen  fort- 
gesetzt und  sich  namentlich  mit  der  Dispersion  beschäftigt*'**). 
Er  meint,  die  von  Cauchy*®**)  und  Kelland*'®*)  gegebene  Integration 
der  Differentialgleichungen  der  Optik  setze  gewisse  Bedingungen  — 
das  Verschwinden  gewisser  Tonne  —  voraus;  ob  sie  ohne  diese 
Vorraussetzung  gelinge,  müsse  dahin  gestellt  bleiben.  Tovey*'*') 
habe  bemerkt,  dafs  man  dann  den  Gleichungen  durch  elliptisch 
polarisiert«  Wellen  genügen  könne;  er  wolle  beweisen,  dafs  auch 
umgekehrt  elliptische  Polarisation  nur  auftreten  könne,  wenn  die 
genannten  Termo  nicht  fehlen.     Wenn  man  nämlich: 

1  =  0,     ri^  asm  (nt  —  kx),     f  =»|3sin(w<  — Ärc  +  6)        (36) 

voraussetze,  erhalte  man 

z^ij  ==  a  1 2  sin*  -—  sin  (nt  —  kx)  —  sin  (kJx)  cos  (nt  —  kx) }      (37) 

und  einen  entsprechenden  Ausdruck  für  J^,  Indem  er  diese  Aus- 
drücke in  die  Differentialgleichungen  einsetzt,  erhält  er  Relationen 
zwischen  den  Constanten,  die  erfüllt  sein  müssen,  wenn  elliptische 
Polarisation  möglich  sein  soll.  Er  kommt  zu  dem  Resultat,  dais 
diese  Bedingungen  nur  erfüllt  sein  können,  wenn  die  unsymmetrischen 
Terme  nicht  fehlen*'*^). 

Ein  Nachtrag*'**)  bemerkt  unter  Bezugnahme  auf  Lubbock*'^): 
wenn  der  Strahl  „er,  more  eorrectly  and  generally,  the  normal  to 
the  wave  surface",  mit  einer  Elasticitätsaxe  zusammenfällt,  erhält 
man  sin?/ =  0/0,  man  kann  also  dann  aus  dem  Auftreten  elliptischer 
Polarisation  nicht  mehr  auf  unsymmetrische  Anordnung  der  Molekeln 
schliefsen. 

Weitere  Untersuchungen  PowelFs  betreffen  Dispersion  ^^**).  Er 
kommt  noch  einmal  auf  die  Unterscheidung  der  genauen  und  der 
angenäherten  Gleichung  zwischen  Wellenlänge  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit zurück  und  setzt  auseinander,  dafs  die  Natur  des 
Problems  mindestens  zwei  Constanten  in  der  Formel  fordere,  von 
denen  die  eine  „the  refractive  power",  die  andere  „the  refractive 
character"  des  Mediums  ausdrücke.    Er  spricht  auch  schon  ^'**)  vom 

6782)  Lond.  Trans.  1838,  p.  253;  Auszug  Phil.  mag.  (3)  13,  1838, 
p.  222.  Er  erwähnt,  dafs  ihn  L  üb  bock  durch  briefliche  Bemerkungen 
unterstützt  habe. 

5733)  nr.  14,  p.  262.  Die  Dispersionsformel  hat  dieselbe  Gestalt  wie 
sonst  (p.  260).    Eine  Note  p.  264  berichtet  über  Mac  Cullagh. 

5734)  ib.  1840,  p.  157.         5735)  Phil.  mag.  (3)  14,  1839,  p.  261. 
6736)  p.  264. 
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,^rechnngsindex  fCLr  unendlich  grofse  Wellenlänge";  er  nennt  ihn 
Refractionsconstante,  die  andere  Constante  Dispersionsconstante.  Er 
findet  die  Formel  mit  nur  zwei  Gonstanten  in  genügender  Über- 
einstimmung mit  den  Beobachtungen  und  erklärt  deshalb  die  Frage 
für  wichtig,  ob  man  sie  auch  theoretisch  ableiten  könne,  überläfst 
aber  die  Entscheidung  „those  more  familiär  with  the  analjsis  of 
dynamics""«^. 

Später  kommt  er  noch  einmal  auf  die  Frage  der  elliptischen 
Polarisation  zurück.  Er  stellt  die  Untersuchung*"*)  noch  einmal 
ausführlicher  dar  und  ergänzt  sie  durch  den  Satz,  dafs  geradlinig 
polarisirte  Schwingungen  nur  möglich  sind,  wenn  die  Differential- 
gleichungen dieselbe  Form  haben,  wie  in  symmetrischen  Mitteln*''®). 
Dagegen  scheint  er  jetzt  seine  frühere  Behauptung  *'*')  zurückzunehmen 
und  zuzugeben,  dafs  elliptisch  polarisirte  Schwingungen  auch  in 
symmetrischen  Medien  möglich  sind.  Ein  Nachtrag*"^)  bespricht 
die  Frage,  wieweit  bei  Fresnel  selbst  schon  solche  Ideen  über  den 
Zusammenhang  der  Molecularstructur  mit  der  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  elliptischer  Polarisation  zu  finden  sei;  er  glaubt  sie 
verneinen  zu  müssen. 

A.  Smith*'*^  will  FresneFs  „mixed  geometry*',  die  vielleicht 
zur  Aufstellung  der  Sätze  ganz  zweckmäfsig  gewesen  sei,  durch 
„demonstrations  more  suited  to  the  general  style  of  mathematics" 
ersetzen.  Indem  er  die  Existenz  eines  Potentials  JR  der  Molecular- 
kräfte  als  notwendige  Folge  der  Hypothese  ansieht,  dafs  sich  die 
elastischen  Kräfte  auf  moleculare  Anziehungen  und  Abstofsungen 
zurückführen  liefsen,  setzt  er  die  durch  eine  kleine  Verrüekung  d|, 
öri,  ö^  ausgelöste  Kraft  gleich: 

(38)  X-'sSi^  +  i^^V  +  i^.H,... 

Daraus  erschliefst  er  zunächst  die  Existenz  von  3  Elasticitäts- 
axen*'*^),  dann  Fresnel's  weitere  Folgerungen,  sowie  *^*^  die  conische 
Refraction.  Ein  Zusatz*'**)  betrifft  die  Fortpflanzung  von  Wellen 
in  einem  molecular  aufgebauten  Medium:  Smith  stellt  zuerst  eine 
Oleichung  mit  gemischten  Differenzen  auf,  ersetzt  sie  aber  dann  doch 
durch  eine  Differentialgleichung. 

6737)  p.  268.         6738)  nr.  8,  p.  170.         6789)  ib.  p.  270. 

6740)  Cambr   math.  J.  1,  1838,  p.  3. 

6741)  p.  6.    Eine  beim  Neudruck  von  1846  beigefflgte  Note  verweist 
auf  Cauehy. 

5742)  p.  77.         6743)  p.  97. 
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Von  W.  R.  Hamilton's  hierher  gehörigen  Untersuchungen  sind 
nur  Auszüge  erschienen  ^^**).  Als  Beispiel  teilt  er  zunächst  seine 
Behandlung  der  Bewegungen  in  einer  linear  angeordneten  Molekel- 
reihe mit^^*^):  Er  schreibt  die  Differentialgleichung  §  9,  (2)  in  der 
symbolischen  Form: 

im)' »'•' =  r+b-J"'  ^^^^ 

und  ihr  allgemeines  Integral: 


oder  entwickelt: 


yx,t  =21(2^)!'^'"^''""»^  "^  "(2n+T)!  ^"^'-«'«J 


»  =  0 

00 


==  -^^!fr+,,o  foo6{2l0)  cos(2ts\nd)d0  (41) 


I=-x  0 

;r3 


.    +  i2^W/,o/«>s (216) cos (2<sm Ö)  -^ 

Er  fuhi-t  die  specielle  Voraussetzung  ein: 

!/x,o=      t?(l— cos— ipl 

}   für  0<x<kn  (42) 

,                  ,       .     TT    .     2Ä.r  '  ^ 

Ux  0  =  —  -  '^  sm  -  sm 

(aufserhalb  der  angegebenen  Grenzen  beide  Anfangswerte  Null)  und 
geht  dann  zur  Grenze  Ä:  =  cx)  über.  Für  grofse  Werte  von  t  er- 
gebe sich,  dafs  die  Bewegung  nach  vorwärts,  aber  nicht  nach  rück- 
wärts fortgepflanzt  werde,  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  um  einen 
endlichen,  wenn  auch  kleinen  Betrag  kleiner  sei  als  „the  velocity 
of  passage  of  any  given  phase".  Die  Ausbreitung  sei  begleitet  von 
„a  small  degrec  of  terminal  diffusion". 

In   derselben  Weise   behandelt   er  dann  auch  mehrdimensionale 
Systeme^'*®),  ausgehend  von  der  Gleichung: 

^hi,,h  =-^6{EJgXr,k)     (i;,&  =  i.2....,«)  (43) 


5744)  Dubl.  Proc.  1,  1841,  p.  245,  267,  341;  vom  Januar  und  Juli  1839. 

5745)  p.  267.         5746)  p.  341. 
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in  der 

(44)  B  =  mg^jg(p 


(«J'(^'^'»)*) 


gesetzt  ist;  dabei  bedeutet  q>  irgend  eine  reelle  Function  seines 
Arguments,  g  und  g  -{-  Jg  irgend  welche  ganze  Zahlen.  Die  Ent- 
wicklung der  durch  das  Symbol  ö  geforderten  Operation  giebt: 

(45)  ^  [  i?//,|,»,  +  Ii'Jfy,^J^x,,J^^^,, }  • 

Jg  h 

Zur  Vereinfachung  setzt  Hamilton  noch  voraus,  dafs  alle  Summen 
der  Formen: 

(46)  2  { -BH^piT  •  •  •  (^»^»n)"-  } ,  2  ^  ■R'(4«',i)'"  •  •  •  K«,> } 

von  g  unabhängig  seien  und  überdies  gleich  Null,  sobald  auch  nur 
einer  der  Exponenten  ungerade  sei.  Er  stellt  zunächst  eine  Haupt- 
lösung in  der  Gestalt  einer  einfachen  harmonischen  Schwingung  auf 
und  erhält  aus  ihr  durch  Anwendung  des  Fourier'schen  Satzes  für 
mehrere  Variable  (§  47): 

(47)  5^^,  =  Jf  -E:,,cos  +  F,,sm }  ^UjX^jdu,  "du, 
mit: 

n 

(48)  Ei,  =2*  -hriYr  cos  tsr  +  Y^'r^  sin  <«;.) 

r  =  l 

und  entsprechenden  Ausdrücken  für  l''^'*^).  Er  betrachtet  dann  haupt- 
sächlich den  Fall,  dafs  die  Anfangsbedingungen  in  einem  begrenzten 
Räume  mit  einer  der  möglichen  Hauptlösungen  übereinstimmen*^*®), 
aufserhalb  desselben  Null  sind;  durch  Benutzung  eines  discontinuir- 
lichon  Factors  gelinge  die  Ausführung  aller  Integrationen  bis  auf 
eine  und  das  Resultat  erhalte  die  Form: 

(50)     I,.,  =  i..^,  cos  (e,  +  K  -2«Ä,)  +  ^' j'^^-^^ji-fpildA-,, 

i  0 

in  der  Z,  ilf  trigonometrische  Functionen  der  Zeit  von  der  Periode 
Ö747)  p.  344.         6748)  p.  845. 
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^njs^  bedeuten.  Wenn  8^  reell  sei,  hätten  nur  diejenigen  Bestand- 
teile des  Integrals  EinfluTs,  in  welchen  Ic  nahezu  gleich  Ä;^  sei;  die 
AusfQhrung  gebe  dann^'**): 

Xj-i^i  cos (fi  -\-  ts^  —  k^x)  für  oj  <  t-^^  , 

Das  giebt  ihm  abermals  die  Unterscheidung  zwischen  „yelodty  of 
transmission  of  phase'^  und  „yelociiy  of  transmission  of  vibratoiy 
motion"  *^^«). 

Kell  and  hatte  inzwischen  noch  die  später  zu  besprechenden 
Ideen  Mossotti's  weiter  verfolgt ^^").  Er  findet"**),  Mossotti's  Ver- 
such, die  Gleichgewichtsbedingungen  für  eine  einzelne  Molekel  auf- 
zustellen, sei  vollständig  mifsglückt.  Doch  behält  er  Mossotti's 
grundlegende  Voraussetzung  bei,  dafs  Molekeln  der  Materie  und  des 
„caloric^  (des  Äthers)  neben  einander  in  dem  betrachteten  Räume 
vorhanden  seien*'**),  sowie  die  Annahme,  dafs  letztere  viel  geringere 
Masse  und  viel  geringere  Distanzen  von  einander  hätten,  als  erstere, 
sodafs  man  diese  als  Kerne  von  Ätheratmosphären  ansehen  könne; 
und  dafs  gleichartige  Molekeln  sich  anziehen,  ungleichartige  sich  ab- 
stofsen.  Demgemäfs  ersetzt  er  zwar  nicht  die  auf  den  Äther,  wohl 
aber  die  auf  die  Materie  sich  beziehenden  Integrationen  durch 
Summationen  *'•'**).  Nur  die  unmittelbare  Umgebung  des  betrachteten 
Punktes  müsse  man  besondei-s  behandeln;  er  ersetzt  ihre  Wirkung 
durch  Druckkräfte,  die  dem  Quadrat  der  Dichtigkeit  D  des  Äthers 
proportional  seien.  Sind  dann  P  die  Masse  des  Ätherteilchens, 
M  die  des  materiellen,  U  das  Potential  der  übrigen  materiellen 
Molekeln,   V  das  des  Äthers,  J)  seine  Dichtigkeit*'**),  so  ist: 

p  =  \cB*  (52) 

und  die  Gleichgewichtsbedingungen  för  ein  elementares  Parallel- 
epipedum  fordern: 

dp      du     dV 


dx       cx        dx 


(53) 


6749)  p.  347.         6760)  p.  348. 

6761)  Cambr.  Trans.  7^,  1839,  p.  26;  als  pari.  I  bezeichnet,  doch 
scheint  kein  zweiter  erschienen  zu  sein. 

6762)  nr.  3,  p  28.         6763)  nr.  6,  p.  29.        6764)  nr.  6,  p.  30. 

5765)  Vergl.  die  Erläuterung  nr.  15,  p.  37:  „density  does  not  signify 
the  actual  amount  of  aggregation  of  particles,  but  merely  the  aggregation 
80  far  as  it  depends  on  the  particle  under  consideration^S 
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Die  Gleichungen*'^): 

(54)  J^U^Oj     J,7=-4äPZ> 
führen  dann  auf: 

(55)  J«D  =  a«2),     mit  a^c  ^  4.fil^ 

Für  die  Lösungen  dieser  Gleichungen  durch  (29)  bezieht  er  sich  hier 
auf  „verschiedene"  Abhandlungen  von  Poisson  *'*').  Daraus  eiMlt 
er  weiter: 

(66)  y.^J^2[-r-^\' 

wobei  die  B  neue  willkürliche  Constante  sind*'^).  Andererseits 
ergiebt  die  Ausführung  der  Integrationen,  durch  die  V  definirt  ist, 
unter  Anwendung  von  Polarcoordinaten : 

(57)  i?  =  iie-«'(l  +  «0» 

wobei  l  den  Badius  der  Partikel  bezeichnet.  Endlich  ergiebt  sich 
noch*'"): 

(58)  a  =  47r/a, 

wo  a   von  M  und  P  unabhängig  ist,  und  damit: 

(59)  ^  =  i¥- 

Kelland  bespricht  auch  die  ^fodificationen ,  die  eintreten,  wenn  man 
neben  den  Atherhüllen  der  einzelnen  ponderabeln  Molekeln  noch  eine 
gleichmäfsige  Verteilung  des  Äthers  annimmt *^^). 

Indem  er  dann  die  combinirte  Wirkung  zweier  ponderabeln 
Teilchen  und  ihrer  Ätherhüllen  auf  einander  berechnet,  erhält  er 
einen  Ausdruck,  von  dem  er  zeigt *'*^),  dafs  er  wesentlich  negativ 
ist,  also  eine  Abstofsung  vorstellt.  Dagegen  könne  man  einen 
positiven  Wert  erhalten,  wenn  man  annehme*'*^),  dafs  jede  Molekel 
aus  zwei  Atomen  zusammengesetzt  sei.  Nach  geeigneten  Vernach- 
lässigungen rechnet  er  f&r  diese  Anziehung  wirklich  das  Newton'sche 
Geseta  heraus.  Doch  legt  er  auf  dieses  Resultat  selbst  wenig  Gre- 
wicht,  da  man  es  auch  durch  andere  Hilfsmittel  erreichen  könne*'**); 
wichtiger  sei,  die  von  Boscovich  geforderten  Gesetze  zu  erhalten, 
und  dazu  sei  erforderlich,  anzunehmen,  dafs  der  Äther  innerhalb  der 


5756)  nr.  9,  p.  32.  5757)  nr.  10,  p.  38.         5758)  nr.  10,  p.  84. 

5759)  nr.  14,  p.  36;  nr.  16,  p.  37.      Die    SchlüBse    sind    wohl    nicht 
zwingend. 

5760)  nr.  17,  p.  37.    6761)  nr.  20,  p.  40. 
5762)  nr.  21,  p.  40.    5763)  nr.  22,  p.  42. 
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Materie  weniger  dicht  sei,  als  auTserhalb.  Andere  Hypothesen  habe 
er  ohne  Erfolg  versucht.  Nach  längeren  Rechnungen  erhält  er  dann 
einen  Ausdruck  für  die  Wirkung  zweier  mit  ihren  Ätherhüllen  ver- 
sehener Atome  auf  einander  ^^^),  den  er  für  sehr  einfach  erklärt 
und  der  die  gewünschte  Eigenschaft  hat,  in  kleinen  Entfernungen 
Anziehung,  in  gröfseren  Abstofsung  zu  geben.  Die  Oberflächen- 
bedingungen bespricht  er  nur  im  allgemeinen^'*^). 

Zn  ganz  andern  Resultaten  kommt  eine  in  demselben  Bande 
enthaltene  Abhandlung  von  S.  Earnshaw^'^).  Er  meint:  dafs 
verschiedene  Autoren  auf  diesem  Gebiete  zu  einander  widersprechen- 
den Resultaten  gekommen  seien,  habe  seinen  Grund  in  der  Länge 
und  verwickelten  Beschaffenheit  dar  Rechnungen,  die  zu  Näherungs- 
verfahren nötige,  von  denen  man  nicht  von  vornherein  sagen  könne, 
ob  sie  genügten;  er  wolle  daher  die  Sache  ganz  anders  anfangen. 
Seine  Voraussetzungen  seien,  dafs  der  Äther  (oder  überhaupt  irgend 
ein  schwingendes  Medium)  aus  Molekeln  aufgebaut  sei,  die  in  Gleich- 
gewichtslagen sich  befinden  und  im  stände  seien,  in  beliebiger  Rich- 
tung zu  schwingen;  dafs  die  Schwingungen  eines  Teilchens  stärker 
von  den  benachbarten  als  von  entfernteren  Teilchen  beeinflufst  würden; 
daJDs  die  ganze  Masse  durch  Anziehungskräfte  zusammengehalten 
werde.  Indem  er  dann  den  Begriff  „parametric  surface"  [Niveau- 
fläche des  Potentials]  einführt,  findet  er*'*'),  daTs  diese  Flächen  bei 
Annahme  des  Newton'schen  Anziehungsgesetzes  in  der  Umgebung 
eines  im  Gleichgewicht  befindlichen  Punktes  notwendig  die  Gestalt 
von  Hyperboloiden  haben  müssen,  und  zwar  auch  wenn  man  Ab- 
stofsungs-  statt  der  Anziehungskräfte  annimmt*'**).  Falls  die  zweiten 
Ableitungen,  die  beim  Beweise  dieses  Satzes  gebraucht  werden,  alle 
Null  seien,  sei  die  Molekel  in  indifferentem  Gleichgewicht.  Er  zieht 
daraus  den  Schlufs,  dafs  moleculare  Anziehung  oder  Abstofsung  nach 
dem  Newton'schen  Gesetz  mit  der  Annahme  eines  natürlichen  Gleich- 
gewichts der  Molekeln  unverträglich  sei;  und  zwar  könne  man  diesem 
Schlüsse  durch  keinerlei  specielle  Annahme  über  die  räumliche  An- 
ordnung der  Molekeln  entgehen*'*^).  Indem  er  dann  aUgemeiner 
annimmt,  dafs  die  moleculare  Anziehung  oder  AbstoDsung  der 
( — n)ten  Potenz  der  Distanz  proportional  sei,  findet  er*"®),  stabiles  . 
Gleichgewicht  sei  im  ersteren  Falle  nur  für  w  <  2,  im  letzteren  Falle 
nur  für  w  >  2  möglich.     Andererseits  verlange  die  zweite  Hypothese 


5764)  nr.  34,  p.  66.  5765)  nr.  36,  p.  67.         6766)  ib.  p.  97. 

5767)  nr  3,  p.  101.  5768)  nr.  7,  p.  102. 

6769)  nr.  15,  p.  106  6770)  nr.  16,  p.  107. 
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«  >  1  *^').  Dm  er  Bim  gebrochene  Werte  tob  m  ffir  .jHYjbdUr  boI 
eonibnDaifale  to  simpüätj  of  natnre"  UJt^"':.  so  bleibe  bot  die  Ab- 
BftfaBie:  Abstoünmg  pnfporüoDal  mh  r~\  n  >  2,  tob  der  CwaAr^ 
Amuhme  ■  »  4>m*i  «.jn  spedeller  Fall  sei.  Um  aber  aocli  Bodi 
der  dritteB  Hjpotfaese  in  genügeo,  ftgt  er  zu  diesen  ahstolscadeB 
Klüften  BOi-h  anidefaende  propoztional  r~*  hinzo.  Er  meiBt,  dadnrcli 
werde  nichts  geändert .  beweist  diese  Behanptnng  aber  Bur  ftr 
isotrope  Mittel.  Allgemein  werde  den  beiden  Bedingimgen  geBfigt 
dordb  ein  Gesetz  der  Molemlaranziebnng  ron  der  Fonn: 


unter  i^n  eine  positiTe^  mit  wachsendem  r  gegen  Null  abn^meBde 
Function  Ton  r  Terstanden  iftlr  alle  r  grSCser  als  die  Molecular- 
distanz  L  Doch  gebe  nicht  jede  solche  Function  ein  branchbares 
Gesetz'^';.  Schlielslich  will  er  noch  zeigen«  dals  in  einer  stabflea 
Gleichgewichtslage  das  Potential  ein  Maximum  sein  muCs^^^:  doch 
lilst  sem  Beweis  in  Ausnahmefällen  im  Stich. 

Eine  derselben  Zeit  angehr*rige  Untersuchung  Kelland's**^) 
will  die  Schwierigkeiten  beseitigen,  die  Green  s  Abhandlung  i  §  101) 
jeder  moleculartheoretischen  Aufiiassnng  des  Lichtäthers  in  den  Weg 
stelle.  Von  Cauchjs  Resultaten  scheint  ihm  das  wichtigste  die 
Beziehung  zwischen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  Wellenlänge  *•*) 
zu  sein.  Andererseits  will  er  aber  daran  festhalten,  dafs  das 
XcHton'iche  ^tesetz  auch  für  die  MolecularkrSfte  gelte:  die  Schwierig- 
keiten, denen  man  bei  der  Erklänme  Ton  Cohäsion  usw.  vom 
Molecularstandpunkte  aus  begegne,  habe  Mossord  zu  beseitigen 
gelehrt.  Das  von  Green  behauptete  Auftreten  longitudinaler  Be- 
wegungen in  einem  nach  Green 's  Annahmen  constituirten  Äther 
könne  er  in  Green  s  Formeln  nicht  finden: .  damit  falle  schon 
ein  grosser  Teil  der  anscheinenden  Widersprüche.  Schwieriger  sei 
eine  andere  anscheinende  Differenz  zwischen  Green  und  den  Besultaten 
der  Molecularvorstellung  zu  beseitigen:  die  Beziehung  zwischen  der 
Dichte  des  Äthers  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit:  aber  alles 
komme  schliefslich  darauf  hinaus,  dafs  hier  entweder  die  eine  oder 
die  andere  Partei  die  auf  die  Dichtigkeit  der  Teilchen  sich  beziehenden 
Formeln  falsch  ausgelegt  haben  müsse. 


5771  nr.  18.  p.  108.  5772  nr.  19,  p  108. 
5773  nr.  21.  p.  111.  5774  nr.  22,  p.  112. 
5775;  Edinb.  Trans.  14,  IMO,  p.  393;  Tom  Febr.  1839. 
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Die  Ausf&hmng  geht^^^*)  von  dem  ohne  Beweis  ausgesprochenen 
Satze  [vgl.  (29)]  aus,  dafs  die  Annahme  des  Newton'schen  Gesetzes 
für  die  Anziehung  der  einzelnen  Partikeln  der  Ätherhüllen  der 
materiellen  Molekeln  zu  folgender  Formel  fCLr  die  resultirende  An- 
ziehung der  letzteren  samt  ihren  Hüllen  führe: 

Diese  gebe  f&r  merkliche  r  unendlich  kleine  Werte,  sodafs  man 
die  Sunmiationen  auf  die  benachbarten  Molekeln  beschränken  könne  ^^'^). 
In  den  weiteren  Auseinandersetzungen  Eelland's  ist  sehr  schlecht 
zu  unterscheiden,  was  eigentlich  mathematische  Folgerung  aus  dem 
vorhergehenden  und  was  neu  hinzutretende  physikalische  Hypothese 
sein  soll.  Er  stellt  übrigens  nicht  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  auf,  sondern  gleich  die  für  die  Umgebung  der  Grenze 
zweier  Mittel.  Er  behauptet ^^^'),  Fresnel's  Formeln  fßr  die  Inten- 
sität des  gebrochenen  und  reflectirten  Lichtes  ohne  Vernach- 
lässigungen aus  seinen  Molecularhjpothesen  abgeleitet  zu  haben, 
giebt  aber  schliefslich^'^®)  doch  zu,  dafs  man  bei  gröfseren  Ab- 
lenkungen vielleicht  noch  weitere  Entwicklungsglieder  werde  mit- 
nehmen müssen. 

Ein  mit  R.  L.  E.  zeichnender  Autor  [Robert  Leslie  EUis?] 
wendet  gegen  Eelland  ein^'^^):  wenn  man  eine  Theorie  der  Molecular- 
kräfte  entwickeln  wolle,  dürfe  man  nicht  neben  ihnen  noch  besondere 
Druckkräfte  einführen;  diese  letzteren  müfsten  vielmehr  dann  auch 
durch  die  ersteren  ausgedrückt  werden. 

Kelland  erwidert ^^«>).  ^^n  komme  doch  um  die  Einführung 
solcher  Druckkräfte  nicht  herum,  da  man  sonst  schon  in  einfachen 
Fällen  keinen  Gleichgewichtszustand  erhalte,  so  z.  B.  wenn  nur  ein 
Äther-  und  ein  materielles  Teilchen  vorhanden  sei.  Übrigens  giebt 
er  zu,  dafs  noch  nicht  alle  Schwierigkeiten  erledigt  seien. 

M.  O'Brien'*'®^)  findet,  die  Hauptschwierigkeit  liege  in  der 
unbekannten  Anordnung  der  Molekeln;  man  habe  nicht  etwa  Differential- 
gleichungen mit  Constanten,  sondern  solche  mit  nach  unbekanntem 
Gesetze  veränderlichen  Coefficienten.  Gleichwohl  behandelt  auch  er 
zuerst  den  Fall,  dals  die  Coefficienten  constant  sind;  er  nimmt 
Äther-  und  ponderable  Teilchen  an  und  erhält  für  die  Bewegung 
eines  der  ersteren  zimächst  eine  Gleichung  der  Form^^®*): 


6776)  p.  397.         6777)  nr.  7,  p.  406.         6778)  nr.  17,  p. 
5779)  Phil.  mag.  (3)  19,  1841,  p.  384.        6780)  ib.  20, 
6781)  ib.  p.  201.         6782)  p.  207. 


417. 


HO)  nr.  K,  p.  «II. 
6780)  ib.  20,  1842,  p.  8. 
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plus  Glieder,  die  den  EinfluTs  der  ponderablen  Teilchen  darstellen. 
Er  überlegt  sich  ^^*'),  dafs  er  den  Einflufs  der  Glieder  höherer  Ordnung 
in  der  Tat  veiiiachlässigen  kann,  und  findet  damit  P=  3^,  sowie 
eine  entsprechende  Relation  für  die  ponderabeln  Teilchen^'®*).  Speciell 
untersucht  er  den  Fall,  dafs  die  letzteren  absolut  festliegen*'***);  er 
erhält  als  Gleichung  zwischen  Wellenlänge  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit für  transversale  Schwingungen: 

(63)  Ä«-^*=       ^ 


für  longöndinale"»«): 

Für  C7  =  0  wird  die  Schwingungsdauer  von  der  Wellenlänge  unabhängig. 
Wenn  auch  die  Bewegung  der  materiellen  Teilchen  berücksichtigt 
werden  müsse,  ergebe  sich*'®^: 

(65)  **  =  i^  +  .-.^'i- ' 

ev.  eine  Formel  mit  noch  mehr  Gliedern.  Er  zieht  aus  seinen 
Resultaten  den  Schlufs  *'**),  dafs  man  die  Dispersion  vollständig 
erklären  könne,  ohne  zur  „hypothesis  of  finite  intervals^'  seine  Zuflucht 
zu  nehmen. 

Darauf  erklärt  Kell  an d*'*^),  er  habe  seit  dem  Erscheinen 
seiner  Untersuchungen*'^*)  an  der  Discussion  nicht  weiter  Teil 
genommen,  weil  er  der  Meinung  sei,  Powell  „and  others"  seien  dazu 
besser  im  stände.  O'Brien's  Auftreten  veranlasse  ihn  zu  folgenden 
Erklärungen:  seine  Untersuchungen  beruhten  auf  den  Voraus- 
setzungen: dafs  man  das  Quadrat  der  Differenz  der  Verrückungen 
zweier  Molekeln  gegenüber  dem  Quadrat  ihrer  Distanz  vernachlässigen 
dürfe;  dafs  die  Moleculardistanz  von  derselben  Gröfsenordnung  sei, 
wie  die  Wellenlänge;  dafs  das  Medium  vollkonunen  symmetrisch 
[d.  h.  isotrop]  sei.  Die  Gesamtheit  dieser  Voraussetzungen  könne 
man  als  die  einfachste  Form  der  „theory  of  finite  intervals"  ansehen. 
Später  habe  er  sich  davon  überzeugt,  dafs  man  die  Voraussetzung 
vollkommener  Symmetrie  fallen  lassen  müsse;  es  sei  ihm  allerdings 
nicht   gelungen   zu   zeigen,   dafs  man  auch  dann  zu  denselben  Con- 


LIU      ^CAUU^tJU       iäU.  ^Cl^CU,      UCUS     UICUJ      OrUUll     Uttl. 

6783)  p.  208.  6784)  p.  209.    6786)  p.  210. 

6786)  p.  212.  6787)  p.  215. 

6788)  p.  204.  6789)  ib.  p.  378. 
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Sequenzen  gelangen  könne.  Wenn  es  O'Brien  gelinge,  würde  er 
sieh  nur  freuen.  Er  beruft  sich  dann  auf  seine  Theorie  of  heat^'^) 
dafCLr,  dafs  er  einen  doppelten  EinfluTs  der  materiellen  Teilchen 
auf  den  Äther  angenommen  habe,  einmal  durch  ihre  eigenen 
Schwingungen,  dann  dadurch,  dafs  die  Wirkung  des  von  ihnen  ver- 
drängten Äthers  in  Abzug  gebracht  werden  mufs.  0*Brien's  Gleichungen 
unterschieden  sich  von  seinen  eigenen  nur  durch  die  unbewiesene 
Voraussetzung,  dafs  gewisse  Factoren  vor  die  Summenzeichen  gezogen 
werden  könnten ^'*^),  0*Brien's  Gleichung  (62)  nur  durch  das  Glied 
—  C|,  das  übrigens  auch  bei  Cauchy*^^«)  auftrete.  Der  Schlufs"") 
bespricht  die  Frage,  ob  die  „hypothesis  of  finite  intervals"  notwendig 
sei:  er  findet,  dafs  man  sie  zwar  nicht  für  den  Äther,  aber  für  die 
materiellen  Teilchen  brauche. 

O'Brien 's  Antwort  ^'^*)  giebt  zu,  dafs  die  Gleichungen  schon 
bei  Cauchy  und  Green  stehen,  macht  aber  auf  einfachere  Ableitung 
Anspruch;  auch  habe  er  bewiesen,  was  Green  angenommen  habe, 
dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  und  der 
transversalen  Wellen  verschieden  sein  könne.  Im  übrigen  behauptet 
er  von  verschiedenen  Gleichungen  Eelland*s,  sie  seien  falsch,  von 
anderen,  Kelland  habe  sie  früher  selbst  für  sehr  ungewifs  gehalten 
und  erhebe  erst  jetzt  auf  sie  Ansprüche.  Dafs  das  Gesetz  der 
Molecularkräfbe  nicht  das  Nowton'sche  sein  könne,  habe  Eamshaw*^**) 
bewiesen. 

Um  diese  Zeit  hat  Powell  einen  grofsen  Teil  der  bis  dahin 
durchgeführten  Untersuchungen  in  einem  selbständigen  Werk*'®') 
zusanmiengefafst,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Frage  der  Dis- 
persion. Er  giebt  zunächst  eine  ausführliche  historisch -kritische 
Einleitung,  an  der  besonders  bemerkenswert  ist,  dafs  er  im  Gegensatz 
zu  den  französischen  Meistern  streng  auf  demjenigen  Standpunkt  steht, 
den  man  jetzt  als  den  phänomenologischen  zu  bezeichnen  pflegt*'*^). 


6790)  nr.  2,  p.  375.         6791;  p.  377.         6792)  ib.  p.  484. 

5793)  A  general  and  elementary  view  of  the  nndulatorj  theory,  Lond. 
1841.  Phil.  mag.  (3)  19,  1841,  p.  372  berichtet  Powell,  Cauchy  habe  ihn 
nachträglich  auf  seine  lithographirte  Abhandlung '^'^)  aufmerksam  gemacht, 
in  der  ein  Teil  der  von  ihm  (Powell)  und  Tovey  erhaltenen  Resultate 
vorausgenommen  sei. 

5794)  Vgl.  namentlich  nr.  3,  p.  IV:  „the  existence  of  an  altemating 
motion  of  some  kind,  at  minute  Intervalls  along  a  ray,  is  as  real  as  the 
motion  of  translation  by  which  light  is  propagated  through  space  .  .  . 
That  this  altemating  motion  must  have  reference  to  certain  directions 
transverse  of  the  ray  is  equally  established  as  a  consequence  of  pheno- 
mena  .  .  .    This  .  .  .  is  distinct  from  insisting  on  the  actual  existence  of  a 
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Demgemftfs  definirt  er^^'^)  eine  Welle  als  ein  Aggregat  von  Be- 
wegungen, die  durch  eine  Function  q>{Ux)  definirt  sind,  wenn  diese 
Function  einer  Functionalgleichung: 

(66)  9(f+T,a^  +  X)  =  9(f,rr) 

genügt.  Eine  solche  Function  könne  die  Variabein  nur  in  einer 
Verbindung  nt  —  lex  enthalten,  wo  w  :  A-  =  T :  X.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist  dann  v  =  TJL  Dafs  eine  solche  Function  einer 
partiellen  Differentialgleichung  der  Form: 

(")  W' 'S 

genügt,  bringt  er  erst  nachher*'^).  Weiterhin*'^  behandelt  er 
allgemein  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  Form: 

(68)  äJ^  =  ^ä"a:"«  +  ^'«?5*+" 
durch  solche  Wellen;  es  ergiebt  sich: 

(69)  tt=ai8in(«/— Ä:x+6i)  +  flr,sin(«f-f  Ärx-f  ftj)  «*=Äi]t«— Ä,Ä,-*+... 

Im  zweiten  Abschnitt ^'*^)  führt  er  die  Molecularhypothese  ein  und 
leitet  Gauchy's  Gleichungen  (§  59)  ab.  Dann  recapitulirt  er  seine 
Untersuchungen*''*)  in  ausführlicher  Darstellung*'^);  er  legt  namentlich 
Wert  darauf***),  dafs  sowohl  für  unpolarisirtes ,  als  für  geradlinig 
polarisirtes  Licht  die  Differentialgleichungen  sich  auf  eine  solche 
Form  bringen  lassen  müssen,  dafs  in  jeder  nur  eine  Coordinate 
auftritt.  Das  sei  nur  möglich,  wenn  die  Gleichungen  von  Anfang 
dieselbe  Form  haben,  wie  in  symmetrischen  Mitteln *^^);  in  un- 
symmetrisch gebauten  Medien  sei  also  nur  Fortpflanzung  elliptischer 
Schwingungen  möglich*^*).  Als  vollständige  Dispersionsformel  giebt 
er  jetzt  *^): 

(70)  ^A_2'(^!2||^>) 

und  bespricht  Ansätze  verschiedener  Autoren,  die  darauf  hinaus- 
konunen,  dafs  der  Ausdruck  rechts  durch  einen  angenäherten  ersetzt 
vrird*®^).  Er  selbst  entwickelt  ihn  nach  Potenzen  des  Verhältnisses 
Moleculardistanz:  Wellenlänge***),   bemerkt  übrigens**^),  dafs  man 

material  fluid  medium  .  .  .  We  may  be  content  to  lock  at  the  theory 
simply  as  a  mathematical  system  which  faithf\illy  represents,  at  least,  a 
wide  ränge  of  phenomena.^* 

6796)  nr.  1,  p.  1.         6796)  nr.  23,  p.  6.         5797)  nr.  28,  p.  6. 

6798)  nr.  61,  p.  16.         6799)  nr.  65,  p.  21.         5800)  nr.  104,  p.  28. 

5801)  nr.  116,  p.  32.  5802)  nr.  121,  p.  38.  5808)  nr.  128,  p.  36. 

6804)  sect  IV,  p.  87.        6806)  sect  VI,  p.  69.        6806)  nr.  218,  p.  70. 
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merkliche  Dispersion  nur  erhalte,  wenn  dieses  Verhältnis  nicht  gar 
zu  klein  ist.  Auch  spricht  er^*®^  vom  Grenzwert  des  Brechungs- 
index für  l  =  cx). 

Inzwischen  war  auch  Earnshaw  auf  die  Fragen  zurück- 
gekommen ^*^).  Er  äufsert  Mifstrauen  gegen  jede  Theorie  der  Wellen 
in  einem  aus  „detached  particles^^  aufgebauten  Medium,  bei  der  nicht 
nur  mechanische  Symmetrie  zwischeif  den  Kräften,  sondern  auch 
geometrische  Symmetrie  in  der  Anordnung  der  Molekeln  voraus- 
gesetzt werde.  Dann  geht  er  auf  die  Resultate  seiner  früheren 
Abhandlung  zurück :  dafs  die  drei  Richtungen,  für  welche  die  elastische 
Kraft  in  die  Verschiebungsrichtung  fallt,  für  alle  Partikeln  dieselben 
seien,  entnimmt  er  dem  Experiment;  ebenso  schliefst  er  aus  der 
experimentell  bewiesenen  Gültigkeit  des  Superpositionsprincips,  dafs 
die  höheren  Potenzen  der  Verrückungen  vernachlässigt  werden  können. 
Von  diesen  Voraussetzungen  aus  konmit  er  zu  Gleichungen  der  Form: 

w  °°  ~2  d^ *^  ~2 idV  *''  ~2!  Wer  *^'  •  •  •  (^^) 

die  sich  für  ebene  Wellen  auf: 

|lf  =  _^|_p^_Cf,  ...  (72) 

reducire. 

Powell  erwidert  ^*^^):  in  seinem  Werke  über  Dispersion  habe 
er  seine  früheren  Formeln  ausdrücklich  als  nur  in  erster  Annäherung 
richtig  bezeichnet  und  sie  durch  genauere  ersetzt,  die  keineswegs 
blofs  als  Interpolationsformeln  aufzufassen  seien.  Earnshaw  repli- 
gjj^68i0j.  gQ  ausdrücklich  habe  Powell  seine  früheren  Formeln  in 
seinem  Werke  doch  nicht  zurückgenommen.  Wenn  übrigens  die 
Theorie  nicht  mehr  leiste,  als  den  Beweis,  dafs  die  Entwicklung 
[des  Brechungsindex]  nach  fallenden  Potenzen  [der  Wellenlänge] 
fortschreite,  so  leiste  sie  nichts.  Gebraucht  würden  die  Formeln 
jedenfalls  nur  als  Interpolationsformeln;  und  die  Resultate  stimmten 
nicht  so  gut  mit  den  Beobachtungen  überein,  dafs  man  auch  nur 
sagen  könne,  wenigstens  die  Form  der  Entwicklung  werde  durch 
diese  bestätigt. 

Inzwischen  hatte  Earnshaw  auch  seine  eigenen  Untersuchungen 
fortgesetzt ^^^).      Durch    Coordinatentransformation    könne    man    die 


6807)  nr.  217,  p.  71.    Der  Rest  des  Buches  betrifft  die  Vergleichung 
der  Theorie  mit  Beobachtungen. 

6808)  Phil.  mag.  (3)  20,  1841,  p.  870.        6809)  ib.  21,  1842,  p.  122. 
6810)  ib.  p.  217.         6811)  ib.  p.  46. 
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Gleichnngen  (72)  auf  solche  mit  nur  drei  Constanten  h  rednciren; 
die  Schwingungen  nach  einer  solchen  ^^Axe  dynamischer  Symmetrie*^ 
würden  also  durch  solche  nach  den  beiden  anderen  Axen  nicht 
beeinfluTst.  Dafs  man  die  Richtungen  dieser  Axen  und  die  Werte 
der  Ä;  als  vom  Orte  unabhängig  reell  und  endlich  annehmen  dürfe, 
ergebe  sich  aus  dem  Experiment.  Der  Vergleich  mit  den  früheren 
Formeln  ergebe  dann  eine  Beziehung  zwischen  Wellenlftnge  und 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  die  „unglücklicherweise^^  Dispersion 
auch  im  Yacuum  verlange.  Daran  scheitere  also  die  ^^finite  interval 
theory^.  Übrigens  könne  man  auch  auf  keine  Weise  erklftren,  dafs 
nur  transversale  Schwingungen  bemerkbar  sind.  Abhilfe  könne  da 
nur  eine  directe  Berücksichtigung  der  Wirkung  der  materiellen 
Molekeln  auf  den  Äther  bringen.  Kelland's  Schlufsbemerkongen 
verstehe  er  nicht;  aus  dem  Umstände,  dafs  für  eine  der  drei  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten sich  ein  imaginärer  Wert  ergebe,  würde 
nicht  folgen,  dafs  nur  transversale  Schwingungen  möglich  sind, 
sondern  dafs  der  Äther  in  einer  Richtung  undurchsichtig  sei;  über- 
dies sei  dieses  Resultat  mit  der  Annahme  der  Möglichkeit  eines 
stabilen  Gleichgewichtszustandes  unvereinbar. 

Auch  Kelland  hatte  inzwischen  noch  einmal  eine  ausführliche 
Rechtfertigung  der  Annahme  des  Newton'schen  Gesetzes  für  die 
Molecularanziehung  unternommen^^*),  zu  der  ihn,  wie  er  berichtet, 
zwei  der  ersten  Mathematiker  Europas  aufgefordert  hätten.  Ob 
man  Anziehung  oder  Abstofsung  zwischen  den  materiellen  Teilchen, 
sowie  zwischen  diesen  und  den  Ätherteilchen  annehme,  sei  ziemlich 
gleichgültig;  wichtiger  sei  die  Entscheidung  der  Frage,  ob  die 
Ätherteilchen  untereinander  sich  anziehen  oder  abstofsen.  Die 
ge^'öhnlichen  populären  Begründungen  der  einen  oder  anderen  An- 
nahme seien  unzureichend,  wie  zum  Teil  schon  Eamshaw^'**)  gezeigt 
habe.  Man  müsse  aber  gerade  den  von  Eamshaw  beiseite  ge- 
lassenen Grenzfall  ins  Auge  fassen,  dafs  die  zweiten  Ableitungen 
des  Potentials  an  der  betrachteten  Stelle  alle  Null  seien*®**).  Was 
man  für  isotrope  Körper  fordern  müsse,  sei  nicht  geometrische, 
sondern  „mechanische^  Symmetrie,  d.  h.  es  müsse,  wenn  wir  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten   in  den  betrachteten  Punkt  verlegen: 

(73)  >  fitxr~*  sin*y  «^  mjErr"*  sin*y 

sein  für  jedes  ^,  was: 


'812)  ib.  p.  124.         6813}  p.  127. 
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mxr"  ^  =  ^  tnzr"  ^,  (74) 

also  das  Verschwinden  sämtlicher  zweiten  Ableitungen  des  Potentials 
verlange.  Eamshaw  scheine  zwar  behaupten  zu  wollen,  dafs  auch 
in  diesem  Falle  keine  Schwingungen  möglich  seien;  doch  seien  seine 
Schlüsse  nicht  zwingend.  Aber  selbst  wenn  die  zweiten  Ableitungen 
nicht  alle  Null  seien,  würde  doch  nicht  folgen,  dafs  keine  Schwingungen 
möglich  seien  ^^^);  es  handle  sich  überhaupt  nicht  darum,  zu  erklären, 
wie  Schwingungen  entstehen,  sondern  nur,  wie  die  einmal  ent- 
standenen fortgepflanzt  werden  können. 

Eamshaw  habe  femer  behauptet,  dafs  im  Falle  des  Newton'sohen 
Gesetzes  kein  stabiles  Gleichgewicht  möglich  sei.  Aber  auch  dieser 
Schluls  beruhe  auf  der  Betrachtung  der  Verrückung  eines  einzelnen 
Teilchens,  während  alle  übrigen  als  fest  angenonmien  seien ^*^). 
Kelland  behauptet  jetzt  sogar,  alle  Ableitungen  des  Potentials 
mülsten  in  jedem  einzelnen  Punkte,  in  dem  sich  ein  Teilchen  befinde. 
Null  sein,  also  das  ganze  Universum  im  neutralen  Gleichgewicht^^*). 
Aber  daraus  folge  nicht,  dafs  die  Teilchen  keine  Schwingungen  aus- 
führen könnten  ^^^^),  da  man  eben  inmier  berücksichtigen  müsse,  dafs 
jede  Bewegung  eines  Teüchens  aus  seiner  Gleichgewichtslage  auf 
alle  übrigen  wirke.  Wenn  eine  Bichtung  von  der  Art  existire,  dafs 
eine  Verrückung  eines  Teilchens  nach  ihr  eine  Kraft  auslöse,  die 
das  Teilchen  noch  weiter  von  seiner  Gleichgewichtslage  zu  entfernen 
strebe,  so  sei  daraus  nicht  zu  schlielsen,  dafs  es  dann  wirklich  sich 
immer  weiter  von  ihr  entferne;  es  könne  durch  nach  entgegen- 
gesetzter Richtung  sich  bewegende  andere  Teüchen  aufgehalten 
werden^*®).  Was  EamshaVs  Bedenken  wegen  des  Verhaltens  im 
Unendlichen  betreffe,  so  richteten  diese  sich  nicht  nur  gegen  die 
Anwendung  des  Newton'schen  Gesetzes  auf  die  Molecularkräfte, 
sondern  gegen  dieses  Gesetz  überhaupt;  man  thue  am  besten,  solche 
Betrachtungen  aus  der  Physik  ganz  ferne  zu  halten  ^^^). 

Weiter  antwortet  Kelland*«*^)  auf  Eamshaw's  letzte  Note*^»"): 
Daraus,  dafs  die  Theorie  entweder  überhaupt  keine  Dispersion  gebe 
oder  auch  solche  im  Vacuum,  folge  nur,  dafs  man  den  Einflufs  der 
ponderabeln  Molekeln  nicht  vernachlässigen  dürfe.  Die  „hypothesis 
of  the  direct  action  of  the  particles  of  matter"  sei  ebenfalls  un- 
genügend,  wenn   man  nicht   die   materiellen  Molekeln   noch   als  aus 


5814)  p.  129.    5816)  p.  208. 

6816)  p.  204.  Vgl.  die  späteren  Ausführungen"«*).   5817)  p.  207. 

5818)  p.  207.    5819)  p.  203.    5820)  p.  263. 
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Atomen  zusammengesetzt  annehme  ^^^).  Wenn  man  das  aber  anch 
der  „finite  interyal  theory^  erlaube,  könne  sie  anch  dasselbe  leisten. 

Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  seine  erste  Abhandlung  ^^') 
zurück  ^^).  Man  müsse  in  der  That  zufrieden  sein,  wenn  die  Theorie 
die  Form  der  Entwicklung  richtig  gebe;  eine  Bestinmiung  der  auf- 
tretenden Constanten  könne  man  nicht  von  ihr  verlangen.  Femer '^^: 
Symmetrie  allein  berechtige  noch  nicht  zu  dem  Schlüsse,  daüs  die 
Coefficienten  D^  E^  F  Null  seien;  es  komme  dabei  noch  auf  die 
Schwingungsrichtung  an.  Daher  bleibe  er  dabei:  Die  ,,finite  interyal 
theory^'  liefere  eine  Beziehung  zwischen  der  Schwingungsrichtung 
und  dem  Gesetze  der  Molecularkräfke;  er  habe  also  einwandfrei 
bewiesen,  dais  nach  dieser  Theorie  die  Schwingungen  transrersal 
sein  müfsten.  Die  eine  Wurzel  der  Gleichung,  von  der  er  behauptet 
habe,  daljB  sie  imaginär  ausfalle,  gehöre  nicht  zu  einer  bestimmten 
Richtung  im  Medium,  sondern  zu  einer  bestinmiten  Richtung  gegen 
die  Schwingung;  also  folge  keineswegs,  dais  der  Äther  in  bestimmter 
Richtung  undurchsichtig  sein  müsse  ^^). 

Earnshaw  erklart  dem  gegenüber '^^^):  man  dürfe  nicht  an- 
nehmen, da£s  die  zweiten  Ableitungen  des  Potentials  überall  Null 
seien;  denn  aus  dem  experimentell  festgestellten  Superpositionsprincip 
folge,  dais  die  Erftfbe  der  ersten  Potenz  der  relativen  Yerrückung 
proportional  sein  müfsten.  Femer  ergebe  sich  aus  den  Gleichungen  (16) 
Kelland's  sofort  n  =  0,  wenn  man  dem  Newton'schen  Gesetze  gem&fs 
q>{r)  =  r"^  F{r)  =  —  3r"*  nehme. 

Dann  setzt  O'Brien^'^)  auf  den  Rat  eines  Freundes  noch  einmal 
ausfEUirlich  auseinander,  daüs  ein  von  Eelland^^^^)  gleich  Null  ge- 
setzter Ausdruck  den  Wert: 

(75)  ^r''^F{r)dxUz^+  •  •  • 

habe,  also  sicher  nicht  Null  sei.  Bei  Eelland  liege  eine  Verwechs- 
lung der  Distanz  der  beiden  Punkte  (x, .  .  .)  und  {x  +  dx, .  . .)  mit 
der  von  dem  ersteren  auf  die  durch  den  letzteren  gehende  Wellen- 
fläche gefällten  Normale  vor. 

Kelland's  Antwort  auf  O'Brien's  vorhergehende  Note*^**)  ent- 
hält aufser  persönlichen  Auseinandersetzungen  die  Erklärung  ^^'^:  ein 
Widerspruch  zwischen  Cauch/s  Gleichungen  und  den  seinigen  be- 
rechtige   nicht    dazu,    die    einen    oder   die    anderen    für   fedsch    zu 


fc 


5821)  p.  266.    5822)  p.  266.    5823)  p.  267. 
5824)  p.  269.    5825)  ib.  p.  840. 
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erklären,  da  die  Voraussetzungen  verschieden  seien.  Der  Ausdruck  (75) 
sei  Null,  wenn  die  Fortpflanzungsrichtung  in  einem  isotropen  Mittel 
mit  einer  der  Axen  zusanmienfalle. 

Ferner  erklärt  er^*®):  Eamshaw^*^)  und  O'Brien*®*^  seien 
beide  durch  einen  Druckfehler  irre  gefährt  worden:  die  drei  von 
Eamshaw  mit  n'  bezeichneten  Gröfsen  seien  bei  ihm  nicht  alle  drei 
einander  gleich,  sondern  nur  zwei  von  ihnen. 

Earnshaw  erwidert  zunächst  auf  Eelland's  ausföhrlichere  Ab- 
handlung ^^^):  er  habe  nirgends  vorausgesetzt,  dafs  alle  Molekeln 
aufser  der  gerade  betrachteten  in  Ruhe  seien  ^®^),  Kelland  habe  ihn 
in  dieser  Beziehung  vollständig  mifsverstanden.  Dann  setzt  er  auf 
Kelland's  Aufforderung  hin  auseinander,  wie  er  „directe^^  und 
„indirecte^  Wirkung  der  Materie  auf  den  Äther  unterscheide:  unter 
der  ersteren  verstehe  er  die  AbstoÜBung  oder  Anziehung  der  Äther- 
teilchen durch  die  materiellen,  unter  der  letzteren  den  EinfluCB  der 
durch  das  Vorhandensein  der  materiellen  Teilchen  veränderten 
Dichtigkeit  und  Anordnung  des  Äthers  ^®*^).  Schwingungen  der 
materiellen  Teilchen  selbst  habe  er  an  einer  bestimmten  Stelle  aus- 
schliefsen  müssen;  übrigens  habe  er  ausdrücklich  darauf  aufinerksam 
gemacht,  dafs  seine  folgenden  Schlüsse  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung Gültigkeit  hätten.  Die  materiellen  Teilchen  stelle  er  sich 
so  sparsam  im  Äther  zerstreut  vor,  dafs  eine  hindurchgehende  Welle 
von  ihnen  nicht  wesentlich  gestört  werde.  Um  das  Fehlen  longitudi- 
naler  Wellen  zu  erklären,  genüge  es  nicht  zu  zeigen,  dafs  ihre  Fort- 
pflanzimgsgeschwindigkeit  imaginär  sein  würde;  man  müsse  zeigen, 
dafs  sie  entweder  Null  oder  sehr  klein  oder  sehr  grofs  gegen  die 
der  transversalen  sei.  Wenn  sich  herausstellen  sollte,  dafs  sie 
imaginär  sei,  so  müfste  man  die  ganze  Untersuchung  von  vorne 
anfangen. 

Seine  Differentialgleichungen  stimmten  allerdings  mit  den- 
jenigen Cauchy's  der  Form  nach  nicht  überein;  aber  deswegen 
brauchten  sie  doch  nicht  falsch  zu  sein^'^);  das  Zeichen  ^  habe 
bei  ihm  eine  andere  Bedeutung  als  bei  Cauchy.  Dafs  die  Werte 
seiner  CoefQcienten  von  der  Stellung  der  Wellenebene  unabhängig 
seien,  sei  experimentell  begründet;  entweder  müfste  sich  also  das- 
selbe auch  aus  Cauch/s  Gleichungen  bei  Ausfährung  der  Summa- 
tion  ergeben,  oder  dessen  Gleichungen  seien  falsch.  Er  habe  bei 
der  Ableitung  seiner  Gleichungen  nur  bis  zu  einem  gewissen  Punkte 


5828)  ib.  p.  422.         5821))  ib.  p.  437. 
5830)  p.  438.         5831)  p.  441. 
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sich  Ton  rein  theoretischen  Überl^nngen  leiten  Imssen  «and  them 
beginning  from  a  more  adranced  point.  wheie  the  resnlts  of  ex- 
periment  were  known,  have  worked  hackwards  to  meet  theury"  *••*). 
Schliefslich^^k  stellt  er  an  Kelland  die  Frage,  ob  dieser  folgende 
4  Punkte  zagebe:  dafs  sein  n  gleich  Nnll  sei;  dafs  damit  seine 
Gleichungen  hinfallig  würden;  dals  damit  anch  der  Beweis  fftr  die 
TransrersalitSt  der  Schwingongen  falle:  und  daCs  darans  folge,  dafis 
das  Newton'sche  Gesetz  zur  Erklärung  der  Molecnlarerscheinimgen 
nicht  ausreiche. 

0' Brien  erklart ^^^):  Kelland  habe  seine  hauptsSdilicben  Fragen 
nicht  beantwortet  und  zugegeben,  dafs  seine  Hauptgleichnngen  ur- 
sprünglich einen  wesentlichen  Fehler  enthalten  bitten,  den  er  jetzt 
als  Schreib-  oder  Druckfehler  hinstellen  wolle. 

Daran  schliefst  sich  noch  eine  gemeinschaftliche  Erklärung  Yon 
Earnshaw  und  O'Brien^^^):  Kelland  habe  nicht  von  Tomherein, 
sondern  erst  an  einer  yiel  späteren  Stelle  die  Annahme  eingeführt, 
dafs  eine  Coordinatenrichtung  in  die  Fortpflanzungsrichtung  falle. 
In  seinem  ganzen  Aufsatz  sei  nur  von  nr  und  nirgends  von  einem 
n\  die  Rede:  seine  ganze  Argumentation  schliefse  aus,  dafs  fi^  Yon  n 
verschieden  zu  denken  sei.  Die  Annahme,  dals  ein  Wert  von  m 
complez  sei«  verletze  die  Voraussetzungen  der  ganzen  Rechnung. 

Kelland^^^  schickt  der  Beantwortung  von  Earnshaw s  vier 
Fragen^*")  die  von  drei  Vorfragen  voraus:  1.  die  Gleichheit  der 
drei  Werte  von  n  folge  aus  keiner  Hypothese;  auch  die  Form  der 
betr.  Gleichungen  folge  nicht  aus  der  Molecularhypothese  allein. 
2.  Die  Gleichheit  ergebe  sich  auch  nicht  aus  den  von  ihm  benutzten 
Argumentationen;  er  habe,  wie  auch  Cauchy  gethan,  einfach  die 
verschiedenen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  demselben  Buchstaben 
bezeichnet.  3.  Er  habe  tbatsächlich  angenommen,  dals  eine  Coordi- 
natenrichtung in  die  Fortpflanzungsrichtung  falle;  den  Buchstaben  ^, 
der  ursprünglich  eine  beliebige  Richtung  bezeichnet  habe,  habe  er 
weiterhin  nur  beibehalten,  um  dafür  nach  Belieben  die  eine  oder  die 
andere  Goordinate  setzen  zu  können;  etwas  anderes  habe  er  nie  dafür 
gesetzt  Daraufhin  beantwortet  er  Eamshaw's  erste  Frage  mit  Nein, 
wodurch  die  andern  selbst  dahinfedlen. 

Auf  die  gemeinsame  Erklärung  seiner  Cregner****)  antwortet 
er*^^:  Allerdings  sei  in  einer  seiner  Gleichungen  ein  Versehen,  das 
aber   auf  das   folgende   keinen  Einfluls  habe  und  das   er  selbst  be- 

5832)  p.  443.         5^33)  p.  444.         5834;  ib.  22,  1843,  p.  21. 
5835)  ib.  p  22.         5836)  ib.  p.  116.         5837)  p.  119. 
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richtigt  habe.  Wenn  ein  Wert  von  o  sich  nachträglich  als  imaginär 
herausstelle,  sei  es  keineswegs  erforderlich,  die  ganze  Beohnung  von 
neuem  durchzufahren;  man  brauche  nur  die  trigonometrischen  Func- 
tionen imaginären  durch  Exponentialfunctionen  reellen  Arguments 
zu  ersetzen. 

Nachher  konunt  er  noch  einmal  auf  einige  in  der  Discussion 
berührt«  Punkte  zurück  ^'®).  Eamshaw's  vorletzter  Note  stimmt  er 
zu,  wenn  sie  sich  auf  relative,  nicht  auf  absolute  Verrüokungen  be- 
ziehe; im  übrigen  gehöre  sie  nicht  hierher.  In  seiner  letzten  Note 
habe  Eamshaw  Ruhelage  und  Gleichgewichtslage  verwechselt.  Um 
aus  den  Gleichungen  (ll)  Dispersion  in  materiellen  Medien  und 
doch  keine  Dispersion  im  Vacuum  zu  bekommen,  brauche  man  ihnen 
nur  ein  Glied  hinzuzufügen,  das  die  Wirkung  der  materiellen  Teil- 
chen darsteUe.  Eamshaw's  Beweise,  dafs  o  —  0  bezw.  n  «=  0  sein 
müsse,  seien  alle  drei  falsch.  Dafs  die  Goefficienten  von  der  Stellung 
der  Wellenebene  unabhängig  ausfallen  würden,  sei  ganz  ausgeschlossen; 
Cauchy  habe  daher  gar  nicht  nötig  gehabt  zu  beweisen,  dafs  das 
nicht  eintrete.  Also  könnten  Eamshaw's  Coefficienteu,  für  die  solche 
Unabhängigkeit  stattfinde,  unmöglich  mit  denjenigen  Cauchy's  über- 
einstunmen^**^).  Auch  berufe  sich  Eamshaw  für  diese  Unabhängig- 
keit mit  Unrecht  auf  das  Experiment;  dieses  beweise  vielmehr  das 
Gegenteil. 

Inzwischen  hatte  O'Brien  eine  ausführliche  Darstellung  seiner 
Theorie  veröffentlicht*^®).  Er  habe  ursprünglich  alle  seine  Resultate, 
bis  auf  ein  von  Green  angegebenes,  für  neu  gehalten;  erst  nach- 
träglich habe  er  erfahren,  dafs  Cauchy  zu  denselben  Resultaten  ge- 
langt sei.  Lame's  Untersuchungen  beruhten  auf  der  Voraussetzung, 
dafs  das  Newton' sehe  Anziehungsgesetz  gelte;  die  seinigen  dagegen 
würden  gerade  in  diesem  Falle  hinfiLllig.  Er  bemüht  sich  darzuthun, 
dafs  es  unwahi-scheinlich  sei,  dafs  das  C  seiner  Gleichung  (62)  Null 
sei,  da  dann  in  einem  symmetrischen  System  neutrales  Gleichgewicht 
vorhanden  sein  müfste*^*).  Für  rein  transversale  Schwingungen  re- 
ducirt  sich  die  Gleichung  auf: 

g  =  B//,|-C|,  (76) 

und  zwar  erklärt  er^^*),  dafs  man  auf  diese  Form  nur  in  diesem 
Falle   und  in   dem  rein   longitudinaler   Schwingungen   komme.     Die 


5838)  ib.  p.  194.         5839)  p.  199. 

5840)  Cambr.  Trans.  7,,  1842,  p.  397;  vom  April  1842. 

5841)  §  16,  p.  412.         6842)  §  21,  p.  417. 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sei  in  diesen  beiden  Fällen  vendiie- 
den ****).  Aufserdem  bespricht  er  ebene*®**)  und  sphärische****) 
Wellen;  er  zieht  aus  seinen  Formeln  den  Schlufs,  dafs  die  Ein- 
wirkung der  ponderabeln  Teilchen  auf  den  Äther  Dispersion  hervor- 
bringe*^^, und  dafs  die  'Bewegung  der  ersteren,  anders  als  för 
(7^0,  auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Einfluls  habe*^^. 
Femer  ergiebt  sich  ihm,  dafs  man  nur  bei  einfachen  harmonischen 
Schwingungen  von  einer  constanten  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sprechen  könne*®*®);  da  er  für  physikalisch  unwahrscheinlich  hftlt, 
dafs  nur  solche  Schwingungen  vorkommen,  so  kommt  er  zu  dem 
Schlüsse*®*^),  daüs  man  nicht  von  vornherein  constante  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einfOhren  dürfe.  Er  verfolgt  einige  elementare 
optische  Fragen  ohne  diese  Voraussetzung  weiter;  dabei  kommt  er 
zu  der  Vorstellung*®*^),  dafs  ein  Strahl  beim  Durchgang  durch  ein 
Prisma  möglicher  Weise  eine  Spaltung  erfahren  könne.  SohlieÜBlich 
will  er  noch  zeigen,  dafs  die  unter  Voraussetzung  symmetrischer 
Anordnung  der  Molekeln  abgeleiteten  Resultate  auch  gelten,  wenn 
diese  Voraussetzung  fallen  gelassen  wird*®*^);  er  nimmt  zu  diesem 
Zwecke  seine  Sätze  für  die  Mittelwerte  der  eigentlich  zu  betrachten- 
den Grölsen  in  Anspruch. 

Eine  bald  folgende  zweite  Abhandlung*®*^  betrifft  haupt- 
sächlich die  Ableitung  der  Übergangsbedingungen  an  der  Grenz- 
fläche zweier  Mittel.  Er  glaubt  u.  a.  zu  finden,  dafs  longitudinale 
Wellen,  die  bei  einer  ersten  Brechung  etwa  entstehen,  bei  einer 
zweiten  total  reflectirt  werden*®**).  Seine  Voraussetzungen  führen 
ihn  sehliefslich  zu  der  Folgerung,  dafs  FresneFs  Annahme  über  die 
Lage  der  Schwingungsebene  zutreffend  sei. 

Eine  sich  anschliefsende  dritte  Abhandlung*®**)  discutirt  die  aus  der 
Gleichung  (65)  zwischen  Wellenlänge  und  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit zu  ziehenden  Folgerungen.  Sie  führt  auf  Dispersion,  und  wenn 
ihre  Wurzeln  complex  sind,  auch  auf  Absorption.  Aber  O'Brien 
findet,  gegen  diese  Annahme  sei  einzuwenden,  dafs  man  dann  auch 


5843)  §  25,  p.  419.  5844)  §  22,  p.  417.  5845)  §  23,  p.  418. 
5846)  §  28,  p,  420.  5847)  §  29,  p.  421.  5848)  §  33,  p.  424. 
5849)  §  34,  p.  426.         5850)  §  37, -p.  429. 

5851)  §  40,  p.  432.    EigenÜich  eine  ganz  moderne  Auffassung. 

5852)  Cambr.  Trans.  %^,  1844,  p.  7;  vom  Nov.  1842. 

5853)  nr.  26,  p.  22. 

5J<54)  ib.  p.  27;  vom  Febr.  1843.  Hier  und  Phil.  mag.  (3)  26,  p.  327 
erwähnt  er  eine  der  Dubliner  Akademie  vorgelegte  Abhandlung  Lloyd's 
über  Dispersion  und  Absorption,   die  nicht  veröffentlicht  zu  sein  scheint. 
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Glieder  mit  e^'  erhalte,  was  physikalisch  unmöglich  sei.  Man  könne 
diese  Glieder  nicht  einfach  weglassen,  ohne  den  Ühergangshedingungen 
Gewalt  anzuthun. 

Dies  yeranlafst  ihn,  in  einem  folgenden  Aufsatze  ^^^)  die  seines 
Wissens  bis  dahin  noch  nicht  aufgestellte  Hypothese  weiter  zu  ver- 
folgen,  dafs  die  Wirkung  der  materiellen  Teilchen  auf  den  Äther 
nach  Art  eines  Beibungswiderstandes  aufzufassen  sei.  Indem  er  den 
Widerstand  in  seine  normale  und  tangentielle  Componente  zerlegt 
und  die  entstehenden  Gleichungen  mit  Hilfe  der  imaginären  Einheit 
in  eine  zusammenfafst,  kommt  er  zu  dem  Ansätze  ^^*): 

^«(1  +  tri)    ,    T+iNdii  +  tri)  _    .  aVS  +  ttj)  ^..s 

in  dem  v  die  als  constant  angenommene  Geschwindigkeit: 


bedeutet.     Der  Versuch,  eine  Lösung  der  Form: 

S  +  ifi  =  lie^'»'-*^)^  (79) 

circularpolarisirtem  Licht  entsprechend,  zu  erhalten,  fClhrt  auf  eine 
lineare  Differentialgleichung  fOr  i«  als  Function  von  £?,  der  durch 
e"**  mit  positivem  h  genügt  werden  kann;  7*  und  k  hängen  von  n 
und  den  Verhältnissen  T/v,  N/v  ab.  Er  findet,  dafs  eine  solche 
Lösung  möglich  sei,  wenn  der  tangentiale  Widerstand  gegen  v  nicht 
sehr  grofs  sei'**^').  Er  verfolgt  specielle  Voraussetzungen  über  die 
Natur  der  Widerstandskräfte  weiter;  zunächst^®*®)  die,  dafs  trotz 
dieser  Kräfte  das  Superpositionsprincip  gilt.     Es  mufs  dann: 

N/v^C,n-Cy+C^n'-  +  '"  ^     ^ 

sein,  unter  den  C  Constante  des  Mittels  verstanden.  Für  geradlinig 
polarisirtes  Licht  müssen  dann  die  Widerstände  lineare  Functionen 
der  Verrückungscomponenten  sein;  und  wenn  diese  den  Differential- 
gleichungen  harmonischer  Schwingungen    genügen,    lassen    sich   die 


5855)  Phil.  mag.  25,  1844,  p.  326.  Er  schreibt  „resisted  fluid",  wo 
man  zunächst  „reaisting"  erwarten  würde;  aber  er  meint:  der  Äther  findet 
an  den  materiellen  Teilchen  Widerstand. 

6866)  nr.  9,  p.  831. 

6857)  nr.  11,  p.  332.  nr.  16,  p.  384  schliefst  er  aus  der  Gültigkeit  des 
SuperpositionsprineipB,  dafs  die  Resultate  auch  für  geradlinig  oder  elliptisch 
polarisirtes  Licht  bestehen  bleiben. 

6868)  nr.  18,  p.  622. 
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höheren  Differentialqnotienten  durch  die  niederen  ausdrücken.  Dann 
ist  die  vorgenommene  Integration  nicht  nur  annähernd,  sondern 
streng  richtig.  Schlieislich  versucht  er  spiralig  angeordnete  Molekel- 
haufen so  aufzubauen,  dafs  sie  links  und  rechts  drcularpolarisirtes 
Licht  verschieden  beeinflussen*^*^. 

Die  Fortsetzung*^^)  versucht  seine  Auffassung  dadurch  zu 
stützen,  dafs  er  aus  Experimenten  über  Pendelschwingungen  in  der 
Luft  das  Resultat  ableitet,  dafs  hier  wirklich  der  Widerstand  eine 
lineare  Function  der  Geschwindigkeitscomponenten  und  ihrer  Ab- 
leitungen sei,  und*^^),  daÜB  man  dabei  die  höheren  Ableitungen  nicht 
vemachl&ssigen  dürfe. 

Eelland  kommt  bei  Gelegenheit  einer  specieUen  Untersuchung 
noch  einmal  auf  die  allgemeinen  Cresetze  der  Wellenbewegrung  in 
einem  aus  Molekeln  aufgebauten  isotropen  Medium  zurück*^*).  Sind 
Xj  y,  e  die  Coordinaten  irgend  einer  Molekel  im  Gleichgewichts- 
zustande, ^in(p(r)  die  Gesamtwirkung  aller  Molekeln  auf  eine  im 
Ursprung  des  Coordinatensystems  befindliche,  und  wird  diese  letztere 
nach  I,  1},  ^  verschoben,  so  ist  nachher  die  Gesaratwirkung  der 
übrigen  auf  sie: 

=^»w9>W  +  ---+^»'»aO( — --^^ — - — )  +••• 

Soll  das  nur  von  der  Gröfse,  nicht  von  der  Richtung  der  Vernickung 
abhängen,  so  dürfen  sich  die  Summen: 

(82)  ^mfir^ixl+yri  +  zi)*' 

von  d*",  also,  wenn  beiderseits  entwickelt  wird,  die  Simimen: 

(83)  2*"/"W^*""*V'*"**^** 

voneinander  nur  durch  leicht  zu  bestimmende  Zahlenfactoren  unter- 
scheiden; also  auch^®^)  alle  diese  Summen  von: 

(84)  2  "»/"W  *^" 

Von    diesem   Hilfssatze    macht    er   nun    folgende    merkwürdige  An- 


5859)  nr.  24,  p.  526.         5860)  ib.  26,  1845,  p.  114. 

6861)  nr.  29,  p.  117. 

6862)  Edinb.  Trans.  16^,  1844,  theor.  1,  p.  516. 
;jj.5868)  Theor.  2,  p.  617. 
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Wendung  ^^^):  er  nimmt  an,  dafs  das  Gesetz  der  Molecolarkräfte  das 
Ncwton'sche  sei  und  die  Yerrückung  in  Richtung  der  x-Axe  falle; 
die  resultirende  Kraft  mufs  dann  aus  Symmetriegrftnden  ebenfalls  in 
diese  Richtung  fallen;  sie  hat  also  den  Wert: 

^m{x.~  I)  [(x  -  D»  +i/+  z*].  (85) 

Indem  er  diesen  nach  Potenzen  von  |  entwickelt  und  die  vorher 
gefundenen  Ausditlcke  für  die  Coefficienten  einsetzt,  findet  er,  dafs 
der  Coefficient  von  ^^**  übereinstimmt  mit  dem  Coefficienten  von 
^2n  +  i  -^  ^gj.  Entwicklung  von  ^♦wr"*""^t/;(a),  wo: 

0 

Aber  dieser  letztere  Coefficient  sei  augenscheinlich  Null;  es  ergebe 
sich  also,  dafs  in  einem  solchen  Medium  durch  eine  Yerrückung 
einer  einzelnen  Molekel  überhaupt  keine  Kraft  auf  diese  ausgelöst 
werde.  Damit  glaubt  er  Earnshaw's  Einwände  gegen  die  Möglich- 
keit der  Geltung  des  Newton'schen  Gesetzes  für  die  Molecularkräfte*'^*) 
endgültig  beseitigt  zu  haben. 

Weiterhin  leitet  er  Cauch/s  Gleichung  §  63  (28)  noch  ab^«*), 
zuerst  mit  Hilfe  derselben  Relationen,  dann  indem  er  die  Summen 
durch  Integrale  ersetzt.  Er  meint ^**),  r\^f{r^  sei  „generally"  Null; 
für  /*(>•)  =  r"  *  sehe  man  das  nicht  unmittelbar,  aber  indem  er  auf 
die  ursprünglichen  Gleichungen  zurückgeht  und  eine  [bedenkliche] 
Vcrlauschung  von  Grenzübergängen  vornimmt,  rechnet  er  auch  für 
diesen  Fall  den  Wert  Null  heraus.  Wenn  man  Summen  statt  der 
Integrale  benutzen  wolle,  werde  man  in  diesem  Falle  auf  die  Frage 
nach  der  Summe  der  Reihe: 

2»^  (87) 


n 


geführt.     Zu  ihrer  Bestimmung  sei  kein  Procefs  bekannt;  wenn  man 
aber  von  der  [divergenten]  Reihe: 

2  sin «a:  -  I  cot-f  -  -—  ^  +  •  •  •  (88) 

5864)  Theor.  3,  p.  518.  Kelland's  Schlüsse  sind  soweit,  aber  auch  nur 
soweit  richtig,  als  man  die  Wirkung  des  Molekelsystems  auf  eine  seiner 
Molekeln  mit  der  Wirkung  einer  homogenen  Hohlkugel  auf  einen  inneren 
Punkt  identificiren  darf. 

5865)  p.  521.         5866)  p.  522. 
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ausgehe,  gelange  man  durch  viermalige  Integration  zu: 

(89)         2^-^10^-  +  ^-+ ^-'-iä  +  --- 

Dabei  sind  ihm  die  Werte  der  Constanten  A  und  D  gleichgültig. 
Das  auf  diesem  Wege  gefundene  Resultat  stimmt  nicht  einmal  im 
Vorzeichen  des  Hauptgliedes  mit  dem  auf  anderem  Wege  gefundenen 
überein;  man  kann  also,  wie  Eelland  selbst  einsieht ^*^),  hier  gar 
nichts  weiter  schliefsen. 

R.  Moon^®^)  polemisirt  lebhaft  gegen  Fresnel.  Er  will  nichts 
davon  wissen,  dafs  man  nur  ein  einzelnes  Teilchen  verrücke;  in 
FresneFs  Bestinmiung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  für  eine 
gegebene  Richtung  findet  er  unerlaubte  Vernachlässigungen;  auch 
findet  er  Schwierigkeiten  in  der  Vorstellung  einer  ganzen  mit 
Schwingungen  gleicher  Phase  besetzten  Kugel  und  glaubt,  das  sei 
der  .Grund,  weshalb  Thomas  Young  seine  Vorstellung  nicht  weiter 
ausgebildet  habe. 

A.  Smith,  auf  dessen  Darstellung^''^)  sich  Moon  berufen  hatte, 
bemerkt  dazu^^^,  er  habe  sich  nicht  genau  ausgedrückt:  dafs  die 
„force  of  restitution"  zur  Verrückung  proportional  sei,  gelte  nur  für 
isotrope  Medien,  für  andere  sei  sie  eine  lineare  Function  der  Ver- 
rückungscomponenten. 

Moon  fährt  dann  fort^*'®):  die  Bewegung  eines  Punktes  in 
bestimmter  Richtung  könne  nicht  dadurch  gefunden  werden,  dafs 
man  den  Ausschlag  nach  den  Coordinaten  zerlege,  die  von  den 
einzelnen  Componenten  ausgelösten  Kräfte  und  die  durch  sie  hervor- 
gebrachten Bewegungen  bestinmie  und  dann  wieder  vereinige;  das 
gebe  nchtige  Resultate  nur,  wenn  die  Elasticitätsfläche  eine  Kugel 
sei.  Femer:  wenn  es  gestattet  sein  würde,  eine  einzelne  Molekel 
isolirt  zu  betrachten,  so  würde  daraus  zusammen  mit  den  übrigen 
Voraussetzungen  sich  ergeben,  dafs  eine  solche,  einmal  in  Bewegung 
gesetzt,  für  alle  Zeiten  fortfahren  müTste  zu  schwingen^  ohne  die 
übrigen  zu  beeinflussen  oder  von  ihnen  beeinflufst  zu  werden. 

Ein  mit  Jesuiticus  zeichnender  Autor  erwidert ^^^):  niemand 
bestreite,  dafs  die  ündulationstheorie  noch  Schwierigkeiten  enthalte. 
Airy's  Auseinandersetzungen,  auf  die  sich  Moon  beziehe,  seien  „more 


6867)  p.  525.  —  Der   Rest   der   Abhandlung   betrifft  Reflexion   und 
Brechung. 

5868)  ib.  27,    1845,   p.  558.     Er   scheint  übrigens,   einer  Äufserung 
(p.  557)  nach  zu  schliefsen,  Fresnel  nur  aus  zweiter  Hand  zu  kennen. 

5869)  ib.  28,  1846,  p.  48.         5870)  ib.  p.  134.         5871)  ib.  p.  144. 


^ 
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an  Illustration  than  anything  eise".  Das  Abbrechen  der  betrachteten 
Entwicklungen  verlange  nur,  dafs  h  klein  gegen  die  Wellenlänge  sei. 
Moon  wiederholt ^®^*),  dafs  es  nicht  ausreiche,  nur  die  Ver- 
rückung eines  einzelnen  Teilchens  zu  betrachten.  Die  letzte  Be- 
merkung von  Jesuiticus  sei  richtig,  wenn  man  schon  mit  einer  ein- 
fachen harmonischen  Schwingung  zu  thun  habe;  aber  das  sei  eben 
nicht  der  Fall^''^. 

§  101.     Selbständige   englische  Untersuchungen  zur  Optik. 

Green  und  Mac  Cullagh. 

G.  Green ^^*)  knüpft  zwar  an  Cauchy^s  moleculartheoretisch- 
optische  Untersuchungen  an,  findet  aber  gleich,  die  Voraussetzung, 
dafs  die  Molecularkraft  zwischen  zwei  Molekeln  in  ihre  Verbindungs- 
linie falle,  sei  „rather  restrictiye'^  namentlich  wenn  man  sie  auf 
Teilchen  anwende,  die  noch  durch  mechanische  Teilung  weiter  zerlegt 
werden  könnten,  da  doch  z.  B.  Krystallisationserscheinungen  auf  eine 
gewisse  Polarität  in  diesen  Teilchen  deuteten.  Es  sei  daher  besser, 
diesen  Weg  ganz  zu  verlassen  und  von  dem  Begriffe  der  potentiellen 
Energie  auszugehen*^^^).  Dann  könne  man  die  Methoden  der 
mecanique  analjüque  anwenden.  Dispersionsterme  wolle  er  dabei 
weglassen,  als  für  diese  Untersuchung  nutzlosen  Ballast ^^^. 

Demgemäfs  betrachtet  er  die  Kräftefunction  als  eine  Function 
der  drei  Dilatationen  x^,  y  ,  z^  und  der  drei  Verdrehungswinkel  a?  , 
y^,  z^  und  stellt  sie  sich  als  nach  homogenen  Functionen  dieser 
GrÖfsen  entwickelt  vor: 

9  =  9o+  9i+9iH •  (1) 

<Pi  müsse  wegfallen,  wenn  der  Buhezustand  ein  Gleichgewichtszustand 
sein  solle;  ip^  enthält  im  allgemeinen  21  Coefficienten,  wenn  aber 
die  Coordinatenebenen  Symmetrieebenen  sind,  nur  neun^^^): 

g>^=Ga^^  +  ''  +  Ly]  +  '"  +  2Py^z^+  ...  (2) 

Ist  überdies  Symmetrie  rund  um  die  jr-Axe  vorhanden,  so  mufs: 

G=^H=2N+B,     L^M,     P^Q  (3) 

sein,  sodals  nur  fünf  Coefificienten  voneinander  xmabhängig  bleiben  ^^^). 

6872)  ib.  p.  216.         6873)  ib.  p.  218. 

6874)  Gambr.  Trans.  7^ ,  1839,  p.  1,  vom  Dec.  1837;  papers  p.  246. 
6876)  Den  Terminus  „potentielle  Energie**  hat  er  nicht,  wohl  aber 
den  Begriff. 

6876)  p.  248.         5877)  p.  261.         6878)  p.  262. 
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Für  einen  isotropen  Körper  endlich  bat  die  Potentialfunction  die 
Gestalt: 

(4)  G  (4  +  .  .  .)  +  X  (yf  +  •  •  •)  +  (2  a-4.L)  {y^z^  +  •  •  •) 
oder  mit  anderer  Bezeichnung  der  Coefficienten"'^^'*): 

(5)  _  ^ff«  _  B  { yi  +  ;,»  +  ^  _  4  {x,y^  +  y^z,  +  r,x,) )  • 

Die  Bewegungsgleichungen  und  die  Grenzbedingungen  erhält  er 
hieraus,  indem  er  den  gefundenen  Ausdruck  der  potentiellen  Energie 
in  die  Gleichungen  einsetzt,  die  dorch  Verbindung  des  d'Alembert'- 
schen  Princips  mit  dem  der  virtuellen  Verrückungen  entstehen,  über 
den  ganzen  Baimi  integrirt  und  die  Ableitungen  der  Variationen 
durch  partielle  Integration  entfernt.  Für  isotrope  Mittel  lauten  die 
so  abgeleiteten  Differentialgleichungen^^: 

(6)  |;f_^.||.  +  B(^.,_il),... 

Eine  etwas  spätere  Abhandlung  ^^^)  behandelt  anisotrope  Mittel. 
Es  sei  „quite  hopeless'^,  ohne  eine  einschränkende  Voraussetzung 
vorzugehen;  er  wolle  daher  untersuchen,  welche  Beziehungen  zwischen 
den  21  Uoefficienten  vorhanden  sein  müssen,  damit  die  Wellen  wie 
bei  Fresnel  genau  transversal  werden.  Es  sei  bemerkenswert,  dafs 
man  dann  für  die  Polarisationsebenen  und  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten dieselbe  Construction  wie  Fresnel  erhalt«,  wenn 
man  nur  mit  Cauchj  gegen  Fresnel  annehme^  dafs  die  Schwingungs- 
richtung in  die  Polarisationsebene  falle.  Wenn  man  noch  Anfangs- 
druckkräfte annehme,  müsse  auch  noch  die  Bedingung  erfüllt  sein, 
dafs  die  Wellengeschwindigkeit  für  irgend  zwei  von  den  drei  Wellen 
dieselbe  ist,  die  zu  einem  Hauptschnitte  parallel  sind;  mit  dieser 
Zusatzhypothese  erhalte  man  dann  vollständige  Übereinstimmung  mit 
Fresnel,  auch  in  Beziehung  auf  die  Lage  der  Schwingungs-  zur 
Polarisationsebene.  Er  führt  zunächst  ^^*)  die  Voraussetzung  der 
Symmetrie  zu  den  Coordinatenebenen  ein,  durch  die  sich  die  6  -|~  21 
CoefQcienten  auf  3  +  9  reduciren,  und  versucht  den  so  vereinfachten 


5879)  p.  253.  Er  bemerkt,  er  habe  diese  Resultate  zuerst  direct  von 
der  allgemeinsten  Form  aus  erhalten,  ohne  die  Zwischenresultate  (2)  und  (3) ; 
aber  diese  seien  auch  an  und  für  sich  wichtig. 

5880)  p.  254.  Er  nimmt  dabei,  wenn  auch  nicht  ohne  Bedenken,  an, 
die  beiden  Elasticitätsconstanten  des  Äthers  seien  in  allen  isotropen  Mitteln 
dieselben. 

5881)  Cambr.  Trans.  7,,  1841,  p.  121  (vom  Mai  1889);  papers  p.  293. 

5882)  p.  296. 
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Differentialgleichungen  durch  ebene  Wellen  zu  genügen  ^^^).  Er 
findet,  dafs  zwei  von  den  drei  zu  gegebener  Stellung  der  Wellen- 
ebene möglichen  Schwingungen  genau  transversal  sind,  wenn: 

a^H^I,     P-G  —  2X,     Q^H-2M,     E^I-2N    (7) 

ist,  sodaüs  3  +  4  Coefficienten  übrig  bleiben.  Er  bespricht  zunächst**®*) 
den  Fall,  dafs  keine  Anfangsdrucke  vorhanden  sind,  was  auf  Cauchy's 
Annahme  *^^^)  führt.  Hierauf  nimmt  er  die  Anfangsdrucke  mit 
hinzu;  wenn  man  dann  Fresners  Hypothese  von  der  Unabhängigkeit 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Lage  der  Wellenebene 
nur  fdr  die  Coordinatenebenen  in  Anspruch  nehme,  erhalte  man  die 
Relationen: 

A-L=^B  —  M^C  —  N  (8) 

und  damit  eine  Construction  der  Wellenfläche,  die  mit  der  FresneFs 
unter  FresneFs  Annahme:  Schwingungsebene  senkrecht  zur  Polari- 
sationsebene, identisch  ist.  Weiter  ninmit  er  den  Fall  vor*®^),  dafs 
alle  21  Coefficienten  stehen  bleiben,  aber  nicht  die  sechs,  die  von 
den  Anfangsdrucken  abhängen;  er  findet,  dafs  auch  dann  die  Forde- 
rung streng  transversaler  Wellen  auf  ein  Elasticitätsellipsoid  fährt, 
das  durch  eine  Drehung  der  Coordinatenaxen  auf  den  vorher  be- 
sprochenen Fall  zurückgeführt  werden  kann.  Endlich  zeigt  er,  dafs 
dasselbe  auch  noch  gilt,  wenn  man  die  Anfangsdrucke  hinznnimmt. 
Von  J.  Mac  Cullagh's  Untersuchungen  über  Brechung  und 
Reflexion  an  Krjstallen  findet  sich  die  erste  Mitteilung  in  einem 
Briefe  an  Brewster**^*).  Er  spricht  hier**®')  seine  Auffassung  aus, 
dafs  die  Schwingungsebene  mit  der  Polarisationsebene  zusammenfalle 
(mit  Cauchy  gegen  Fresnel),  und  giebt  für  den  Zusammenhang 
zwischen  den  Druckcomponenten  X^^, . . .,  den  Brechungsindices  a,  &,  c, 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V  in  dem  isotropen  Medium,  in 
das  aus  dem  Krjstall  heraus  Brechung  stattfindet,  und  der  nach 
seiner  Annahme  in  allen  Medien  gleich  grofsen  Dichte  ^  des  Äthers 
Gleichungen  der  Form: 

X,=  -2  7«9(c»y^+6»r,),...;     r,=  a»y,7»(., . . .        (9) 

Die  Werte  der  Y^  seien  dieselben  wie  bei  Cauchy,  X^,  . .  .  dagegen 
viel  einfacher;  man  könne  Cauchy  s  Ausdrücke  zu  näherer  Überein- 
stimmung mit  den  scinigen  bringen,  wenn  man  auch  bei  Cauchy  die 
Voraussetzung  einfähre,  dafs  keine  Dichtigkeitsänderungen  stattfinden. 


5888)  p.  301.         5884)  p.  306.         5885)  p.  307. 

5886)  Phil.  mag.  (3)  8,  1836,  p.  103;  coli,  works  p.  76. 

5H87)  Ebenso  schon  Brit.  .%88.  rep.  f.  1835;  works  p.  66. 
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Da  die  Folgerungen  dieser  Theorie  mit  Versachen  Seebeck's 
teilweise  stimmten,  teilweise  nicht,  konmit  Mac  Gnllagh  auf  die 
Frage  zurück  ^^^).  Er  habe  im  Anschlufs  an  Cauchj  eine  Belation 
zwischen  den  Druckcomponenten,  die  er  bei  einfach  brechenden 
Medien  beobachtet  habe,  auch  für  doppelt  brechende  ohne  weiteres 
als  gültig  angenonmien^^^).  Das  sei  nicht  richtig;  man  müsse  sie 
vielmehr  durch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  ersetzen.  Er 
recapitulirt  dann  noch  einmal  seine  Grundannahmen:  Dichtigkeit  des 
Äthers  in  allen  Medien  dieselbe;  Schwingungsebene  und  Polarisations- 
ebene fallen  zusanmien^^^);  Erhaltung  der  Energie;  die  Schwingungen 
parallel  der  Trennungsebene  sind  in  beiden  Medien  äquivalente^). 

In  einer  ausführlicheren  Darstellung^^*)  erzählt  er,  er  sei  auf 
dieses  Princip  der  „Äquivalenz  der  Schwingungen  in  der  Grenzebene" 
gefOhrt  worden,  als  er  Fresnel's  algebraischen  Ausdruck  für  die 
einfach  brechenden  Medien  in  eine  geometrische  Construction  um- 
zusetzen versucht  habe;  er  sei  aber  zuerst  durch  den  Umstand  auf- 
gehalten worden,  dalÜB  er  mit  Fresnel  die  Schwingungen  senkrecht 
zur  Polarisationsebene  angenommen  habe.  Er  habe  daher  mit 
Interesse  Cauch/s  entgegengesetzte  Ansicht  ^^^)  kennen  gelernt.  In- 
zwischen habe  er  zwar  die  Schwierigkeiten  ziun  Teil  überwimden 
gehabt,  indem  er,  statt  der  Schwingungen,  Flächen  geometrisch 
addirt  habe;  doch  habe  er  sich  zu  Cauch/s  Auffassung  bekehrt. 
Um  dann  das  Energieprincip  aufrecht  zu  erhalten,  sei  er  zu  der 
Annahme  genötigt  gewesen,  dafs  der  Äther  in  allen  Mitteln  gleich 
dicht  sei.  FresneFs  Annahme  einer  Änderung  der  Dichtigkeit  mit 
dem  Brechungsindex  lasse  sich  auf  doppeltbrechende  Medien  überhaupt 
nicht  übertragen.  Die  Annahme  constanter  Dichte,  die  von  Challis  (§  96) 
vertreten  werde,  stimme  auch  mit  den  Erscheinungen  der  Aberration. 
Fresnel  nehme  die  Äquivalenz  nicht  für  die  ganze  resultirende 
Schwingung  an,  sondern  nur  für  ihre  Gomponente  parallel  zur 
Trennungsebene.     In  einer  Note^®**)  erwähnt  Mac  Cullagh  Schwierig- 


\ 


5888)  Phil.  mag.  (3)  10,  1837,  p.  42;  works  p.  83. 

5889)  Nähere  Ausführungen  über  diesen  Punkt  p.  86. 

5890)  Vgl.  auch  die  Fufsnote  p.  91/92,  in  der  er  auf  den  wieder- 
holten Wechael  in  Cauchy's  Äufserungen  über  diesen  Pimkt  aufmerksam 
macht. 

5891)  p.  86  erläutert  er  das  noch  näher:  die  geometrische  Summe 
des  einfallenden  und  des  reflectirten  Strahles  müsse  gleich  der  geo- 
metrischen Summe  der  verschiedenen  gebrochenen  Strahlen  sein. 

5892)  Dubl.  Trans.  18,  1838,  p.  81,  vom  Jan.  1837;  works  p.  87;  franz. 
J.  de  math.  7,  1842,  p.  217. 

5893)  p.  98. 


§101.  Selbständige  engl.  Untersuchgn.  Z.Optik.  Green  u.  Mac  Cnllagh.     1169 

keiten,  die  daraus  entstehen,  daüs  durch  das  £nergieprincip  eine 
quadratische  Gleichung  hereingebracht  wird,  während  alle  übrigen 
auftretenden  Gleichungen  linear  sind. 

Eine  Schlulsbemerkung^«^)  erwähnt,  dafs  Mac  Collagh  Fr.  Neu-  \ 
mann's  Untersuchungen  erst  nachträglich  kennen  gelernt  habe.  Dies 
führte  zu  einer  Beclamation  Neumann's^^^)  und  zu  einer  Replik 
MacCullagh's  ^^).  Neumann  findet,  Mac  Cullagh  habe  seine  Ursprung-  : 
liehe  Auffassung  geändert  und  dafür  die  seinige  (Neumann's)  acceptirt, 
als  Seebeck's  Versuche  die  Unverträglichkeit  der  Folgerungen  aus 
der  ersteren  mit  der  Erfahrung  nachgewiesen  hätten.  Mac  Cullagh 
beruft  sich  dem  gegenüber  darauf,  dafs  Neiunann  später  publicirt 
habe;  bei  Seebeck  sei  Neumann  nicht  erwähnt. 

Zwei  Jahre  später  folgt  noch  einmal  eine  systematische  Dar- 
stellung ^®^^.  Mac  Cullagh  ist  inzwischen  zur  Überzeugung  ge- 
kommen, dafs  die  Gesetze  der  Reflexion  und  die  der  Doppelbrechung 
selbst,  bezw.  der  Lichtbewegung  im  Innern  eines  Erjstalls,  enge 
zusanunenhängen  und  sich  aus  einer  gemeinsamen  Quelle  erklären 
lassen  müssen.  Er  präcisirt  jetzt  seine  Voraussetzungen  noch  näher 
dahin^  dafs  im  Äther  überhaupt  keine  Dichtigkeitsändenmg  möglich 
sei,  sodafs  nur  transversale  Wellen  auftreten.  Dann  schickt  er 
einige  Lemmata  voraus,  deren  zweites  ^^)  ausdrückt,  dafs  der  Rotor 
eines  Vectors,  der  Rotor  des  Rotors  u.  s.  w.  gegenüber  orthogonaler 
Coordinatentransformation  sich  covariant  verhalten.  Hierauf  sucht 
er  einen  Ausdruck  für  das  Potential  der  elastischen  Kraft  ^**). 
Indem  er  davon  ausgeht,  dafs  keine  Dichtigkeitsänderungen  statt- 
finden, kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  dafs  es  nur  von  den  Rotor- 
Componenten: 

abhängen  könne;  und  damit  stabiles  Gleichgewicht  möglich  sei,  müsse 
es  eine  definite  quadratische  Form  von  diesen  sein,  sich  also  durch 
eine  Coordinatentransformation  auf  die  Form: 

5894)  p.  137. 

5895)  Dubl.  Proc.  1,  1841,  p.  229;  Mac  CuDagh's  Works  p  140;  vom 
Oct.  1838. 

5896)  ib  p.  282  bezw.  p.  142.  Vgl.  auch  W.  R.  Hamilton 's  presidential 
address,  Dubl.  Proc.  1,  p.  217,  die  mir  aber  doch  über  die  nachträglichen 
Änderungen  Mac  Oullagh's  zu  leicht  hinwegzugehen  scheint. 

5897)  Dubl.  Traüa.  21,  1848,  p.  217,  vom  Dec.  1839;  works  p.  145. 

5898)  p.  149.         5899)  nr.  3.  p.  154. 
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reduciren  lassen.  Aus  dem  so  gefundenen  Ausdrucke  für  das 
Potential  leitet  er  dann  die  Bewegnngsgleichnngen  durch  Anwendung 
des  Variationsprincips  nach  Lagrange  ab^^;  er  erhält: 

^     ^  di*  cy  dz  ^ 

Ist  die  Wellenebene  zur  o;^- Ebene  parallel,  so  lassen  sich  X,  F,  Z 
durch  die  Ableitungen  der  Yerrückungen  nach  z  ausdrücken. 

Ein  Nachtrag  ^•^^)  bringt  die  Gleichungen  durch  EinftLhmng 
eines  neuen  Vectors,  dessen  Componenten  $j,  r\^^  ^^  mit  denjenigen 
der  Verrückung  durch  die  Gleichungen: 

fl3)  j=.^-^    ... 

verbunden  sind,  auf  die  Form: 

(U)  ^/Z  =  -  a»X,  . . . 

Dieser  neue  Yector  habe  dieselben  Eigenschaften  wie  der  Yerrückungs- 
vector  in  der  FresneFschen  Theorie. 

Einige  Auseinandersetzungen  principieller  Natur  finden  sich 
noch  in  einer  späteren  Note^*®*),  die  hauptsächlich  von  Circular- 
polarisation  handelt.  Poisson^^)  habe  sich  sogleich  ablehnend 
gegen  Cauchjr's  Molecularoptik  verhalten  ^^'j;  seine  Einwendungen 
seien  aber  von  Mathematikern  wenig  beachtet  worden,  „who  were, 
perhaps,  not  disposed  to  scrutinize  too  closelj  anj  hjpothesis  which 
gave  transversal  vibrations  as  a  result".  Erleichtert  sei  das  worden 
durch  die  grofse  Anzahl  der  in  Cauchy's  Formeln  auftretenden  Con- 
stanten, indem  man  durch  Annahme  willkürlicher  Relationen  zwischen 
ihnen  leicht  jedes  gewünschte  Resultat  habe  erhalten  können.  Cauchy 
selbst  habe  das  oft  gethan;  so  setze  er  in  seiner  Theorie  der  Doppel- 
oder vielmehr  dreifachen  Brechung'^'®)  drei  Constante  gleich  Null  und 
zwischen  den  sechs  anderen  „very  stränge  and  improbable  relations" 
an.  Nachher  habe  er  seine  Ansicht  geändert,  die  vorher  beseitigten 
Constanten  wieder  eingeführt  und  neue  Relationen  angenommen  und 
sei    so    zu    dem    Schlüsse    gekommen,    dafs    die    Schwingungen    zur 


5900)  nr.  4,  p.  157. 

5901)  Dubl.  Proc.  2,  1844,  p.  96;  vom  Mai  1841;  works  p.  187. 

5902)  Dubl.  Proc.  2,  1844.  p.  139;  vom  Nov.  1841;  workd  p.  194.  Die 
Note  ist  als  erste  einer  Anzahl  von  „Noten  über  die  Lichttheorie"  be- 
zeichnet, doch  sind  keine  weiteren  unter  diesem  Titel  erschienen. 

5903)  p.  209. 
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Polarisationsebene  senkrecht  seien.  Aber  auch  die  Resultate  dieser 
neuen  Theorie  stimmten  mit  FresneFs  Experimenten  nicht  überein;  die 
Differenzen  seien  nicht  etwa  zu  vernachlässigen,  sondern  von  der- 
selben Gröfsenordnung  wie  die  Doppelbrechung  selbst '^•^).  In 
Gaachy's  Anwendung  seiner  Theorie  auf  Reflexion  und  Brechung 
liege  eine  Verwechslung  zwischen  der  Intensität  (lebendigen  Kraft)  der 
Ätherbewegung  und  dem  halben  Quadrat  der  Geschwindigkeit  vor^^*); 
das  letztere  müsse  noch  mit  der  Masse  des  in  Bewegung  befindlichen 
Äthers,  die  in  dem  in  Betracht  kommenden  Falle  sehr  klein  sei, 
multiplicirt  werden,  um  die  erstere  zu  erhalten.  Der  Verbreitung 
von  Oauchy's  Theorie  sei  wahrscheinlich  auch  förderlich  gewesen, 
daJGs  eine  im  wesentlichen  übereinstimmende  um  die  gleiche  Zeit  von 
F.  Neumann  aufgestellt  worden  sei.  Auf  strahlende  Wärme  oder 
chemische  Wirkimg  dürfe  man  übrigens  den  „dritten  Strahl^^  nicht, 
wie  Neumann  gethan,  schieben;  diese  Erscheinungen  folgten  höchst 
wahrscheinlich  denselben  Gesetzen  wie  das  Licht;  und  mit  „irgend 
einem  anderen  Agens"  könne  man  nichts  anfangen.  Zum  Schlufs 
drückt  er  seine  Meinung  dahin  aus,  dafs  Cauchj  besser  gethan  hätte, 
bei  der  Elasticitätstheorie  fester  Körper  zu  bleiben  und  die  Optik 
ganz  zu  lassen. 

In  einer  folgenden  Note^^*)  giebt  Mac  Cullagh  noch  eine  etwas 
allgemeinere  Auffassung.  Man  könne  annehmen,  dafs  in  dem  Aus* 
drucke  des  Potentials  nicht  allein  die  Rotorcomponenten  auftreten, 
sondern  auch  ihre  Ableitungen.  Aber  dieser  Ansatz  sei  noch  zu 
allgemein;  eine  naheliegende  Specialisirung  sei,  anzunehmen,  dafs  die 
Ableitungen  auch  nur  wieder  in  denselben  Verbindungen  auftreten, 
also  rot,  rot  rot,  rot  rot  rot,  ...  Er  sei  auf  diese  Hypothese  schon 
vor  drei  Jahren  gekommen,  habe  ihr  aber  erst  neuerdings  die 
erforderliche  Aufmerksamkeit  geschenkt.  Wenn  man  sie  mit  Fresnel's 
Gesetzen  in  Übereinstimmung  bringen  wolle,  dürfe  man  nur  Glieder 
aufnehmen,  in  welchen  die  Operation  rot  eine  ungerade  Anzahl  von 
Malen  wiederholt  wird.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  des 
Elasticitätsellipsoids  lassen  sich  dann  nach  fallenden  Potenzen  des 
Quadrats  der  Wellenlänge  entwickeln. 

Bald  darauf  fügt  er  noch  bei^^^):  wenn  man  Glieder  mitnehme, 
in  welchen  die  Operation  rot  eine  gerade  Anzahl  von  Malen  wieder- 
holt ist,  erhalte  man  auch  noch  für  jede  Farbe  zwei  optische  Axen  und 


6904)  p.  211.         5905)  Note  auf  p.  212. 

5906)  Phil.  mag.  21,  1842,  p.  293;  werk»  p.  224. 

5907)  Phil.  mag.  21,  1842,  p.  407;  works  p.  227. 
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denselben  Ausdruck  für  die  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten, aber  einen  anderen  für  ihre  Sunune. 
Die  Bedeutung  dieses  Resultats  lasse  sich  einfach  für  optisch  ein- 
axige  Krystalle  aussprechen;  hier  erhalte  man  als  Wellenfläche,  statt 
Kugel  und  Rotationsellipsoid,  zwei  Ellipsoide.  Um  die  Zulässigkeit 
der  Annahme  zu  prüfen,  müsse  man  das  Verhalten  des  ordentlichen 
Strahles  genauer  untersuchen. 

Eine  andere  Gruppe  von  Untersuchungen  Mac  Cullagh's  be- 
schäftigt sich  mit  der  Circularpolarisation.  Die  erste  hierher  ge- 
hörige Note^**®)   setzt  für  sie  Differentialgleichungen  der  Form  an: 

(15)  at«-^a.«  +  ^a7.' 

die  Gonstanten  hängen  dabei  noch  von  der  Richtung  der  Fort- 
pflanzung ab,  in  die  die  z-Axe  verlegt  ist.  Mac  Cullagh  zeigt,  da£s 
diesen  Gleichungen  durch  eine  einfache  elliptische  Schwingung: 

(16)  I  =  cos  -p  (st  —  5r),      ty  =■  X  sin   ,   (st  —  z) 
genügt  werden  kann,  wenn: 

(17)  s'=Ä-^^CK=^B-^-f^^- 

genommen  wird. 

Eine  etwas  spätere  Note  fügt  noch  bei^*^):  um  die  Glieder 
mit  C  in  die  Differentialgleichungen  herein  zu  bekommen,  müsse 
man  in  den  Ausdruck  des  Potentials  der  elastischen  Kräfte  einen 
Term: 

^     ^  \cz  dz*       dz  dz*/ 

au&ehmen. 

Ausführlichere  Angaben  finden  sich  in  der  schon  erwähnten 
Note*^*).  Mac  Cullagh  knüpft  an  Cauch/s  Briefe »*'^*^)  an,  findet 
aber,  allein  schon  der  Umstand,  dafs  auch  in  Flüssigkeiten  Circular- 
polarisation auftreten  könne,  führe  die  Annahme  ad  absurdum,  dafs 


6908)  Dubl.  Trans.  17,  1837,  p.  461,  vom  Febr.  1886;  works  p.  63.  p.  72 
giebt  er  an,  wie  er  auf  diesen  Ansatz  gekommen  sei:  er  sei  von  einer 
durch  Fresnel  experimentell  festgestellten  Beziehung  ausgegangen,  habe 
zunächst  nur  Strahlen  längs  der  Axe  betrachtet  und  da  bemerkt,  dafs 
man  die  letzten  Coefficienten  in  den  beiden  Gleichungen  entgegengesetzt 
gleich  nehmen  müsse. 

6909)  Dubl.  Proc.  1,  1841,  p.  386,  vom  Jan.  1840;  coli,  works  p.  186. 
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• 
es  sich  bei  dieser  um  elliptisch  polarisirtes  Licht  handle.     Er  geht 

daher  auf  seine  Gleichungen  (15)  zurück,  deren  „obscure  and  oracnlar 
form^,  wie  Whewell  sich  ausdrücke,  daher  komme,  dafs  er  damals 
eine  mechanische  Erklärung  zwar  gesucht,  aber  nicht  gefunden  habe. 
Mit  Cauchy's  Molecularhypothesen  seien  sie  allerdings  nicht  ver- 
träglich. Cauchj  nenne  den  Äther  ein  Fluidum,  behandle  ihn  aber 
wie  einen  festen  Körper;  seine  (Mac  CuUagh's)  Meinung  sei,  dafs  er 
„of  a  peculiar  kind,  differing  from  all  ponderable  bodies^^  sei,  indem 
er  absolut  nicht  imstande  sei,  Dichtigkeitsänderungen  anzunehmen 
oder  fortzupflanzen.  Bei  einem  Versuche,  die  Gleichungen  (15)  aus 
mechanischen  moleculartheoretischen  Vorstellungen  abzuleiten,  habe 
er  immer  in  beiden  Gleichungen  dasselbe  Vorzeichen  vor  C  erhalten, 
während  doch  eine  Zeichenverschiedenheit  hier  für  die  Erklärung 
der  Erscheinungen  wesentlich  sei.  Damit  falle  aber  überhaupt 
Cauchy's  ganze  Moleculartheorie,  nicht  nur  die  der  Circular- 
polarisation.  Diese  Auffassung  habe  er  sich  seit  sechs  Jahren  [also 
seit  1835]  gebildet,  sie  auch  mündlich  mitgeteilt,  aber  nichts  dar- 
über publicirt,  bis  auf  eine  unbestimmte  Andeutung.  Inzwischen 
habe  aber  Cauchj's  Auffassung  so  viele  Anhänger  gefunden,  dafs  er 
für  nötig  halte,  dagegen  aufzutreten. 

Um  den  Widerspruch  im  einzelnen  nachzuweisen,  verkürzt  er*^^®) 
Cauchy's  Gleichungen  §  63  (17)  durch  Weglassung  derjenigen  Glieder, 
die  auf  longitudinale  Schwingungen  führen,  zu: 

t  (19) 

dabei  bedeuten  /',  g^  h  Fimctionen  der  Molecularkräfte.  In  einem 
symmetrischen  Medium  kann  man  h  durch  geeignete  Wahl  der  Axen 
zu  Null  machen,  aber  nicht  in  einem  unsymmetrischen.  Indem  er 
dann  die  Gleichungen  (16)  einer  elliptischen  Schwingung  einsetzt, 
erhält  er  zur  Bestimmung  von  x  eine  quadratische  Gleichung  mit 
imaginären  Wurzeln,  was  der  Erfahrung  widerspreche.  Übrigens 
seien  in  einem  solchen  Medium  auch  keine  geradlinig  polarisirten 
Schwingungen  möglich. 

Endlich  ist  noch  eine  kurze  Notiz ^^^^)  zu  erwähnen,  die 
Laurents  ^^)  Integrale   seiner  Differentialgleichungen  fttr  unrichtig, 

6910)  p.  202.    Dafs  diese  Weglassung  den  Schlufs  nicht  beeinträchtige, 
erörtert  er  p.  206  noch  näher. 

6911)  Brit.  ass.  report  for  1843,  p.  7;  coli,  works  p.  249. 
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die  richtigen  Integrale  dieser  Gleichungen  fOr  mit  der  Erfiahnmg 
nicht  übereinstimmend  erklärt. 

G.  B.  Airy^^^')  giebt  zur  Darstellung  der  magnetischen  Drehung 
der  Polarisationsebene  des  Lichte  Gleichungen  der  Form: 

^"^^^  a««       ^aa:«  +  ^ä"r      ct^'^'^cx'       ^  dt 

Er  zeigt,  dafs  sie  durch: 

(21)    ''±»f  =  «^(v'('-.|)|    "^t    4-l±4(8^)' 
^T<?-exp{?J-*(^  +  ^yj     mit   <=  1-^4(2«) 

beMedigt  werden  (die  oberen  und  die  unteren  Zeichen  gehören 
jedesmal  zusammen);  dabei  wird  also  i'__  >  r^,  aber  «?_  <  ir^,  wie 
es  sein  mufs.  Übrigens  bemerkt  er,  dafs  man  mit  demselben  Effect 
ßt^tt  eilet  auch  c^^fct^  oder  c^^cx^dt  u.  s.  w.  hätte  einführen 
können.  Auf  eine  mechanische  Begründung  der  Differentialgleichungen 
verzichtet  er  ausdrücklich. 

.    §  102.     Die  Einführung 
der  Fourier'schen  Wärmeleitungstheorie  in  England  durch 

P.  Eelland  und  W.  Thomson. 

Die  französischen  Untersuchungen  über  Wärmeleitung  scheinen 
in  England  zuerst  durch  das  Buch  von  P.  Kelland^^^^)  bekannt 
geworden  zu  sein.  Doch  will  sich  Kelland  bei  der  Untersuchung 
der  Wärmeleitimg  auf  complicirte  Integrationen  von  Differential- 
gleichungen nicht  einlassen  und  daher  auch  lieber  an  Fourier  als 
an  Poisson  anschliefsen.  Demgemäfs  behandelt  er  zunächst  ^^^^)  die 
stationäre  Wärmebewegung  in   einem  „rechteckigen  Körper  von  un- 

6912)  Phil.  mag.  (3)  28,  1846,  p.  475.  —  In  einer  mir  nicht  zu^ng- 
lichen  Note  von  J.  Cookie,  mechauic's  magazine  47,  1847,  p.  57ö  wird 
nach  dem  Bericht  in  den  Fortschr.  d.  Phys.  S,  p.  684  gezeigt,  dafs  die 
Gleichungen  (20)  als  Specialfölle  unter  O'Brien's  allgemeinen  Ansätzen****) 
enthalten  sind  [was  übrigens  nicht  viel  besagen  willj. 

6918)  Theory  of  heat,  Cambridge  and  London  1837.  Die  Vorrede 
tadelt,  dafs  die  französischen  Autoren  unter  theorie  de  la  chaleur  immer 
nur  die  Wärmeleitung  und  Strahlung  verstehen  [vgl.  übrigens  *^'**)]; 
Kelland  veriangt  eine  Theorie,  die  aufserdem  auch  noch  die  Erscheinungen 
der  Ausdehnung  durch  die  Wärme  umfasse,  giebt  aber  zu,  dafs  eine 
solche  zur  Zeit  noch  nicht  möglich  sei.  übrigens  sieht  er  (nr.  1,  p.  1)  in  der 
Wurme  lieber  eine  Substanz  („caloric")  als  eine  Schwingungsbewegung. 

5914)  nr.  50,  p.  35. 
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begrenzter  Länge^,  d.  h.  die  Integration  der  Differentialgleichang 
§  38  (3)  unter  den  dort  angegebenen  Bedingungen  ^^^'^),  dann  aucb 
unter  der  Bedingung: 

t;  =  0    für    y  =  0,  (1) 

die  auf  eine  Sinusreibe  führt  ^^^^).  Das  Resultat  des  letzteren  Falles 
bringt  er  durch  Rechnung  mit  Exponentialgröfsen  imaginären  Argu- 
ments  auf  die  Gestalt  eines  Poisson'scben  Integrals  ^^^^.  Die  Wärme- 
leitung in  einem  unendlicb  langen  quadratischen  Prisma  behandelt 
^y59i8^  wie  Fourier;  eine  dabei  auftretende  Schwierigkeit  *^^^)  umgeht 
er  durch  die  Wendung  „this  appears  to  be  a  Solution  having  quite 
sufficient  generality".  Die  Fourier'sche  Darstellung  einer  willkür- 
lichen Function  durch  eine  Sinus -Cosinusreihe  giebt  er  ebenfalls  in 
der  unzulässigen  Form  §  38  (30).     Als  Beispiele  bringt  er: 

a         ^7  sin  na  cos  nx    ^^  ^n  (1  —  cos  na)  sin  nx 
Y+^  n  *"^     ~         "n 

TT  fOr  0<a?<a,  W  ^**) 

—  r  -  + /.  —j  [(nasinncc — l-t-cos«a)cosna;— (sin«a — nacosna)  sintto;]  | 
H I  +^^  -    [(sin«j3— sinwa)co8«rc4-(cosnj3 — cos  na)  sin  »a?]| 

Icx      für  0<a:<a, 
Ca        „    a<ix<^ß^ 
f(27t-x)  „    /3<a;<2n;. 

Die  erste  Formel  und  einen  speciellen  Fall  (cc  =  ß)  der  zweiten 
verificirt  er  auch  durch  Rechnen  mit  Exponentialfunctionen  com- 
plexen  Arguments;  die  dabei  auftretenden  Schwierigkeiten  betr.  die 
Gültigkeitsgrenzen  schiebt  er  merkwürdigerweise  auf  die  Formel: 

cosO  =  -\(e''^  +  e-'^\  (4) 

die  nur  für  ö  <  7r/2  gelte  ^^^^).  Fourier's  abweichende  Resultate 
[§  38  (24),  (26)],  sowie  überhaupt  „nearly  all  Mr.  Fourier's  series" 
erklärt  er  für  erroneous^**'^"). 

5916)  nr.  61,  p.  48.         5916)  nr.  64,  p.  62.         6917)  nr.  66,  p.  63. 

5918)  nr.  66,  p.  54.         6919)  nr.  68,  p.  59. 

5920;  nr.  69,  p.  63.         5921)  p.  60. 

5922)  nr.  70,  p.  64.  Fourier's  Entwicklangen  gelten  für  ein  anderes 
Intervall  als  diejenigen  Kelland's,  wie  W.  Thomson,  Cambr.  math.  J.  2, 
1841,  p.  26;  math.  phys.  papers  1,  p.  6,  mit  Recht  bemerkt. 
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Weiterbin  wendet  er  sieb  zn  der  Yoraossetzimg,  da&  die 
Wärmeabgabe  von  Molekel  zn  Molekel  nicbt  nacb  dem  Newton-schen 
Gesetz,  sondern  nacb  dem  von  Dnlong  und  Petit  vor  sieb  gebe****). 
Libri's  Lösung**®*)  erklärt  er  för  unbraucbbar;  Libri  babe  Sätze, 
die  nur  für  lineare  Differentialgleicbungen  gelten,  auf  nicbtlineare 
angewendet.  Wie  Libri  will  übrigens  aucb  er  die  Gleicbung  §  55  (l) 
durcb  eine  Entwicklung  der  Form  §  55  (2)  integriren.  Als  erste 
Annäberung  ninrnit  er: 

(5)  VQ^ce-^'+  (a  Binx  +  h  co8x)e'^^-^^^^ 

mit  A  <  1 ;  indem  er  dann  im  Ausdruck  von  T|  das  Quadrat  des 
letzten  Summanden  den  anderen  Bestandteilen  gegenüber  vemacb- 
lässigt  und: 

(6)  Fi-=e-«^'P+c-(^+*^)'e' 

ansetzt,  erbält  er  für  P  und  Q  lineare  Differentialgleicbungen  mit 
Constanten  CoefQcienten.  Von  den  allgemeinen  Integralen  dieser 
Differentialgleicbungen  lälJst  er  alle  diejenigen  Glieder  beiseite,  die 
andere  Perioden  als  2n  baben;  so  kommt  er  inductiv  dazu,  die 
Lösung  in  der  Form  anzusetzen '^®^): 

(7)  K=2  On'-""  +22 («m,  Sin «a;  4-  6«,  cos  nx)  e-C»*-'»'. 

Er  bebauptet,  die  Coefficienten  liefsen  sieb  successive  bestimmen;  die 
Convergenzfrage  läfst  er  unerörtert. 

Dann  kebrt  er  —  docb  obne  es  ausdrücklieb  zu  sagen  —  zu 
Fourier^s  Voraussetzungen  zurück  und  bespricht  die  allgemeine 
Coefficientenbestimmung  in  barmoniscben*^*^)  und  unbarmonischen*^**) 
trigonometrischen  Reihen.  Daus  durcb  diese  letzteren  eine  willkür- 
liche Function  dargestellt  werden  könne,  habe  freilich  Fourier  über- 
haupt nicht,  Poisson*^**)  nur  ungenügend  bewiesen. 

Li  einem  weiterbin  folgenden  geophysikalischen  Capitel  giebt 
Kelland  das  Integral  der  Differentialgleichung  §  54  (32)  unter  der 
Bedingung: 

(8)  V  =»  <p(t)    für    x  =  0 
auch  in  der  Form*^®*^): 


5923)  nr.  78,  p.  69.  6924)  nr.  76,  p.  74. 
6926)  nr.  77,  p.  76.  6926)  nr.  79,  p.  78. 
5927)  nr.  136,  p.  127.  Vgl.  Fourier"^»),  ] 


%  Poisson*"' 


?^ 
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er  leitet  aus  ihr  die  Phasenverschiebung  beim  Eindringen  einer 
periodischen  Wärmebewegung  in  die  Tiefe  ab.  Die  Wärmeleitung 
einer  Kugel,  deren  Temperatur  von  der  geographischen  Länge  un- 
abhängig ist,  behandelt  er^^*®)  in  der  Weise,  dafs  er  die  Gleichung 
durch  Vernachlässigungen  auf  die  der  Wärmeleitimg  in  einem 
Cylinder  reducirt  und  dann  die  Function  J^  sowohl  in  der  Form 
einer  Reihe,  als  in  der  eines  bestimmten  Integrals  benutzt. 

Weiter  hat  namentlich  W.  Thomson  [Lord  Kelvin]  für  die 
Einführung  der  französischen  mathematisch -phjrsikalischen  Methoden 
in  England  gewirkt.  Seine  ersten  Untersuchungen  betreffen  rein 
mathematische  Fragen  und  werden  daher  später  zu  besprechen  sein; 
dagegen  gehört  hierher  eine  Untersuchung  über  die  lineare  Bewegung 
der  Wärme  *^*^),  also  über  die  Integration  der  Differentialgleichung 
§  54  (32).  Thomson  setzt  auseinander,  dafs  man  ihr  Integral  in 
zwei  verschiedenen  Formen  darstellen  könne,  von  denen  die  eine  eine 
willkürliche  Function  von  f,  die  andere  zwei  willkürliche  Functionen 
von  X  enthalte.  Die  erste  dieser  Lösungen  ist  §  37  (8).  Man 
könne  übrigens  mit  ihrer  Hilfe  auch  den  Fall  untersuchen,  dafs  die 
Temperatur  für  x  =  0  eine  gegebene  Function  ^{()  der  Zeit  und 
für  oj  >  0,  ^  =  0  eine  gegebene  Function  f{x)  der  Abscisse  sein 
solle;  man  müsse  dazu  nur  die  Werte  von  f{x)  für  negative  Argu- 
mente passend  wählen,  nämlich  so,  dafs: 


00 


/ 


e-«'  [f{:2ayt)  +  /•(-  2ay0}  ät  =  V^KO  (10) 


werde.      Um    diese    Aufgabe    zu    lösen,    entwickelt    er    ^{i)    in    die 
trigonometrische  Reihe: 

bezw.  in  ein  trigonometrisches  Integral;  es  mufs  dann*""): 

i  if(^)  +  /•(-  ^))  -^Ä,  eof  (x]/^^  cos  (x]/'^ 

werden.     Werden  für  die  Coefücienten  Äj^  Bj  ihre  Integralausdrücke 

6928)  nr.  144,  p.  135. 

5929)  Cambr.  math.  J.  3,  1842»  p.  170  (anonym);  matL  phys.  papers  1, 
p.  10. 

5930)  p.  13.     Eine   beim  Abdruck    zugefügte  Note  fragt:    wie  stark 
mufs  (11)  convergiren,  wenn  (12)  für  alle  x  -^  a  convergiren  soll? 


\ 
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eingesetzt,  so  erhält  man  für  (12)  einen  Ausdruck  durch  ein  ein- 
faches bezw.  Doppelintegral,  also  schliefslich  die  Lösung  in  der 
Gestalt  eines  doppelten  bezw.  dreifachen  Integrals  [das  mit  den  in 
Cauchj's  Wellenabhandlung  (§  43)  benutzten  verwandt  ist].  Zum 
Schlufs  macht  Thomson  darauf  aufmerksam,  dais  es  im  allgemeinen 
nicht  möglich  sein  würde,  mit  Hilfe  dieser  Formeln  einen  willkür- 
lich vorgeschriebenen  Anfangszustand  als  Folge  vorhergehender  Zu- 
stande darzustellen. 

Diese  Frage  wird  in  der  Fortsetzung  der  Abhandlung***^)  noch 
näher  untersucht,  doch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dais  die 
Temperatur  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist****).  Indem  er 
die  Integrationen  ausführt  und  dann  ^  >»  0  einsetzt,  erhält  er:  soll 
ein  Zustand  als  Folge  von  vorausgehenden  seit  t  =  —  oo  angesehen 
werden  können,  so  mufs  er  die  Form  haben: 

(13)  /       /  •  \  /       /  •  \ 

was  zwei  „Wärmewellen"  darstellt,  die  mit  abnehmender  Intensität, 
die  eine  nach  rechts,  die  andere  nach  links  sich  fortpflanzen.  In 
entsprechender  Weise  behandelt  er  auch  noch  den  Fall,  dais  für 
X  =  0  nicht  V  =  i(f)^  sondern: 

(14)  |f  =  Mt;-|(0) 

als  Oberflächenbedingung  gegeben  ist****).  Ein  ähnliches  Verfahren 
führt  auch  hier  zum  Ziele;  das  Resultat  stimmt  mit  einem  von 
Poisson**'*)  angegebenen  überein. 

Eine  folgende  Note****)  zeigt,  dafs  ihm  inzwischen  darüber 
hinaus  noch  klar  geworden  war,  dafs  überhaupt  nicht  jede  Temperatur- 
verteilung als  Resultat  auch  nur  einer  unmittelbar  vorhergehenden 
angesehen  werden  könne,  z.  B.  nicht  eine  unstetige  oder  eine  mit 
unstetiger  Ableitung.  Er  fragt  daher  jetzt  nur:  wie  war  die  vorher- 
gehende Verteilung,  wenn  sie  möglich  war?  Es  hänge  vom  Grade 
der  Convergenz  von: 

6931)  p.  206  bezw.  p.  16.  Eine  beim  Abdruck  1881  zugefügte  Note 
(p.  21»  bemerkt,  das  Verfahren  der  folgenden  Abhandlung  sei  viel  zweck- 
mülsiger  und  klarer. 

5932)  Dafs  das  eine  Einschränkung  ist,  hat  Thomson  zwar  nicht 
sogleich,  aber  bald  darauf  erkannt. 

5933.  nr  2,  p.  18. 

5934;  ib.  4,  1844,  p.  67  (anonym);  math.  ])hT8.  papers  1,  p.  39. 
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y\  Äj  cos  (mjX  +  fij)  (15) 

ab,  ob: 

^  e  ^  Äj  cos  (mjX  +  fij)  (16) 

noch  convergire.  Aufserdem  setzt  er  hier^^**)  noch  auseinander,  daüs 
die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  nur  an  der  gegebenen  Function 
V  ==  ^(f)t  g^  nicht  an  g)(x)  hänge;  und  daüä  man  die  gefundene 
Form  der  Lösung  doch  auch  dann  brauchen  könne,  wenn  es  nicht 
möglich  sei,  die  gegebene  Verteilung  als  aus  einer  früheren  ent- 
standen anzusehen.  Auch  giebt  er  entsprechende  Sätze  fär  die 
Pot«ntialtheorie:  ein  beliebig  vorgeschriebenes  Potential  aulserhalb 
einer  Fläche  kann  erzielt  werden  durch  eine  Massenverteilung  auf 
dieser  Fläche  selbst,  aber  nicht  [immer]  durch  eine  Massen- 
verteilung auf  einer  von  ihr  umschlossenen  Fläche  ^**^). 

Eine  andere  Gruppe  von  Abhandlungen  Thomson's  betriflPt  all- 
gemeine Sätze  über  die  Integration  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung. Die  an  die  Spitze  seiner  gesammelten  Abhandlungen 
gestellte*®*^)  enthält  allerdings,  wie  Thomson  später  selbst  bemerkt 
hat,  hauptsächlich  Sätze,  die  schon  vorher  von  Green,  Gaufs  und 
Chasles  gegeben  worden  waren;  doch  ist  auch  für  uns  wesentlich 
der  in  ihr  leitende  Gedanke,  Sätze,  die  in  einem  Anwendungsgebiet 
dieser  Differentialgleichung  physikalisch  evident  erscheinen,  auf  andere 
Anwendungsgebiete  zu  übertragen.  Eine  wenig  spätere  ^^***)  enthält 
den  Green' sehen  Satz  in  der  Form:  Sind  V,  V\  die  Potentiale 
zweier  Massen,  ^,  q^  ihre  Dichtigkeiten,  i?,  J?j  die  zugehörigen 
Totalanziehungen,  0  der  Winkel  zwischen  diesen,  so  ist: 

CrB^  cos  Ö  (/t  =  4  «  fy\Qdr  -  fv^  ^f^^^-  (^7) 

5935)  p.  43. 

5936)  Ein  Zusatz  tou  1881  (p.  45)  modificirt  die  letztere  Behauptung: 
unt^^T  Umständen  könne  man  die  Schar  der  Niveauflächen  sehr  wohl  auch 
ins  Innere  fortsetzen;  auch  das  Auftreten  von  Ecken  und  Kanten  Bchliefse 
diese  Möglichkeit  nicht  notwendig  aus. 

5937)  Zuerst  anonym  Cambr.  math.  J.  3,  1842,  p.  71;  dann  mit  Zu- 
sätzen und  mit  Nennung  des  Autors  Phil.  mag.  (4)  7,  1854,  p.  602;  jetzt 
papt^rs  electr.  p.  1.  Die  Art,  wie  Thomson  hier  das  Superpositionsprincip 
verwendet,  hat  Widerspruch  gefunden  (Bertram,  Fortschr.  d.  Phys.  8,  p.  418); 
sie  bedarf  in  der  That  einer  ausführlicheren  Begründung. 

5938)  Cambr.  math.  J.  3,  1843,  p.  189,  201;  papers  electr.  p.  126.  Er 
weist  auf  Poisson**-^)  bin;  Green'«  Abhandlung  hat  er,  wie  er  hier  und 
p.  2  berichtet,  erst  1845  kennen  gelernt. 
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Aus  diesem  Satze  und  einem  entsprecheziden  för  den  ftufseren 
Raum«'<^  leitet  er  dann  die  Integraltheoreme  der  Kagelfunctionen 
ab  *»*•). 

Einige  Jahre  später ^^^)  gelangt  er  dann  zur  Formulirung  des 
in  England  gewöhnlich  nach  ihm,  auf  dem  Continente  nach  Dirichlet 
gebannten  Princips,  nämlich  der  doppelten  Behauptung:  ist  a  eine 
reelle  stetige  oder  unstetige  Function  des  Ortes,  q  eine  andere 
Function  des  Ortes,  die  fär  alle  Punkte  auTserhalb  einer  ge?rissen 
Fläche  überall  Null  ist,  so  gicbt  es  stets  eine  und  nur  eine  Function  F, 
die  überall  der  Differentialgleichung: 

('«)    ^^(••ID+Ä("''J)+Ä(«'i-0-*-' 

genügt  Den  Beweis  des  ersten  Teiles  dieser  Behauptung  stützt  er 
auf  folgende  Überlegung:  ist  U  das  zu  der  Dichtigkeit  ^.gehörende 
Potential,  so  stellt  die  Gleichung  (18)  die  Bedingung  dafär  dar, 
dafs  V  unter  allen  im  unendlichen  verschwindenden  Functionen 
diejenige  ist,  die  das  Integral: 

(.9,         ,_/((4r_i^^f)V...|.. 

zum  Minimum  macht;  dafs  eine  solche  Minimumsfimction  existirt, 
hält  er  för  selbstverständlich.  Dafs  zweitens  nur  eine  Lösung 
existirt,  schlieIJst  er  daraus,  dafs  für  jede  andere  Function  F^,  wenn 
man  das  entsprechende  Integral  Q^  bildet,  die  Differenz  Qi—  (f  als 
Summe  von  lauter  positiven  Bestandteilen  dargestellt  werden  kann*^*). 

Die  französische  Übersetzung  enthält  noch  einen  wichtigen  Zu- 
satz ^^'):  wenn  man  a  im  Innern  einer  geschlossenen  Fläche  un- 
endlich oder  Null,  aufserhalb  gleich  Null  annimmt,  so  kann  man  zu 
Fällen  gelangen,  in  denen  für  die  Function  U  Oberflächenbedingungen 
vorgeschrieben  sind. 

Eine  dritte  Gruppe  von  Notizen  Thomson's  scheint  die  Frucht 
des  Studiums  der  Abhandlungen  von  Lame  zu  sein.     Die  en$te  der- 


5939)  nr.  200,  p.  134. 

5940;,  nr.  205,  p.  138. 

5941)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  3,  1848,  p.  84;  franz.  J.  de  math.  12, 
1847,  p.  493:  papers  electr.  p.  139;  math.  phva.  papeis  1,  p.  93.  Daüi  die 
Note  an  beiden  Stellen  abgedruckt  ist,  darf  man  wohl  als  Ausdnick  der 
ihr  beizulegenden  Wichtigkeit  auffaBsen. 

5942.  p.  141. 

5943*  Papers  electr.  p.  142;  nicht  in  den  math.  phys.  pa)>ers.  Der 
hier  von  Thomson  geforderte  Grenzübergang  scheint  weder  von  ihm  selbst« 
noch  von  anderen  durchgeführt  worden  zu  sein. 
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selben ^^  beweist  einen  Satz  von  Lame**^^.  Die  zweite*^  be- 
trifft die  Gleichungen  der  Wärmeleitung  in  krummlinigen  Coordinaten. 
Thomson  schliefst  zunächst  aus  dem  Dupin'schen  Satze,  dafs  durch 
eines  von  drei  zu  einander  paarweise  orthogonalen  Flächensjstemen 
die  beiden  anderen  vollständig  bestinmit  sind,  „except  in  such  ex- 
treme cases  as  those  in  which  the  lines  of  curvature  of  the  given 
series  are  indeterminate".  Er  transformirt  dann  nicht  die  Wärme- 
leitungsgleicbimg  von  rechtwinkligen  auf  krummlinige  Coordinaten, 
sondern  leitet  sie  für  die  letzteren  direct  ab;  speciell  fftr  Polar- 
coordinaten***®),  dann  för  Cy linder  und  Rotationsflächen.  Er  giebt 
zwei  Beispiele  von  Doppelsjstemen  von  Rotationsflächen,  von  welchen 
jedesmal  das  eine  System  isotherm  ist,  das  andere  nicht;  damit  ist 
die  früher****)  von  ihm  ausgesprochene  Vermutimg  widerlegt.  Eine 
dritte  Note^^^)  beweist,  dafs  für  Kugelflächen  der  vermutete  Satz 
wirklich  gilt.  Aufserdem  erwähnt  Thomson  hier  Lame's***^)  Auf- 
zählung aller  dreifach  orthogonalen  und  isothermen  Flächensysteme. 
Bertrand's  Beweis****),  dafs  keine  anderen  solche  Systeme  existiren, 
findet  er  ungenügend:  wenn  man  zwei  isotherme  Flächen  einer  Schar 
annehme,  sei  das  Gesetz  der  Temperatur  zwar  zwischen  ihnen  be- 
stimmt, aber  man  könne  es  nicht  in  allen  Fällen  nach  innen  oder 
nach  auTsen  fortsetzen.  Immerhin  sei  wahrscheinlich  die  Ein- 
schränkung, die  man  den  Flächen  auferlegen  müsse,  um  nach  innen 
fortsetzen  zu  können,  nicht  so  weitgehend,  als  diejenige,  die  man 
verlangen  müsse,  wenn  „die"***®)  beiden  anderen  Systeme  auch  iso- 
therm sein  sollten.  Bertrand's  Satz  über  die  Meridiancurven  zweier 
isothermer  und  orthogonaler  Rotationsflächen  ergebe  sich  direct  aus 
den  Formeln  der  vorhergehenden  Abhandlung. 

6944)  Cambr.  inath.  J.  3,  1848,  p.  286  (anonym);  math.  phys.  papers  1, 
p.  22.  Die  ersten  Worte  lassen  schliefsen,  dafs  ihm  damals  noch  nicht  be- 
kannt war,  dafs  nicht  zu  jedem  Flächensystem  zwei  andere  sn  ihm  und  zu 
einander  orthogonale  gehören.  Er  vermutet  die  Richtigkeit  des  Satzes: 
wenn  von  drei  paarweise  orthogonalen  Flächenscharen  eine  isotherm  ist, 
sind  es  die  beiden  anderen  auch.  —  Eine  spätere  Note  (Cambr.  Dubl. 
math.  J.  1,  1846,  p.  124;  papers  1,  p.  72)  behandelt  die  [auch  von  Lam^ 
als  Beispiel  angeführten]  Systeme  §  90  (40);  sind  speciell  die  Smmnen 
zweigliedrig  und  ^^  =  ^j,  so  erhält  man  Lemniscaten  und  gleichseitige 
Hyperbeln,  wie  sie  in  zweiaxigen  Erystallen  als  Ringe  und  Büschel  be- 
obachtet werden. 

5945)  Cambr.  math.  J.  4, 1843,  p.  33  (anonym) ;  math.  phys.  papers  1,  p.  25. 

5946)  p.  29.         5947)  ib.  p.  179  (anonym),  bezw.  p.  48. 

5948)  Hier  macht  Thomson  in  einer  beim  Abdruck  beigefügten  Note 
selbst  darauf  aufmerksam,  dafs  der  Gebrauch  des  bestimmten  Artikels 
eine  falsche  Vorstellung  implicirt. 


V 
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Später  tritt  bei  Tbomson  namentlich  eine  AufTassung  der 
Formeln  in  den  Vordergrund  des  Interesses,  die  zwar  schon  von 
Fourier  und  Poisson****)  gelegentlich  im  Vorbeigehen  gestreift 
worden  war,  deren  grofse  principieUe  Bedentang  aber  eben  erst 
Thomson  erkannt  zu  haben  scheint.  Es  handelt  sich  um  den  Satz, 
dals  das  in  Integralen  wie  §  47  (3)  auftretende  Element: 

(20)  n  =      \      e   ^' 

selbst  der  Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung  genügt,  und  zwar 
der  Voraussetzung,  dals  zur  Zeit  ^  =  0  nnr  ein  Element  der  Linie 
(auf  unendlich  hohe  Temperatur)  erwärmt  ist.  Diese  Bemerkung 
hat  Thomson  etwa  von  1850  an  weiter  verfolgt  und  namentlich 
auch  seinen  später  zu  besprechenden  Untersuchungen  über  Elek- 
tricitätsleitung  zu  Grunde  gelegt;  eine  damals  schon  für  die  Lond. 
Roy.  Proc.  in  Aussicht  gestellte  zusammenhängende  Darstellung 
der  Wärmeleitungslehre  auf  diesem  Fundament  ist  erst  1880  ver- 
öffentlicht worden  *^^).  Hier  steht  die  Gleichimg  der  Wärmeleitung 
in  krummlinigen  Coordinaten  an  der  Spitze;  dann  folgt  eine  Reihe 
von  Sätzen  mit  nur  angedeuteten  Beweisen:  ,4iistantaneous  simple 
point  source"^»^<>): 

(21)  '^--J-^^'^'^^"' 

8  ynt 

ist  eine  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung,  die  den  Bedingungen: 


oo 


(22)  Jv, 


dx 


—  00 


und: 

(23)  t;j=  0,  wenn  f  =  0,  aufser  wenn  auch  r  =  0 
genügt.     Dabei  wird: 

(24)  ^^=0    für    ^  =  .;'. 
Eine  „constant  simple  point  source"  giebt: 

OD 

(25)  v=Jv,dt^-l-. 

0 

5949)  Als  Appendix  zum  Artikel  „heat'^  der  Encyclopaedia  Britanuica 
unter  dem  Titel  ,,compendium  of  the  Fourier  mathematics'^ ;  jetzt  math. 
phyB.  papers  2,  p.  41. 

6950)  Zugehörige  Figur  p.  54. 
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Eine  ^continued  point  source*^  von  der  variabeln  Ergiebigkeit  f(t) 
ergiebt: 

OD 

v='Jf{t-z)v^{r^z)dz;  (26) 

0 

speciell  ftbr: 

fit)  =  sin  2  «<  (27) 

wird  das  gleich: 

^-^  exp  (-  rYn)  sin  (2  ««  -  r  V^").  (28) 

Eine    „instantaneous  spherical   surface  source*^    vom  Radius   1 
lieierti  * 

'-;v<^#,I-(-'^7t>')-«p(-^.^)1.  w" 

wie  am  einfachsten  dadurch  zu  verificiren,  dafs  dieser  Ausdruck  der 
Differentialgleichung,  der  Anfangsbedingung  i;  =  0  f&r  ^  -=  0,  aulser 
für  r  =  1,  und  der  Bedingung: 


X 


/• 


t'r^^?r  =  1  (30) 

0 

genügt.      Durch    Integration    nach    der    Zeit   ergeben    sich    zu  (25) 
bis  (28)  analoge  Folgerungen. 

Fourier's   ,4inear  niotion   of  heat"   lasse  sich  ebenso  von  einer 
„instantaneous  plane   source^'   aus   erhalten,   die  den  Ausdruck  (20) 

gebe.     Eine   „time  periodic   plane   source"   giebt  ähnlich   wie  (28); 

*'  =  ^-exp(-    x.yn)im{2nt-\x\Y^ -"[)',  (3l) 
eine  ,,space  periodic  simple  harmonic  solid  source"  ^^**): 


QC 


2}/««  '  V      / 


—  X) 


und   wenn  man  das  Integral  so  umformt,   dafs  seine  Beziehung  zur 
allgemeinen  „thcory  of  images"  deutlich  wird: 

=  4.7  2  «^  |-^^^4i^')  sin(«.  -  «Dil.      (33) 


>=-<» 


5961)  nr.  10,  p.  47. 
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Tritt  statt  des  Sinus  eine  allgemeine  periodische  Function  von  x  auf^ 
so  erhält  man  statt  dessen  den  Ausdruck: 

übereinstimmend  mit  einer  Formel  von  Fourier  (§47  (4)).  Anderer- 
seits erhalte  man  aus  (32)  „analytisch  omd  synthetisch^'  die  Dar- 
stellung durch  eine  trigonometrische  Beihe. 

Die  Anwendung  auf  eine  „imiform  row  of  simple  instantaneous 
plane  sources^  giebt  wieder  die  allgemeine  Transfotmationsformel 
der  elliptischen  Thetafanctionen***^);  Thomson  giebt  auch  ent- 
sprechende Sätze  für  mehrere  Dimensionen  und  weist  auf  die  Ver- 
allgemeinerung der  Transformationsformeln  als  „interesting  to  pure 
mathematics^'  hin.  Dann  definirt  er^^^*)  eine  „harmonic  Solution" 
als  eine  solche  „which  keeps  its  type  unchanged  in  subsiding  towards 
nniformity'^  und  erläutert  das  durch  den  Ansatz: 

(35)  V  =  AO  F{x,  y,  z) 

mit  der  Nebenbedingung,  dafs  J^  nirgends  über  alle  Grenzen  wachsen 
soll.     Er  findet,  dafs  dazu: 

(36)  f(t)  =  e-Q\     JF+qF^O 

sein  mufs  und  zeigt  die  Anwendung  auf  polare  und  ,,columnare^ 
[Cylinder-]  Coordinaten. 

Über  die  Berechnung  der  in  den  Formeln  auftretenden  Integrale 
der  Gestalt: 


X 

(37)  fe-'fix) 


0 

giebt  er  noch  an  anderer  Stelle  ^^^*)  einige  Andeutungen.  Jedem 
Problem,  das  auf  ein  solches  Integral  führe,  entspreche  ein  anderes, 
das  durch  die  trigonometrische  Reihe: 

a 

(38)  2!jcos'^/fix)dx 

0 

gelöst  werde;  indem  man  a  über  alle  Grenzen  wachsen  lasse,  könne 
man,  wie  Fourier  *^''^)  gezeigt  habe,  die  Lösung  des  letzteren  in  die 

5052)  nr.  16,  p.  50. 

5053)  Qu.  J.  of  math.  1,  1856,  p.  317;  math.  phys.  papers  2,  p.  66. 
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des  ersteren  überführen.  Aber  auch  wenn  a  nicht  mathematisch 
anendlich,  sondern  nur  so  grofs  sei,  dafs  man  ezp  (— a^)  vemach- 
Iftssigen  könne,  dürfe  man  das  eine  fQr  das  andere  nehmen.  Er 
setzt  zu  diesem  Zwecke: 

(.-«•«  <p(a;)  +  i?,  (39) 

wo  ^{x)  durch  die  convergente  Beihe: 


OB 


«  =  —  00 

deünirt  ist  und: 


<p  (a;)  =.  V  (—  1)«  c-  ('  +  "  «)*  (40) 


QC 


jR«2(-  i)--i  {c-('  +  »«)'+  c-C-"«)*}  .  (41) 

n  =  l 

für  X  <  a/2  vernachlässigt  werden  kann.  Andererseits  ist  (p{x)  als 
periodische  gerade  Function  ausdrückbar  durch  die  Beihe: 

^(x)=.J;^,C08(l^-+-^l^;  .(42) 

werden  die  Integralausdrücke  der  A  mittelst  der  Identität: 

OB  OD  ^ 

Cf(x)  cos-'—  dx  =^  (-  1)»  Cf{x  -\-na)  cos^^  dx     (43) 

-00  «=-00  Q 

umgeformt,  so  crgiebt  sich: 

^,  =  >^exp(-(»^:.t;)!--).  (44) 

Damit  hat  man  eine  näherungs weise  Entwicklung  von  q>{x)  nach  den 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  ar,  die  zur  Ermittelung  von 
Integralen  der  Form  (37)  dienen  kann. 

Eine  angehängte  Note  von  A.  Cayley^^^)  macht  darauf  auf- 
merksam ^  dafs  es  sich  beim  Übergang  von  (40)  zu  (42),  (44) 
um  eine  Identität  aus  der  Transformationstheorie  der  elliptischen 
Functionen  handelt. 

Von  hier  an  etwa  kann  man  die  Aufnahme  der  französischen 
mathematischen  Physik  in  England  als  vollzogen  ansehen;  die 
Weiterentwicklung  geschieht  unter  beständiger  gegenseitiger  Ein- 
wirkung der  verschiedenen  Länder  aufeinander. 

5954)  Qu.  J.  of  math.  1,  1856,  p.  319;  nicht  in  Cayley^s  coli,  papers; 
Thomson 's  math.  phys.  papers  2,  p.  59. 
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Vierzehnter  Abschnitt. 

Weitere  Untersnchnngen  Ober  die  Leitang  der  Wäme  nnd  der 

Elektricität 

Eine  [nicht  fehlerfreie]  Zusammenstellung  der  Litteratur  der  mathe- 
matischen Theorie  der  Wäxmeleitung  giebt  L.  Graetz,  Handbuch  der 
Physik,  herausgeg.  v.  A.  Winckelmann,  U  2,  Breslau  1896,  p.  265;  übrigens 
vgl.  man  auch  E.  W.  Hobson  u.  H.  Diesselhorst,  Encykl.  der  math. 
WisBensch.  V4,  1905. 

§  103.    Weitere  allgemeine  Untersuchungen  über 

Wärmeleitung. 

E.  Roche^**)  wendet  zunächst  die  allgemeinen  Sturm -Liou- 
ville'schen  Ansätze  (§  76)  auf  das  Problem  der  Wärmeverteilung  in 
einer  Engel  an,  in  der  die  Wärmeleitungsfahigkeit  und  die  Anfangs- 
temperatur nur  Functionen  des  Abstandcs  vom  Mittelpunkte  sind. 
Durch  Specialisirung  erhält  er^*^^)  die  Formeln  von  Fourier  (§39); 
er  zieht  aus  ihnen  geophysikalische  Consequenzen.  Wenn  die  Ober- 
flächentemperatur in  gegebener  Weise  mit  der  Zeit  sich  ändert,  so 
entwickelt  er  sie  in  eine  trigonometrische  Reihe  ^*^').  Den  all- 
gemeinen Fall  der  Wärmeleitung  in  einer  homogenen  Kugel  bei 
beliebiger  Anfangsverteilung  behandelt  er^®^)  im  AnschluTs  an  eine 
Untersuchung  von  Cauchy**^*);  er  giebt  die  DarsteUimg  der  stationären 
Temperaturverteilung  durch  das  Poisson'sche  Integral  (§  33  (5))  und 
entwickelt  es   nach   Potenzen   des   Abstandes   vom   Mittelpunkte^*^*). 

J.  Bertrand***®)  beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  unter  welchen 
Umständen  sich  die  Wärmeleitungsgleichung  so  umformen  lasse,  dafi^ 
nur  noch  eine  oder  zwei  Raumcoordinaten  in  ihr  auftreten.  Soll  u 
auTser  von  t  nur  von  der  einen  Variabein  X  abhängen,  so  reducirt 
sich  die  Wärmeleitungsgleichung  zunächst  auf: 

(1)  |^  =  .^«|S  +  ^«|*?; 

e.s    dürfen    also    die    beiden    Differentialparameter   die    Coordinaten 

5955)  Thfese  Montpellier  1H44.         6956)  nr.  12,  p.  15. 

5957)  nr.  15,  p.  19.         5958)  nr.  19,  p.  23.         5959)  nr.  20,  p.  26. 

5960)  J.  de  math.  14,  1849,  p.  1 ;  Auszug  Par.  C.  R.  27,  1848,  p.  667.  — 
Eine  spätere  Note  Bertrand's  (Par  C.  R.  42,  1856,  p.  347)  giebt  den  Satz: 
die  Gleichung  der  stationären  Wilnneströmung  ist  identisch  mit  der  Aus- 
sage: die  Temperatur  jedes  Punktes  ist  das  Mittel  der  Temperaturen  auf 
einer  Kugel  von  willkürlichem  Radius  um  den  betr.  Punkt. 
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ebenfalls  nur  in  der  einen  Verbindung  X  enthalten.  Die  erste  Be- 
dingung sagt  aus^^^),  dafs  die  Flächen: 

X  =  const.  (2) 

Parallelflächen,  ihre  orthogonalen  Trajectorien  also  gerade  Linien 
sein  müssen;  die  zweite  ergiebt  dann,  daÜB  die  Flächen  isotherme 
Flächen  im  Sinne  Lame's^^^)  sein  müssen,  und  daraus  folgt  weiter 
mit  Hilfe  eines  früher *^^^)  von  Bertrand  gegebenen  Satzes,  dafs  die 
mittlere  Krümmung  auf  jeder  dieser  Flächen  constant  sein  mufs. 
Das  ist  aber  für  ein  System  paralleler  Flächen  nui*  möglich,  wenn 
jeder  einzelne  Krümmungsradius  auf  jeder  der  Flächen  constant  ist, 
wenn  die  Flächen  also  concentrische  Kugeln  oder  coaxiale  Kreis- 
cjlinder  sind. 

um  femer  zu  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  die 
Coordinaten  nicht  in  jedem  Falle,  sondern  nur  für  einen  gegebenen 
Anfangszustand  aus  der  Gleichung  (l)  herausfallen,  wendet  Bertrand 
die  Gleichung  auf  zwei  verschiedene  Punkte  derselben  Fläche  an 
und  subtrahirt^^^');  er  kann  dann  schliefsen,  dafs  u  in  diesem  Falle 
von  der  Form  sein  mufs: 

«  =  J\(A)t(0  +  ^i(0>  (3) 

WO  die  Fimctionen  rechts  nur  je  von  dem  angegebenen  Argument 
abhängen  dürfen.  Indem  er  dann  F^{X)  statt  >l  als  neuen  Pai*a- 
meter  ^  einführt,  ergiebt  sich  nach  einigen  Rechnungen,  dafs: 

t'  =  AiC™',     Mh)-h  (4) 

sein  mufs. 

Soll  die  Temperatur  nur  von  zwei  Verbindungen  a,  ß  der 
Coordinaten  abhängen,  so  ergiebt  sich'*^*'),  dafs  die  fünf  Differential- 
parameter ^i(t«),  J^{cc^  ß\  ^liß)',  -^jC^)»  ^%{ß)  ^^^  Functionen  von 
u  und  /3  sein  dürfen.  Das  drückt  eine  Eigenschaft  des  Systems 
der  Curven: 

a  =  const.,     ß  =  const.  (5) 

aus:  sie  müssen  auch  erzeugt  werden  können  durch  den  Schnitt 
eines  Systems  paralleler  Flächen  mit  einem  dazu  orthogonalen 
System  geradliniger  Flächen.  Die  Verfolgung  einer  Stromlinie 
des  Wärmestromes  führt  zu  dem  Resultat'^***),  dafs  auf  jeder 
der  parallelen  Flächen  jeder  der  beiden  Krümmungsradien  längs 
jeder  der  isothermen  Curven  constant  sein  mufs;  ein  Satz  von 
Bonnet  erlaubt  dann,    die   Frage   auf  die   folgende   zurückzuführen: 

6961)  nr.  2,  p.  3.  5962)  nr.  4,  p.  6. 

59G3)  nr.  5,  p.  11.         5964)  nr.  7,  p.  13. 
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auf  welcher  windschiefen  Fläche  schneidet  die  Strictionslime  die 
Erzeagenden  rechtwinklig  und  sind  aufserdem  die  beiden  Haupt- 
krfimmungsradien  längs  der  Strictionslinie  constant?  Es  zeigt  sich, 
dais  die  Strictionslinie  eine  gewöhnliche  Schraubenlinie  sein  mufs^^^); 
die  Wärmeleitungsgleichung  erhält  dann  die  Form: 

fcL\  ^"        ,  ^'"    ,    «  +  1  c*u  du 

et  ca^  a         cß^  Ca 

Aufserdem  können  noch  abwickelbare  Flächen  in  Frage  konmien^^^); 
Bertrand  findet,  dafs  von  solchen  nur  der  gerade  Ejreiskegrel  den  Be^ 
dingungen  genügt  und  daGs  die  Gleichung  dann  die  Form  annimmt  ^^'): 

0)  ^NK+4^K;:+4" 


—    • 


et       ca^    '    ^  eß^    '      cß 

A.  Pfeiffer**^  stellt  Fourier's  moleculartheoretische  Behand- 
lung des  Problems  der  armille^^^*)  noch  einmal  ausführlich  dar. 

Eine  kleine  Schrift  von  0.  Neumann^*^)  geht  davon  aus,  dals 
das  Verhältnis  der  Abstände  eines  beliebigen  Kugelpunktes  co  von 
zwei  in  Bezug  auf  die  Kugel  reciproken  Punkten  a,  b  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Punktes  co  auf  der  Kugel.  Wird  dann  mit  a  ein 
äuDserer,  mit  b  ein  innerer  Punkt  der  Kugel  bezeichnet,  mit  T^^  die 
reciproke  Entfernung  von  a  und  co,  so  geben  die  Green'schen  Formeln: 

W  o-/(.^%--r,„^).., 

(9)  -  4,r.-/(tr,i^!^  -  r.„?5i)d„: 

und  hier  können  die  Oberflächenwerte  der  Ableitung  von  U  mit 
Hilfe  der  constanten  Belation  zwischen  T  ,.  und  7\  eliminirt 
werden,  sodafs  man  die  [natürlich  mit  dem  Poisson'schen  Integral 
§  33  (b)  übereinstimmende]  Lösung  des  Problems  der  stationären 
Temperaturverteilung  in  der  Kugel  bei  gegebenen  Oberflächenwerten 
erhält.  Eine  entsprechende  Formel  gilt  auch  für  den  Aufsen- 
raum^^'®).  Beide  Resultate  lassen  sich  auch  als  Sätze  der  Potential- 
theorie aussprechen**'^). 


5966)  nr.  10,  p.  17.         5966;  nr.  11,  p.  18.         5967)  nr.  13,  p.  20. 
6968)  Progr.  Augsburg  1868. 

5969)  Lösung  des  allgemeinen  Problems  über  den  stationären  Tem- 
peraturzustand einer  homogenen  Kugel  ohne  Hilfe  von  Reihenentwicklungen, 
Halle  1861. 

5970)  §  3,  p.  H. 

5971)  §  4,  p.  9.  Die  bez.  Untersuchungen  W.  Thomson's  **'^  scheint 
G.  Neumann  damals  noch  Dicht  gekannt  zu  haben. 
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o 

A.  J.  Angström^*'*)  findet,  die  Lehre  von  der  Wärmeleitung 
habe  bis  dahin  die  Mathematik  mehr  gefördert,  als  die  Physik.  Um 
auch  nach  dieser  Seite  hin  Fortschritte  zu  erzielen,  müsse  man  auf 
die  Abhängigkeit  der  auftretenden  Constant«n  von  der  Temperatur 
achten.  Er  bespricht  dann  zunächst  die  von  Poisson*'^),  *"®)  an- 
gegebenen Lbergangsbedingungen  fOr  die  Grenze  zweier  verschiedener 
Mittel;  er  glaubt  sie  durch  die  einfacheren: 

i*  =  wi,  (10) 

Ä^==Äif-  (11) 

ersetzen  zu  können.  Damit  behandelt  er^^')  die  lineare  Wärmeleitong 
in  drei  mit  den  Enden  aneinandergelegten  Stäben  verschiedenen 
Materials,  amter  der  Voraussetzung,  dafs  an  dem  äuTsersten  Ende 
die  Temperatur  beständig  gleich  0  ist;  dann  lassen  sich  die  Con- 
stanten aus  den  Bedingungen  (10),  (ll)  bestimmen.  Zum  SchluCs^*'*) 
spricht  er  die  Vermutung  aus,  man  werde  vielleicht  ebenso  wie  fttr 
die  Wärmestrahlung  auch  für  die  Wärmeleitung  verschiedene  Arten 
von  Wärme  unterscheiden  müssen,  jede  mit  ihrem  eigenen  Leit- 
fäbigkeitscoefficienten. 

Ein  zweiter  Aufsatz  Angström's^*^^)  schlägt  vor,  die  Temperatur- 
verteilung in  einem  Stabe  zu  beobachten,  dessen  eines  Ende  perio- 
dischen Temperaturänderungen  ausgesetzt  ist.  „Denkt  man  sich 
diese  periodischen  Erhitzungen  und  Abkühlungen  hinreichend  lange 
fortgesetzt,  sodafs  sich  die  Perioden  vollkommen  ausbilden  können^^, 
so  läfst  sich  die  Gleichung  der  linearen  Wärmeleilung  erfüllen 
durch '^»^«): 

,  ^  ,,,-.VH  +2^  «^,-  .„'  3i^  p^J  _  g^^  +  ^^)  ,       (12) 
mit: 

Stellt    man    dann    die    Temperatur    an    verschiedenen    Stellen    des 

6972)  Ups.  N.  A.  (3)  3,  1861,  p.  51.         5973)  §  2,  p.  60. 

5974)  §  9,  p.  71. 

6976)  Stockh.  öfv.  1861,  p.  3;  phil.  mag.  (4)  26,  1863,  p.  180;  Ann. 
Phys.  Chem.  114,  1861,  §  2,  p.  616. 

5976)  Die  Formeln  für  g  und  g  sind  von  Angström  hier  falsch  an- 
gegeben, aber  von  Dumas**"),  von  Verdet,  Ann.  chim.  phys.  (3)  67,  1868, 
p.  381  und  dann  auch  von  Angström  selbst,  Ann.  Phys.  Chem.  123,  p.  632 
berichtigt. 
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Stabes  durch  trigonometrische  Interpolationsformeln  (§  25)  dar,  so 
müssen  sich  zwischen  den  Amplituden  und  Phasenconstanten  ent- 
sprechender Glieder  in  diesen  verschiedenen  Entwicklungen  be- 
stimmte aus  (13)  folgende  Relationen  ergeben,  die  zur  Bestimmung 
und  Controlle  der  Constanten  dienen  können.  Das  „äuTsere  W&rme- 
leitungsvermÖgen^^  H  kann  dabei  eliminirt  werden. 

Dagegen  wendet  W.  Dumas^^')  ein,  man  dürfe  bei  Stäben 
von  endlicher  Länge  nicht  bloüs  die  Glieder  mit  <f  berücksichtigen, 
sondern  müsse  auch  die  mit  f'  mitnehmen.  Aufserdem  hat  er 
Bedenken,  ob  die  trigonometrische  Interpolation  die  Coefficienten  der 
betr.  Entwicklungen  richtig  gebe. 

Angström  erwidert^*'®):  dafs  das  letztere  Bedenken  unbegründet 
sei,  gehe  aus  den  Untersuchungen  von  Bessel^^^^)  hervor.  Dafs  man 
die  Glieder  mit  positiven  Exponenten  in  der  That  vernachlässigen 
dürfe,  davon  könne  man  sich  überzeugen,  indem  man  „die  Gröfsen 
der  Amplitude  am  Ende  des  Stabes  bestinmie  und  dann  mit  dieser 
Amplitude  zurückgehe  zu  den  Beobachtungspunkten"  ^^^^).  Aufserdem 
fügt  er  noch  bei:  der  Abhängigkeit  der  Temperatur  von  den  zur 
Stabaxe  senkrechten  Coordinaten  könne  man  dadurch  Rechnung 
tragen,  dafs  man  der  Gonstante  H^  die  schliefslich  aus  den  Rech- 
nungen herausfalle,  eine  etwas  andere  Bedeutung  beilege  ^*^). 

Daraufhin  stellt  Dumas  seine  Einwände  noch  einmal  ausführ- 
lich dar^^*).  Es  genüge  nicht  zu  sagen:  „man  könne  sich  von  der 
Zulässigkeit  der  Vernachlässigungen  dadurch  überzeugen,  dafs  u.  s.  w.", 
sondern  man  müsse  die  Rechnung  wirklich  ausführen.  Indem  er 
das  für  ein  Beispiel  thut,  glaubt  er  zu  finden,  dafs  man  die  Glieder 
mit  positiven  Exponenten  hier  nicht  vernachlässigen  dürfe  *^®*). 
Daher  fährt  er  die  ganze  Ableitung  noch  einmal  unter  Berück- 
sichtigung dieser  Glieder  durch,  indem  er  am  freien  Ende  die  Grenz- 
bedingung: 

(14)  ^  "  +  /iti  =  0 

^     ^  ex 

anninmit   und   mit  ihrer   Hilfe  Relationen  zwischen  den  Amplituden 


6977)  Fortechr.  der  Physik  f.  1861,  p.  403. 

5978)  Ann.  Phys.  Chem.  123,  1864,  p.  628.  5979)  p.  634. 

5980)  §  3,  p.  635.         6981)  ib.  129,  1866,  p.  272. 

5982)  §  1,  p.  274.  Der  SchlufB  ist  nicht  ganz  zwingend:  die  wahr- 
Bcheinlichsten  Werte  der  von  Angström  vernachlässigten  Constanten  er- 
geben sich  zwar  in  der  That  als  merklich,  aber  es  wäre  doch  immerhin 
noch  möglich  —  wenn  auch  nicht  sehr  wahrscheinlich  —  dafs  man  den 
Beobachtungen  auch  durch  die  eingliedrige  Formel  gerecht  werden  könne. 
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und  Phasenconstantcn  der  zusammengehörigen  Glieder  beider  Arten 
ableitet.  AuTserdem  versucht  er  seine  Auffiassung,  dafs  die  trigono- 
metrische Interpolation  nur  bei  hinlänglich  rascher  Convergenz  der 
Entwicklung  gute  Resultate  liefere,  durch  die  numerische  Durch- 
rechnung eines  [allerdings  besonders  ungünstig  gewählten]  Beispiels 
zu  begrilnden^^*). 

B.  Minnigerode^^^)  giebt  bei  Gelegenheit  seiner  in  §  106 
zu  besprechenden  üntersuchimgen  über  Wärmeleitnng  in  Krjstallen 
einen  allgemeinen  Ansatz  zur  Behandlung  derjenigen  Probleme  auch 
der  nicht  stationären  Wärmeleitung,  die  sich  auf  begrenzte  Körper 
beziehen.  Dabei  geht  er  aus  von  der  folgenden  ,4eicht  zu  be- 
weisenden" Verallgemeinerung  des  Green'schen  Satzes**®^): 


0 

u 


(15) 


Wenn  u  der  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung,  v  der  [zu  ihr 
adjungirten]  Differentialgleichung: 

^J  +  J,v=0  (16) 

genügt  und  sich  für  lim  f  =  t^  dem  Werte: 

'H  =  (4«(^  -  0)- '•  exp  (-  (^.--")'+  (y» --yü+»Lni)![     (17) 

nähert*^  und  wenn  man  die  Gleichung  (15)  auf  den  Baum 
zwischen  einer  kleinen  Kugel  um  den  Punkt  ajj,  y, ,  z^  und  der 
ursprünglich  gegebenen  Begrenzung  bezieht,  so  erhält  man  durch 
einen  [bei  M.  nicht  vollkommen  strenge  durchgeführten]  Grenz- 
übergang zunächst: 

0 

5083)  §  2,  p.  283.  Man  vgl.  übrigens  die  über  dieselbe  Frage  bei 
anderen  Anlässen  geführten,  in  §25  3  und  D  besprochenen  Discussioneh. 

5DH4)  Diss.  Gott.  1862.  Minnigerode  schreibt  alle  Formeln  gleich  für 
anisotrope  Medien. 

5986)  nr.  4,  p.  9. 

5986)  Die  Aasdmcksweise  ist  nicht  ganz  correct;  es  müiÜBte  heilsen: 
V  —  E  convergirt  für  lim  t  ^  t^  gegen  0.  —  Vgl.  übrigens  §  102  (21). 
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wird  also  v  an  der  Oberfl&che  noch  der  Bedingrong  9 » 0  oder 
dvjdn  —  Ar  «a  0  unterworfen,  so  erb&lt  man  den  Wert  Ton  v  in 
einem  beliebigen  Punkte  ausgedrückt  durch  die  Oberflächenwerte  von 
u  oder  von  du/rn  —  Im^^''), 

Minnigerode  beweist  noch^^,  dais  die  Function  v  eine  sym- 
metrische Function  des  Aufpunktes  und  des  Punktes  1  ist;  ferner 
leitet  er  aus  der  Darstellung  (18)  den  Eindeutigkeitssatz  ^^  und 
merkwürdigerweise  auch  erst  aus  ihr  das  Superpositionsprincip  ab^^. 
Auch  reproducirt  er  Amsler's'*^)  Beweis  des  Satzes ,  dals  die 
Temperatur,  wenn  die  Oberflächen  werte  von  der  Zeit  unabhängig 
sind,  sich  mit  wachsender  Zeit  einem  vom  Anfangszustande  un- 
abhängigen Grenzzustande  nähern  mulJs^*^^):  Aus  der  Differential- 
gleichung folgt  für  die  Differenz  u  zwischen  den  variabeln  und  den 
stationären  Werten  der  Temperatur  durch  partielle  Integration: 

und  daraus  mit  Hilfe  der  Grenzbedingungen,  dafs  die  rechte  Seite 

beständig    negativ    ist.  um  diesen   stationären  Endzustand   zu   be- 

stinunen,  brauche  man  nicht  die  Function  v  selbst,  sondern  nur  den 
Wert  des  Integrals: 


(20)  fv(i 


)dt 


zu  kennen,  der  mit  der  gewöhnlichen  Green'schen  fHinction  identisch 
ist****).  Für  einen  unbegrenzten  Raum  ist  statt  v  die  Function  E 
selbst  zu  nehmen***').  Hängt  die  Temperatur  nur  von  zwei  Coordi- 
naten  oder  nur  von  einer  ab,  so  treten  an  Stelle  von  E  die 
Functionen****): 

(21)  J^Bciz  =  (4.(/,- 0)-' exp  j-(? -3^,+^^^^^^^^ 


—  oc 

OD        OC 


(22)       JjEdzdy  =  (4«(<,  -  0)"^  exp  j-f-^'lj)  • 


—  CO  —  OC 


Mit  Hilfe    des   Spiegelungsprincips    gelangt    er   schliefslich   zur   Be- 


6987)  nr.  6,  p.  11.  »988)  nr.  6,  p.  12.         5989)  nr.  7,  p.  13. 

6990)  nr.  8,  p.  18.  6991)  nr.  9,  p.  13.         5992)  nr.  10,  p.  14. 

6998)  nr.  11,  p.  15.         6994)  nr.  12,  p.  17.    Vgl.  §  102  (20). 
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Stimmung  von  v  für  den  Halbraum*®*)  und  fttr  das  Parallelepiped*^; 
bei  letzterem  führt  er  die  zunächst  sich  ergebende  Form  der  Lösung 
durch  Transformation  der  O- Functionen  in  die  Fourier'sche  über. 
Schlief  such  skizzirt  er  noch  die  Lösung  für  ein  gleichseitiges 
dreikantiges  Prisma*^'). 

Ein  besonderes  Interesse  hat  G.  Lame  den  Problemen  der 
Wärmeleitimg  bis  zuletzt  bewahrt.  Er  hatte  die  Absicht,  seinen 
vier  Vorlesungsheft^n  (§  92,  94)  noch  ein  fünftes  folgen  zu  lassen, 
fühlte  aber,  dafs  seine  Kräfte  das  hiebt  mehr  erlauben  würden  und 
publicirte  daher  nur  die  dafür  bestimmte  Vorrede  als  eine  Art  von 
Vermächtnis^®^).  Er  setzt  darin  noch  einmal  seine  Überzeugung*^^) 
auseinander,  dafs  man  bei  der  Pflege  der  mathematischen  Physik 
sich  die  Entwicklung  der  Himmelsmechanik  zum  Vorbilde  nehmen 
müsse.  Die  Capillaritätstheorie  sei  stehen  geblieben,  Elektrostatik 
und  Magnetostatik  hätten  zu  begrenzte  Gebiete,  als  dals  von  ihnen 
viel  für  die  Entdeckung  eines  allgemeinen  Princips  zu  hoffen  sei, 
das  „avenemcnt^^  der  Theorie  des  Elektromagnetismus  liege  noch  in 
der  Zukunft.  Bleibe  also  Wärmeleitung,  Licht,  Elasticität.  Die 
Vereinigung  der  beiden  letzteren  habe  in  den  Händen  von  Fresnel 
sich  fruchtbar  erwiesen;  wenn  es  noch  gelinge,  sie  beide  mit  der 
Wärmeleitung  unter  einen  Hut  zu  bringen,  so  müsse  sich  daraus 
früher  oder  später  „das  wahre  Princip  der  physikalischen  Natiir" 
ergeben.  Die  zukünftige  Wissenschaft  werde  im  Äther  den  wahren 
König  der  Natur  erkennen;  ihn  jetzt  schon  ausrufen  heifse  seine 
wirkliche  Einsetzung  unendlich  verzögern. 

J.  Stefan^^^^)  findet  an  der  gewöhnlichen  Wärmeleitungstheorie 
das  Ergebnis,  dafs  der  Wärme  eine  unendlich  groDse  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit zukomme,  „widersinnig^'  und  versucht  daher  durch 
moleculartheoretische  Betrachtungen  zu  einem  anderen  Resultate  zu 
kommen.  Er  teilt  den  beti'achteten  Körper  in  Schichten,  jede 
Schicht  noch  einmal  in  zwei  Halbschichten  und  setzt  voraus,  man 
könne  die  Zeitteilchen  so  klein  nehmen,  dafs  während  eines  solchen 
die  Temperatur  einer  Halbschicht  sich  mit  der  der  anstofsenden 
Halbschicht  der  nächsten  Schicht  gerade  ins  Gleichgewicht  setze. 
Die  so  entstehende  Differenzengleichung: 

4  «('>  =  a<'  -/)  +  2  a<'  -  '>  +  a<' V'  ('-^3) 

n  n—l       '     n      •   »  +  1  \   / 


5995)  nr.  13,  p.  18,    5996)  nr.  16,  p.  19. 

5997)  nr.  16,  p.  20.    5998)  Par.  C.  R.  56,  1863,  p.  983. 

5999)  Wien.  Ber.  47,  1863,  p.  330. 
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integrirt  er  unter  Bemfong  auf  die  Untersuchungen  von  Beez  über 
Hjdrodiffusion  (§  110)  durch: 

(24)  -v-2'-X'UK- 

was  fOr  grofse  r  in: 

(2.)         «r  =2  Kt-~  """'■'« 


6000 


-*»/r    (0) 


Übergehe**^).  Den  Umstand,  dafs  er  ftLr  das  Wärmeleitungs- 
vermögen  einen  von  der  gewählten  Schichtendicke  abhängigen  Wert 
findet,  erklart  er  selbst  ftlr  „mifslich'^  kommt  aber  doch  nicht  zu 
der  Einsicht,  dalis  damit  seine  ganze  Bestimmung  einer  endlichen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  hinfällig  wird,  insofern  sie  eben  bei 
abnehmender  Schichtdicke  über  alle  Grenzen  wächst. 

Haton  de  la  Goupilliere^^^)  behandelt  im  Anschluls  an 
seinen  Beweis  des  Satzes,  dafs  alle  conformen  Transformationen  des 
Raumes  sich  aus  den  Transformationen  durch  reciproke  Radien 
zusammensetzen  lassen,  auch  die  Frage  nach  allen  Transformationen 
der  Form: 

(26)  x^  =  U'i  (x, ;//,  z),  .  .  . 

(27)  Wi  =  Ml  (a;,  y,  r,  tt),  .  .  . 

die  die  Gleichung  der  stationären  Wärmeströmung  in  sich  trans- 
formiren.  Es  ergiebt  sich  sogleich,  daüs  die  Gleichungen  (26)  eine 
con forme  Transformation  des  Raumes  vorstellen  müssen^''-);  dann 
weiter,  dafs  die  Gleichung  (27)  die  Form  haben  mufs: 


6000)  Sein  Grenzübergang  ist  nicht  einwandsfrei,  da  doch  auch  Werte 
von  h  in  Betracht  kommen,  die  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  r  sind. 
Durch  Benutzung  der  allgemeinen  Stirling'schen  statt  der  speciellen 
Wallis'schen  Formel  würde  er  an  Einfachheit,  aber  nicht  an  Strenge 
gewinnen. 

6001)  J.  ^c.  polyt.  cah.  42,  1867,  §  8,  nr.  65,  p.  197;  Auszug  Par. 
C.  R.  58,  1864,  p.  1001.  Charakteristisch  ist  die  Schlufsbemerkung  des 
Auszugs:  „Heuren sement,  comme  cela  a  Heu  presque  toujours  dans  les 
recherches  qui  ont  un  objet  bien  dt^fini,  il  arrive  que  des  simplifications 
de  detail  permettent  de  surmonter  les  difficultos  analjtiques  de  la  question.** 
—  Zwischen  dem  Erscheinen  der  ersten  Mitteilung  und  der  vollständigen 
Abhandlung  ist  der  Satz  auch  von  P.  Morin  gefunden  worden,  Par. 
C.  R.  61,  1865,  p.  477;  vgl  Haton  de  la  Goupilliere's  Reclamation  ib.  p.  569 
und  eine  Berichtigung  derselben  J.  ^c.  polyt.  cah.  42,  p.  197.  Morin 's 
Beweis  ist  in  seiner  später  zu  besprechenden  th^se  veröffentlicht. 

6002)  J.  ^c.  polyt.  cah.  42,  nr.  68,  p.  199. 
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u,=^fit  +  V,  (28) 

wobei  fi  und  v  selbst  Lösungen  der  Laplace'schen  Gleichung  oder, 
wie  er  sich  ausdrückt,  isotherme  Functionen  sein  müssen  •^•).  Dabei 
kann  fi  beiseite  gelassen  werden,  da  man  es  mit  Hilfe  des  Super- 
positionsprincips  jederzeit  wieder  einführen  kann,  (i  mufs  bei  einer 
Ahnlichkeitstransformation  constant,  bei  einer  Transformation  durch 
reciproke  Radien  gleich: 

CV-i  (29) 

sein.  Bei  der  letzteren  ist  C~^r^  ier  Factor,  durch  den  sich  d^u 
von  ^jttj  unterscheidet*^*^). 

Für  1861  stellte  die  Pariser  Akademie  die  Preisaufgabe **^): 
„trouver  quel  doit  etre  Tetat  calorifique  d'un  corps  solide  homogene 
indefini  pour  qu'un  Systeme  de  courbes  isothermes,  ä  un  instant 
donne,  restent  isothermes  apres  un  temps  quelconque,  de  teile  sorte 
que  la  temperature  d'un  point  puisse  s'exprimer  en  fonction  du 
temps  et  de  deux  autrcs  variables  independantes.^^  Von  den  beiden 
eingelaufenen  Lösungen  erhielt  keine  den  Preis,  indem  die  eine  „zu 
skizzenhaft"  befunden  wurde,  während  die  andere  zwar  einen  schon  ^*^) 
behandelten  Fall  „mit  vieler  Eleganz"  noch  einmal  behandle,  aber 
den  interessanteren  Fall  ganz  aufser  Acht  lasse,  da£s  die  Isothermen 
nur  unter  Voraussetzung  einer  ganz  bestinunten  Anfangsverteilung 
permanent  bleiben®^®).  Beide  Lösungen  sind  nachher  publidrt 
worden,  zuerst  die  zuletzt  genannte  von  A.  Picart*^').  Aus  der 
Bedingung,  dafs  die  zweiten  Differcntialparameter  von  a  und  ß 
Functionen  dieser  Gröfsen  allein  sein  müssen,  zieht  er  zunächst 
durch  infinitesimalgeometrische  Überlegungen  den  Schlufs,  dafs  die 
Schnittlinien  der  Flächen  «  =  const.  mit  den  Flächen  ß  =  const.  auf 
jeder  dieser  Flächen  ein  System  von  Parallelcurven  (orthogonalen 
Trajectorien  von  Systemen  geodätischer  Linien)  bilden  müssen. 
Weiter  konunt  er  zu  dem  Resultat*^®),  dafs  längs  jeder  dieser 
Linien  die  Krümmung  der  zu  ihr  orthogonalen  geodätischen  Linien 
constant  sein  mufs.  Darauf  zeigt  er,  dafs  der  von  Lam^  (§  90,  74) 
für  die  mittlere  Krümmung  einer  Fläche  abgeleitete  Ausdruck  auch 


6003)  nr.  70,  p.  201.         C004)  nr.  71,  p.  202. 

00Ö5)  Par.  C.  R.  46,  18Ö8,  p.  308. 

üOOG;  ib.  53,  18G1,  p.  1166.  Die  Aufgabe  wurde  noch  wiederholt 
erneuert,  aber  schliefslich  (ib.  66,  1868,  p.  921)  zurückgezogen,  nachdem 
bis  dahin  keine  genügende  Bearbeitung  eingelaufen  war.  —  Der  Bericht 
über  eine  mir  erst  während  des  Druckes  bekannt  gewordene  hierher  ge- 
hörige Untersuchung  von  W.  Wem  icke  folgt  am  Schlüsse  des  Paragraphen. 

6007)  Ann.  ec.  norm.  (1)  3,  1866,  p.  809.         6008)  nr.  4,  p.  812. 
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dann  gilt,  wenn  die  Fläche  nicht  einem  dreifach  orthogonalen 
Systeme  angehört®^;  es  folgt  daraus,  dafs  im  vorliegenden  Falle 
auch  diese  mittlere  Krümmung  längs  jeder  solchen  Linie  constant 
sein  muls,  hieraus  und  aus  dem  vorher  abgeleiteten  weiter,  dafs 
auch  die  Krümmung  desjenigen  Normalschnittes  der  Fläche,  der  von 
der  betrachteten  Gurve  berührt  wird,  längs  dieser  Curve  constant 
sein  mufs^^^),  und  daraus  endlich,  dafs  die  Fläche  durch  eine  un- 
veränderliche Ourve  erzeugt  werden  kann,  die  sich  so  bewegt,  daiji 
die  Bahn  jedes  ihrer  Punkte  beständig  zu  seiner  Osculationsebene 
normal  ist^^^).  Die  Flächen  sind  also  entweder  Rotationsflächen 
mit  derselben  Axe  oder  Schraubenflächen  mit  derselben  Ganghöhe  ^^^. 
Schliefslich  skizzirt  er  die  Lösung  des  entsprechenden  Problems  für 
beliebig  viele  Variable  ^^'). 

Die  andere  Lösomg,  von  B.  Riemann,  wurde  erst  1876  in 
seinen  gesanunelten  Werken  veröffentlicht  ^^^).  Riemann  formulirt 
das  Problem  in  der  allgemeinsten  Weise,  indem  er  die  Wärme- 
leitungsgleichung in  der  Form: 

(-^0)  dx  (««i  dx  +  '^^  8y  +  «»  a  J  + '•  Tt ' 

mit  beliebig  veränderlichen  Goefßcienten,  ansetzt,  beschränkt  sich 
aber  sogleich  auf  den  Fall: 

(31)  öix=«xr 

Zur  Transformation  auf  neue  Variable  benutzt  er*^^*)  den  Umstand, 
dafs  die  Gleichung  (30)  die  Bedingung  für  das  Verschwinden  der 
ersten  Variation  eines  Raumintegrals  ausdrückt;  er  findet,  daCs  <ias 
Problem  zurückgeführt  werden  kann  auf  das  der  Transformation  des 
Differentialausdrucks : 

(32)  ^aj.dxjdx, 

—  unter  den  aj^  das  zu  den  aj^  adjungirte  Coefficientensystero 
verstanden  —  in  einen  anderen: 

(33)  ^ßj.'lXj'K. 

Werden  dann  wieder  die  zu  den  ßj^  adjungirten  Grölsen  6^^  ge- 
bildet,  so   zerfällt   die  Aufgabe   in   zwei   andere:   wie   müssen   die  b 

6009)  nr.  5,  p.  313.     OOlU)  ur.  8,  p.  814.    6011)  nr.  9,  p.  815. 
6012)  nr.  11,  p.  317.    6018)  nr.  14,  p.  318. 

6014)  p.  870  der  1.,  p.  391  der  2.  Auflage.     Riemann  hat  eine  Neu- 
bearbeitung beabsichtigt,  aber  nickt  ausgeführt. 
6016)  nr.  3,  p.  892. 
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beschaffen  sein,  damit  die  mit  ihnen  gebildete  Differentialgleichung 
eine  von  einer  oder  zwei  Coordinaten  freie  Lösung  zul&fst?  und: 
wie  müssen  die  a  beschaffen  sein,  damit  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung in  eine  solche  Gleichung,  bezw.  der  Differentialausdruok  (32) 
in  einen  gegebenen  Ausdruck  (38)  trausformirt  werden  kann. 

Die  Beantwortung  der  ersten  Frage  beginnt  mit  der  Be- 
merkung ^^^,  dafs  die  Differentialgleichung  (30)  dann  mit  anderer 
Bezeichnung  folgendermafsen  geschrieben  werden  kann: 

c*u    ,    -       d*u    ,    .d^u         du   .    .du         du      ^         ,^.v 

wo  aber  die  Coefißcienten  noch  von  der  dritten  Coordinate  y  ab- 
hängen können.  Indem  man  dann  dem  y  verschiedene  Werte  beilegt, 
erhält  man  verschiedene  Gleichungen;  m  von  diesen  seien  linear 
unabhängig. 

Für  m  »>  1  kann  man  durch  Einführung  einer  neuen  Variablen 
an  Stelle  von  y  die  Coefficienten  von  dieser  befreien  und  zugleich 
a  und  h  zum  Verschwinden  bringen.  Die  Temperatur  ist  in  diesem 
Falle  stets  von  /  unabhängig,  wenn  sie  es  zur  Zeit  ^  »  0  ist. 

Für  m  >•  1  kann  die  Ableitung  nach  der  Zeit  aus  allen  Glei- 
chungen bis  auf  eine  eliminirt  werden,  sodals  man  eine  Gleichung 
der  Form: 

Au  =  l:  (35) 

und  eine  oder  mehrere  der  Form: 

Ju  =  0  (36) 

erhält,  unter  A  und  J  Differentialsymbole  verstanden,  die  nur  Ab- 
leitungen nach  a  und  ß  enthalten.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt 
aber  noch: 

JAu^O,  (37) 

und  es  ist  zu  unterscheiden,  ob  diese  Gleichung  schon  allein  aus  (36) 
folgt,  oder  nicht.  Um  das  zu  untersuchen,  denkt  sich  Riemann  Ju 
auf  eine  kanonische  Form  gebracht  —  im  allgemeinen: 

J  =.  D,D^+ eD„  + fD^,  (38) 

in  Ausnahmefällen  andere  Formen  — ;  die  Forderung,  dafs  z/-4m  ■-  0 
eine  Folge  von  Ju  =  0,  also  JA  von  der  Form  SJ  sein  soll,  wo 
ß  ein  neues  Differentialsymbol  bedeutet,  verlangt,  dafs: 


6016)  nr.  4,  p.  394. 


1198  LHanptteiL  14.AbKhn.  Unten,  üb.  Leitung  d.Wftnnen.EIektriciUt. 
^39)  .  =  !"         /»I^ 

^  cp  '        Ca 

und  dann: 

r40)  yi  =  Dl  +  D}+2  i^-  Da  +  2  Ij  D, 

ist,  und  da£s  m  und  n  noch  zwei  partiellen  Differentialgleichnngen 
genftgen.  In  diesem  Falle  bleibt  die  Temperatur  immer  Ton  y  un- 
abhängig, wenn  sie  es  zur  Zeit  ^  =  0  war,  und  wenn  sie  aufserdem 
zu  dieser  Zeit  die  Differentialgleichung  Ju  =  0  erfüllte. 

Hat    man    aber    zwei    oder   mehrere    unabhängige    Differential- 
gleichungen für  M,  die  von  /  frei  sind***^^: 

(41)  ^M  =  0,      eM  =  o, 

so  sind  wieder  zwei  UnterfWe  zu  unterscheiden:  Entweder  läfst  sich 
aus  ihnen  eine  Gleichung  ableiten,  die  nur  noch  Ableitungen  nach 
der  einen  der  beiden  Coordinaten  er,  ß  enthält;  oder  wenn  das  nicht 
der  Fall  ist,  kann  man  aus  den  Gleichungen: 


cu  ^9         c^u 


(42)  Au  =  ^7  ,       A^u  =  >.--i ,  •  •  • 

^     ^  et  ^  et* 

die  Ableitungen  nach  den  Coordinaten  alle  eliminiren  und  eine 
Gleichung  erhalten,  die  nur  noch  Ableitungen  nach  der  Zeit  ent- 
hält.    Deren  allgemeine  Lösung  hat  die  Form: 

unter  den  /*,  rationale  ganze  Functionen  verstanden;  Riemann  zeigt, 
dafs  die  charakteristischen  Exponenten  k^  dann  von  den  Coordinaten 
unabhängig  sein  müssen  ^^^).  Im  anderen  Falle  erhält  man  für  die 
Temperatur  einen  Ausdruck  der  Form: 

(4*)  ^<lMt)Pr{'',ß), 

in  der  die  p  particulRre  Lösungen  der  betreffenden  Differential- 
gleichung bedeuten;  wird  dieser  Ausdruck  in  (35)  substituirt,  so 
wird  man  eine  Gleichung  der  Form: 

n 

(45J  2  ^•'(«'  <*)  ^'(^'  *)  =  ^ 

erhalten,  die  wieder  in  (i  lineare  Relationen  zwischen  den  Q  und  «  —  ^ 


0017;  nr.  6,  p.  8«6.         6018)  p.  398. 
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lineare  Relationen  zwischen  den  P  zerfällt,  wo  fi  irgend  eine  der 
Zahlen  0,  1,  .  .  .,  fs  bedeuten  kann.  So  erhält  man  die  Ableitungen 
der  q  nach  t  durch  ihre  Ableitungen  nach  ß  ausgedrückt®*^^), 
Riemann  spricht  die  verschiedenen  hier  vorhandenen  Möglichkeiten 
durch;  in  einzelnen  Fällen  können  durch  Einführung  geeigneter 
neuer  Variabler  noch  weitere  Vereinfachungen  erzielt  werden. 

Auf  den  zweiten  Tcil^®^),  der  von  der  Transformation  der 
Differentialformen  ineinander  handelt,  können  wir  hier  nicht  eingehen. 

Zum  Schlufs  stellt  Riemann  die  Resultate  zusanunen^^^^); 
Weber  giebt  von  einigen  derselben  die  Herleitung  an,  erklärt  aber^ 
die  vollständige  Verification  scheine  noch  ausgedehnte  Rechnungen 
zu  erfordern,  die  er  aus  den  unvollständig  erhaltenen  Bruchstücken 
nur  zum  Teil  habe  herstellen  können*®^*). 

Inzwischen  waren  auch  Riemann's  aus  den  fünfziger  und  dem 
Anfange  der  sechziger  Jahre  stammende  Vorlesungen  veröflfentlicht 
worden^**).  Sie  bringen  von  der  Gleichung  der  linearen  Wärme- 
leitung zunächst  das  particulare  Integral*®^): 

c"*''  cos  (ax  —  ax^)  (46) 

imd  daraus  das  allgemeinere: 

*«  f> 
?«  =   /    1  c"**''  cos  (ax  —  ax^)  i(^(ai)  dx^  da.  (47) 

Soll  dieses  für  t  =  0  sich  auf  eine  für  alle  x  gegebene  Function  f(x) 
reduciren,  so  ist: 

^(x^)^n-'f{xy)  (48) 

ZU  nehmen  und  es  ist  nach  x^  von  —  oo  bis  oo,  nach  a  von  0 
bis  oo  ZU  integriren.  Durch  Ausführung  der  Integrationen  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  [wie  sie  eigentlich  erforderlich  ist,  wenn  die 
Function  f  nicht  speciellen  Bedingungen  genügt]  geht  das  Integral 
in  die  Form  §  47  (3)  über;  diese  wird  dann  noch  direct  verificirt. 
Speciell  von  der  Wärmeleitung  handelt  der  IV.  Abschnitt, 
Riemann  leitet  zunächst  den  Wärmeaustausch  parallel  einer  Co- 
ordiiiatonaxe   ab^®*^);   von   da   aus   kommt  er  mit  Hilfe   des  Super- 

6üli))  p.  .S99.         6020)  p.  401. 

6021)  p.  404.         6022)  p.  416. 

60*2:^)  Vorlesungen  über  die  partiellen  DiiFerentialgleichungen  der 
Physik,  herausgegeben  v.  K.  Hattendorff,  Braunschweig  1869.  Die  2. 
und  8.  Auflage  von  1876  und  1882  sind  nicht  wesentlich  verändert;  ich 
citire  nach  der  dritten. 

6024)  §  42,  p.  110.         6026)  §  46,  p.  119. 
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positionsprincips  zum  allgemeinen  Falle  ^'^).  Von  spedellen  Auf- 
gaben behandelt  er  die  Wärmeverbreitung  in  einem  nach  beiden 
Seiten  ins  unendliche  ausgedehnten  Leiter  mit  Hilfe  der  Glei- 
«hang  (47)^*^);  in  einem  nur  nach  einer  Seite  ins  Unendliche  aus- 
gedehnten Leiter  durch  ein  entsprechendes  Verfahren,  indem  dann 
nur   die   Integration   auch  nach   r^   nur  von   0  bis  oo   auszufahren 


ist«»*«;. 

Soll: 

<49) 

« imr*  =  0,     M  =  Ofürar  —  0 

bezw.: 

(50) 

tt  —  0  flir  <  —  0,     u—  1  für  x  —  0 

sein,  so  erhält  man*^®): 

<51)    --%  Ce'l^dß      bezw.       -;      fe-^dS,      5-=  -?    • 

0  z 

Mit  Hilfe   dieser  Formeln   kann   die  Aufgabe   unter  der  Bedingung: 

<52)  u  =  (p{t)  für  it  =  0 

dadurch  gelöst  werden,  dafs  man  q)(t)  zuerst  streckenweise  constant 
nimmt  und  dann  zur  Grenze  übergeht  [vgl.  Fourier**^)];  indem  er 
•den  Grenzübergang  auf  zwei  verschiedene  Arten  ausführt,  erhält  er 
zwei  verschiedene  Formen  der  Lösung,  von  denen  die  eine  durch 
partielle  Integration  in  die  andere  übergeführt  werden  kann®^^). 
Den  so  gefundenen  Ausdruck  verificirt  er  noch  besonders ^'^).  Der 
Fall,  dafs  sowohl  Anfangs-  als  Oberfiächentemperatur  durch  willkür- 
liche Functionen  gegeben  sind,  läfst  sich  dann  durch  Superposition 
■erledigen^'*).  Den  Fall,  dafs  die  Oberflächentemperatur  eine  ge- 
gebene periodische  Function  der  Zeit  sein  soll,  behandelt  er  noch 
speciell*®*^);  soll  sie: 

(53)  u  ===  cosmt    für    :r  =  0 

^ein,  so  erhält  er  zunächst: 

6026)  §  47,  p.  121.         6027)  §  49,  p.  126.         6028)  §  60,  p.  126. 
602Ü)  §  öl,  p.  128.         6080)  §  62,  p.  131. 

6031)  Hattendorff  meint,  dafs  die  Bedingung  für  t  »>  0  erfüllt  ist, 
solle  man  durch  Keihenentwicklung  beweisen.  F.  Güdecker  giebt 
Zeitschr.  Math.  Phys.  lit.  Abt.  16,  1870,  p.  66  an,  dafs  Riemann  den 
Beweis  durch  Betrachtung  des  Logarithmus  geführt  habe;  darauf  teUt 
Hattendorff  ib.  p.  99  mit,  wie  er  sich  den  Beweis  durch  Reihenentwicklung 
^lenkt. 

6032)  §  63,  p.  135.         6083)  §  64,  p.  136. 
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ao 

w  -  ^^    r C08  (mt  -  '^^^  e-  ^  dy,  (54) 

und  indem  er  den  Cosinus  der  Differenz  zerlegt,  eine  Summe  aus 
zwei  Producten  von  trigonometrisohen  Functionen  der  Zeit  und 
Integralen,  die  mit  wachsender  Zeit  bestimmten  Grenzen  sich  n&hem. 
Um  die  Abhängigkeit  dieser  letzteren  Grenzwerte  von  x  zu  be- 
stimmen, setzt  er: 

w  =  r{x)  cos  mt  +  s(x)  sin  mt  (55) 

in  die  Differentialgleichung  ein,  integrirt  die  so  entstehenden  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleichungen  für  r  und  8  und  bestimmt 
die  Integrationsconstanten  aus  dem  Verhalten  bei  x=^0  und  o;  =»  cx) ; 
80  erhält  er  auch  seinerseits  Fourier's  Formel**®^).  Etwaige  von 
der  Anfangstemperatur  herstammende  Bestandteile  klingen  mit 
wachsender  Zeit  rasch  ab®***). 

Den  Fall  eines  beiderseits  begrenzten  Stabes  behandelt  er  auf 
Grund  der  Entwicklung  der  Anfangstemperatur  in  eine  harmonische 
trigonometrische  Reihe  ^^^);  den  Fall,  daljs  dabei  die  Temperatur  der 
einen  Endfläche  eine  gegebene  Function  der  Zeit  ist,  indem  er  [wie 
Fourier  ***•)]  die  Temperatur  von  einem  Zeitmoment  zum^  anderen 
verfolgt  und  dann  den  Grenzübergang  von  der  Siunme  zum  Integral 
ausführt  ^^^).  Endlich  behandelt  er  noch  die  Temperatnrverteilung 
in  einer  Kugel  für  den  Fall,  dafs  sie  nur  yon  Zeit  und  Radiusvector 
abhängt;  ist  die  Oberflächentemperatur  gegeben,  so  führt  er  ebenfalls 
auf  harmonische  trigonometrische  Reihen  ®^^). 

Aus  derselben  Zeit,  wie  die  Vorlesungen  Riemann's,  stammen 
diejenigen  von  A.  Beer;  publicirt  sind  sie  noch  später*®*®).  Er 
bedient  sich  zur  Ableitung  der  Differentialgleichung  der  Aufstellung 
der  Wärmebilanz  für  ein  Raumelement,  das  ans  einer  Stromröhre 
durch  zwei  isotherme  Flächen  herausgeschnitten  wird^*®).     Er  findet 

6084)  §  66,  p.  142.         6086)  §  66,  p.  142. 
6036)  §  69,  p.  147.         6087)  §  62,  p.  163.. 

6038)  A.  Dronke,  Einleitung  in  die  analytische  Theorie  der  Wärme- 
verbreitung, unter  Benutzung  der  hinterlassenen  Papiere  von  A.  Beer  und 
J.  Plücker,  Leipzig  1882.  Die  Herausgabe  sollte  ursprünglich  unter  Leitung 
von  Plücker  durch  0.  Giesen  erfolgen;  nach  dem  Tode  beider  gingen  die 
schon  ziemlich  fertigen  Manuscripte  verloren.  Was  jetzt  vorliegt,  be- 
zeichnet Dronke  selbst  als  einen  Versuch,  die  Theorie,  deren  einzelne 
Probleme  er  schon  früher  bearbeitet  hatte,  nach  dem  Beer'schen  Plane 
wieder  herzustellen,  unter  Benutzung  von  in  Plflcker's  Nachlafs  vor- 
gefundenen zerstreuten  Notizen  Beer's  (p.  IV). 

6039)  II,  1  a,  nr.  2,  p.  18. 
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diese  Ableitung  anschaulicher  als  diejenige  mittelst  des  rechtwinkligen 
Parallelepipeds;  freilich  setzt  sie  den  Anadrack  der  Zunahme  des 
Qaerschnittes  einer  Stromröhre  durch  die  mittlere  Krümmung  der 
Isothennen  und  den  Ausdruck  dieser  mittleren  Krümmung  durch  die 
Ableitungen  einer  Coordinate  nach  den  beiden  anderen  Toraus.  Dafs 
die  vorgeschriebenen  Anfangswerte  den  Oberflächenbedingungen  nicht 
zu  genügen  brauchen ^  hebt  er  ausdrücklich  hervor**^.  Die  Glei- 
chungen der  Bewegung  in  einer  oder  zwei  Dimensionen  gewinnt  er 
durch  Specialisirung.  Dabei  berücksichtigt  er  auch  die  Möglichkeit, 
dafs  an  den  Seitenflächen  des  Stabes  oder  der  Platte  Wftrme  nach 
aufsen  abgegeben  wird;  das  hierdurch  eingeführte,  zu  u  selbst  pro- 
portionale Glied  entfernt  er  sogleich  durch  die  Substitution*^*): 

(56)  M  =  i'-^'o. 

Für  die  Integration  stellt  er  die  Form  §  47  (l)  der  Lösung  an  die 
Spitze  und  leitet  aus  ihr  die  Darstellung  durch  Fourier'sche  Litegrale 
ab^^*).  Auch  für  die  stationäre  Bewegung  giebt  er  die  Lösung 
durch  Fourier'sche  Litegrale  ••*'). 

Von  speciellen  Problemen  ist  bei  ihm  etwa  die  Behandlung 
der  nur  vom  Radiusvector  und  der  Zeit  abhängigen  Temperatur- 
verteilung in  einer  Kugel  zu  erwähnen,  deren  Oberflächentemperatur 
eine  gegebene  periodische  Function  der  Zeit  ist  Beer  entwickelt 
diese  letztere  in  eine  Fourier'sche  R^ihe;  die  Coefficienten  der  für 
das  Innere  gültigen  Entwicklung  ergeben  sich  dann;  Grenzübergang 
zu  unendlichem  Radius  liefert  wieder  die  Formel  §  53  (2)*^^**). 

H.  Weber  (Braunschweig)  teilt  eine  von  Fr.  Neumann  in 
Vorlesungen  angegebene  Methode  ziu*  Bestimmung  des  Verhältnisses  k 
zwischen  innerer  und  äufserer  Wärmeleitfllhigkeit  mit^^*).  Werden 
die  Enden  eines  Stabes  in  periodischer  Abwechslung  auf  die 
Temperaturen  +  1  und  —  1  gebracht,  so  „überzeugt  man  sich 
leicht",  dafs  die  Temperaturverteilung  sich  sehr  bald  zwei  ver- 
schiedenen Grenzzuständen  ijähertf  die  sich  immer  wiederholen  und 
von  denen  der  eine  den  geraden,  der  andere  den  ungeraden  Perioden 
zukommt.  Ist  die  Länge  des  Stabes  2  tt,  die  Dauer  der  Periode  1^ 
die  Temperatur  der  Umgebung   T7  und  wird  zur  Abkürzung: 

^    ^  ein  (271  yh)      '®'      ein  (27t yh)    ^  '^ 

6040)  nr.  3,  p.  24.         6041)  II,  1  b,  nr.  1,  p.  28. 

6042)  nr.  2,  p.  29.    6043)  nr.  3,  p.  31.    6044)  II,  2,  m,  p.  72. 

6046)  Ann.  Phya.  Chem.  146,  1872,  p.  267. 
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gesetzt,  so  ist  nach  den  von  Weber  ohne  Beweis  angegebenen 
Formeln  zur  Zeit  t  nach  Beginn  einer  Periode  die  Temperatur  im 
Abstand  x  vom  Ende  des  Stabes: 

dabei  gelten  die  oberen  Vorzeichen  für  die  geraden,  die  unteren  fOr 
die  ungeraden  Perioden.  Für  2;  =  tc  wird  u  von  t  unabhängig;  für 
X  gleich  einem  ganzzahligen  Vielfachen  von  tc/S  fallen  aus  der  un- 
endlichen Reihe  alle  Glieder  weg,  für  die  n  durch  2  oder  durch  3 
teilbar  ist,  sodaüs  man  sich  mit  dem  ersten  Gliede  der  Reihe  be- 
gnügen kann*^*). 

Aus  etwas  späterer  Zeit  als  die  Vorlesungen  von  Riemann*^**) 
und  Beer*^^  stammen  diejenigen  von  E.  Mathieu^^');  sie  sind 
aber  früher  publicirt.  Auch  in  ihnen  nimmt  die  Wärmeleitungs- 
theorie ziemlich  breiten  Raum  ein,  hauptsächlich  später  zu  be- 
sprechende Untersuchungen  mit  Hilfe  von  speciellen  Coprdinaten- 
systemen  und  dazugehörigen  Functionen  im  Geiste  Lam^'s.  Den 
Ausdruck  für  den  Wärmeflufs  erhält  er**^)  ausgehend  von  der  Vor- 
stellung, dafs  der  Wärmedurchgang  durch  eine  unbegrenzte  plan- 
parallele Platte  („mur'^)  der  Dicke  der  Platte  umgekehrt  proportional 
ist;  daraus  gewinnt  er  dann  die  Differentialgleichung*^^).  Das 
Fourier'sche  Integral  taucht  bei  ihm  unvermittelt  mitten  zwischen 
Untersuchungen  über  Wärmeleitung  in  zwei  Dimensionen  auf*^^). 
Bei  der  Behandlung  der  Wärmebewegung  in  einem  unbegrenzten 
Medium  konmit  Mathieu  [wie  Fourier  ****)]  von  dem  particulären 
Integral  exp(—  n^t)  cosnx  zu  §  47  (2)  und  von  da  zu  §  47  (S)^^^), 
sowie  zu  den  entsprechenden  Formeln  für  mehrere  Variable  **'^'). 
Für  Wärmebewegung  in   einer  Dimension   erhält  er  die  Gleichung: 


QC       X 


'     2     /*  /*(6  sin  ax-\-  a  cos  ax)  {h  Bin^a^  +  «  ^^8  ax,)   _„«,^      ,      ,         /_^x 
u^-J  J  ^- ~ ^V jr^«    -^ e  «  'fx^  da dx^     (59) 

0    i) 

[einen    speciellen    Fall    von   Poisson's   Gleichung    §  49  (71)]    durch 
directe  Betrachtung^*^).     Den  Fall,  dafs  die  Aufsentemperatur  con- 


6046)  p.  262. 

6047)  Cours  de  phjsique  math^matique ,  Paris  1873.  Mathieu  sagt 
selbst  p.  V,  der  Titel  könnte  ebensogut:  „Integrationsmethoden  der 
matbematischeD  Physik"  lauten. 

6048)  nr.  9,  p.  22.         6049)  nr.  10,  p.  28.         6060)  nr.  36,  p.  86. 
6061)  nr.  96,  p.  202.         6052)  nr.  98,  p.  206  6063)  nr.  100,  p.  211. 

76* 


1204    LHftuptteil.  li.Abschn.  Unten. flb. Leitung d. Wanne u.Elektricitftt. 

stant,  aber  von  der  Anfangstemperatnr  verschieden  ist,  erledigt  er*^^) 
durch  einen  eigentümlichen  Grenzübergang,  indem  er  als  Anfangs- 
temperatur zuerst  exp  (—  gx)  nimmt  nnd  dann  g  gegen  Nall  con- 
vergiren  lAüst;  den  Fall,  dafs  die  AolBentemperatiir  eine  willkürliche 
Function  der  Zeit  ist,  von  da  aus  durch  Sunmiation  und  Grenz- 
übergang zum  Integral  *^^).  Er  findet  das  so  erhaltene  Resultat  viel 
einfacher  als  das  von  Poisson*^^).  Ist  die  Oberfl&chentemperator 
selbst  vorgeschrieben,  so  redncirt  sich  das  Doppelintegral  auf  das 
einfEUihe: 

(60)  ^/''('-$)«-'"'''"      . 

das  er  dann  noch  direct  ableitet*^**). 

Von  Einzeluntersuchungen  aus  dieser  Zeit  ist  zunächst  eine 
Abhandlung  von  E.  Betti*^^  zu  erwfthnen.  Er  will  zunächst 
beweisen,  dafs  stets  eine  Function  existirt,  die  der  Differential- 
gleichung: 

(61)  ^gw  =  0, 
den  Oberflächenbedingongen: 

(02)  ?/  =  M 

auf  einem  Teile  (0|  der  Oberfläche, 

(63)  |^  +  Ä(u_f)  =  0 

auf  dem  anderen  (o^  —  wo  ü,  £;  zunächst  gegebene  Functionen  des 
Ortes  sein  sollen  —  und  der  Anfangsbedingung: 

(64)  n  =  Uq{x,  y,  £■)  für  /  =  0 

genügt.  Er  sieht  als  selbstverständlich  an^'*),  dafs  stets  eine 
Function  existirt,  die  das  Integral: 

(65)  Ä^  =  Cj^udx  +  h  Cu  -  ä:)^/«3 

zum  Minimum  macht,  und  schliefst  dann  aus  Sätzen  der  Variations- 
rechnung, dafs  diese  Function  die  verlangten  Eigenschaften  hat. 
Dafs  nur  eine  solche  Function  existirt,  schliefst  er  daraus ^^*),  dafs 

G054)  nr.  101,  p.  211.    6066)  nr.  102,  p.  216. 

6056)  nr.  103,  p.  216.    6067)  Mem.  soc.  ital.  (8)  1,,  1868,  p.  165. 

6068)  nr.  1,  p.  168.    6069)  p.  169. 
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für  zwei  solche  MinimalfiiDctionen  u^  v  die  Differenz  51^— il^^-O 
sein  müTste,  wfthrend  sie  doch  andererseits  als  Summe  von  nnr 
positiven  Gröfsen  sich  darstellen  liefse.  Dafs  für  die  Oleichung 
der  veränderlichen  Wärmeströmung: 

stets  eine  Lösung  existirt,  scheint  er*^^)  daraus  zu  schlieüsen,  dafs 
diese  Gleichung  die  Änderung  des  u  in  jedem  Augenblicke  aus  dem 
augenblicklichen  Zustande  bestimmt.     Für  diesen  Fall  ist  femer: 

daraus  gehe  hervor,  dafs  nach  hinreichend  langer  Zeit  der  stationäre 
Zustand  erreicht  werde.  Denn  solange  xlas  nicht  der  Fall  sei, 
müsse  Sl^  beständig  abnehmen,  also  nach  seinem  Minimum  con- 
vergiren*^^). 

Entsprechende  Resultate  gewinnt  er  dann  auch  noch  für  den 
Fall,  dafs  ü  und  f  von  der  Zeit  abhängen*^*). 

Hierauf  wendet  er  sich  zu  Ansätzen,  deren  principielle  Be- 
deutung er  selbst  in  der  Einleitung  hervorhebt:  sie  zeigen  i^mlich, 
dafs  man  jeder  Erscheinung  continuirlicher  Fortpflanzung  eine 
identische  durch  Wirkung  in  die  Feme  hervorgebrachte  zuordnen 
könne  und  umgekehrt,  also  jeden  Zustand  der  Materie  sowohl  durch 
Nahewirkungen  als  durch  Femewirkungen  bedingt  ansehen  könne  ^^^^). 
Für  die  Wärmeleitung  führt  er  das  folgendermafiien  aus*^^):  nach 
dem  vorhergehenden  existirt  eine  Function  G  der  beiden  Punkte  0 
und  1,  die  der  Differentialgleichung: 

J^G^O  (68) 

und  den  Oberilächenbedingungen : 

G  = auf  »t , 

Pol  *'  (69) 

^^    \    1  n  ^1/Poi  ^  r 

cn    '  ,      dn  p^i  ^ 

genügt,    unter   q^   den   Abstand   der  beiden   Punkte   0   und    1    ver- 


6060)  nr.  2,  p.  171. 

6061)  Satz  3,  p.  172.  In  dieser  einfachen  Form  ist  der  Schlufs  mathe- 
matisch nicht  zu  halten.  Vgl.  übrigens  Minnigerode  *••*). 

6062)  Satz  4,  p.  173.         6063)  p.  166.         6064)  nr.  8,  p.  175. 
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standen,  übrigens  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist.  Die 
Summe: 

(70)  ^='^  +  ^ 

giebt  dann  die  Temperatur  des  Körpers  im  Punkte  0,  wenn  im 
Punkte  1  eine  constante  Wärmequelle  sich  befindet  und  die  Ober- 
flächenbedingungen : 

(71)  M  —  0  auf  ©1,     1^  +  Äw  =  0  auf  (0, 

vorgeschrieben  sind.  Mit  Hilfe  dieser  Function  ü  läM  sich  dann 
die  Bestimmung  der  stationären  Temperatur  unter  den  Bedingungen 
(62),  (63)  lösen  durch  die  Formel: 

Für    eine  Kugel  läfst  sich   die  Function   G  bestimmen;    ist  h 
überall  unendlich,  so  wird  sie®^**^): 

(73)  a^---   ^ 


Pol         n  Po»  ' 

wo  22  den  Kugelradius,  r^  den  Abstand  des  Punktes  1  vom  Mittel- 
punkte, Q  den  Abstand  des  Au^unktes  0  von  dem  zu  1  in  Bezug 
auf  die  Kugel  conjugirten  Punkt  2  bedeutet;  andernfalls*^^): 

(74)  G.^^-  +  ^-^+  -    J-^-,— 

unter  3  einen  Punkt  auf  der  Verlängerung  von  r^  im  Abstände  x 
vom  Mittelpunkte  verstanden.  Soll  dann  die  Bedingung  (63)  für 
die  ganze  Kugel  erfüllt  werden,  so  ist: 


(75)  u  =  ±f 


Utdto 

zu  setzen,  was  sich  als  ein  Potential  deuten  läfst. 

Aus  diesen  Formeln   für  die  Kugel  lassen  sich  mit  Hilfe   des 
Spiegelungsprincipes  solche  für  die  Halbkugel  ableiten  •^''). 

6066)  nr.  4,  p.  176. 

6066)  nr.  5,  p.  177.  Betti  giebt  keine  Ableitung,  nur  eine  Verification 
der  Formel;  sie  läfst  sich,  wie  er  bemerkt,  als  eine  Superposition  von 
Quellen  auf  der  Verlängerung  des  Radiusvector  von  2,  von  diesem  Punkte 
bis  ins  Unendliche,  deuten. 

6067)  nr.  6,  p.  179. 
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um  entsprechende  Formeln  auch  für  den  Fall  der  nicht  statio- 
nären Strömung  zu  erhalten,  verfährt  Betti*^^)  wie  Minnigerode  ^^*). 

Auch  die  Green'sche  Function  für  das  Parallelepiped  bestimmt 
Betti'^*)  wie  Minnigerode  ^^^•).  Aufserdem  behandelt  er  noch  in 
derselben  Weise  das  Problem  der  Kugelschale,  in  der  die  Temperatur 
von  den  Polar  winkeln  unabhängig  ist*^^);  es  tritt  dann  nur  ru 
statt  u  in  den  Gleichungen  auf  und  die  Formel  f&r  v  enthält  nur 
einen  '9' -Factor.  Die  so  erhaltene  Function  kann  zunächst  zur 
Lösung  der  Aufgabe  für  den  Fall  dienen,  daüs  auf  der  ganzen 
Kugel  die  Oberflächenbedingung  (62)  gilt;  Betti  bemerkt  aber®*'^), 
dafs  man  für  sehr  grolsen  Radius  der  Kugel  auch  die  Bedingung  (63) 
als  wenigstens  näherungs weise  erfüllt  annehmen  könne.  Die  sq 
gefundenen  '^-Reihen  transformirt  er  schliefslich  noch  in  andere,  die 
für  kleine  Werte  der  Zeit  gut  convergiren. 

L.  Schläfli^^*)  ist  durch  die  Herausgabe  der  Vorlesungen 
Riemann's^^')  zur  Discussion  der  „Schwierigkeiten  der  Anpassung 
des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen  Differentialgleichung  an 
die  Grenzbedingungen'^  veranlafst.  Er  meint,  dalis  für  den  Fall  der 
Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung  diese  Anpassung  ermöglicht 
werde  durch  die  Kenntnis  „wie  die  für  die  Anfangstemperatur  ge- 
gebenen willkürlichen  Functionen  .  .  .  den  Oberfl&chenbedingungen 
gemäfs  aufserhalb  des  Köi-pers  fortzusetzen  sind"*®^*).  Aufserdem 
wünscht  er  das  Fourier'sche  Doppelintegral  zu  vermeiden  und  Aus- 
drücke „von  gewöhnlicher  Convergenz"  [?]  an  dessen  Stelle  zu  setzen. 
Er  geht  zu  diesem  Zwecke  aus  von  der  Integration  durch  die  auch 
für  gebrochene  Werte  von  a  gültigen  Reihenentwicklungen: 

V  -- i- -5_._        V L 5 r    (76) 


^  r{a  —  n  +  l)  (2n)r      ^  r(a  — n+1)  (2n  +  l)!' 

R=0  n=0 

dabei  erwähnt  er,  dafs  es  nicht  möglich  sei,  Entwicklungen  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  und  fallenden  von  t  zu  erhalten.  Man 
könne  die  Lösung  auch  in  den  beiden  Reihenformen: 

6068)  nr.  7,  p.  180.  Betti  nennt  Minnigerode  nicht;  soll  man  an  eine 
gemeinsame  Quelle  beider  bei  Riemann  denken?  In  dessen  gedruckten 
Vorlesungen  *^")  kommen  die  Formeln  nicht  vor.  Übrigens  behandelt  Betti 
den  allgemeinen  Fall  der  Grenzbedingungen  (62),  (63);  auch  ist  die  Dar- 
stellung bei  ihm  insofern  strenger,  als  er  zuerst  nur  bis  t^  —  s  integrirt 
und  den  Grenzübergang  zu  €  =>=  0  besonders  ausführt. 

6069)  nr.  8,  p.  184.         6070)  nr.  9,  p.  187.         6071)  nr.  10,  p.  189. 

6072)  J.  f.  Math.  72,  1870,  p.  263. 

6073)  Dafs  diesen  Gedanken  schon  Poisson"^^)  ausgeführt  hatte,  hat 
er  erst  nachträglich  durch  Fröhlich  erfahren. 
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2*  S  /'"'(-)•    2  rfii  ^^"'(*)  +2  (^  \y.  ^'"^(') 

schreiben;  die  ei-ste  gebe  bekanntlich  [vgl.  §  37  (8)]: 

OD 

(77)  u  =   ~  fe'^f(2  00 y7+  x)  d©, 


—  oo 


die  zweite  könne  man  auf  die  Form  bringen: 

(78)   «-^j;-ir(.-^)..-^.Je-e(<-^)^d 


^T 


—  OO  — oo 


wobei  jedoch  die  Integrationsvariable  dem  Werte  0  [in  der  Ebene 
der  complexen  Zahlen],  gleichviel  nach  welcher  Seite,  ausweichen 
müsse.  Schl&fli  zeigt,  wie  sich  die  in  der  einen  Darstellnng  auf- 
tretenden willkürlichen  Fimctionen  durch  die  in  der  anderen  auf- 
tretenden ausdrücken  lassen.  Weiter  fragt  er^^^),  ob  sich  die 
Differentialgleichung  vielleicht  auch  durch  bestimmte  Integrale  der- 
selben Art  mit  endlichen  Grrenzen  integriren  lasse;   er  findet,  dafs 

das  mit  beiden  Formen  (77)  und  (78)  für  die  Grenze  —  a;/2V7der 
Fall  ist  und  gelangt  so  auch  seinerseits  zu  den  Integralformen  (60). 
Auch  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  Integralformen  sucht  er 
auf,  sowie  ihre  Beziehungen  zu  den  Reihen  (76),  mit  a  gleich  einer 
ungeraden  ganzen  Zahl«®'''^). 

Mit  diesen  Formeln  ninmit  er  nun  der  Reihe  nach  die  von 
Riemann  behandelten  speciellen  Aufgaben  vor^^^).  Kommt  nur 
X  >  0  in  Betracht  und  ist: 

(79)  u  =  0    für   a;  =  0 

vorgeschrieben,  so  schliefst  er  aus  der  Reihendarstellung,  dafs  für  f 
in  (77)  eine  ungerade  Fimction  genommen  werden  müsse.  Er  führt 
dann  das  Integral  in  die  Gestalt  §  47  (3)  über  und  macht  darauf  auf- 
merksam, dafs  diese  der  Differentialgleichung  auch  dann  noch  genügt, 
wenn  die  Function  „zwar  irregulär  wird,  aber  nur  so,  dafs  das 
Integral  noch  convergirt'\  „Ich  werde  mir  daher  erlauben,  aus 
dieser  Oberflächenbedingimg  sogleich  auf: 

(80)  fi-  x)  =  -  fix) 

zu  schliefsen,  ohne  etwas  näheres  über  f(x)  auszusagen.^^ 

6074)  p.  266. 

6076)  Dafe  die  so  gefundene  Reihe  für  t  =  0,  :c  ]>'0  nicht  mehr  con- 
vergirt,  während  doch  das  Integral  seine  Bedeutung  beibehält,  ,,weifB  er 
sich  nicht  zu  erklären*^  (p.  270). 

6076)  p.  271. 
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Ist  der  Körper  beiderseits  begrenzt,  so  spaltet  sich  die  all- 
gemeine Integralform  (77)  vermöge  dieses  Spiegelungsprincipes  in 
eine  Summe  von  Integralen  ^^^);  diese  l&fst  sich  zu  einem  Integral 
Über  eine  für  kleine  t  stark  convergente  Reihe  zusammenfassen; 
durch  Anwendung  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Theta- 
fimctionen  (Übergang  zum  complement&ren  Modul)  erh&lt  man  daraus 
die  Formel: 

u  =  2^  e-  *•'  sin  HOP   Tsin  na  f(a)  da,  (81) 

die  fELr  spätere  Zeiten  rascher  convergirt. 
Sind  femer  die  Bedingungen  •®^®): 

t*  =  OfÜr/  —  0,  Ä>0,     M  —  F(t)  für  «  =•  0  (82) 

vorgeschrieben,  so  mufs  u  bei  t  =>  0  notwendig  unstetig  werden. 
Wieder  schliefst  er,  dafs  zwar  die  Reihenentwicklungen  „diffe- 
rentiable"  *^^)  Oberflächen  werte  voraussetzen,  die  aus  ihnen  ab- 
geleiteten Integraldarstellungen  aber  den  Bedingungen  auch  dann 
genügen,  wenn  sie  nur  überhaupt  convergent  bleiben. 
Auch  wenn  die  Bedingungen***®): 

t4  =  0fürf=«0,  0<a;<l,     M«=.Ofttra?=«l,         ,     . 

u  «  F^t)  für  ar  =  0  ^     ^ 

vorgeschrieben  sind,  kann  man  mit  der  Formel  (77)  beginnen  und 
dann  das  Superpositionsprincip  anwenden;  man  erh&lt  auch  hier  ein 
Int-egral  über  eine  '9' -Reihe: 

0     "  =  -« 

und  durch  Transformation  derselben,  nachdem  die  untere  Grenze  0 
durch  eine  sehr  kleine  GröIÜBe  £')/2  ersetzt  ist: 


w  =  lim    /    ^  2ne'-*^^smnxF(t  —  x)dx. 

Y    n  =  — « 


(85) 


6077)  p.  272.         6078)  nr.  3,  p.  272. 

6079)  Darunter  versteht  er  Existenz  und  Stetigkeit  der  Differential- 
quotienten bis  zu  beliebig  hoher  Ordnung  (p.  268).  Dafs  das  noch  nicht 
ausreicht,  war  ihm  offenbar  nicht  bekannt 

6080)  nr.  4,  p.  278. 
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Durch  wiederholte  partielle  Integration  und  Benutzung  der  Function: 

(86)  ^(♦»''^)-[^ZtL'. 

die  sich  von  Baabe's  ^acob  Bemoulli'scher  Function'*  nur  durch 
einen  oonstanten  Factor  unterscheidet,  kann  man  raschere  Con- 
vergenz  erzielen. 

K.  Vonder  Mühll*^^)  stellt  zunächst  die  „bekannte^  Ableitung 
des  Satzes  noch  einmal  dar,  dafs  durch  Differentialgleichung,  Anfangs- 
und Grenzbedingungen  die  Temperatur  eindeutig  bestunmt  ist  — 
durch  Multiplication  der  linken  Seite  der  Differentialgleichung  mit 
udvdtj  Integration  über  den  ganzen  Körper  und  ein  beliebiges  Zeit- 
intervall und  Umformung  durch  partielle  Integration.  Dann  fragt 
er,  wie  man  eigentlich  beweisen  könne,  dafs  bei  constanter  Auisen- 
temperatur  die  Temperatur  des  Körpers  sich  einem  stationären  Zu- 
stande unbegrenzt  nähert*^'):  durch  Multiplication  mit  du/dtdxdi 
und  analoges  Vorgehen  wie  im  vorigen  Falle  wird  zunächst  ge- 
zeigt, dafs: 

ö 

von  der  Zeit  unabhängig  ist;  daraus  folgt,  dalüs  das  erste  dieser 
Integrale  mit  wachsender  Zeit  nicht  über  eine  bestimmte  endliche 
Grenze  wachsen  kann,  was  nur  möglich  ist,  wenn: 

(88)  lim  1^ 

[existirt  und]  gleich  0  ist.  Durch  eine  ähnliche  Schlufsweise  ergiebt 
sich,  dafs  der  Endzustand  vom  Anfangszustande  unabhängig  ist,  auch 
wenn  die  Temperatur  des  Aulsenraumes  Function  der  Zeit  ist*^^). 
H.  Web  er  ®^**)  behandelt  das  Problem  des  aus  zwei  ver- 
schiedenen Materialien  zusammengesetzten  Stabes,  also  die  Integration 
der  Gleichungen: 

(89)  .,  =  a*  5-,  far  a?  <  0,       x.*  =  af  —  i    für  a;  >  0, 
^     ^        et  dx*  'dt  1  ox^  ' 

und  zwar  unter  den  Anfangsbedingungen: 


6081)  Math.  Ann.  3,  1870,  p.  643. 

6082)  p.  646.    Vgl  übrigens  Mintdgerode'^^^^).        008S)  p.  648. 
6084)  Zürich.  Viert.  16,  1871,  p.  116. 
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f/  =  c  für  ^  =-  0,  X  <  0,     Ui  =  Ci  für  ^  —  0,  a?  >  0.     (90) 

Als  Übergangsbedingungen  nimmt  er  zunächst  (10)  und  (ll).  Werden 
dann  für  u  und  u^  die  betreffenden  Laplace'schen  Integrale  (§  37,  8) 
gesetzt,  so  bestimmen  sich  die  Werte  der  in  sie  eintretenden  will- 
kürlichen Functionen,  der  einen  fELr  negative,  der  anderen  für  posi- 
tive Argumentwerte  aus  den  Anfangsbedingungen.  Weber  versucht 
nun,  ob  man  der  Aufgabe  nicht  dadurch  genügen  könne,  dafs  man 
der  ersten  Function  auch  fEbr  positive,  der  zweiten  für  negative 
Argumentwerte  je  einen  constanten,  aber  von  dem  ersten  ver- 
schiedenen Wert  beilegt;  es  stellt  sich  heraus,  dafs  das  in  der  That 
möglich  ist. 

Die  allgemeineren  Übergangsbedingungen: 

"gx  +  *(«  -  «i)  =  0,     X,  1^  +  Ä(«  -  «i)  -  0   für   X  =  0     (91) 

liefern  für  die  zu  bestimmenden  Functionen  lineare  Differential- 
gleichungen, die  sich  durch  Exponentialfunctionen  integriren  lassen. 
Die  Temperaturdifferenz  an  der  Übergangsstelle  gleicht  sich  dann 
nicht  instantan,  sondern  erst  allmählich  aus®^^). 

Eine  Notiz  von  6.  F.  Meyer*^*)  betrifft  die  beiden  Integrale 
r,  j?  (55).  Er  zeigt  zunächst,  dafs  sich  Riemann's  Bestimmung  ein- 
facher darstellt,  wenn  man  sie  zu  r  -|-  si  zusanunenfafst;  dann  giebt 
er  noch  eine  andere  Ableitung,  die  sich  auf  Integralformeln  von 
Laplace  stützt. 

Das  specielle  Problem  der  Wärmeverteilung'  in  einem  recht- 
winkligen Parallelepiped  ist  noch  mehrfach  behandelt  worden.  C.  G. 
Heinze^^*^)  behandelt  die  Nebenbedingung,  dafs  die  Temperatur 
der  Oberfläche  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist.  Das  Problem 
kann  dann  in  sechs  einfachere  zerlegt  werden,  bei  deren  jedem  die 
Temperatur  als  auf  fünf  von  den  sechs  Seitenflächen  gleich  Null 
vorausgesetzt  wird;  diese  werden  durch  Entwicklungen  nach  trigono- 
metrischen Functionen  zweier  Variablen  und  hyperbolischen  der 
dritten  [vgl.  Lame^*")J  gelöst. 

Fr.    Blumberger'**^)    behandelt    dasselbe    Problem    ebenfalls 


6085)  p.  121.         6086)  Math.  Ann.  3,  1871,  p.  157. 

6087)  DisB.  Rostock,  Berl.  1870;  viele  Druckfehler  und  sonstige  Nach- 
lässigkeiten. Den  gröfsten  Teil  der  Arbeit  bildet  eine  Darstellung  der 
von  Lagrange,  Fourier,  Dirichlet  in  der  Theorie  der  ttigonomeirischen 
Bdhen  gefundenen  Resultate,  namentlich  für  den  letzteren  gans  un- 
lulänglich. 

6088)  Dies.  Bonn  1873. 
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Durch  wiederholte  partielle  Integration  und  Benutzung  der  Function: 
(86)  ,(„^,,)_[_^]^, 

die  sich  von  Baabe's  ^acob  Bemoulli'scher  Function^^  nur  durch 
einen  oonstanten  Factor  unterscheidet,  kann  man  raschere  Con- 
vergenz  erzielen. 

K.  Vonder  Mühll«^^)  stellt  zunächst  die  „bekannte"  Ableitung 
des  Satzes  noch  einmal  dar,  dafs  durch  Differentialgleichung,  Anfangs- 
und Grenzbedingungen  die  Temperatur  eindeutig  bestimmt  ist  — 
durch  Multiplication  der  linken  Seite  der  Differentialgleichung  mit 
udvdt^  Integration  über  den  ganzen  Körper  und  ein  beliebiges  Zeit- 
intervall und  Umformung  durch  partielle  Integration.  Dann  fragt 
er,  wie  man  eigentlich  beweisen  könne,  dafs  bei  constanter  Aofisen- 
temperatur  die  Temperatur  des  Körpers  sich  einem  stationären  Zu- 
stande unbegrenzt  nähert *^^):  durch  Multiplication  mit  du/dt  dx  dt 
und  analoges  Vorgehen  wie  im  vorigen  Falle  wird  zunächst  ge- 
zeigt, dafs: 

ö 

von  der  Zeit  unabhängig  ist;  daraus  folgt,  dalis  das  erste  dieser 
Integrale  mit  wachsender  Zeit  nicht  über  eine  bestimmte  endliche 
Grenze  wachsen  kann,  was  nur  möglich  ist,  wenn: 

(88)  lim  y; 

[existirt  und]  gleich  0  ist.  Durch  eine  ähnliche  Schlufsweise  ergiebt 
sich,  dafs  der  Endzustand  vom  Anfangszustande  unabhängig  ist,  auch 
wenn  die  Temperatur  des  Aufsenraumes  Function  der  Zeit  ist*^^). 
H.  Web  er  ®^**)  behandelt  das  Problem  des  aus  zwei  ver- 
schiedenen Materialien  zusammengesetzten  Stabes,  also  die  Integration 
der  Gleichungen: 

und  zwar  unter  den  Anfangsbedingungen: 


6081)  Math.  Ann.  3,  1870,  p.  643. 

6082)  p.  646.    Vgl.  übrigens  Minhigerode  *'").         6083)  p.  648. 
6084)  Zürich.  Viert.  16,  1871,  p.  116. 
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«^cför^^O,  x<0,     Ui«CifÜr^  —  0,  ir>0.     (90) 

Als  Übergangsbedingungen  nimmt  er  zunächst  (10)  und  (H).  Werden 
dann  für  u  und  t/^  die  betreffenden  Laplace'schen  Integrale  (§  37,  8) 
gesetzt,  so  bestimmen  sich  die  Werte  der  in  sie  eintretenden  will- 
kürlichen Functionen,  der  einen  für  negative,  der  anderen  für  posi- 
tive Argumentwerte  aus  den  Anfangsbedingungen.  Weber  versucht 
nun,  ob  man  der  Aufgabe  nicht  dadurch  genügen  könne,  dafs  man 
der  ersten  Function  auch  für  positive,  der  zweiten  für  negative 
Argumentwerte  je  einen  constanten,  aber  von  dem  ersten  ver- 
schiedenen Wert  beilegt;  es  stellt  sich  heraus,  dafs  das  in  der  That 
möglich  ist. 

Die  allgemeineren  Übergangsbedingungen: 

*|x+*(«-"i)  =  ^'     "ili  +  AC«-«!)-©  ftr   a;  =  0     (91) 

liefern  für  die  zu  bestimmenden  Functionen  lineare  Differential- 
gleichungen, die  sich  durch  Exponentialfunctionen  integriren  lassen. 
Die  Temperaturdifferenz  an  der  Übergangsstelle  gleicht  sich  dann 
nicht  instantan,  sondern  erst  allmählich  aus^^^^). 

Eine  Notiz  von  6.  F.  Meyer**^*)  betrifft  die  beiden  Integrale 
r,  s  (55).  Er  zeigt  zunächst,  dafs  sich  Biemann's  Bestinunung  ein- 
facher darstellt,  wenn  man  sie  zu  r  -^  si  zusammenfafst;  dann  giebt 
er  noch  eine  andere  Ableitung,  die  sich  auf  Integralformeln  von 
Laplace  stützt. 

Das  specielle  Problem  der  Wärmeverteilung*  in  einem  recht- 
winkligen Parallelepiped  ist  noch  mehrfach  behandelt  worden.  G.  G. 
Heinze^^^)  behandelt  die  Nebenbedingung,  dafs  die  Temperatur 
der  Oberfläche  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist.  Das  Problem 
kann  dann  in  sechs  einfachere  zerlegt  werden,  bei  deren  jedem  die 
Temperatur  als  auf  fünf  von  den  sechs  Seitenflächen  gleich  Null 
vorausgesetzt  wird;  diese  werden  durch  Entwicklungen  nach  trigono- 
metrischen Functionen  zweier  Variablen  und  hyperbolischen  der 
dritten  [vgl.  Lame^*")J  gelöst. 

Fr.    Blumberger®*®®)    behandelt    dasselbe    Problem    ebenfalls 


6085)  p.  121.         6086)  Math.  Ann.  3,  1871,  p.  167. 

6087)  Dies.  Rostock,  Berl.  1870;  viele  Druckfehler  und  sonstige  Nach- 
lässigkeiten. Den  gröfsten  Teil  der  Arbeit  bildet  eine  DarsteUung  der 
von  Lagrange,  Fourier,  Dirichlet  in  der  Theorie  der  trigonometrischen 
Reihen  gefundenen  Resultate,  namentlich  für  den  letzteren  gans  un- 
zulänglich. 

6088)  Diss.  Bonn  1873. 
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durch  Zerlegung  in  sechs  Einzelprobleme.  Aus  der  Foniier'schen 
Entwicklung  leitet  er  [nicht  eben  auf  die  einfachste  Weise]  eine 
andere  ab,  die  nach  den  Sinus  der  geraden  und  den  Cosinus  der 
ungeraden  Vielfachen  des  Arguments  fortschreitet**^).  In  den 
hyperbolischen  Factoren: 

/(t+")_,-''(t+") 

(92)  E^{z,)  -  i 7^r-^n 

fEkhrt  er  die  Division  durch  den  Nenner  aus**^)  und  formt  sie 
dann  um  in: 

Wird  dieser  Ausdruck  in  die  Entwicklung  des  betreffenden  Bestand- 
teiles eingesetzt  und  dann  die  ^-Functionen  transformirt,  so  wird 
erhalten: 


(94)  ^.=//^.(-.*)[ä|?d=..'*-«*^ 


-a,2-«/« 


mit: 

MW  WW  MW  _l     ^    _L   •• 


OD  OD  Ob 


^^jLj  [ma  +  (- 1)"«,  -  »]»  + 


— «    —CO    —00 


wodurch  die  Symmetrie,  auf  die  er  Wert  legt,  erreicht  ist.  Er 
setzt  dann  noch  auseinander,  dafs  man  auf  diesem  Wege  schlielslich 
zu  derselben  Darstellung  gelangt,  wie  durch  Benutzung  des  Green'- 
schen  Satzes;  die  Summe  i?  ist  die  Green'sche  Function  des  Parallel- 
epipeds*^^). 

AuTserdem  behandelt  er  auch  den  Fall,  dals  an  der  Oberfläche 
nicht  die  Werte  von  ti,  sondern  die  von  du  Jen  vorgeschrieben 
sind*^').     Zu  diesem  Falle  sucht  er  zunächst  ein  Potential: 

(96)       >r=  -  2^  {(A  +  4,)x»+  {A,-Ä,)ax\  -. , 

dessen  Ableitungen  nach  der  Normalen  auf  jeder  der  sechs  Seiten- 
flächen constante  Werte  Ä  von  der  Summe  0  aufweisen;  mit  dessen 


6089)  §  4,  p.  9.         6090)  §  5,  p.  11. 

6091)  §  6,  p.  15.    Vgl.  Minnigerode*»*«)  und  Betti««^»),  die  er  nicht 
gekannt  zu  haben  scheint. 

6092)  p.  14. 
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Hilfe  kann  das  Problem  auf  den  Fall  reducirt  werden,  da(s  das 
Mittel  der  vorgeschriebenen  Werte  der  Ableitung  auf  jeder  einzelnen 
Seitenfläche  Null  ist.  Diese  Aufgabe  lasse  sieb  dann  ebenso  an- 
greifen wie  die  erste  ^^•);  er  zieht  es  aber  vor*^^),  sogleich  die 
Green'sche  Function  zu  benutzen.  Zum  Schluls  spricht  er  von  der 
entsprechenden  Aufgabe  fElr  die  Ebene  und  weist  auf  die  Unter- 
suchungen von  Schwarz  hin. 

J.   Stefan^^^)    behandelt   zunächst   die   lineare   Wftrmeleitung 
(ohne  seitliche  Wärmeabgabe)  unter  den  Nebenbedingungen: 

w  =  0  für  Ä^  «  0,      ^^  —  0  för  a;  =  1.  (97) 

Indem  er  in  der  Integralform  §  47  (3)  die  Function  f(a)  den  Grenz- 
bedingungen gemäfs  über  das  Intervall  (0  .  .  .  l)  hinaus  fortsetzt, 
kommt  er  zu: 


(98) 


Weiter  ^^•)  behandelt  er  Wärmebewegung  in  einem  recht- 
winkligen Parallelepiped  für  den  FaU,  dafs  auf  drei  in  einer  Ecke 
zasammenstofsenden  Seitenflächen  die  Bedingung: 

tt  =  0,  (99) 

auf  den  drei  anderen: 

vorgeschrieben  und  die  Anfangstemperatur  constant  ist;  die  Lösung 
erscheint  als  Product  von  drei  Reihen  der  Form  (98).  Er  benutzt 
die  Formeln  hauptsächlich  zur  Berechnung  der  mittleren  Temperatur 
einer  derjenigen  Seitenflächen,  für  welche  die  Bedingung  (lOO)  gilt, 
unter  mehrfachen  Vernachlässigungen. 

Für  den  speciellen  Fall  des  Würfels  haben  0.  Kirchhoff  und 
G.  Hansemann^*^  zur  Yergleichung  mit  Beobachtungen  geeignete 
Formeln  entwickelt.     Sie  nehmen  die  Anfang^sbedingungen: 

w  =  0  mr  f  =  0  (101) 

und  die  Grenzbedingungen: 

?<  =  1  für  £  =  0,  f  >  0,  (102) 

6093)  §  7,  p.  16.         6094)  §  8,  p.  18. 
6095)  Wien.  Ber.  74,  1876,  p.  446.         6096)  p.  462. 
6097)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  9,    1879,  p.  1;    KirchhoflTs  ges.  Abh. 
p.  499. 


1214  I.Haoptteil.  li.Abschn.  Unten,  üb.  Leitung  d.W&nnea.Elektricit&t. 
auf  den  fünf  anderen  Seitenflftcben: 

(103)  ?^  +  Äw«=0. 

Docb  bescbränken  sie  sieb  sogleicb  auf  den  Fall  eines  so  kleinen  h^ 
dafs  man  nach  Potenzen  von  h  entwickeln  und  nur  die  beiden 
ersten  Glieder  üf^  -f~  ^*  ^i  beibehalten  kann.  Für  üf^  ergiebt  sich 
dann,  wenn*^^): 

OD 

(104)  —^  je-'^dx  -  Erfa; 
gesetzt  wird: 

und  bei  den  für  die  Versuche  in  Betracht  kommenden  Werten  der 
Argumente  braucht  hier  nur  das  erste  Glied  berücksichtigt  zu 
werden.  U^  trennen  sie  noch  in  drei  Sunmianden*^**),  von  denen 
der  erste  U^^  von  y,  der  zweite  ü^  von  ar,  der  dritte  U^  von  x 
und  y  unabhängig  sein  und  die  beiden  ersten  bei  e  =  n  ver- 
schwindende Ableitungen  haben  sollen.  Es  wird  dann  zunächst  eine 
Lösung  V(x^z^i)  der  DiflTerentialgleichung  gesucht,  die  den  Neben- 
bedingungen: 

(106)  ex       '  ^  ^  ^  ' 

7  =  0  für  x  =  cx),  für  AT  =  0  und  für  ;e?  =  oo 

genügt;  sie  verificiren,  dais  das  mit: 

0     0 

der  Fall  ist.  Wird  hier  fttr  f{z,t)  speciell  Er{ {zßYi)  gesetzt 
und  dann: 


ae 


(108)    \V{x)  =  V(x)  +^  [  7(2 n7t-x)+  V{2n7t  +  x)} 

H=:l 

gebildet,  so  ergiebt  sich®^^): 


6098)  Kirchhoff  und  Hansemann  haben  hier  einfach  ü  als  Functions- 
zeichen;  ich  gebrauche  die  von  Glaisher  vorgeschlagene  und  in  England 
eingebürgerte  Bezeichnung. 

6099)  p.  602.         6100)  p.  604. 
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OD 


U^ ^  W{z)  +^ (-  1)"  {  W{2 fiTt  +  g)-  W(2 fiTt-z)}       (109) 

ujfd    l/y    durch   Vertauschung    von   x   mit   y.     um    U^   zu   bilden, 
verifidren  sie  zunächst  •^®^),  dafe: 

0 

der  DiiferentialgleiehuDg  und  den  Nebenbedingungen: 

Z  =  Ofür^  =  0,     ^y  =  /'(0  fftr  ;&  — 0,     Z»Oför;?=oo    (lll) 

genügt;  wird  hier   VQ^n^t)  für  f(t)  genommen,  so  ergiebt  sich: 

U,=^i-  ly  \Zii2n  +  l)n-  e)  +  Z({2n+l)TC  +  z)}-    (112) 


«  =  0 


Für  die  zur  Berechnung  der  Beobachtungen  in  Betracht  kommenden 
Werte  der  Variabein  vereinfachen  sich  die  Formeln  noch,  indem  die 
meisten  Glieder  vernachlässigt  werden  können;  schliefslich  bleibt  för 
l\  ein  Doppelintegral,  das  durch  mechanische  Quadratur  berechnet 
werden  kann*^®*). 

A.  Schnitze ^^*^')  behandelt  nicht  stationäre  Wärmebewegong 
im  Parallel epiped,  für  den  Fall,  dafs  die  Oberflächentemperatur  eine 
gegebene  Function  der  Zeit  ist.  Er  spaltet  das  Problem  in  zwei®^^), 
in  der  Art,  dafs  für  das  eine  die  Anfangs-,  für  das  andere  die 
Oberflächentemperatur  Null  ist,  das  letztere  wie  Heinze*^')  und  Blum- 
berger  ^^)  wieder  in  sechs  Teile  *^^).  Jeder  von  diesen  zerfällt,  wenn 
die  Oberflächentemperatur  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  wieder  in 
zwei  Probleme:  stationärer  Zustand  bei  gegebener  Oberflächen- 
temperatur und  Strömung  bei  der  Oberflächentemperatur  Null;  der 
letztere  entspricht  einem  Specialfall  des  zuerst  abgetrennten  Pro- 
blems***^®). Einsetzen  liefert  zunächst  fünffache  Summen  von  fünf- 
fachen Integralen,  doch  gelingt  ihm  mit  Hilfe  der  Integraltheoreme 
die  Reduction  auf  dreifache  Summen  von  Doppelintegralen.  Die 
auftretenden  Exponentialfunctionen  der  einen  Yariabeln  entwickelt 
er  noch  in  tiigonometrische  Reihen  mit  Hilfe  der  Formel  §  16  (18), 
die  er  sich  unter  Benutzung  der  Integraldarstellung  der  Goef&cienten 

6101)  p.  605.    6102)  p.  606. 

6103)  Dias.  Kiel  1887.    6104)  §  3,  p.  6. 

0105)  §  4,  p.  9.    6106)  §  6,  p.  11. 
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ableitet.  Den  Übergang  von  nach  der  Zeit  constanten  zu  mit  der 
Zeit  variablen  Oberflftcbenwerten  vollzieht  er  durch  Saperpodtion 
der  bei  sprongweiser  Änderung  erzeugten  Temperaturen  und  Grenz- 
übergang "<>^.  ^ 

S.  V.  Kowalevsky  kommt  bei  Gelegenheit  ihrer  principiellen 
Untersuchungen  über  die  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
durch  Potenzreihen  auch  darauf  zu  sprechen,  daTs  der  Versuch,  die 
Gleichung  der  linearen  Wftrmeleitung  durch  eine  Reihe  nach  steigen- 
den Potenzen  von  t  zu  integriren,  die  sich  für  f  »  0  auf  eine  ge- 
gebene Function  q>(x)  reduciren  soll,  im  allgemeinen  auf  überall 
divergente  Reihen  fOhrt*^^).     Z.  B.  würde  die  Annahme: 

(113)  q>(x)  =  (1  -  X)-' 

auf: 

(...^  V^l^  *'- 

führen.  Vergleichung  mit  der  Lösung  durch  eine  nach  Potenzen 
von  X  fortschreitende  Reihe  läüst  erkennen,  da£s  die  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  t  nur  dann  convergiren  kann,  wenn  es  zwei 
positive  Gröfsen  ^,  r  von  der  Art  giebt,  dafs  in  der  Entwicklung 
von  q>(x)  die  Coefficienten  von  x*"  und  a?*"+^  allgemein  kleiner 
sind  als: 

^"^^  (2n+l)!  ^«' 

also  sicher  nicht,  wenn  die  Entwicklung  von  (p{x)  nur  einen  end- 
lichen Convergenzradius  hat,  aber  auch  nicht  einmal  immer,  wenn 
sie  beständig  convergirt. 

P.  Langer"®*)  behandelt  im  Anschlufs  an  Riemann^®*®)  die 
Integration  der  Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung  unter  den 
Nebenbedingungen : 

(116)  u^f{x)  für  f  =  0,    u=^q>(t)  für  a^  =  0,    w  — 1|;(<)  fttr  x^n, 

beschränkt  sich  aber  sogleich  auf  den  schliefslich  eintretenden 
stationären  Zustand  und  läfst  aus  der  Gleichung  §  53  (5)  noch  die 
beiden  Terme  („Discontinuitätsglieder",  wie  er  sie  nennt)  weg,  die 
für  alle  inneren  Punkte  verschwinden  und  nur  dazu  dienen,  die  Er- 
füllung der  Oberflächenbedingungen  zu  sichern*^*®).     Wird  noch: 

(117)  9)(^)  =  tf;(0  =  cosa^ 


6107)  §  7,  p.  15.    6108)  J.  f.  Math.  80,  1876,  p.  22. 
610i))  Dias.  Jena  1875.    6110)  p.  8. 
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genommen,  dann  q  für  t  —  l  substituirt  und  der  Cosinus  der 
Differenz  zerfällt,  so  fallen  die  Glieder  mit  geradem  n  weg  und  es 
bleibt: 


u  = 


OD 

—    y  n  sm  nx  { cos 
«=1  I  ö 


OB 


cct  j  e"*"*^'  cosccgdg  +  sinat  j  e^^^cosa^dQ 


,    (118) 


WO  die  Summation  jetzt  nur  noch  über  die  ungeraden  Werte  von 
n  zu  erstrecken  ist.  Er  scheint  aber  zu  meinen,  die  Aufgabe  sei  erst 
gelöst,  wenn  die  gefundenen  Ausdrücke  ,4n  der  Form  der  Fourier'- 
schen  Sinusreihe  dargestellt  und  so  summirt  werden  können"  *^^^). 
um  das  durchzuführen,  ersetzt  er  den  Factor: 


ne 


_««/ 


durch: 


1        /*      /      ««\  tBinnt  ,^ 


(119) 


und  vertauscht  dann  die  Reihenfolge  der  Integrationen;  indem  er 
die  Werte  der  auftretenden  Integrale  nach  q  6.  F.  Meyer*^  ent- 
nimmt, erhalt  er«"*): 


OD 


OD 


M  =     -  ^^  Sin  nx  { cos 

11=1 


at  j  e"*'cosÄ;f  si 

X 

iincct  j  e~*'si] 


sinnt  dt 


(120) 


+  sina^  I  e^^^sm  kt  sinnt  dt 

0 

Yfo  k  =  l/a/2  gesetzt  und  die  Summation  wie  vorher  über  die  un- 
geraden Zahlen  zu  erstrecken  ist.  Die  hier  noch  stehenden  Integrale 
zerlegt  er  durch  Einschalten  der  Zwischengrenzen  rc,  29r,  Stt,  ...; 
das  giebt*"^): 


X 


?<=    -^sinwx  Icos«/  I  €^*'(A^coskz—BiSinke)sinnedz 

l  ^^  ^     (121) 

+  sina^  1  e'^' (ÄiSiu  kz-{'BiCQske)sinnzdz 


mit: 


-^J      1^0  [sinkiin. 


(122) 


6111)  p.  10.         6112)  p.  16.         6118)  p.  19. 
Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereiiügnng.    X. 
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Wird: 

f  123 »       -5-  *'  (^  cof  (at  —  ir)  -^  J?,  sa  -'«r  —  *r;)  «  ♦•» 

gesetzt*'^»,  so  llüst  «kh  die  Summadon  ausfahren  und  man  crlilh 

In  denelbeD  Weise  behandelt  er  aoch  noch  den  Fall,  daüi: 

(125)  9(0  — CO«  «f,     ii;U)  =  sin«/ 

▼fjvgfltthxieben  ist*"^.    Ffir  die  Coefficientai  ^,  Jl^  ergeben  sich*^'^) 
die  Werte  [vgl.  §  15,  (2),  (3)]: 


-«-*«Mllt« 


*. 


-ftjr !._    I    ^-l*jf 


Eine  zweite  Abhandlnng  Längeres  *"^  behandelt  entqprechoide 
IVobleme  fAr  eine  Kugelschale,  in  der  die  Temperatur  von  den 
Polarwinkeln  onabhAngig  ist  Man  hat  dann  nnr  fiberall  n  durch 
ru  za  ersetzen.  Er  beschr&nkt  sich  fibrigens  diesmal  nicht  auf  den 
y^hliefslich  eintretenden"  Zustand,  sondern  untersucht  auch  die 
Änderungen  der  Anünngstemperatuirerteilung  bei  constanter  Tem- 
peratur der  Begrenzungsfl&chen*^^*),  wenigstens  ftb*  den  Fall,  dafs 
die  Anfangswerte  von  ru  sich  durch  eine  lineare  Function  von  r 
darstellen.     Um  die  auftretende  Reihe: 

(127;  ^^'^  expf— n*/)sin«x 

„auf  die  Form  einer  rein  trigonometrischen  Reihe  zu  bring^en,  wo  n 
nur   in   Sinusfunctionen   auftritt",  ersetzt  er  w"**  exp( — n*/)  durch: 

X 

(128;  jneTp(-nU)dt 

t 

und  den  Integranden  dieses  Integrals  durch: 


6114;  p.  21. 

6116)  p.  26.  Er  fährt  ziemlich  überflüssigerweise  die  Überlegungen 
Diricblet*B  noch  einmal  ganz  für  den  Fall  durch,  dafs  nur  ungerade  Viel- 
fache des  Arguments  vorkommen. 

6116;  p.  26.         6117)  p.  86. 

611H)  Habil.-Schrift  Jena  1875.        6119)  nr.  1,  p.  4. 
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OB 

i  j  «P  (-  Tt)  TyT-  ^'-  ^'^*> 


u 


Indeni  er  dann  von  der  Gleichung  §  51  (9)  Gebrauch  macht^^*^), 
erhält  er  die  Umformung  der  Reihe  (127)  in  eine  Summe  yon 
Functionen  Erf  [womit  er  freilich  seinem  eigentliehen  Wunsche, 
einen  „geschlossenen  Ausdruck"  zu  linden  *^'^),  nicht  nfther  ge- 
kommen ist]. 

Die  Annahme""): 

f{x)  -  0,     ^(<)  =  t|;(<)  =  const  (130) 

Cührt  zu  ähnlichen  Besultaten,  wie  die  eben  besprochene.  Ffir  den 
Fall,  dafs  tp  und  t/;  beide  constant,  aber  voneinander  verschieden 
sind,  bestinunt  er  nur  die  schlielslich  eintretende  stationäre  Ver- 
teilung, indem  er  in  den  Formeln  zu  ^ »  <x>  übergeht;  natürlich 
ergiebt  sich  für  ru  eine  lineare  Function  von  r^^^).  Sind  tp  und  ^ 
beide  periodische  Functionen,  so  entwickelt  er  sie  in  harmonische 
trigonometrische  Reihen  und  wendet  für  jedes  Glied  dieser  Reihen 
das  Verfahren  der  Dissertation  an*^^).  Ist  das  Product  aus  der 
Leitfähigkeit  und  der  Periode  der  Temperaturoscillationen  sehr  klein, 
so  können  die  Reihen  abgebrochen  werden;  Langer  discutirt  aus* 
führlich  die  Gestalt  der  dann  sich  ergebenden  Temperaturcurven, 
sowohl  flir  den  linearen  Leiter •^*^),  als  für  die  Kugelschale  •**•). 

W.  L.  Mollison^^^^)  behandelt  das  Problem  des  Stabes,  dessen 
Endtemperaturen  gegebene  Fimctionen  der  Zeit  sein  sollen,  indem 
er  im  Anschlufs  an  später  zu  besprechende  Untersuchungen  yon 
G.  Stokes  „die  vorkonunenden  Differentiationen  so  ausführt,  dafs  die 
Discontinuitäten  zum  Vorschein  kommen".  Soll  die  Gleichung  unter 
den  Bedingungen  (116)  integrirt  werden  und  wird: 

u  ^^A^{t)  sinnx  (131) 

angesetzt,  dann  der  Integralausdruck  für  den  CoefQcienten  Ä^  durch 
zweimalige  partielle  Integration  umgeformt  und  von  der  Differential- 
gleichung Gebrauch  gemacht,  so  ergiebt  sich: 


6120)  p.  7;  ein  zweiter  Weg,  den  er  p.  9  angiebt,  kommt  auf  das- 
selbe hinaus. 

6121)  p.  13.         6122)  nr.  2,  p.  18.         6128)  p.  16. 

6124)  p.  17.    Er  setzt  tp  und  ^  sehr  bald  (p.  19)  einander  gleich. 

6125)  p.  22.         6126)  p.  28. 

6127)  MesB.  of  math.  (2)  10,  1881,  p.  170. 
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(132)  ^.=  i-  {^(0  -  (-  1)- vWl  -h^^ 

also  eine  lineare  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  von  A^.  Die 
Integrationsoonstante  bestimmt  sich  aus  dem  Anfungszustande.  Ffir 
einen  unendlich  langen  Stab  Iftfst  sich  das  Fourier'sche  Integral 
entsprechend  behandeln  ^^,  ebenso  die  doppelte  Sinusreihe  ittr  eine 
rechteckige  Platte "*•). 

H.  Resal®^**)  giebt  einen  Auszug  aus  Fourier's  Theorie"®*), 
die  damals  schwer  zugänglich  war,  doch  ohne  ihm  Schritt  för  Schritt 
zu  folgen.  Den  flux  gewinnt  er**'*)  durch  eine  Betrachtung,  bei 
der  der  Wärmetransport  von  einem  Element  zum  anderen  der 
Temperaturdifferenz  und  einer  zunächst  nicht  näher  bestimmten,  aber 
als  differentürbar  vorausgesetzten  Function  der  Coordinaten  pro- 
portional angenommen  wird;  indem  er  höhere  Potenzen  der  Co- 
ordinatendifferenzen  vernachlässigt,  bekommt  er  doch  denselben  Aus- 
druck wie  Fourier.  Die  Wärmeleitungscoefficienten  erscheinen  dabei 
als  durch  Integrale  definirt  Die  Abhängigkeit  des  flux  von  den 
Stellungswinkeln  der  Ebene,  auf  die  er  sich  bezieht,  erhält  er  durch 
die  Betrachtung  eines  elementaren  Tetraeders**'^,  die  Differential- 
gleichung dann  für  cartesische  •***),  semipolara'***)  und  polare  •**) 
Coordinaten  durch  Aufstellung  der  Wärmebilanz  der  entsprechenden 
Raumelemente.  Die  Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung,  die 
übrigens  auch  bei  ihm  ein  der  Temperatur  selbst  proportionales 
Glied  enthält,  nimmt  er  für  irgend  einen  durch  eine  Kanalfläche 
begrenzten  Körper  in  Anspruch  •*•*).  Nachdem  er  das  erwähnte 
Glied  durch  eine  Substitution  weggeschafft  hat,  leitet  er**^'')  die 
Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral  wie  Fourier  ^'^)  ab.  Zum 
Schlufs^*'^)   giebt   er  auch   die   entsprechenden   dreifachen   Integrale. 

W.  Hergesell®*'*)  kriüsirt  die  Voraussetzungen  der  Fourier- 
Poisson'schen    Wärmeleitungstheorie    im    Anschlufs    an    Vorlesungen 


6128)  nr.  2,  p.  172.  Dafs  dieses  Problem  für  die  Leitung  der 
Elektricität  schon  von  Stokes  behandelt  sei,  habe  er  erst  nachträglich 
erfahren.         6129)  nr.  3,  p.  178. 

6180)  J.  de  math.  (8)  8,  1882,  p.  79;  abgedruckt  in  ResaFs  trait^  de 
phjsiqne  mathämatique,  Paris  1887/88. 

6131)  nr.  1,  p.  81.     6182)  nr.  2,  p.  82.    6138)  nr.  3,  p.  83. 

6184)  nr.  6,  p.  88.     6186)  nr.  7,  p.  90.    6186)  nr.  8,  p.  92. 

6137)  nr.  10,  p.  96.    6138)  nr.  26,  p.  122. 

6139)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  16,  1882,  p.  19.  Die  (auch  sonst  in 
der  experimental-physikalischen  Litteratur  sich  findende)  Angabe  §  7,  p.  26 
„die  Fourier'sche  Theorie  der  Wärmeleitimg  unterscheide  sich  von  derPoisson'- 
schen  durch  die  Grenzbedingungen^-^  ist  unzutreffend;  vgl.  ■*••)  und  •"*). 
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£.  B.  ChristoffeTs.  Vor  allem  macht  er  darauf  aufinerksam^^, 
dafs  bei  Fourier  die  Temperatur  überhaupt  nur  als  dem  W&rme- 
inhalt  direct,  der  Masse  umgekehrt  proportional  definirt  sei.  Solange 
man  dabei  stehen  bleibe,  habe  man  keine  Veranlassung,  die  specifische 
W&rme  als  mit  der  Temperatur  variabel  anzusehen;  diese  Notwendig- 
keit trete  erst  ein®^^^),  wenn  man  das  Fourier'sche  Temperaturmafs 
in  die  „thermometrische  Eigentemperatur  des  Körpers"  übersetzen 
wolle.  Die  „mathematische  Temperatur'^  zweier  längere  Zeit  in 
Berührung  befindlicher  Körper  müsse  sich  schlieüslich  ausgleichen  *^^^, 
dagegen  nicht  ihi*e  „thermometrische  Eigentemperatur",  wohl  aber 
wieder  die  Temperaturen  zweier  in  sie  versenkter  Thermometer,  eben 
weil  diese  auch  nicht  die  thermometrischen  Eigentemperaturen  der 
Körper  geben. 

Ein  zweiter  Abschnitt  behandelt  die  Frage,  wie  man  bei  Be- 
rücksichtigung der  Abhängigkeit  des  Leitungsvermögens  von  der 
Temperatur  sowie  der  thermischen  Ausdehnung  der  Körper  Fourier's 
Voraussetzungen  modificiren  müsse,  um  doch  Fourier's  Differential- 
gleichung zu  erhalten;  er  findet*^*),  dafs  man  annehmen  müsse,  der 
Wärmestrom  zwischen  den  gleichen  Körperteilchen  bei  gleichem 
Temperaturgefalle   wachse  im  Verhältnis  der  linearen   Ausdehnung. 

J.  Boussinesq*'^)  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dafs  aus 
dem  Integral: 

OD 

''=/''(t)*(Ä)''«  (133) 

durch  Diiferentiation  nach  s  —  vorausgesetzt,  dafs  diese  unter  dem 
Integralzeichen  ausgeführt  werden  darf  —  und  Einführung  einer 
neuen  Integrationsvariabein  ein  Integral  derselben  Form  erhalten 
wird.     Durch  zweimalige  Differentiation  ergiebt  sieh: 


d 
ds 


:.T=-/r(^)v(ä^)-^  (1.4) 


wenn: 


lin.J«r(^)^'(^y)=0  (135) 

6140)  §  1,  p.  21.         6141)  §  6,  p.  28. 

6142)  §  9,  p.  27.         6148)  ü,  §  4,  p.  31. 

6144)  Application  des  potentiels,  Lille  1885,  note  II ,  nr.  2,  p.  860. 
Die  Formeln  sind  von  Boussinesq  Par.  C.  R.  94,  1882,  p.  38  angegeben 
und  in  seinem  cours  d'analjse  infinit^imale  II,  2,  Paris  1890,  nr.  846, 
p.  178  reprodueirt. 
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und  ffir  a  «  oo  eine  ähnliche  Bedingung  erfüllt  ist.     Daraus  folgt 
dann*^^),  dafs  die  partielle  Differentialgleichung: 

(136)  ?!>+^^>.0 

sowohl  durch: 

OD 

(187)  ^_   r^(tfq:^)^(_yd«, 

als  auch  durch: 

OD 

(138)  ^-.J>(«  +  _^)^(.J)d„ 


U 


befriedigt  wird,  wenn  für  ^  eine  Lösung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung: 

(139)  (T  1)*  t»;(")(y)  +  Ä^(y)  -  0 

genommen  wird.  Diese  Formen  gestatten  den  Nebenbedingungen  zu 
genügen,  wenn  8  „variable  prindpale^^^^^)  ist,  d.  h.  wenn  für  einen 
speciellen  Wert  yon  ^,  etwa  5  »*  0,  die  Werte  der  Function  und 
^iner  entsprechenden  AnyAhl  von  ihren  Ableitungen  vorgeschrieben 
sind*^;  nftmlich  in  (187)  lassen  sich  die  Werte  der  Ableitungen 
ungerader  Ordnung  von  (p  für  s  =^  0  einfach  durch  diejenigen  von  f 
ausdrücken,  in  (138)  die  der  Ableitungen  gerader  Ordnung. 

Nimmt  man  für  tp  eine  Lösung  nicht  von  (139),  sondern  von: 

(140)  (T  1)-  i/^^-)(y)  +  Äi,(y)  ^  Ky-\ 

so  erhält  man  zunächst  nicht  Lösungen  von  (136),  sondern  solche 
einer  Gleichung  mit  zweitem  GUede;  die  Sunmie  zweier  solcher 
Lösungen  kann  aber  wieder  eine  Lösung  von  (136)  sein*^*^. 

Diese  Sätze  lassen  sich  dann*^^)  auch  auf  den  Fall  übertragen, 
dafs  von  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  m  -\-  1  un- 
abhängigen Variabein: 


c" 


(141)  A  \^-  +  (./,)>  =  0, 

in  der  die  Potenz  z/J  symbolisch  zu  verstehen  ist,  Lösungen  gesucht 
werden,  die  die  Coordinaten  nur  in  der  einen  Verbindung: 

(142)  r«=x*+y*+  ••• 

6146)  Potentiels  nr.  3,  p.  364;  cours  d'analjBe  nr.  463,  p.  457. 
6146)  p.  366.         6147)  nr.  4,  p.  369. 
6148)  nr.  5,  p.  373,  bezw.  nr.  848,  p.  183. 
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enthalten;  wird  nämlich: 


00 


--/f(?)*(Ä)''".  (f-i-h.)     ("») 


gesetzt,  so  ergiebt  sich: 


^t 


''-/^(t)^'Q<^-  (1**) 


Für  m  »  2  führt  ein  Grenzübergang  zu: 

OD 

<P  =  ffil  O  ^  (-  f  e- '')  ^ß-  (1*5) 

0 

Für  m  =  3  erhält  man  durch  Einführung  einer  neuen  Integrations- 
variabeln  einen  Ausdruck  der  Form  (133)  für  rq>y  entsprechend  dem 
Umstände,  dafs  sich  hier  irz/,^)  auf  d^(r(p)/df^  reducirt,  wenn  q>  nur 
von  r  abhängt.     Aufserdem  ergiebt  sich  noch*^*^: 


bezw.  für  tw  =  2: 


är  - ! i  - 1  j /Vcit-'r*/") t'(is«/'")rff,     (146) 


dm 


X 

//•(i^^'CiO^f.  (147) 


Wird  wieder  f  T  c^/2  für  aP/2  gesetzt  und  t|;  der  Differential- 
gleichung (139)  gemäljs  bestimmt,  so  erhält  man  Integrale  der 
Gleichung  (141),  die  die  Goordinaten  nur  in  der  Verbindung  r  ent- 
halten imd  leicht  dem  Falle  angepafst  werden  können,  dafs  Be- 
dingungen für  r  =  0  gegeben  sind**^);  doch  ist  Vorsicht  nötig, 
damit  die  Integrale  nicht  an  der  unteren  Grenze  0  ihre  Bedeutung 
verlieren.  Speciell  bespricht  er  den  Fall'**^),  dafs  der  für  r  «—  0 
vorgeschriebene  Wert  f(t)  nur  für  sehr  kleine  Werte  des  Arguments 
von  Null  verschieden  ist;  wird  dieses  Argument  als  neue  Integrations- 
variable eingeführt  und  neben  t  vernachlässigt,  so  erhält  man  als 
Element  einer  neuen  Lösung: 

bezw.: 

6149)  p.  378.         6150)  nr.  6,  p.  379.         6151)  p.  884. 
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1--^ 


Die  erstere  Form  giebt  die  ,^lation  simple  naturelle*^  dar  den  Fall, 
daüs  fftr  ^ »  0  die  Werte  von  q>  und  seinen  n  —  1  ersten  Ab- 
leitongen    als   Functionen  von  r  vorgeschrieben  sind*^^;    es  bleibt 

nfimlicb  dann  jq>dtj  genommen  über  das  Innere  einer  Kugel  vom 

Badius  r,  constant,  wenn  r  proportional  mit  y7  wftchst  Diese 
Lösung  entspricht  also  dem  Falle  ein«-  vom  Nullpunkte  aus  nach 
allen  Seiten  vor  sich  gehenden  Ausbreitung  der  Wärme.  Wird  statt 
des  Nullpunktes  ein  beliebiger  Punkt  (a^,yj, .  .  .)  genommen ,  dann 
mit  -2^(^19  Jfi  9  •  •  •)  multiplicirt  und  über  den  ganzen  Raum  integrirt, 
so  erhält  man  eine  Liösung: 

(160)  ^  =  _|J^(^)^(.,,,„...)^^ 

[vgl.  §47  (4)],  die  sich  für  /  =  0  auf  F{x^y^  . .)  reducirt,  also 
wie  die  durch  das  Fourier'sche  Integral  einem  beliebigen  Anfangs- 
znstande angepalst  werden  kann,  aber  nur  halb  so  viele  Integrationen 
erfordert  ^^^.  Anhangsweise  handelt  Boussinesq  hier  von  der  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen  durch  Integrale  der 
Form  (133);  bei  dieser  Grelegenheit  bestimmt  er  noch  einmal  die 
Werte  der  beiden  Integrale  (54)*^^). 

§  n  enthält  die  spedellen  Anwendungen  dieser  Ansätze  auf 
Probleme  der  Wärmeleitung  ^^^).  Boussinesq  zeigt  zunächst  [ähnlich 
wie  Amsler***^,  Minnigerode  **^  und  Vonder  Mühll  •**)],  dafs  nur 
eine  Lösung  existirt.  Für  den  Fall  m  =  1  konmit  hier  in  den 
Formeln  (137)  und  (138)  das  untere  Zeichen  nicht  in  Betracht, 
weil,  damit  die  bei  x  ^^  <x>  greltenden  Bedingungen  nicht  erföllt 
werden  können;  es  bleibt  also  als  allgemeine  Lösung *^^): 


616«)  nr.  7,  p.  888. 

6168)  p.  892.  Es  sieht  fast  so  aus,  als  sei  Boussinesq  hier  die  doch 
schon  von  Fourier  selbst  auseinandergesetzte  enge  Beziehung  der  Lösungs- 
fonn  (150)  zu  der  durch  das  Fourier'sche  Integral  nicht  gegenwärtig 
gewesen. 

6154)  nr.  8,  p.  402. 

6156)  nr.  9,  p.  404.  In  einer  Note  setzt  er  auseinander,  dafs  auch  fOr 
die  DiffuBion  und  Filtration  ?on  Flüssigkeiten  entsprechende  Gesetze 
gelten.  —  Cours  d^anal.  nr.  466,  p.  466. 

6166)  nr.  10,  p.  411. 
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„.j>(,_«;)„p(_^,).. 


U 


+.A('-Ä)«^(-t)''«- 


(151) 


0 

Sie  genügt  der  Grenzbedingung: 

-^"»MJ-CO-«)    fllr    05  =  0,  (152) 

wenn: 

genommen  wird.  Der  Grenzfall  h  ^=  (x>  führt  auf  eine  Lösung,  die 
auch  ans  (78)  entsteht,  wenn  man  dort  im  Minuenden  0  statt  —  oo 
als  untere  Grenze  nimmt  und  den  Subtrahenden  wegläfst,  der  andere 
Grenzfall  /i  =  0  ebenso  auf: 

00 

«  -  VIJ^'  ('  -  ^)  "P  (~  Ä)  ''«•  (154) 

0 

Im  allgemeinen  Falle  erhält  man  zur  Bestimmung  von  f  und  f^  aus 
F  eine  lineare  Differentialgleichung  1.  0.  mit  zweitem  Gliede  und 
also  eine  Darstellung  von  u  durch  ein  Doppelintegral  *^^).  Ist  F 
eine  periodische  Function,  so  wird  auch  u  eine  solche;  wird  F  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  dargestellt,  so  lassen  sich  in  jedem 
Gliede  die  Integrationen  ausführen  ®^^). 

Dann  verfolgt  er  die  beiden  Grenzfälle  noch   weiter  *^^^).     Ist 
im  Falle  /i  »  oo  („echauffement  par  contact^): 

y{t)  =  0  für  <  <  0,     F{t)  =  c  für  <>  0,  (155) 

so  reducirt  sich  (78)  auf  (60);  ist  andererseits  F{{)  nur  fttr  ein 
Zeitelement  von  0  verschieden,  so  erhält  man  wieder  eine  „Solution 
simple  naturelle^^,  nämlich: 

"  =  Vn    ff^  '^  (-  S)  '  (^^^^ 

sie  stellt  eine  Art  von  Wärmewelle  vor,  deren  Scheitel  Wege  pro- 
portional   der    Quadratwurzel    aus    der    Zeit    zurücklegt      Für    den 


6157)  p.  416.         6168)  nr.  11,  p.  416  bezw.  nr.  466,  p.  468. 
6159)  nr.  12,  p.  410  bezw.  nr.  467,  p.  471.     An  der  letzteren  Stelle 
verweist  er  auf  Duhamel  *•**). 
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anderen  Grenzfall  A  =»  0,  d.  h.  den  Fall,  da£B  bei  a;  =  0  beständig 
bekannte  Wftrmemengen  zogefOhrt  werden,  beweist  er  noch  besonders, 
daüs  dieses  Problem  nur  eine  Lösung  bat;  dann  leitet  er  aus  seinen 
Ansätzen  noch  einmal  die  Formel  (154)  und  zu  ihr  die  beiden  ent- 
sprechenden •***) : 

0 

OB 

0 

ab.      Gelten    wieder    die   Bedingungen    (155),    so    durchlaufen    die 

einzelnen  Werte  von  r^^^u  Räume,  die  zu  yt  proportional  sind. 
Wird  F  nur  während  eines  Zeitelementes  von  Null  verschieden  ge- 
nonmien,  so  erhält  man  dis . „Solution  simple  naturelle^': 

Boussinesq  verfolgt  die  aus  diesen  Formeln  sich  ergebenden  Gresetze 
ftb*  die  Ausbreitung  einer  bestinmiten  „eoncentrischen  Wärmeschicht'*. 
Zum  Schlüsse  *^^^)  stellt  er  noch  einmal  die  allgemeine  Formel 
§  47  (4)  auf  und  führt  sie  in  §  47  (l)  über. 

£.  Beltrami*^^*)  findet  die  Methode  der  Reihenentwicklungen 
swar  einfach  und  fruchtbar,  meint  aber  doch,  in  einfachen  Fällen 
entbehrten  die  so  erhaltenen  Lösungen  einer  gewissen  Selbst- 
verständlichkeit und  Eleganz.  In  solchen  seien  einfachere  Methoden 
vorzuziehen,  wie  sie  Betti*^^)  im  Anschlufs  an  die  Potentialtheorie 
entwickelt  habe.    Er  betrachtet  daher  allgemein  Functionen  der  Form: 

(160)  r  (x,  y,  z)  =Jk  (I, »,,  f)  ,f,(r)  r" « rft, 
in  der: 

(161)  r*  -  (r  -  D»  +  (y  -  ,,)'  +  {z  -  f)» 

ist,  ^{r)  mit  seinen  Ableitungen  auch  für  r  ==  0  stetig  sein  soll 
und  die  Integration  sich  auf  die  Variabein  |,  17,  S^  bezieht.  Indem 
er  dann  das  über  die  Oberfläche  genommene  Integral  von  cV/dn  in 
ein  Raumintegral  verwandelt,  erhält  er: 


6160)  nr.  13,  p.  423.    6161)  nr.  14,  p.  488. 

6162)  Bol.  mem.  (4)  8,  1887,  p.  291 ;  abgedr.  N.  Cim.  (8)  28,  1888,  p.  97. 
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z/,F=  47r^tf;(0)  +  CWr^^dx  (162) 

und  daraus  den  Satz:  wenn  tf;  der  Differentialgleichung: 


dt        dr' 


(163) 


genügt  und  für  r  «  0  selbst  Null  ist,  genügt  V  der  Gleichung  der 
Wärmeleitung.     Z.  B.  könne  man  nehmen*^**): 

,t;-rr'exp(-ll).  (164) 

oder: 

,|,-r^exp  (-{!).  (165) 

Da  die  letztere  Function  für  r  =»  0  nicht  Null  wird,  erhält  man  aus 
ihr  durch  Integration  über  einen  bestimmten  Baum  eine  Lösung  nur 
für  den  AuTsenraum.  Er  integrirt  sie  daher  über  eine  Oberfläche. 
Aus  einem  oder  dem  anderen  der  so  gefundenen  Integrale  U  erhält 
er  durch  die  Oleichnng: 

„  =  />(i)  ^..B^^^^^-3ax  (166) 

0 

eine  Lösung,  die  sich  auf  der  Fläche  auf  eine  gegebene  Function 
u  =  F(t)  der  Zeit  reducirt;  wie  er  dann  noch  verifidrt. 

Weiter  behandelt  er  Probleme  der  Wärmeverteilung  in  einer 
Kugel,  für  den  Fall,  dafs  die  Temperatur  von  den  Polarwinkeln 
unabhängig  ist*^**).  Die  Anwendung  der  Form  (164)  führe  auf  den 
bekannten  Ausdruck: 

0 

die  Form  (165)  bei  Benutzung  von  Sätzen  über  das  Potential  einer 
Kugelschicht  zu: 

R-r 

was  der  Anfangstemperatur  u  =  0  für  /  —  0  und  einer  speciellen 
Abhängigkeit    der    Oberfiächentemperatur    von    der    Zeit   entspreche. 


6163)  §  2,  p.  296  bezw.  p.  101.         6164)  §  8,  p.  298  bezw.  p.  104. 
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Auf  diese  kann  man  wieder  das  zu  (166)  führende  Verfahren,  an- 
wenden; man  erhält  nach  einigen  Rechnungen*'*^): 

Ä  -  r  R  +  r  I 

%yi  %yf  ' 

entsprechend  der  Oberflächentemperatiir: 

OD 

(170)  F{t)  =  fit)  -  -^Jf{t-^^e-^ds, 

"r/VT 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  f(t)  bereitet  er  durch  Ab- 
leitung einiger  Sätze  über  bestimmte  Integrale  vor*^**);  schlieTslich 
erhält  er"*'): 

(171)  f(t)  =  F(t)  +  y-jX'  -  fO  J;  ne-  -'••  ds. 

R/VT  ""' 

Wird  das  in  (169)  eingesetzt,  so  wird  erhalten •*•*): 

t 

«  =  --f--/V(i)('-i)^'X 


u 


(172) 

x^»  ( ((2  n  +  Die  -  .)  exp  (-  ^^tlF^J~^)  ]  äl, 


n  =  —00 


wofttr  er  auf  Schlaf li  •****)  verweist.  Eine  einfache  Umformung 
erlaubt  die  directe  Verification. 

Für  den  Fall  F{t)  =«  1  erhält  er  nach  einigen  Umformimgen*'*^: 

0 

er  zeigt,  dals  dieser  Ausdruck  fCbr  ^ »  cx)  und  jedes  r  gegen  1 
convergirt.  Der  Grenzübergang  zu  r  =  0  sei  hier  einfach;  im  all- 
gemeinen Falle  müsse  man  von  der  Schlufsformel  (172)  auf  eine 
bei  Ableitung  derselben  benutzte  zurückgehen  imd  eine  neue  Inte- 
grationsvariable einführen. 

6165)  p.  302  bezw.  p.  108. 

6166)  §  4,  p.  302;  N.  Cim.  (8)  24,  1888,  p.  24. 

6167)  §  6,  p.  811  bezw.  p.  82.    6168)  §  6,  p.  313  bezw.  p.  146. 
6169)  §  7,  p.  314  bezw.  p.  149. 
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Dann  kehrt  Beltrami  noch  einmal  zur  Oleichnng  (167)  zurttck*^^^), 
setzt  in  ihr  r  »  12  und  den  so  erhaltenen  Ausdruck  an  Stelle  von 
F(t)  in  (169)  ein;  so  gelangt  er  auch  seinerseits  zu  einer  Glei- 
chung Schlftfli's.  Er  formt  sie  noch  in  eine  Gestalt  um,  die  direct 
zu  zeigen  erlaubt,  dafs  die  Bedingung  u  »-  G(r)  für  ^  —  0  erfüllt 
ist*^^*).  Auch  hier  treten  für  den  ^ttelpunkt  der  Kugel  Ver- 
einfachungen ein.  Zum  Schlüsse  erwähnt  er  noch,  er  habe  die 
Bezeichnung  der  O- Functionen  absichtlich  nicht  gebraucht,  da  er 
keine  Sätze  über  sie  zu  benutzen  gehabt  habe. 

E.  W.  Hobson*"*)  behandelt  lineare  Wärmeleitung  unter  der 
Grenzbedingung : 

ll  -  M«  -  r(t))  (174) 

i 
mit  den  von  W.  Thomson  für  die  Leitung  der  Elektricitftt  (§  108) 

entwickelten  Methoden.     Er  substituirt: 
also: 


M  =»  //  e* 


'  A(s)e-*'=d|,  (176) 


und  setzt  auseinander,  dafs  die  so  erhaltene  Formel  auch  angesehen 
werden  könne  als  das  Ergebnis  einer  Reihe  von  doppelten  Wärme- 
quellen („doublets")  vom  Betrag: 

2  he-'"  dz  (177) 

für  jedes  Element  dz  an  der  Stelle  z  ^  —  x  auf  der  negativen 
Seite  der  Axe.  Soll  die  Anfangstemperatur  eine  vorgeschriebene 
Function  g>(x)  des  Ortes  sein,  so  hat  v  den  Bedingungen: 

r  =  (p(x)  —  h-^(p'(x)  fürf  =  0,  x>0;     v  —  Ofara;  =  0    (178) 

zu  genügen,  was  durch  die  Formel  §  47  (3)  geschieht.  Auch  die  so 
erhaltene  Formel: 


^fj;-.  j..,(_<.±£=a.')_„p(_&+.±5.-)l.  ^^^^^ 


X  {9  M  -  ji  <p'(^i))  ^^  ^^1 


6170)  §  8,  p.  319;  N.  Cim.  (8)  26,  1888,  p.  84. 

6171)  p.  322  bezw.  p.  37. 

6172)  Cambr.  proc.  6,  1889,  p.  184;  vom  Febr.  1888. 
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kiutn  ak  dai  Ergebnis  emer  Beilie  Ton  doohMs  gedentel  werden. 
Nfttürlidi  kdnne  mnn  die  Losimg  diireh  trigonometriiche  Beihen  nns 
der  angegebenen  ableiten. 

Eine  wenig  spätere  Abhandlung  Hobscm's*^'')  bringt  princi|Helle 
Anseinandersetsnngen:  Thomson ^^  habe  „instantaneoos  point  sonrees" 
benatzt;  wolle  man  nach  Baom  nnd  Zeit  Terinderiiche  Oberflidi«i- 
temperatnr  bekommen,  so  mftsse  man  ,/loablets^  einffthren.  Das 
thnt  er  zuerst  fEUr  den  Fall,  da(s  die  Temperatur  nur  ¥on  xwsi 
Coordinaten  abhängt  *^'^):  eine  einf^he  Wärmequelle  tou  der  Er- 
giebigkeit Q  ist  dann  durch: 

(IHO;  ^«^exp(-{^),      r» -  (x  -  x,>»  +  r^,  -  jr,..» 

gediehen.  Wird  eine  solche  Quelle  an  der  Stelle  (^r^,  y^Jf^  u^ 
eine  zweite  an  der  Stelle  (x^^  —  j^9)  sngenonmien  und  dann  Q6p 
durch  eine  endliche  Gröfse  Q^  ersetzt,  so  eriiSlt  man  ein  „doublet" 
von  der  Stärke  Q^  an  der  Stelle  (x.  0)  und  mit  der  Axe  parallel  zur 
jf-Axe;  rlie  entsprechende  Temperaturverteilung  ist: 

(181;  -^....exp{-     -      -^^  |. 

Durch  Integration  nach  /  erhält  man  ein  „continuous  doublet^': 

—  eine  seines  Wissens  noch  nicht  bemerkte  Form  der  Lösung. 
Der  zweite  Factor  mit  dx^  multiplicirt  stellt  den  Winkel  vor,  unter 
dem  das  Element  dx^  vom  Punkte  r,  y  aus  erscheint  Durch  ein 
solches  doublet  wird  also  der  Bedingung  genügt,  dals  för  j/  —  0 
auch  1/  »  0  sein  soll,  aulser  in  dem  einen  Elemente  dx.  Wird  t 
durch  t  -  k  ersetzt,  dann  mit  x{^)d(k)  nmltiplicirt  und  von  0  bis  t 
integrirt,  so  erhält  man  ein  doublet  von  mit  der  Zeit  veränderlicher 
Stärke;  wird  mit  f{x^dx^  multiplicirt  und  nach  x  von  —  oo  bis 
+  oo  integrirt,  so  erhält  man  die  Lösung  für  die  Halbebene  unter 
dr»r  Randbedingung •"■'^j: 

(183;  u^f(x)   für  y  =  0. 

Ist  /'  von  t  und  x  abhängig,  so  erscheint  die  Lösung  als  Doppel- 
integral.     Durch   Anwendung    des   Spiegelungsprincipes    erhält    man 

0178;  Lond.  math.  proc.  19,  1889,  p.  279;  vom  Apr.  1888. 
6174;  nr.  1,  p.  281.         6176)  nr.  2  a,  p.  288. 
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die  Lösung  für  einen  Winkelraum  und  f&r  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck [?].  Für  einen  einseitig  begrenzten  Parallelstreifen  führt  die 
Anwendung  des  Verfahrens  auf  >&- Reihen  *^^*);  für  ein  begrenztes 
Rechteck  auf  Integrale  über  Producte  von  solchen. 

Den  Fall,  dafs  Strahlung  stattfindet,  behandelt  er  fthnlich  wie 
in  seiner  Cambridger  Note^^'*);  er  meint  selbst**^,  auf  den  Fall 
der  Strahlung  über  mehr  als  eine  Grenzfläche  liefse  sich  das  Ver- 
fahren nicht  anwenden. 

Bei  dreidimensionalen  Problemen  ^^^^)  steht  in  der  Ausgangs- 
formel (180)  ]/7r^  statt  tt^  im  Nenner,  beim  doublet  also  }/«*<*. 
Durch  Einführung  einer  neuen  Integrationsvariablen  kann  der  Aus- 
druck für  das  letztere  übergefEQirt  werden  in: 


X 


r'^Yn' 


^''vt+'vrM-r^\-        (!«*> 


Das  wendet  er  dann  auf  Probleme  derselben  Art  an,  wie  in  der 
Ebene  ^^^*);  für  den  Fall  der  Abkühlung  des  Halbraumes  durch 
Strahlung  erhält  er  so  direct  einen  Ausdruck,  den  Poisson  durch 
Grenzübergang  vom  Falle  der  Kugel  aus  gefunden  habe. 

Von  zwei  russischen  Abhandlungen  von  Appelrot  kenne  ich 
nur  die  Problemstellungen  aus  Referaten.  Die  eine^^^  behandelt 
das  Problem  der  Wärmeströmung  im  Halbraume  unter  den  Neben- 
bedingungen : 

u=^f(x,y,z)   für    <  =  0,  (185) 

^-^  «  F{x.,  y,  t)  an  der  Oberfläche,  (186) 

vorausgesetzt,  dafs  i^  nur  für  einen  Teil  der  Oberfläche  von  Null 
verschieden  ist;  die  andere  ^^*^^)  dasselbe  Problem  für  ein  Parallel- 
epiped,  bei  dem  F  nur  für  einen  Teil  einer  Seitenfläche  von  0  ver- 
schieden ist 

Boussinesq's  Vorlesungen  über  Integralrechnung  enthalten 
aufser  der  Reproduction  der  schon  besprochenen  Untersuchungen 
noch    einige    weitere   Ausführungen.      Als    „variable   principale^'   be- 


6176)  nr.  2  c,  p.  284.         6177)  nr.  3,  p.  287. 
6178)  nr.  4,  p.  288.  6179)  nr.  5,  p.  290. 

6180)  Petereb.  Phys.  Ges.  21,  1889,  p.  81;  vgl.  Fortschr.  der  Math.  21, 
p.  1196  u.  Fortschr.  d.  Phys.  46,  p.  836. 

6181 )  Mosk.  Ges.  4,  1891,  p.  5;  Fortschr.  d.  Math.  28,  p.  1202,  Fortschr. 
d.  Phys.  47,  p.  383. 
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zeichnet  er'^*)  diejenige,  fftr  deren  Null  wert  die  Werte  der  ge- 
suchten Function,  eventnell  auch  die  Werte  einiger  ihrer  Ableitungen, 
willktbrlich  vorgeschrieben  sind;  das  kann  die  Zeit  oder  eine  Baum- 
coordinate  sein.  In  einer  Note  behandelt  er  einen  Fall,  in  welchem 
es  überhaupt  keine  solche  variable  principale  giebt*^^);  nämlich  den 
einer  im  Baume  beweglichen  Wärmequelle.  Er  wird  durch  ein 
Integral  der  Form: 

(''  '^        "  =  W^-J  '"P  r  ^t  -  z)j  (f-if 

gelöst,  wo  aber  jetzt  in: 

(188)  r«=(x-|)»+(y -»,)«+••• 

die  I,  t/,  ...  gegebene  Functionen  der  Zeit  sind.  Zum  Beweise 
nimmt  er  als  obere  Orenze  zunächst  t  —  £,  um  alle  Differentiationen 
unter  dem  Integralzeichen  ausführen  zu  können;  über  die  darin 
immer  noch  liegende  Vertauschung  zweier  Orenzübergänge  setzt  er 
sich  hinweg.  Auch  weist  er  bei  dieser  Gelegenheit  darauf'  hin,  dafs 
diese  Lösungen  mit  Ezponentialfunctionen  negativen  Arguments  sich 
bei  ^  =  0  mit  allen  ihren  Dififerentialquotienten  an  den  für  f  <  0 
geltenden  Wert  w  =  0  anschliefsen'^®*).  Weiter  kommt  er  von 
diesen  Formeln  aus  zu  einer  neuen  Formulirung  der  Definition  der 
„Solution  simple":  er  bezeichnet  als  solche  den  Factor,  mit  dem  die 
willkürliche  Function  und  das  Baum-  bezw.  Zeitelement  unter  dem 
Integralzeichen  multiplicirt  sind.  Wenn  keine  „dissemination  des 
effets"  stattfinde,  behalte  die  Solution  simple  ihre  anfängliche  Dis- 
continuität  fortwährend  bei,  in  den  Fällen  der  Wärmeleitung  werde 
sie  aber  sofort  continuirlich.  Die  so  für  unendliche  Räume  ge- 
fundenen einfachen  Lösungen  könne  man  aber  nicht  ohne  weiteres 
auf  begrenzte  Körper  übertragen  *^^);  umgekehrt  auch  nicht  von  den 
für    begrenzte    Körper    gültigen    einfachen    Lösungen    durch    Grenz- 


6182)  Cours  d'analyse  infinitiSsimale  112,  Paris  1890,  nr.  476,  p.  516. 
—  nr.  449,  p.  416  findet  sich  eine  Bemerkung  betr.  den  Fall,  dafs  auf  der 
Oberfläche  eines  Paralleiepipeds  überall  die  Werte  von  du/^n  yorgeschrieben 
sind,  doch  nicht  so,  dafs  ihre  Mittelwerte  für  jede  einzelne  Seitenfläche 
Null  sind.  In  der  allgemeinen  Formel  treten  dann  Glieder  der  un- 
bestimmten Form  0/0  auf,  die  durch  Grenzübergang  auszuwerten  sind; 
einfacher  sei  es,  gleich  von  vornherein  eine  ganze  Function  2.  Grades 
der  Coordinaten  abzutrennen.     [Vgl.  *®'*^^).] 

6183)  p.  617;  auch  Par.  C.  E.  110,  1890,  p.  1242. 

6184)  Cours  p.  620.         618f>)  nr.  477,  p.  623. 
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Übergang  zu  denjenigen  für  unbegrenzte  gelangen,  ^wenigstens  nicht 
in  dem  Sinne,  in  welchem  die  Summe  einer  convergenten  Reihe 
sich  auf  die  einer  angebbaren  Anzahl  ihrer  Glieder  zurücldÜhren 
lasse^';  man  müsse  dazu  entweder  Integrale  benutzen  oder  „Reihen, 
deren  Convergenz  unendlich  schwach  ist  und  im  allgemeinen  erst 
nach  unendlich  vielen  Gliedern  anfängt"  [?].  Das  erstere  führe  auf 
das  Fourier'sche  Integral  ®^^^);  seine  Anwendung  auf  das  Problem 
der  Wärmebewegung  im  Halbraum e  ergiebt  als  Solution  simple 
zunächst*^®'): 


00 


hff 

0 


£5P_(z;^l^±I!)  cos  ax  cos  ßy  da  dß.  (189) 


Werden  hier  sowohl  für  a,  ß  als  auch  für  o;,  y  Polarcoordinaten 
eingeführt,  so  lassen  sich  die  Integrationen  ausführen  und  man 
erhält: 

^     , ! ^190) 

als  Element,  wie  in  der  Potential theorie®^^). 

0.  Chwolson^^®^)  behandelt  folgendes  Problem:  die  beiden 
Enden  eines  Stabes  werden  auf  eine  Temperatur  «q,  die  Mitte  auf 
eine  andere  Temperatur  u^  gebracht,  bis  ein  stationärer  Zustand 
erreicht  ist,  und  dann  der  Stab  sich  selbst  überlassen.  Werden  die 
Abscissen  von  der  Mitte  des  Stabes  aus  gezählt,  so  ist  die  anfäng- 
liche Temperatur  für  a*  >  0: 

u^ ^--  {(miC«V^-MoC'^^*)  +  (wo-WiC^>^)^>'*}-     (191) 

1  _c-^Vä 

Wird  das  in: 

entwickelt,  so  ergiebt  sich®'^): 


^«  = 


n^+h  ®^*     2     (^^0 "  ^'i)  ^  ungerade  n, 


]/Ä 


3^9  ^-  (*^o  +  wj  für  gerade  n. 


(193) 


ln*7r  +  /«       ^     2 
Damit  kann  dann  die  weitere  Abkühlung  verfolgt  werden. 


6186)  nr.  478,  p.  624.         6187)  nr.  479,  p.  630.         6188)  p.  681. 
6189)  Repert.  Phys.  26,  1890,  p.  150.         6190)  p.  162. 
Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigung.    X.  78 


1254    LHaoptteO.  i4.Al«chB.  U]itCELüb.Lat]iiigfLWlnK«.EIcktndlftt. 

K.  L.  Hagstrdm*'^}  bespiidht  die  Frage,  wie  ÄngifarQiii^s 
Varmeln  (I2j  xn  modifidmi  sind,  wenn  mm  Ende  des  Stab«  die 
Bedingung  f'l4)  zn  erf&Ilen  ist:  er  findet,  dmb  man  dam  andi  die 
Glieder  mit  Expcmentialfimctionen  positiren  Arguments  berA^äcktigen 
innis  mid  leitet  die  Beziehungen  ab,  die  zwischen  den  Anqilitnden 
und  den  Phaseaconstanten  der  Glieder  toh  beiden  Arten  besteben 
mfissen. 

V.  T.  Lang^^t  beginnt  mit  der  Untersncbung  des  spedellen 
Falles  der  Stationiren  Strömung  in  einer  Dimension,  bei  der  die 
Temperatur  eine  lineare  Function  der  betreffenden  Co(Hrdinaten  sein 
mnis.  Daraus  scblielst  er,  dals  der  Wirmestrom  audi  im  nicht- 
Stationiren  Zustande  nur  Function  der  Temperaturdifierenz  sein 
kann:  indem  er  diese  Function  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  und 
abbricht,  kommt  er  dazu.  Um  der  Ableitung  der  Temperatur  pro- 
portional zu  setzen.  Damit  hat  er  die  Differentialgleichung  der 
linearen  Wärmeströmung.  An  Integralen  von  ihr  giebt  er  zu- 
nächst ****;: 

«194»  H  ^  2  at  -r  ax  +  bx  +  i\ 

'lann  das  allgemeinere  [?] : 

(195;  M=r  (p«»'^-«'. 

Von  seinen  Behandlungen  specieller  Probleme  ist  etwa  zu  erwähnen 
die  der  Grenzbedingnngen: 

Cl96)  II  =  e*'co8/  für  x=  0,     M  =  0furx=3C, 

die   zu   Angströni's  Formeln  (12)  f&hrt     Schliefslich  giebt  er  auch 
noch  die  allgemeine  Gleichung  der  Wänneleitnng  an*'**). 

P.  Appell****)  stellt  zunächst  die  Frage  nach  allen  Trans- 
formationen der  Form: 

,1 117  j  'i^^U'X  (x,  t),     Xi  =  <jp  (x,  t),     /j  =  i|;  (ar,  0, 

die   die  Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung  in  sich  transformiren. 
Man   könne   durch  Rechnung  oder  mit  Hilfe  von  Sätzen  von  S.  Lie 


6191;  Stockh.  OefF.  48,  1891,  p.  63.  Er  geht  von  einem  etwas  all- 
gemeineren Ansatz  ans,  indem  er  die  Zeit  zuerst  auch  im  Exponenten  hat. 

6192)  Einleitung  in  die  theoretische  Physik,  2.  Aufl.,  Leipz.  1891, 
9  422,  p.  903;  die  1.  Aufl.  von  1867  enthält  nichts  daf&ber. 

6193;  §  423,  p.  907.         6194)  §  429,  p.  920. 

6196;  J.  de  math.  -4)  8,  1892,  p.  187;  Auszug  Par.  C.  R.  110,  1890, 
p.  1061. 
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zeigen,  dafs  die  allgemeinste  solche  Transformation  sich  aus  den 
beiden: 

Wi=Cm,     Xi=-Cx  +  a,     t^^k^t+ß  (198) 

und: 

«1 = yY  «p  (-  ri)  ♦  ^1  =  f '  *»  — i   (1^^) 

zusammensetzt,  von  denen  die  letztere  eine  Art  von  Inversion  vor- 
stellt. Man  erhalte  so  aus  der  particulären  Lösung  (195)  die 
andere  (§  lOJ,  20). 

Weiter  sucht  er  Lösungen  der  Gleichung  der  linearen  Wftrme- 
strömung,  die  zugleich  rationale  Functionen  von  x  und  t  sind*^^). 
Er  findet,  dafs  sich  alle  solche  Functionen  aus  den  Coefficienten 
der  Entwicklung  von  (195)  nach  Potenzen  von  er,  m.  a.  W.  den 
Functionen: 

(-  '^"'' '''  (-  ^)  ^'^^ 

zusammensetzen  lassen  müssen,  wo  U^  das  v^^  Hermite'sche  Polynom 
(§  85)  bedeutet.  Diese  Functionen  spielen  also  für  diese  Differential- 
gleichung eine  ähnliche  Rolle,  wie  die  Kugelfunctionen  für  die 
Laplace'sche  Gleichung.  Die  Transformation  (199)  führt  sie  über  in 
andere  Lösungen,  die  den  Kugelfunctionen  2.  Art  entsprechen  und 
die  Linie  ^  =  0  zur  singulären  Linie  haben;  sie  entstehen  auch  aus  der 
Entwicklung  von  (§  102,  20)  nach  Potenzen  von  a.  Beide  Arten  von 
Functionen  lassen  sich  auch  als  Lösungen  von  gewöhnlichen  lineai*en 
Differentialgleichungen  2.  0.  definiren;  so  gelangt  man  zur  Ein- 
führung von  solchen  Functionen  auch  mit  anderen  als  positiven 
ganzzabligen  Indices.     Zum  Index  0  gehört: 

it  ^^P  (-  r!)  2  n7 (2  »  +  1)  Ly  ■  ^^^^^ 

n  =  0  ^      ^ 

Dann  führt  er  die  adjungirte  Differentialgleichung  ein  und  stellt 
die  zugehörige  „Green'schc  Formel"  auf®^®^).  Wird  sie  auf  ein 
Bechteck  angewendet,  das  von  Linien  x  =  const.  und  t  =  const. 
begrenzt   ist,   und   werden   dabei   u  und   v  geeignet  specialisirt,   so 


6190)  nr.  2,  p.  191. 

6197)  nr.  3,  p.  196.  Minnigerode  *»")  und  Betti««";  scheint  er  nicht 
zu  kennen;  vielmehr  bezieht  er  sich  auf  allgemeine  Untersuchungen  über 
partielle  Differentialgleichungen  von  Riemann,  du  Bois-Reymond  und 
Darboux. 
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liefert  sie  das  Integraltheorem  der  Hermite'schen  Polynome*^; 
wird  das  Rechteck  in  Richtong  der  x  unendlich  ausgedehnt  und: 

('202)  V  =  ^--U^  exp  I  -  1-^^  j 

genommen,  so  wird  der  Satz  erhalten,  dals: 

—  X 

von  t  unabhängig  ist •**•),  wenn  f(jr<,t)  Lösung  von  (163)  ist;  und 
damit  für  einen  solchen  Streifen  die  Bestimmung  einer  Lösung  aus 
ihren  Werten  am  einen  Ufer.  Wird  der  Streifen  auch  in  Richtung 
der  t  bis  f  =>  —  oo  ausgedehnt,  so  folgt,  daCs  in  der  Halbebene 
keine  andere  mit  ihren  ersten  Ableitungen  überall  endliche  [bomee] 
Lösimg  möglich  ist,  als  eine  Constante^^.  Daran  schlief^*t  Appell 
die  Bemerkung  *^^),  dafs  auch  keine  Lösung  möglich  ist,  die  in  der 
ganzen  x- /-Ebene  im  Endlichen  nur  einen  singularen  Punkt  hfitte 
und  im  Unendlichen  stetig  bliebe.  Weiter  sucht  er  Losungen,  die 
ganze  transcendente  Functionen  von  x  und  /  sind^^^,  sowie  solche 
von  der  Form  <^/f~'^,  unter  g^  h  im  ganzen  Bereich  zweimal 
differentürbare  Functionen,  unter  a,  ß  positive  Exponenten  ver- 
standen: er  findet,  dafs  der  Nenner  h  innerhalb  des  betrachteten 
Bereiches  nur  in  Parallelen  zur  jr-Axe  Null  werden  darf. 

In  einem  zweiten  Teile  behandelt  Appell  die  ihm  von  Boussinesq 
vorgelegte  Frage,  ob  sieb  ein  gegebener  Antangszustand  als  Folge 
vorhergehender  Zustände  betrachten  läfst**^*).  Zunächst  setzt  er  für 
das  Problem  der  armille,  im  Anschluls  an  später  zu  besprechende 
Untersuchungen  von  Weierstrafs  und  Souunerfeld  auseinander:  Die 
Reihe: 

( 204)  ^^  I  ~ "'' ('i^  cos  wx  +  h^  sin  nx) 

stellt  för  /  >  0  eine  ganze  transcendente  Function  von  x  dar. 
Daraus  folgt,  dafs  umgekehrt  die  Temperaturverteilung  zu  irgend 
einer  Zeit  t  nur  dann  als  Ergebnis  vorhergehender  Zustände  an- 
gesehen werden  kann,  wenn  sie  eine  solche  Function  von  x  ist. 
Aber  das  reicht  nicht  aus:  z.  B.: 


619».  nr.  4,  p.  196.  6199    nr.  5,  p.  199.         6200)  nr.  6,  p.  201. 

6201;  nr.  8,  p.  205.  6202.  nr.  9,  p.  206 

6203;  nr.  11,  p.  208.  Thomsons  Behandlung  der  Frage ^***)  scheint 
er  nicht  zu  kennen. 
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^  exp  (—  n-  '/>  —  nH)  cos  nx  (205) 

convergirt  noch  für  ^  =  0  und  ist  dort  eine  analytische  Function 
von  ic,  divergirt  aber  für  jedes  t  <  0^^.  Eine  hinreichende  Be- 
dingung ist  dagegen,  dafs  die  Reihe  (204)  für  irgend  einen  negativen 
Wert  von  t  noch  convergirt.  Für  den  Fall  eines  unbegrenzten 
Stabes  lassen  sich  ähnliche  Schlüsse  an  das  aus  (22)  folgende 
Integral  anknüpfen  ^^^) ;  doch  macht  hier  der  Beweis  einige  Umstände, 
dafs  ein  gegebener  Zustand,  wenn  überhaupt,  nur  auf  eine  Weise  sich 
als  Folge  vorhergehender  Zustände  auffassen  läfst**^).  AuDserdem 
zeigt  Appell  noch,  wie  man  die  Frage  auch  ausgehend  von  der  Methode 
der  Integration  durch  Potenzreihen  beantworten  könne  •**^.  Schliefs- 
lich  hebt  er  hervor,  dafs  bei  einem  etwa  möglichen  Zurückgehen  bis 
<  =  —  cx>  die  Temperatur,  wenn  sie  nicht  constant  ist,  über  alle 
Grenzen  wachsen  mufs^^^). 

G.  H.  Bryan«^^)  findet,  Hobson's  Ausdruck  (179)  für  den 
zweiten  Teil  der  Temperatur  versage,  wenn  die  Anfangstemperatur 
nicht  stetig  sei  oder  wenn  im  Stabe  Wärmequellen  „oder  andere 
Singularitäten"  vorhanden  seien.  Auch  gegen  Hobson's  Deutung 
seiner  Formeln*  könne  man  Einwände  erheben:  die  der  Anfangs- 
temperatur in  einem  einzelnen  Elemente  entsprechende  Verteilung 
von  Quellen  und  Senken  sei  an  und  für  sich  keineswegs  diesem 
Elemente  äquivalent.  Am  besten  nehme  man  zunächst  nur  eine 
instantane  Quelle  in  einem  Punkte  des  Stabes  an  und  integrire 
dann.  Für  einen  unbegrenzten  Körper  sei  eine  solche  durch  (22) 
gegeben;  wolle  man  dann  die  Grenzbedingung  (14)  erfüllen,  so 
müsse  man  du/'tx  —  hu  erst  umformen  in: 

woraus    sich    dann   der   noch   zu   addirende   Bestandteil   durch   Inte- 


6204)  Die  Note  AppelFs  (p.  210):  die  Wärmeleitungstheorie  liefere 
also  Beispiele  von  Functionen  ähnlichen  Eigenschafben  wie  die  von 
Fredholm  „signalisirten*',  giebt  ein  historisch  schiefes  Bild:  Fredholm  hat 
diese  Eigenschaften  nicht  zuerst  ^^signalisirt*',  sondern  nur  ein  einfaches 
Beispiel  einer  Function  mit  diesen  Eigenschafben  gegeben:  und  dieses 
Beispiel  ist  nichts  anderes  als  eine  Thetafunction ,  stammt  also  aus  der 
Wärmet  heorie. 

G2(J5)  nr.  12,  p.  211.         6206)  nr.  13,  p.  212. 

6207)  nr.  14,  p.  213.         6208)  nr.  16,  p.  216. 

6209)  Cambr.  proc.  7,  1892,  p.  246;  vom  Juni  1891. 
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gration  ergiebt.     Wird  der  andere  Bestandteil  addirt  und  dann  eine 
neue  Integrationsvariable  eingeführt,  so  wird  erhalten: 

__|  exp(---^)+  exp( -^-^  -)) 

(207) 


,    /*c"*-         /      {X  +  e  +  x^y\  , 


was  dann  ev.  noch  mit  (jp(a;^)c7x^  zu  multipliciren  und  zu  inte- 
griren  ist. 

Hobson  bemerkt  dazu"^^):  die  so  statt  (179)  erhaltene  Formel 
bedeute  jedenfalls  eine  Verbesserung  der  seinigen,  könne  übrigens 
aus  dieser  durch  partielle  Integration  abgeleitet  werden. 

Eine  wenige  Tage  spätere  Note  Bryan's***^)  behandelt  ent- 
sprechende Probleme  für  den  Fall,  dafs  die  Temperatur  nicht  nur  von 
einer  Coordinate  abhängt.  Nachher  entwickelt  er  in  (207)  unter  dem 
Integralzeichen  nach  Potenzen  von  ^•*");  das  bedeute  physikalisch, 
dafs  die  Linie  von  Quellen  ersetzt  werden  könne  durch  eine  An- 
häufung höherer  singulärer  Punkte  an  einer  Stelle.  Man  erhalte  so 
eine  Formel,  die  besonders  für  grofse  Werte  von  //  bequem  sei.  In 
bestimmten  Fällen  werde  die  Anzahl  der  Bilder  endlich,  indem  alle 
weiteren  sich  fortheben  ^*^*). 

Die  in  einem  Nachtrag  gegebene  directe  Behandlung  der  Er- 
kaltung des  Halbraumes  ^*")  benutzt  Reihen,  [die  gemäfs  dem  Satze 
der  Kowalewska®^^)  immer  divergent  sind,  aber  vielleicht  als  halb- 
convergent  angesehen  werden  können]. 

H.  Weber  kommt  181)3  auf  das  22  Jahre  vorher ^*^)  von  ihm 
behandelte  Problem  zurück ^*^^).  Er  schickt  jetzt  eine  Zusammen- 
stellung der  Eigenschaften  der  Function  Erf-?  voraus.  Dann  be- 
ginnt er  mit  dem  Fourier'schen  Integral  ^^^^),  bemerkt  aber,  dafs  bei 
unstetigem  -F(x)  dessen  Convergenz  mit  abnehmendem  f  inmier 
schlechter  werde,  sodaDs  es  über  die  Vorgänge  unmittelbar  nach  der 
Berührung  zweier  heterogener  Leiter  nichts  lehrt.  Man  müsse  es 
also  in  die  [Laplace'scheJ  Form  §  37  (8)  transformiren ,  was  bei 
endlichem  F(x)  für  jedes  ^  >  0  erlaubt  sei.  Durch  die  speciellen 
Annahmen : 


6210)  ib.  p.  248.         6211)  Lond.  math.  proc.  22,  1891,  p.  424. 

6212)  nr.  4,  p.  428.         6213)  nr.  6,  p.  429. 

6214)  nr.  7,  p.  429,  vom  Nov.  1891. 

6216)  Gott.  Nachr.  1898,   p.  722.     Weber  schreibt  einfach  E  für  Erf. 

6216}  nr.  3,  p.  725. 
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F{a)  =  0  für  a  >  0,     F(a)  =  2  f ür  a  <  0  (208) 

und: 

F(a)  =  0  für  a  >  0,     F(a)  =  2  e^«  für  «  <  0         (209) 

erhalte   man  ans  dieser  die  beiden  particulären  Integrale  (51)  und: 

<^'+^"Erf(^±l^).  (210) 

Mit  Hilfe  des  ersteren  lasse  sich  die  Aufgabe  unter  den  Be- 
dingungen (10)  und  (11)  leicht  lösen*^^^,  mit  Hilfe  des  letzteren 
auch  unter  den  allgemeineren  Bedingungen  (9l)**^®). 

A.  Sommerfeld  stellt  noch  einmal  der  Methode  der  Reihen- 
entwicklungen die  der  Quellpunkte  gegenüber*'^*).  Wenn  man  den 
Standpunkt  der  Femewirkung  consequent  durchführen  wolle,  müsse 
man  die  Lösung  (17)  als  durch  Beobachtung  gegeben  an  die  Spitze 
stellen  und  die  Differentialgleichung  aus  ihr  ableiten.  Wolle  man 
das  von  Weber '*'**^*),  **^*)  behandelte  Problem  nach  dieser  Methode 
angreifen,  so  könne  man  mit  der  Hauptlösung  (22)  selbst  beginnen  und 
sie  den  Grenzbedingungen  (10),  (11)  gemäfs  durch  Reihenentwicklung 
nach  Potenzen  von  f  über  die  Trennungsfläche  hinüber  fortsetzen  •**^); 
die  Summation  läfst  sich  durch  Exponentialfonctionen  ausfahren. 
Die  so  erhaltene  Function  hat  zunächst  noch  einen  Pol  auch  im 
zweiten  Gebiete,  was  nicht  sein  soll;  doch  kann  man  ihn  durch 
Addition  einer  Hauptlösung  des  zweiten  Gebietes  fortschaffen  und 
diese  in  das  erste  hinein  fortsetzen.  Der  dadurch  im  ersten  Gebiete 
eingeführte  Pol  fällt  mit  dem  dort  schon  ursprünglich  angenommenen 
zusammen,  sodafs  man  nur  noch  mit  einem  Constanten  Factor  zu 
multipliciren  braucht,  um  die  gesuchte  Lösung  zu  erhalten.  Das 
Resultat  kann  als  Superposition  eines  einfallenden,  eines  gebrochenen 
und  eines  reflectirten  Strahles  aufgefafst  werden*"*). 

Wird   das  Problem   eines   aus   drei  Stücken  zusammengesetzten 


6217)  nr.  4,  p.  727.         6218)  nr.  5,  p.  729. 

6219)  Math.  Ann.  45,  1894,  p.  263.  Er  bezeichnet  die  Methode  der 
Quellpunkte  im  Anschlufs  au  Vorlesungen  von  F.  Klein  als  Methode 
der  Hauptlösungen.  Die  Angabe ,  bis  dahin  sei  in  der  Lehre  von  der 
Wärmeleitung  fast  nur  die  Methode  der  Reihenentwicklungen  benutzt 
worden,  ist  freilich  nicht  zutreffend;  man  vgl.  auft^er  den  von  S.  selbst 
genannten  Thomson  "^'^^j,  Minnigerode  ****),  Betti*'*®')  (der  namentlich  auch 
schon  die  Zuordnung  der  beiden  mathematischen  Methoden  zu  den  beiden 
physikalischen  Anschauungen  der  Xahewirkung  und  der  Femewirkung 
hat),  Boussinesq  «*«*),  Appell  «>^^)  noch  Beltrami«"'),Hob80n""),  Bryan  •••»), 
sowie  die  speciellen  Untersuchungen  über  das  Parallelepiped"*'^. 

6220)  §  2,  p.  266.  6221;  p.  269. 
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Stabes  entsprechend  behandelt*^,  so  fallen  die  nen  eingef&hrten 
Pole  nicht  mit  den  notwendigen  znsammen;  man  muls  dann  immer 
wieder  neue  Glieder  beifügen,  um  sie  au&uheben.  Schliefslich  erhält 
man  O- Reihen*"^. 

In  Fällen,  in  welchen  die  symmetrischen  Wiederholungen  eines 
Gebietes  den  Raum  einfach  überdecken,  lälst  sich  die  Green'sche 
Fimction  direct  aus  der  Hauptlösung  mit  Hilfe  des  Spiegelungs- 
prindpes  ableiten.  Sonunerfeld  erwähnt  bei  dieser  Gelegenheit*^, 
daüs  es  nach  den  Untersuchungen  von  A.  Schönflies  aufser  den 
beiden  von  Lame^^), "»)  behandelten  Tetraedern  „1/6"  und  „1/24" 
noch  ein  drittes  Tetraeder  giebt,  das  diese  Eigenschaft  hat. 

0.  Chwolson*"*)  behandelt  noch  einmal  den  variablen 
Temperaturzustand  eines  unendlich  langen  Stabes,  für  den  Fall,  da 
die  Temperatur  des  einen  Endes  eine  gegebene  Function  der  Zeit 
ist,  im  AnschluTs  an  Riemann*^^).  Dabei  interessirt  ihn  haupt- 
sächlich die  Intensität  des  austretenden  Wärmeflusses:  er  findet 
für  sie: 

vT 

(211)     (||)^^^=---^Jexp(-ÄA«)  {hf(t^X^+f\t-X^]dL 

0 

um  diese  Zeit  sind  auch  die  aus  den  siebziger  und  dem  Anfang 
der  achtziger  Jahre  stammenden  Vorlesungen  von  G.  Eirchhoff 
erschienen'***).  Auch  er  gewinnt  zunächst  durch  die  Betrachtung 
eines  infinitesimalen  Tetraeders  die  Abhängigkeit  des  flux  von  der 
Stellung  der  Ebene,  auf  die  er  sich  bezieht;  dafs  seine  Componenten 
als  lineare  Functionen  der  Ableitungen  der  Temperatur  nach  den 
Coordinaten  angesehen  werden  können,  sieht  er  als  durch  die  Er- 
fahrung bestätigt  an*'*^.  Die  Differentialgleichung  der  Wärme- 
leitung gewinnt  er  dann,  indem  er  den  genannten  Ausdruck  über 
eine  beliebige  geschlossene  Fläche  integrirt,  die  Oberflächenintegrale 
in  Raumintegrale  umformt  und  nun  verlangt,  dafs  diese  für  jede 
beliebige  Begrenzung  Null  sein  sollen.  An  der  Trennungsfläche 
zweier  verschiedener  Körper  ninmit  er  als  Lbergangsbedingung,  dafs 
q„   stetig   bleiben   soll;   die   äufsere  Wärmeleitfähigkeit  führt   er*-**) 


6222)  p.  270.         6223)  p.  273. 

6224)  §  8,  p.  274. 

6225)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  61,  1894,  p.  407. 

6226)  Vorlesungen  üb.  mathematische  Physik  IV,  Theorie  der  Wärme, 
herausgeg.  v.  M.  Planck,  Leipz.  1894. 

6227)  1,  §  6,  p.  9.         6228j  §  7,  p.  11. 
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ein  unter  ausdrücklicher  Hervorhebung  „wieviel  Willkürliches  und 
ungerechtfertigtes  diese  Einführung  enthält". 

Für  den  Fall,  dafs  die  Temperatur  nur  von  einer  Raum- 
coordinate  abhängt,  giebt  er  als  Integral  das  einzelne  Glied  der 
Reihe  §  53  (2)  und  zieht  aus  ihm  geophysikalische  Schlüsse ^^*^. 
Dann  sucht  er  ein  Integral,  das  x  und  f  nur  in  der  einen  Ver- 
bindung flr/y7  enthalten  soll;  er  findet: 

'/VT 
«  =/exp  (-!'). |[=->J^{l-Erf^.}]  (212) 

und  schliefst  daraus  erst  nachträglich  durch  Differentiation,  dafs  auch: 

Xi.,t)^-Le.^{-^)  (213) 

eine  Lösung  ist,  entsprechend  dem  Falle,  dafs  für  f  ==  0  überall 
fi  SB  0  ist,  aufser  für  a:  =  ()****).  In  diesem  Falle  wird  die  höchste 
Temperatur,  die  an  einer  bestimmten  Stelle  überhaupt  erreicht  wird, 
zur  Zeit  /  ==  X'/2  erreicht  und  ist  gleich: 


(214) 
Daraus  erhält  er  dann^^^^): 


(X 


\  j Z(x)  x(x  -  X,,  t)  dx,  (215) 


—  ac 


als  die  der  Anfangsverteilung: 

u  =  Z(x)    für    /  =  0;  (216) 

entsprechende  Lösung;  ist  Z  eine  ungerade  Function,  so  liefert  sie 
eine  Lösung  für  den  Halbraum  unter  der  Grenzbedingung  m  =  0 
für  X  =  0.  In  entsprechender  Weise  kann  auch  eine  Lösung 
gefunden  werden,  die  der  Anfangsbedingung  u  =»  0  für  ^  =  0 
und  der  Grenzbedingung  u  =  T(t)  für  a?  =-  0  genügt  •-^2).  Ist 
als  Oberflächenbedingung  (14)  vorgelegt  und  m  =  1  als  Anfangs- 
bedingung, so  führt  er  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  als  neue 
Variable    v    ein^^^');    sie    genügt   der   Differentialgleichung   und   der 

6220)  2,  §  2,  p.  lö.  Wegen  der  numerischen  Angaben  vergleiche  man 
Kurz,  Zeitschr.  Math.  Phys.  40,  1896,  p.  186. 

6230)  §  4,  p.  20.         6231)  §  ß,  p.  21.         6282)  §  6,  p.  22. 

6233)  3,  §  1,  p.  25.  Diese  Substitution  stammt  aus  einer  später  zu 
besprechenden  Stelle  der  Abhandlung  von  Schläfli;  auf  allgemeinere 
Probleme  ist  sie  bei  Hobson ***•*)  und  Bryan"-"*)  angewendet. 
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Oberflächenbedingnng  t;  =  0.  wird  also  durch  (212)  geliefert  u  selbst 
ergiebt  sich  dann  durch  Integration;  wird  das  zuerst  gefundene 
Integral  durch  partieUe  Integration  umgeformt,  so  wird  erhalten: 

(217)  «  -  1  -  Erf(jj^)  +  exp {hx  +  hU)  Erf  (^_  +*}/?)• 

Für  jr  SB  0  und  groDse  t  entwickelt  Kirchhoff  diesen  Ausdruck  in 
eine  semiconvergente  Reihe,  aus  der  sich  ergiebt,  dafs: 

(218)  ^  ?* 

einem  von  h  unabhängigen  constanten  Grenzwert  zustrebt. 

Weiter  behandelt  er  den  Fall  einer  von  a:  =  0  und  x  =*  n  be- 
grenzten Platte****),  unter  der  Toraussetzung,  dafs  die  Anüangs- 
temperatur  als  beliebige  Function  des  Ortes  und  die  Grenztemperaturen 
als  beliebige  Functionen  der  Zeit  vorgeschrieben  sind.  Dafs  u  durch 
diese  Bedingungen  eindeutig  bestimmt  ist,  beweist  er,  indem  er  mit 
udxdt  multiplicirt ,  integrirt  und  durch  partielle  Integration  um- 
formt. Für  den  Fall,  dafs  m  =  0  für  f  =  0  vorgeschrieben  ist,  gicbt 
er  die  Lösung  durch  eine  Sinusreihe  **'^). 

H.  Poincare's  Vorlesungen****)  schliefsen  sich  in  der  Ab- 
leitimg  der  Differentialgleichung  ziemlich  an  Fourier  an.  Das 
Symmetrieprincip  fuhrt  er  zeitig  ein**'').  Nachher  giebt  er  noch 
eine  kürzere  Ableitimg  dos  Ausdrucks  für  den  flux,  die  auf  dem 
Mittel wertsatze  für  Functionen  von  mehreren  Variabein  beruht***®). 
Den  Eindeutigkeitsbeweis  führt  er****)  wie  Amsler ***'),  übrigens  nur  für 
den  Fall,  dafs  die  Temperatur  der  Umgebung  nach  Raum  und  Zeit 
constant  ist. 

H.  Hergesell***®)  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der 
Mitteltemperatur  U  eines  Körpers  für  den  Fall  der  allgemeinen 
Nebenbedingungen : 

(219)  f / = f(x,  y,  z)  für  / = 0 ,     ^  "+//(//—?)  =  0  an  der  Oberfläche. 


0234)  §  2,  p.  28.         6285)  §  3,  p.  29. 

6^36;  Theorie  analjtique  de  la  propagation  de  la  chaleur,  red.  par 
Rouyer  et  Baire,  Pari»  1896;  vom  Winter  1893  94. 

6237)  nr.  9,  p.  6.         6238)  nr.  14,  p.  14. 

6239)  nr.  22,  p.  27.  —  Seine  weiteren  Untersuchungen  sind  vom 
Interesse  an  wesentlich  mathematischen  Fragestellungen  beherrscht  und 
sollen  dahor  «päter  besprochen  werden. 

6240;  Meteor.  Zeitschr.  82,  1897,  p.  483. 
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Ist  S  nur  Function  der  Zeit,  nicht  des  Ortes,  so  führt  die  An- 
wendung des  Green'schen  Satzes  zunächst  auf: 

^---y-(Ü+d,  (220) 

wo  U  die  Mitteltemperatur  der  Oberfläche  ist;  doch  kann  man, 
wenn  der  Körper  klein  ist,  hier  U  durch  ü  ersetzen.     Nimmt  man: 

f=Jo-H  (221) 

so  bleibt  die  Temperatur  des  Körpers  immer  hinter  f  zurück. 

R.  Ferrini***^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  in  der  Heiz- 
technik bei  Berechnung  der  Anzahl  Calorien,  die  in  gegebener  Zeit 
durch  die  Wand  eines  Raumes  verloren  gehen,  ungenau  verfahren 
werde,  indem  man  gewöhnlich  annehme,  der  stationäre  Zustand  sei 
erreicht,  höchstens  noch  das  gefundene  Resultat  mit  einem  empirischen 
Coefflcienten  multiplicire.  Für  den  „coefficiente  di  transmissione^'  C 
giebt  er  als  bekannt  den  Ausdruck***'): 

0 

dabei  bedeuten:  Ä^  den  Querschnitt  der  Mauer  im  Abstände  x  von 
der  inneren  Fläche,  k  den  inneren,  Jiq  und  h^  die  beiden  äufseren 
Wärmeleitungseoefficienten  oder  wie  er  lieber  sagen  will  „coefficienti 
di  scambio".  Sind  dann  Tq  und  T^  die  Temperaturen  der  inneren 
und  äufseren  Luft,  Iq  und  f,  die  der  inneren  und  äufseren  Seite  der 
Mauer,  so  erhalte  man  durch  Integration  der  Differentialgleichung 
der  linearen  Wärmeleitung: 

^o-<o=|-(2o-ri),      «1  -  r,  =  |-  j^  (2o  -  rj       (223) 

Aber  merkwürdig  ist  die  Fortsetzung  seiner  Auseinandersetzungen  ***•):' 
man  könne  dieser  Gleichung  „mathematisch"  dui'ch: 

M  =  eP»'  cos  (pa  —  p'jd  (224) 

genügen,  aber  nicht  „physikalisch",  da  die  Temperatur  nicht  periodische 
Function  des  Ortes  sein  dürfe.     Die  Lösung: 

M=:«o+c-«'+«''  (225) 

sei  von  diesen  Einwänden  frei,  diese  wolle  er  dalier  benutzen.     Dabei 


6241)  Lomb.  Rend.  (2)  31,  1898,  p.  479. 

6242)  nr.  4,  p.  282.         6243)  nr.  7,  p.  483. 
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übersieht  er^  dafs  er  damit  keineswegs  das  allgemeine  Integral  hat| 
und  dafs  infolgedessen  die  Gleichungen,  auf  die  der  Versach  führt, 
es  den  Grenzbedingungen  anzupassen,  sich  teilweise  widersprechen. 
Daher  rührt  auch  sein  mit  der  ganzen  herkömmlichen  Theorie  in 
Widerspruch  stehendes  Resultat,  die  Temperatur  beginne  in  jedem 
Punkte  der  Wand  erst  eine  angebbare  Zeit  nach  Beginn  der  Er- 
wärmung zu  steigen.  Damit  faUen  aber  auch  seine  weiteren 
Folgerungen,  namentlich  seine  Unterscheidung  von  zwei  dem  statio- 
nären Zustand  vorhergehenden  „Stadien^^  der  Erw&rmung;  ob  sie 
gleichwohl  praktisch  genügende  Annäherung  gewähren,  vermag  ich 
natfirlich  nicht  zu  beurteilen. 

Um  diese  Zeit  hat  auch  War  bürg  eine  Anzahl  von  Experimental- 
Untersuchungen  über  Wärmeleitung  veranlafst,  die  gelegentlich  auch 
zu  theoretischen  Formulirungen  geführt  haben.  F.  A.  Schulze*^ 
geht  zunächst  aus  von  der  Lösung: 

(226)  «  =  «,Erf(^), 
die  den  Bedingungen: 

(227)  M  =  Wo  fttr  j:  «=  0,     //  =  0  für  j  =  c» 

entspricht.  Werden  für  Mq  zwei  verschiedene  Werte  u^  und  u^ 
genommen  und  dabei  an  derselben  Stelle  x  zu  zwei  verschiedenen 
Zeiten  /j  und  f^  dieselbe  Temperatur  u  beobachtet,  so  ergiebt  sich: 

(228)  ,,Erf(-;.)=„Erf(^.); 

daraus  kann  durch  Interpolation  [,  wenn  von  den  beiden  Einheiten 
der  Länge  und  der  Zeit  die  eine  gegeben  ist,  die  andere  bestimmt, 
d.  h.]  die  Temperaturleitfahigkeit  gefunden  werden.  Für  den  Fall, 
dafs  die  seitliche  Wärmeabgabe  nicht  vernachlässigt  werden  kann, 
benutzt  Schulze  die  Formel  ***^J: 


(229) 


u  =  y  jexp(xy/0  Erf  (-j^  +  YTt^ 


\ 


+  exp(-xl/ÄJErfQ^-)/Ä^)| 


stellt  aber  dann  eine  Überlegung  an,  aus  der  hervorgehen  soll,  dafs 
man  auch  mit  dem  einfacheren  Ausdrucke: 


6244)  DiB8.  Berl   1897;  Auszug  Ann.  Phya.  Chem.  N.  F.  66,  1898,  p.  207. 

6245)  nr.  3,  p.  214  durch  Druckfehler  entstellt;  richtig  bei  Diefsehorst, 
Encykl.  Math.  V  1,  p.  224. 


§  103.   Weitere  allgeineine  Untersuchungen  über  Wärmeleitung.     1245    # 

M  =  exp(-ÄOErf(-^)  (230) 

arbeiten  könne. 

E.  Grüneisen^^^)  findet  die  Annahme  m  =  1  für  a;  =  0  un- 
zulässig, glaubt  aber  die  umständlicheren  aus  der  allgemeinen  Grenz- 
bedingung (103)  folgenden  Formeln,  für  die  er  auf  Kirchhoflf  und 
Hansemann ^^')  verweist,  dadurch  umgehen  zu  können,  dafs  er  in 
der  einfacheren  Foimel  (226)  x  durch  x  +  §^^')  und  nachher  auch 
noch  t  durch  ^  +  r^***)  ersetzt,  unter  S,  t  Constante  verstanden. 
Die  Reduction  der  genaueren  Formel  auf  die  so  erhaltene  sei  ihm 
analytisch  nicht  gelungen^*^®);  er  begnügt  sich  daher  mit  numerischer 
bezw.  graphischer  Vergleichung  der  Werte,  die  beide  für  ^  =  0 
liefern. 

E.    Giebe®^*®)    findet,    dals    auch    dieser    Ansatz    nicht    immer 

brauchbar    sei;    er    entninunt    daher    aus    Riomann -Weber ^*^^)    die 

allgemeine  Formel: 

t 

0 

in  der  jetzt  (p{i)  und  t|;(f)  den  Verlauf  der  Temperatur  an  den 
beiden  Stellen  a;  =  ar^  und  x  ^=  x^  dai-st^llen.  Auch  hier  können 
durch  Probiron  die  Mafseinheiten  gefunden  werden,  für  die  die 
Formel  mit  den  Beobachtungen  stimmt.  Einfacher  komme  man  für 
die  Grenzbedingung  /'?(/rw  =  0  mit  Hilfe  einer  Formel  aus  Kirchhofes 
Vorlesungen  zum  Ziele  *^^^^).  Schliefslich  sieht  aber  auch  er  sich 
genötigt,  X  und  t  noch  durch  x  +  §  und  f  +  t  zu  ersetzen^***). 

J.  Boussinesq^*^^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  man  das 
Problem  des  „refroidissement  par  rayonnement",  d.  h.  die  Integration 
der  Differentialgleichung  für  gegebene  Oberflächenwerte  von: 

1^  +  Ä«  (232) 

oder  allgemeiner  von: 

„+(;!.•? +  jf|«  +  /|i^  (233) 

cx  cy  cz  ^       ^ 

G246)  Diss.  Berl.;  Auszug  Ann.  Phys.  (4)  3,  1900,  p.  43. 

6247)  p.  46.         6248)  nr.  3,  p.  40.         6249)  nr.  8,  p.  67. 

6250)  Diss.  Berl.  1903.         6261)  §  4,  p.  13.         6252)  §  6,  p.  16. 

6253)  Par.  C.  11.  180,  1900,  p.  1579;  reproducirt  in  Boussinesq's  thöorie 
analytique  de  la  chaleur  2,  Paris  1903,  nr.  163,  p.  5.  Die  Reduetions- 
methode  ist  übrigens  nicht  so  neu,  als  Boussinesq  anzunehmen  scheint; 
vgl.  "»). 
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in  vielen  Fällen  auf  das  des  ,^froidissement  par  contact"  zurück- 
ftOiren  könne,  indem  man  den  Ausdruck  (232)  oder  (233)  selbst 
als  neue  unbekannte  einführe.  In  dieser  Weise  behandelt  er  die 
Erkaltung  einer  ^^ur"**");  aus: 

(234)  «  -  i  ll  =  ^-C^«  0 
folgt  dann: 

/^ 

(235)  u^h  jg>{x+  i,  t) e-^^dl 

0 

Wenn: 

(236)  11  =  0    fOr    —T<i<0 

war,  lälst  sich  die  Integration  nach  |  ausführen ^^^).  Sind  för 
/  =»  0  beliebige  Anfangswerte  gegeben,  so  ist  ^{Xjt)  durch  das 
Fourier'sche  Integral  darzustellen  ^'^^);  auch  hier  l&fst  sich  eine 
Integration  ausführen  und  man  gelangt  zu  der  von  Fourier  ohne 
Beweis  gegebenen  Formel  §  53  (4)  und  durch  partielle  Integration 
zu  dem  speciellen  Falle  (59)  von  Poisson's  Gleichung  §  49  (71),  die 
die  Ableitung  der  gegebenen  Anfangswerte  nicht  mehr  enthält.  Ist 
f{x)  constant,  so  läfst  sich  mit  Hilfe  des  Dirichlet'schen  Integral- 
satzes noch  eine  Integration  ausführen  und  man  erhält  eine  ebenfalls 
von  Fourier  gegebene  Formel.  Eine  Umrechnung  ^*^^  führt  dann 
wieder  auf  die  Formel  der  vorhergehenden  Note;  dafs  dieser  Weg 
viel  umständlicher  ist,  als  der  dort  eingeschlagene,  liege  an  den  durch 
das  Fourier'sche  Integral  eingeführten  „künstlichen  Oscillationen". 

Eine  dritte  Note***®)  betrachtet  FäUe,  in  welchen  die  gegebene 
Aulsentemperatur  auch  von  y  und  z  abhängt.     Der  Grenzbedingung: 

(237)  u  =  /-(y,  z) 

könne  man  leicht  genügen  durch  die  nach  x  genommene  Ableitung 
des  Newton'schen  Potentials  einer  auf  der  Begrenzungsebene  aus- 
gebreiteten Schicht  von  der  Dichtigkeit  — (2  7t)~^/(y,  j?);  von  da 
aus  könne  man  auch  zur  Lösung  des  allgemeineren  Problems  ge- 
langen. Er  setzt  auseinander,  dafs  das  Gebiet,  in  dem  f  von  Null 
verschieden  ist,  auch  unbegrenzt  sein  kann;  es  ergicbt  sich  dann, 
dafs  sich  Ungleichheiten  der  Temperatur  beim  Vordringen  in  die 
Tiefe  ausgleichen.  Man  kommt  wieder  auf  eine  von  Poisson  [wo?] 
gegebene  Formel. 

6254)  nr.  4,  p.  1581.         6255)  nr.  6,  p.  1683.         6266)  ib.  p.  1731. 

6267»  nr.  4,  p.  1735;  th^orie  nr.  180,  p.  40. 

6-258)  Par.  C.  R.  181,  1900,  p.  9;  th^orie  nr.  171,  p.  25;  nr.  182,  p.  42. 
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Eine  vierte  Note**^^)  behandelt  das  entsprechende  Problem  ftir 
die  Kugel.  Boussinesq  stellt  hier  das  Poisson'sche  Integral  an  die 
Spitze,  unter  Berufung  auf  Picard's  traite  d'analyse  für  den  Beweis; 
wird  dessen  Wert  mit  tp  (o*,  f/,  z)  bezeichnet,  so  ergiebt  die  noch 
erforderliche  Integration  ^^^) : 


X 


u==ftx''^  I  Q^-^(p{QCOfia,  .  ,  .)dQ,  (238) 

0 

wo  r  den  Radiusvoctor  des  Aufpunktes  bezeichnet  und  der  Kugel- 
radius  zu  1  genommen  ist,  ebenfalls  in  Übereinstimmung  mit  einer 
Formel  Poisson's*^^^). 

Wird  h  sehr  klein  und  f  sehr  groüs  in  der  Weise,  dafs  aus  //f 
eine  endliche  Function  ü  vom  Mittelwert  0  wird,  so  hat  man  die 
Grenzbedingung : 

^-=  U.  (239) 

Die  Ausftlhrung  des  Grenzüberganges  au  der  Formel  (238)  führt  zu 
demselben  Resultat,  wie  wenn  man  von  Aufang  .an  cu/cn  statt  der 
Verbindung  (232)  als  Hüfsgröfse  eingeführt  hätte«*"). 

Eine  fünfte  Note  endlich  behandelt  Probleme,  die  nicht  nur 
von  einer  Coordinate  abhängen,  in  dieser  Weise ****).  Es  ergeben 
sich  zunächst  fünffache  Integrale,  doch  gelingt,  wie  in  der  ersten 
Note,  die  Ausführung  einer  Integration,  sodafs  eine  mit  §  49  (71) 
im  wesentlichen  identische  Formel  erhalten  wird.  Man  kann  sie 
ansehen  als  entstanden  aus  der  „Solution  simple  naturelle"****): 

" = iit  '^ (-  Iv) j J^<;^)  ^^p (-  «*')><     ,  , 

0     0  (^'^^) 

(a  cos  ax  -f-  Ä  sin  ax)  (a  cos  a^  -}-  h  sin  aj) 
X  •  ,    r, — -  —  -da  dt, 

Ist  der  Ausdruck  der  Anfangstemperatur  von  der  Form  z(|)t/^(^,  ?)r 
so  zerfällt  das  vierfache  Integral  in  ein  Product  von  zwei  Doppel- 
integralen*-*^);  in  noch  specielleren  Fällen  lassen  sich  die  Integrationen 
nach   fj  und  f  ausführen. 

G259)  ib.   p.  81.     Theorie    nr.  188,  p.  6ü    leitet    er   das    Poisson'öche 
Integral  aus  der  (ireen'schen  Formel  ab. 
6260)  nr.  4,  p.  84.         6261)  nr.  5,  p.  85. 

6262)  ib.  133,  1901,  p.  497. 

6263)  ib.  p.  500;  theorie  nr.  175,  p.  32. 

6264)  nr.  5,  p.  501. 
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Die  Neubearbeitang  der  Riemann'schen  Yorlesongen  dnrch 
H.  Weber^*^*)  beginnt  die  Lehre  von  der  Wärmeleitung  mit  dem 
6egri£fe  des  Wärmeflusses,  der  sogleich  als  Vectorgrölse  aufgefafst 
wird.  Zur  Ableitung  der  Differentialgleichung  wird  dann  die  Wärme- 
bilanz für  ein  beliebiges  Raumelement  aufgestellt  und  dabei  der 
Gaufs'sche  Integralsatz  in  der  Form^*^*): 

(241)  Tön^w  ==  -    /divOfiT 

benutzt.  Die  sonst  als  äuTsere  Wärmeleitfähigkeit  bezeichnete  Gröfse 
wird  [wie  bei  Ferrini^^^)]  als  „ÜbergangsleitfÄhigkeit"  charakterisirt 
und  mit  ihrer  Hilfe  die  Übergangsbedingimgen  in  der  Form  (10),  (ll) 
erhalten  ^**^).  Den  Eindeutigkeitsbeweis  giebt  er  in  einer  Form,  die 
auch  für  den  Fall  gilt,  dafs  die  Leitföhigkeit  Function  des  Ortes 
ist««^). 

Die  Behandlung  der  Probleme  der  linearen  Wärmeleitung  be- 
ginnt mit  dem  Fourier'schen  Doppelintegral  ^*®^),  das  erst  nachher  in 
die  Formen  §  47  (3)  und  §  37  (8)  übergeführt  wird.  Zur  Lösung 
für  einen  einerseits,  begrenzten  Körper  gelangt  er  dann  dadurch,  dafs 
er  die  gegebenen  Anfangswerte  der  Grenz bedingungen  gemäfs  fort- 
setzt®^'^). Den  Fall,  dafs  die  Oberflächentemperatur  eine  gegebene 
Function  der  Zeit  ist,  behandelt  er  zunächst®*'^)  nach  dem  Ver- 
fahren schrittweiser  Superposition,  mit  nachfolgendem  Grenzübergang; 
da  eine  strenge  Durchführung  des  letzteren  weitläufig  sei,  giebt  er 
noch  eine  nachträgliche  Verification  des  fertigen  Resultates®*'*).  Den 
speciellen  Fall,  dafs  die  gegebene  Oberflächentemperatur  eine  gegebene 
Function  der  Zeit  ist,  behandelt  er®*''"^)  noch  besonders  nach  dem 
Verfuhren  von  Angström ^^•®);  die  Werte  der  Integrale  r,  s  (55) 
erhält  er  dann  durch  Vergleichung  mit  den  allgemeinen  Formeln®*'*). 
Es  folgen  Untersuchungen  über  einen  beiderseits  begrenzten  Stab, 
mit  trigonometrischen  Reihen®*'^).    Für  den  Fall,  dafs  die  Temperatur 

6265)  Die  partiellen  Difi'erentialgleichungen  der  mathematischen 
Physik,  nach  Kiemann's  Vorlesungen  in  4.  Auflage  neu  bearbeitet,  2, 
Braunschw.  1901,  §  iJl,  p.  77. 

6266)  §  32,  p.  81.         6267)  §  38,  p.  84. 
6268)  §  84,  p.  87.         6269)  §  36,  p.  92. 

6270)  §  37,  p.  94  für  die  Randbedingung  «  =  0,  §  38,  p.  96  für 
cu/dx  =  hu.  Bei  dem  letzteren  Problem  erhält  er,  wenn  die  Anfangs- 
temperatur constant  ist,  eine  Lösung  durch  Functionen  Erf.  §  39,  p.  99 
reproducirt  er  seine  Untersuchungen®'*'^)  über  den  aus  zwei  verschiedenen 
Stücken  zusammengesetzten  Stab. 

6271)  §  40,  p.  102.         6272)  §  41,  p.  105.         6273)  §  42,  p.  107. 
6274)  §  43,  p.  110.         6275)  §  44,  p.  111. 
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des  einen  Endes  eine  gegebene  Function  der  Zeit  ist,  führt  er  die 
zuerst  erhaltenen  schlecht  convergenten  Reihen  mit  Hilfe  der  «^-Trans- 
formationsformel,  die  er  zu  diesem  Zwecke  aus  Sätzen  über  be- 
stimmte Integrale  ableitet,  in  rascher  convergente  über**^*);  er 
yerificirt  dann  im  Anschlufs  an  Schläfli^^^),  dafs  die  genannte 
Orenzbedingung  wirklich  ertÜUt  ist**^^). 

Bei  Behandlung  der  Wärmebewegung  in  einer  Kugel,  in  der 
die  Temperatur  von  den  Polarwinkeln  unabhängig  ist,  geht  Weber 
von  den  Hauptlösungen  (164)  und  (165)  aus**'®).  Durch  Moltiplication 
mit  einer  willkürlichen  Function  0  (§,  ij,  f)  und  Integration  über 
den  ganzen  Baum  erhält  er  aus  der  ersteren  eine  Lösung: 


OD 


in  der: 


tt  =  ^  r^(2  X  Yi)  eip  (-  X^)  X^  dX,  (242) 

0 

i>(r)  =  ^-Jod«>  (243) 

der  Mittelwert  von  0  auf  einer  mit  dem  Radius  r'um  den  Auf- 
punkt beschriebenen  Kugel  ist.  Sie  entspricht  einem  beliebigen 
Anfangszustande  O  in  einem  unbegrenzten  Medium.  Weber  bemerkt, 
dafs  man  durch  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  Form  (166) 
eine  Lösung  der  Gleichung: 

^^  =  ^M  +  r^^a>  (244) 

erhalten  könne,  entsprechend  der  Annahme,  dafs  in  jedem  Volumen- 
element  fortwährend  Wärmeentwicklung  stattfindet.  Dasselbe  paiü- 
culare  Integrul  (165)  vei-wendet  er  dann  noch**'^)  zur  Aufstellung 
einer  Green'schen  Function,  im  Anschlufs  an  Sommerfeld **^^). 

Die  neueste  ausführliche  Darstellung  der  Wärmeleitungstheorie 
durch  J.  Boussinesq^'^^J  wendet  gegen  die  herkömmlichen  Dar- 
stellungen ein,  dafs  in  ihnen  die  Wärme  immer  noch  als  ein  Stoff  be- 
handelt werde,  während  man  doch  wisse,  dafs  sie  eine  Energieform 
sei.  Dem  gegenüber  setzt  er  sich  zur  Aufgabe,  die  Lehre  von  der 
Wärmeleitung    „mit    der   Thermodynamik    in  Harmonie    zu    setzen^^ 


6276)  §  48,  p.  HC.         6277)  p.  118. 

6278)  §  ÖU,  p.  1-24.         6279)  §  51,  p.  126. 

6280)  Theorie  analytique  de  la  chaleur  1,  Paris  1901,  p.  V.  Postuliri;, 
aber  nicht  durchgeführii  scheint  eine  den  thermodjnamischen  Vorstellungen 
angepafste  Wilrmeleitungslehre  Bchon  v.  Baumg artner  zu  haben  (Tagebl. 
d.  Naturf.  Wien  1856,  p.  78;  mir  nicht  zugänglich). 
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Er  beginnt  mit  einer  kurzen  historischen  Einleitung  **^^),  in  der  er 
namentlich  auf  Biot  als  Vorgänger  Fourier's  hinweist  und  die  gröDsere 
Einfachheit  der  Lehre  von  der  Wärmeleitung  anderen  Zweigen  der 
mathematischen  Physik  gegenüber  hervorhebt**^*).  Gregenüber  der  bei 
Fourier  und  seinen  Nachfolgern  zu  Grunde  liegenden  Hypothese  der 
Strahlung  von  Molekel  zu  Molekel  —  er  bezeichnet  sie  als  die  des 
„rayonnement  particulaire"  **®')  —  führt  er  die  Auffassung  der 
Wärme  als  einer  teils  kinetischen,  teils  potentiellen  Energie  der 
kleinsten  Teilchen  ein**^);  man  könne  auch  bei  dieser  Auffassung 
den  Umsatz  von  Wärme  in  Arbeit  zunächst  vernachlässigen.  Aber 
selbst  dann  dürfe  man  doch  nicht  ohne  weiteres  die  Wäiine  wie 
einen  Stoff  behandeln;  man  müsse  dazu  zeigen,  dafs  man  auch  den 
potentiellen  Bestandteil  als  localisirt  betrachten  dürfe.  Auf  jeden 
Fall  aber  könne  man  die  Temperatur  nur  als  einen  Mittelzustand 
definiren,  sie  also  nicht  molecular  behandeln.  Demgemäfs  fuhrt 
ßj.6285^  die  „mittleren  Coordinaten"  ar,  y,  z  einer  Molekel  und  die 
Componenten  §,  i?,  ?  ihrer  Elongation  ein,  sodafs  iP  +  5,  .  .  .  ihre 
augenblicklichen  Coordinaten  sind,  imd  nimmt  an*^^*),  dais  die  ^ 
t}^  f  alle  ihre  Werte  in  Zeiten  durchlaufen,  während  deren  die  Xy 
y,  z  sich  nicht  merklich  ändern,  sowie  dafs  die  |,  i/,  ^  und  ihre 
Ableitungen  in  benachbarten  Punkten  sehr  verschiedene  Werte  haben 
können.  Daraufhin  vernachlässigt  er**®^)  im  Ausdruck  der  kinetischen 
Energie  die  doppelten  Producte  aus  den  Ableitungen  der  $  und 
denjenigen  der  x  als  im  Durchschnitt  verschwindend  gegenüber  der 
Summe  der  Quadrate  der  einen  und  der  anderen.  Die  kinetische 
Energie  der  „vitcsses  insensibles"  sei  die  „chaleur  sensible"**^). 
Entsprechend  zerlegt  er  die  potentielle  Energie  der  Molecularkräfte 
in  die  der  Newton'schen  Gravitation,  die  in  den  meisten  Fällen 
vernachlässigt  werden  könne***'*'),  und  die  eigentliche  „innere  poten- 
tielle Energie",  die  aus  ihren  Werten  für  die  einzelnen  Volumen- 
elemente additiv  zusammengesetzt  und  also  auf  die  Volumeneinheit 
bezogen  werden  könne,  solange  man  mit  der  Gröfse  der  Volumen- 
elemente nicht  unter  die  Gröfse  der  Wirkungssphäre  der  Molecular- 
kräfte herabgehe  ^*^j.  Diese  innere  potentielle  Energie  zerlegt  er 
dann^*^*)  noch  einmal  in  rein  elastische  Energie  und  „potentielle 
Wärme";  er  setzt  auseinander,  dafs  man  die  letztere  nicht  ver- 
nachlässigen   dürfe,    indem    die   Änderungen    der  Moleculardistanzen 

6281)  nr.  2,  p.  3.  6282)  nr.  4,  p.  6.  6288)  nr.  5,  p.  7. 

6284)  nr.  6,  p.  8.  6285)  nr.  8,  p.  13.  6286)  nr.  9,  p.  13. 

62d7)  nr.  10,  p.  14.  6288)  nr.  11,  p.  16.  6289)  nr.  12,  p.  17. 

6290)  nr.  13,  p.  20.  6291)  nr.  14,  p.  21. 
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von  derselben  GröDsenordnung  seien,  wie  diese  Distanzen  selbst,  und 
indem  hier  positive  and  negative  Bestandteile  sich  nicht  gegen^ 
einander  wegheben.  Die  Summe  der  „sensiblen"  und  der  „potentiellen" 
Wärme  bezeichnet  er  als  Total  wärme  ***^).  In  analoger  Weise  sei 
ein  Teil  der  Arbeit  der  auf  das  Volmnenelement  wirkenden  äuTseren 
Kräfte  als  in  das  Element  eintretender  Wärmeflufs  aufzufassen  **••). 
Auch  bei  dieser  Vorstellung  sei  der  Wärmeflufs  in  entgegengesetzten 
Richtungen  entgegengesetzt  gleich;  erst  mit  diesem  Satze  habe  man 
das  Recht,  die  Wärme  für  die  Lehre  von  der  Wärmeleitung  wie  in 
der  alten  Theorie  als  einen  Stoff  zu  behandeln. 

Weiter  bespricht  er  die  strahlende  Wärme  als  stetige  Bewegung 
im  Äther,  von  der  die  Lichtwellen  nur  ein  specieller  Fatll  seien. 
Den  Äther  müsse  man  sich  einerseits  als  dünn  und  sehr  beweglich 
vorstellen,  damit  er  die  Planetenbewegung  nicht  störe  *^®*);  anderer- 
seits müsse  er  doch  imstande  sein,  transversale  Wellen  fortzupflanzen. 
Die  Lösung  dieses  alten  Paradoxons  findet  Boussinesq  darin,  dafs  es 
vollkommene  Flüssigkeiten  nur  im  Zustande  der  Ruhe  gebe;  gegen- 
über Schwingungen  von  sehr  kurzer  Periode  verhalte  sich  jede 
Flüssigkeit  wie  ein  fester  Körper.  Man  müsse  sich  also  den  Äther 
zwar  als  im  Verhältnis  zur  Materie  sehr  wenig  dicht,  aber  als  in 
eine  sehr  grolse  Anzahl  von  Teilchen  geteilt  vorstellen  ^^^),  so  dafs 
in  ihm  die  Moleculardistanzen  und  die  Actionsradien  immer  noch 
kleine  Bruchteile  der  Wellenlänge  seien;  dagegen  die  Molecular- 
distanzen und  Actionsradien  der  Materie  wegen  der  Dispersion  als 
von  derselben  Gröfsenordnung  wie  die  Wellenlänge.  Ein  solcher 
Äther  übe  im  Ruhezustande  keine  Molecularkräfte  auf  die  ponderablen 
Teilchen  aus,  störe  also  die  Planetenbewegung  nicht,  werde  aber 
seinerseits  durch  Schwingungen  der  ponderablen  Teilchen  in  Mit- 
leidenschaft gezogen;  er  könne  transversale  Schwingungen  von  hin- 
reichender Geschwindigkeit  und  hinreichend,  geringer  Amplitude,  aber 
keine  longitudinaleu  fortpflanzen  ^^^). 

Daraufhin    stellt    er    zunächst   die   Gleichungen   der   Bewegung 
ebener  Wellen  im  freien  Äther  in  der  Form  auf^*®'): 

Q^tr^^^ca-^  (245) 


62il2)  nr.  15,  p.  ti3.         6293)  nr.  17,  p.  26. 
6294)  nr.  20,  p.  31.         6296)  nr.  21,  p.  84. 

6296)  Über  diesen  letzteren  Punkt  verbreitet  er  sich  in  einer  Note 
p.  42  noch  weiter:  man  brauche  nicht  anzunehmen,  dafs  jedes  einzelne 
Ätherteilcben  im  Ruhezustand  im  Gleichgewicht  sei. 

6297)  nr.  2ö,  p.  46. 
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dabei  bedeutet  d  eine  Verschiebung  in  einer  bestimmten  zur  x-Axß 
senkrechten  Richtung,  q  die  Dichtigkeit,  (l  einen  Coefficienten  trans- 
versaler Elasticitftt.  Dafs  man  dann  für  beliebige  Bichtung  der 
Axen  rechts  J^S  zu  setzen  habe,  schlieDst  er  aus  der  Inyarianz 
dieses  Differentialparameters  gegenüber  orthogonaler  Coordinaten- 
transformation;  dais  eine  Differentialgleichung  derselben  Form  auch 
för  die  Componenten  der  Verrückung  nach  den  Coordinatenaxen 
gilt,  durch  Projection.  Für  beliebige  Bewegungen  leitet  er  dann 
aus  Symmetrie-  und  Isotropie -Überlegungen  und  daraus,  dafs  keine 
Longitudinal wellen  vorkommen  sollen,  die  allgemeinen  Gleichungen 
in  der  Form  ab: 

(246)  ,^=,{ja-l^- 
Sie  fuhren  auf: 

(247)  a^Ät  +  B: 

und  er  nimmt  an,  im  Mittel  sei  Ä  =^  B  =  0  zu  setzen***). 

In  materiellen  Körpern  ist  nach  seiner  Annahme  die  Dichtig- 
keit des  Äthers  dieselbe  wie  im  Vacuum**^.  Von  dem  Widerstände, 
den  ein  fester  Körper  der  Bewegung  einer  ihn  umgebenden  Flüssig- 
keit entgegensetze,  sei  der  Hauptteil  der  Beschleunigung,  ein  zweiter 
Bestandteil  der  Geschwindigkeit  selbst  proportional*'^);  das  nimmt 
er  auch  fElr  das  Verhalten  der  ponderablen  Teilchen  dem  Äther 
gegenüber  in  Anspruch,  vernachlässigt  aber  dabei  den  zweiten 
Bestandteil  gegenüber  dem  ersten  *'•').  In  transparenten  oder  di- 
athermanen  Medien  könne  man  im  Durchschnitt  dieselben  Bewegungs- 
gleichungen annehmen,  wie  im  freien  Äther,  wenn  man  nur  ein  dem 
Widerstände  proportionales  Glied  subtrahire**^.  In  diesem  könne 
man  für  die  relative  Geschwindigkeit  des  Äthers  gegen  die  materiellen 
Teilchen  seine  absolute  Geschwindigkeit  setzen;  das  komme  auf  das- 
selbe hinaus,  wie  eine  fictivo  Vermehrung  der  Ätherdichtigkeit  durch 
die  Anwesenheit  der  materiellen  Teilchen  im  Verhältnis: 

(248)  (1  +  ß)  :  1, 

wobei  aber  a  nicht  zu  grols  sein  darf,  wenn  überhaupt  noch  Fort- 
pflanzung regulärer  Wellen  möglich  sein  soll.  Die  Wellenlänge 
wird  dann  im  Verhältnis: 

(249)  1  :  l/r+'ä 


6298)  Note  p.  51.  6299;  nr.  27,  p.  54.         6300)  nr.  2»,  p.  55. 

6301)  nr.  29,  p.  59.         6802)  nr.  30,  p.  61. 
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verringert.  Damit  sei  Fresnel's  „hypothese  capitale^^  gerechtfertigt*^^. 
Es  folge  aus  diesem  Ansätze,  dafs  die  mittleren  YerrCLckiingen  der 
materiellen  zu  denjenigen  der  Ätherteilchen  in  constantem  und  zwar 
im  allgemeinen  sehr  kleinem  Verhältnis  stehen**^).  Die  dabei  vor-' 
genommene  Yemachlässigong  der  Kräfte  zwischen  den  materiellen 
Molekeln  rechtfertigt  er*^®^)  durch  eine  Überlegung,  die  hauptsäoh-r 
lieh  sich  auf  die  grofse  Verschiedenheit  von  Licht-  und  Schall- 
geschwindigkeit beruft,  im  übrigen  von  ihm  selbst  nicht  als  streng 
hingestellt  wird.  Vorausgesetzt  ist  dabei  freilich,  daüs  die  Wirkungen 
sich  nicht  allmählich  summiren;  aber  dann  wäre  der  Körper  eben 
nicht  mehr  diatherman*^^).  So  konunt  er  zu  dem  Schlüsse,  dafs 
die  Materie  vom  Äther  nur  unmerkliche  Mengen  von  „actueller 
Energie  oder  sensibler  Wärme"  erhält^®').  Opak  oder  atherman 
für  Wellen  von  bestimmter  Länge  kann  ein  Körper  demnach  unter 
zwei  sehr  verschiedenen  Voraussetzimgen  werden**^):  wenn  a  in 
(248)  grofs  ist  oder  wenn  die  Wirkungen  der  materiellen  Teilchen 
sich  im  Laufe  der  Zeit  summiren.  Das  erstere,  meint  Boussinesq, 
konmie  praktisch  wohl  nicht  in  Betracht,  wohl  aber  das  letztere. 
Statt  der  Wellenbewegung  tritt  dann  eine  unregelmäfsige  „agitation 
calorifique"  auf,  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  nicht  mehr 
linear  imd  homogen,  das  Superpositionsprincip  gilt  nicht  mehr  u.  s.  w. 
Weiter®*^)  bespricht  er  die  Frage,  was  an  Stelle  dieser  unregel- 
mäfsigen  Bewegung  treten  würde,  wenn  die  Wirkungssphären  imd 
die  Moleculardistanzen  hinlänglich  klein  wären,  um  eine  Übertragung 
der  kinetischen  Energie  an  die  materiellen  Molekeln  unter  Aufrecht- 
erhaltung des  undulatorischen  Charakters  der  Bewegung  zu  gestatten. 
Es  handelt  sich  dann  um  die  Untersuchung  der  Bewegungen  in 
einem  doppelten  Molekelsystem;  nach  geeigneten  Vernachlässigungen 
findet  er,  dafs  in  einem  solchen  System  Licht-  und  SchallweUen 
nebeneinander  möglich  sind.  Das  sei  als  eine  enorme  „condensation 
de  la  chaleur  rayonnante"  zu  deuten,  die  eben  die  eigentliche 
„chaleur"  liefere  ^^*®).  Aber  ihre  Wellenlängen  seien  soviel  kleiner 
als  im  freien  Äther,  dafs  die  ganze  Überlegung  dadurch  praktisch 
hinfällig  wird,  indem  für  so  kurze  Wellen  die  Voraussetzungen  nicht 
mehr  zuti-effen^^*^).  Es  bleiben  also  nur  die  unregelmäfsigen  Be- 
wegungen;   von    ihnen   sei   der  Messung  nichts   zugänglich   als   ihre 

6a03)  nr.  31,  p.  04.  6304)  nr.  32,  p.  66.         6306)  nr.  33,  p.  70. 

030G)  nr.  33,  p.  71.  6307)  nr.  34,  p.  73. 

6308)  nr.  85,  p.  74.  6309)  nr.  37,  p.  77. 

6310)  nr.  38,  p.  82.  6311)  nr.  89,  p.  82. 
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durchschnittliche  kinetische  Energie  ^^^').  Diese  kann  gemessen 
werden  durch  die  von  ihr  hervorgebrachte  Dilatation  ^*^'),  die  er 
dann  noch  von  seinen  Anschauungen  aus  zu  erklären  sucht.  Eine 
Temperaturmessung  wird  ermöglicht  durch  das  ,,therniometrische 
Principe  des  Gleichgewichts  der  Temperaturen  von  sich  berührenden 
Körpern  «•**), 

Die  weitere  Behandlung  des  Wärmeflusses  imd  der  Differential- 
gleichung der  Wärmebewegung  ist  sogleich  für  anisotrope  Körper 
durchgeführt  imd  soll  daher  bei  diesen  (§106)  besprochen  werden.  Von 
speciellen  Problemen  der  Wärmebewegung  in  isotropen  Körpern  be- 
handelt er  zunächst *'^^)  das  der  armille,  im  Anschluls  an  Fourier*^**^); 
dals  bei  diesem  Problem  alle  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung 
bis  auf  die  kleinste  Doppelwurzeln  sind,  erläutert  er^*^*)  vorläufig 
nur  durch  die  Einfachheit  des  Problems,  die  selbst  schon  eine 
Singularität  sei.  Ausführlich  bespricht  er**^^  den  „vorletzten"  bezw. 
„drittletzten"  Zustand  des  Systems,  in  welchem  noch  drei  bezw.  fünf 
Reihenglieder  gerade  merklich  sind. 

Der  zweite  Band**^®)  enthält  zunächst  die  schon  ®"^^)  erwähnten 
näheren  Ausführungen  zu  seinen  Noten  vom  Jahre  1900.  Weiter- 
]^68i9^  beschäftigt  er  sich  mit  der  aU  gemeinen  Integration  der 
Gleichung: 

(^^^)  al ""  ^3^ ""  "^  W  +  ^(^  ^»  y»  •  •  Ol 

sie  entspricht  der  Annahme,  dafs  in  jedem  Raumelemente  jederzeit 
eine  Quelle  von  der  Stärke  S  vorhanden  ist,  und  dafs  aufserdem 
von  jedem  solchen  Elemente  aus  eine  Strahlung  stattfindet,  die  von 
der  Temperatur  nach  dem  Gesetze  g>{u)  abhängt.  Ist  ^(t*)  ==  0 
und  S  nur  an  einer  einzigen  Stelle  und  nur  in  einem  einzigen 
Augenblicke  von  0  verschieden,  so  gilt  die  Formel  §  102  (21);  um  von 
ihr  aus  auf  den  Fall  zu  kommen,  dafs  für  S  noch  dasselbe  gilt, 
dals  aber  q){u)  von  Null  verschieden  ist,  führt  er^'*^)  eine  Hilfs- 
variable X  ein  und  behandelt  zunächst  das  Gleichungssystem: 

(251)  ,  ^  =  J,u,        ^  +  ^(«)  =  3j  • 

Die  erste  Gleichung  dieses  Systems  wird  zunächst  für  den  speciellen 
Wert  f  ==  0  unter  der  Anfangsbedingung: 

G812).np.  40,  p   85.  6313)  nr.  41,  p.  87.         Uni)  nr.  42,  p.  92. 

6315)  nr.  132,  p.  258.  6316)  nr.  134,  p.  266. 

6317)  nr.  135,  p.  270.  6318)  Paris  1903. 

6319)  nr.  213,  p.  91.  6820)  nr.  217,  p.  96. 
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u  =  Uq  (jc,  ij,  .  .)     für     A  =«  0  (252) 

durch: 

w  =•  fiK  ^\  3/»  •  •  •) 

integrirt;   dasjenige  Integral   der   zweiten  Gleichung,   das   für  ^  =  0 
»ich  auf  diese  Function  f  reducirt,  ist: 

O(H)  =  e-'0ifil  +  t,x,y,...))     oder     u  ~  x(f)      (254) 
wenn  nämlich  zur  Abkürzung: 


u 


<»(«)  =  «p(/;^)  (2-^5) 

gesetzt  wird.  Der  damit  gegebene  Wert  von  u  wird  aber  der  ersten 
Gleichung  (251)  im  allgemeinen  nur  für  /  =  0  genügen,  für  andere 
Werte  von  /  nur,  wenn: 

X"(.f)-Mf)  =  0  (256) 

ist***').  Das  ist  näherungs weise  der  Fall,  wenn  alle  yorkommenden 
Differentialquotienten  so  klein  sind,  dafs  man  ihre  Quadrate  ver- 
nachlässigen kann,  genau *^**),  wenn  die  Strahlung  der  Temperatur- 
differenz proportional  ist.  Im  letzteren  Falle  läfst  sich  übrigens 
alles  einfacher  durch  die  Substitution  (56)  erledigen;  auch  läTst  sich 
dann  der  Fall  behandeln,  dafs  S  nicht  Null  ist,  indem  man  t  —  0 
für  t^  S  für  f  setzt  und  dann  nach  0  von  —  oo  bis  +  oo  inte- 
grirt^^*). Boussinesq  verbreitet  sich^***)  über  die  Gleichberechtigung 
aller  Richtungen  im  Räume  gegenüber  einer  elementaren  Quelle,  die 
für  (p(ti)  =  0  aus  diesen  Formeln  hervorgeht,  abweichend  von  dem 
Verhalten  der  elementaren  Lösungen  in  anderen  Teilen  der  mathe- 
matischen Physik;  er  hält  für  wahrscheinlich,  dafs  entsprechendes 
auch  gelten  werde,  wenn  ^(u)  nicht  Null  sei.  Weiter  bespricht  er 
den  Fall  einer  continuirlichen  Punktquelle;  ist  ihre  Intensität  con- 
stant,  so  wird  ein  stationärer  Zustand  erreicht***^),  entsprechend  der 
Gleichung: 

Boussinesq  zeigt  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes,  dafs  auch  hier 
keine  Richtung  ausgezeichnet,  also  u  bei  einer  punktförmigen  Quelle 


6321)  nr.  218,  p.  99.         6322)  nr.  219,  p.  100. 

63*23)  nr.  220,  p.  104.     Er  verificirt,  dafs  das  so  erhaltene  Resultat 
wirklich  allen  Bedingungen  genügt. 

6324}  nr.  221,  p.  105.         6325)  nr.  225,  p    109. 
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nur  Function  von  r  ist.  Für  n  =»  1  und  n  =  3  erhält  man  so  ge- 
wöhnliche lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coeffidenten^ 
die  sich  durch  Exponentialfunctionen  integriren  lassen ^'^^;  für  n»2 
dagegen  ist  die  Hauptlösung  eine  Cylinderfiinction  imaginären 
Arguments. 

A.  St.  MacKenzie***^  meint,  die  Benutzung  von  Fourier's 
Reihen  und  Integralen  führe  gewöhnlich  rasch  zum  Ziele,  wenn  man 
den  geeigneten  „Trick^  erst  gefunden  habe;  aber  gewöhnlich  fühle 
der  Leser,  dafs  er  ein  mathematisches  Werkzeug  amwende,  von  dem 
er  nur  ungenügende  Kenntnis  .habe  [I].  Das  komme  von  der  Ver- 
nachlässigung der  mathematischen  Interpretation  der  physikalischen 
Operationen.  Er  bildet  daher  zunächst  [wie  übrigens  Fourier  selbst] 
das  particuläre  Integral  §  47  (2)^**®)  und  giebt  graphische  Dar- 
stellungen für  verschiedene  Werte  von  t  Hierauf  begründet  er  aus- 
führlich, dafs  man  durch  Differentiation  oder  Integration  neue  Inte- 
grale erhalten  könne;  so  gelangt  er  zum  Fourier'schen  Integral****). 
Andererseits  erhält  er  durch  Integration  nach  x  die  Lösung  durch 
eine  Function  Erf  *'*^)  und  aus  ihr,  indem  er  ein  „time-doublet"  ninmit, 
die  Lösung  (164)  für  eine  constante  Wärmequelle.  Dieselbe  Lösung 
könne  man  auch  durch  Bildung  eines  space-doublet  aus  (165)  er- 
halten; oder  auch  indem  man  die  Lösungen  (156)  für  die  drei  Baum- 
coordinaten  miteinander  multiplicire.  Auch  hier  giebt  er  Figuren. 
Dann  leitet  er  einen  specieUen  Fall  der  Gleichung  (169)  für  die 
Abkühlung  einer  Kugel  ab****)  und  vergleicht  die  zugehörigen  Curven 
mit  denjenigen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Kugel  als  Punkt  be- 
trachtet. Eine  zweite  Annäherung  erhalte  man  aus  (169),  wenn  man 
nach  Potenzen  von  R  entwickle  und  abbreche;  sie  gebe  darüber  Auf- 
schlufs,  wie  weit  man  die  erste,  bezw.  Fourier's  Gleichung  (§  39) 
gebrauchen  dürfe. 

Weiter  zeigt  er  noch,  dafs  man  aus  (164)  auch  Lösungen  für 
einen  beliebig  begrenzten  Körper  erhalten  kann;  auch  für  diese  giebt 
er  Näherungsformeln  imd  zugehörige  Figuren^*").  Schliefslich  be- 
handelt er  noch  das  Problem  des  imbegrenzten  Halbraumes  unter 
der  Anfangsbedingung: 

6326)  Dr.  227,  p.  114. 

6327)  Amer.  philos.  proc.  41,  Philadelphia  1902,  p.  181.  Die  zu  Beginn 
sich  findende  Gegenüberstellung  von  „Fourier's  Reihe  oder  Integral"  und 
„Aufbau  der  gesuchten  Lösungen  aus  bekannten  Lösungen  für  einfachere 
Fälle*'  kann  auffallend  erscheinen;  er  meint  aber  mit  dem  letzteren  Aus- 
drucke die  Quellpunktmethode. 

6328)  p.  183.         6329)  p.  188.         6830)  p.  189. 
6831)  p.  193.         6332)  p.  194. 
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u^Uq  mr  x>0,     M  =  0  far  ic  <  0.  (258) 

Er  yrundert  sich  darüber,  dafs  man  hier  aus  der  nur  näherungs- 
weisen Lösung  eines  Specialfalles  durch  Integration  die  genaue  Lösung 
eines  andern  Falles  erhalten  könne  ^'*'). 

Die  Vorlesungen  von  H.  v.  Helmholtz^***)  beginnen  mit  Aus- 
einandersetzungen über  die  Definition  der  Gleichheit  zweier  Tem- 
peraturen, in  denen  namentlich  hervorgehoben  wird,  wie  viele  that- 
sftchliche  Beobachtungen  schon  in  diesem  einen  Begriff  verborgen 
liegen,  imd  über  die  Willkürlichkeit  des  Temperaturmafses*^'^). 
Weiterhin **^^)  erörtert  er,  dafs  es  keinen  Sinn  hat,  von  der  Ge- 
schwindigkeit einzelner  Wärmeteilchen  zu  reden,  weil  wir  überhaupt 
nicht  wissen,  ob  solche  exi stiren;  sinnlich  wahrnehmen  kann  man 
nur,  dafs  eine  gewisse  Quantität  des  Agens  während  einer  gewissen 
Zeit  durch  eine  gewisse  Fläche  hindurchgegangen  ist.  Dementsprechend 
leitet  er  zuerst  die  Gröfse  der  Abhängigkeit  des  Wärmeflosses  durch 
eine  bestimmte  Ebene  von  der  Stellung  dieser  Ebene  durch  die  Be- 
trachtung eines  kleinen  Teti'aeders  ab;  hierauf  stellt  er  die  Wärme- 
bilanz für  ein  elementares  Parallelepiped  auf  *^^'').  Die  Proportionalität 
zwischen  den  Componenten  des  Wärmeflusses  und  den  Ableitungen 
der  Temperatur  führt  er®**®)  einfach  mit  ,4st  anzunehmen"  ein;  auch 
bemerkt  er  [vgl.  Hergesell  ^^'*®)],  dafs  man  eine  etwaige  Abhängigkeit 
des  Leitfähigkeitscoefficienten  von  der  Temperatur  durch  eine  andere 
Definition  der  Temperatur  würde  compensiren  können.  Als  Über- 
gangsbedingungen giebt  er^*'^)  die  beiden  Bedingungen  (10)  und 
(11).  An  der  Oberfläche  dagegen  hat  er  die  allgemeine  Be- 
dingung (232)^^^).  Der  Behandlung  specieller  Probleme  schickt 
er  eine  ausführliche  Erörteiimg  des  Superpositionsprincips  vor- 
aus^**^),  auch  seiner  Modification  für  den  Fall,  dafs  die  Grenz- 
bedingungen nicht  mehr  homogen  sind***^.  Dann  folgt  der 
Green' sehe  Satz^^^);  mit  seiner  Hilfe  bestätigt  er  die  Constanz  der 
in  einem  Körper  enthaltenen  Wärmemenge*^  und  leitet  den  „Satz 
von  der  Ausgleichung  der  unterschiede"  ab,  indem  er  zeigt,  dafs 
der  Ausdruck  (67)  negativ  ist*^^),  sowie  den  Eindeutigkeitssatz ****). 


633:^)  p.  198. 

6334)  Vorlesungen  üb.  theoretische  Physik,  VI,  Theorie  der  Wärme, 
herausgeg.  v.  Fr.  Kicharz,  Leipz.  1903;  aus  den  neimziger  Jahren. 

6335)  §  2,  p.  11.  6336)  §  6,  p.  24  6837)  §  7,  p.  29. 
6338)  p.  30.  6339)  §  9,  p.  36.  6840)  §  10,  p.  88. 
6341)  §  11,  p.  39.  6342)  §  12,  p.  43.  6843)  §  14,  p.  46. 
6344)  §  15,  p.  52.  6345)  §  16,  p.  64.  6346)  §  17,  p.  57. 
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Aus  der  Discussion  der  speciellen  Probleme  ist  als  charakteristisch 
nur  die  Behandlung  der  Convergenzfragen  zu  erwähnen,  worüber 
später  zu  berichten  sein  wird. 

Die  Besprechung  einiger  mir  erst  während  des  Druckes  bekannt 
gewordener  Untersuchungen  sei  hier  noch  nachgetragen.  J.  Bertrand 
giebt  ohne  Beweis  den  Satz***^:  die  Gleichung  (61)  ist  äquivalent 
mit  der  Aussage:  zum  Temperaturgleichgewicht  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dafs  die  Temperatur  in  jedem  Punkt  gleich  ist  der 
Mitteltemperatur  einer  Kugelfläche  von  beliebigem  Radius  um  den 
Punkt  als  Mittelpunkt. 

Die  Frage,  unter  wclcheiL  Bedingungen  ein  einmal  isothermes 
Curvensystem  isotherm  bleibt  (vgl.  «<^))  ist  auch  von  W.  Wernicke****) 
behandelt  worden.  Er  denkt  sich  die  Temperatur  nach  Potenzen  der 
Zeit  entwickelt;  die  Coefflcienten  müssen  dann  Functionen  nur  der 
beiden  Variabein  a,  ß  sein.  Indem  er  ev.  noch  Glieder  zusammen- 
fafst,  kommt  er  zu  dem  Ansatz: 

(259)  u=^q,,(cc,ß)^,(t), 

wobei  die  Anzahl  der  Glieder  noch  endlich  oder  unendlich  sein  kann. 
Ein  solcher  Ausdruck  genügt  der  Differentialgleichung  der  Wärme- 
leitung jedenfalls,  wenn: 

(260)  t|;,z/,9.  =  9.  -^f' 

ist;  Wemicke  scheint  zu  glauben,  dafs  das  die  einzige  Lösung  sei. 
Diese  Gleichung  ihrerseits  wird  befriedigt,  wenn 

(261)  J,q,^  =  A^^,. 
und: 

dt 

ist.  Besteht  die  Summe  nur  aus  zwei  Gliedern,  so  können  q)^  und 
qpj  selbst  als  a  und  ß  genommen  werden  ^**^).  Die  Gleichung  (261) 
sei  ein  specieller  Fall  einer  Gleichung  Lame's^^),  die  Flächen 
(f^  =  const.  müfsten  also  isotherme  Flächen  sein.  Im  allgemeinen 
bleiben    die    so    gefundenen   isothermen    Curven   nur   dann   isotherm. 


(262 j  .   ,-i  =  ^^tf;..,     also  i/;,  =  e^.' 


6347)  Par.  C.  R.  42,  1856,  p.  347. 

6348)  Diss.    Berol.    1863-,    ein    abschreckendes    Beispiel    der    Folgen 
erzwungenen  Lateinschreibens. 

6349)  §  2,  p.  3. 

6350)  §  3,  p.  3.    Er  scheint  §  90  (16)  zu  meinen,  von  der  aber  (261) 
gar  kein  spezieller  Fall  ist. 
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wenn  die  Anfangs  Verteilung  der  Temperatur  eine  ganz  bestiniinte 
ist;  doch  gebe  es  Ausnahmen.     So  behauptet  er**^^),  wenn: 

a  =  Cj  exp  (a^x  +  \y  +  c^z)  +  C^  exp  {a^x  +  \y  +  c^g), 

j3  =  Cj  exp  [a^x  +  h^y  +  c^z)  +  C4  exp  {a^x  +  h^y  +  c^z), 

sei  und  dabei: 

a\  +  h\  +  c\  =  a^a^  +  W  +  c^c^, 

05  +  ^3  +  i  =  ^S«4  +  ^5^4  +  ^3^4» 

könne  die  Anfangstemperatur  durch  eine  Summe  aus  einer  willkür- 
lichen ganzen  Function  von  a  und  einer  ebenfalls  willkürlichen 
ganzen  Function  von  ß  gegeben  sein[?];  imd  wenn  ß  nur  eine 
solche  Exponentialfunction  enthalte,  könnten  im  Ausdruck  der  An- 
fangstemperatur auch  Potenzen  von  ß  mit  beliebigen  gebrochenen 
Exponenten  auftreten.  Speciell  bespricht  er  Systeme  von  isothermen 
parallelen  Geraden;  solche  bleiben;  wenn  sie  einmal  isotherm  sind, 
immer  isotherm *^^^).  Das  allgemeine  Integral  von  (261)  setzt  er****) 
in  der  Form  an: 

^  Cu  exp  {a^,x  +  h^,y  +  c^z),     a^  +  bj,  -f  rj  =  Ä,.',    (265) 

er  unterscheidet  drei  Fälle,  je  nach  den  Realitätsverhältnissen. 

Enthält  von  den  Summen  (265)  die  eine  nur  ein  Glied,  so 
hat  man  mit  Systemen  ebener  Isothermen  zu  thun**^);  Wemicke 
discutirt  hier  eine  Anzahl  specieller  Fälle  und  giebt  Figuren. 

Von  einer  Untersuchung  von  E.  Combescure  über  denselben 
Gegenstand ***^^)  sind,  soviel  ich  sehe,  nur  die  ersten  Paragraphen 
veröffentlicht;  sie  enthalten  Hilfssätze  aus  der  Theorie  der  dreifach 
orthogonalen  Flächensysteme. 

Eine  ausführliche  Bibliographie  der  Wärmeleitung  bis  1868, 
namentlich  auch  der  älteren  vor  Fourier,  findet  man  in  den  von 
D.  Gernez  herausgegebenen  Vorlesungen  E.  Verde t 's ****). 

P.  G.  Tait**^^)  berichtigt  das  Versehen  bei  Angström '^»'*); 
aufserdem  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  für  grofse  n  nahezu 
^n  =  r/»  wird. 

G351)  §  4,  p.  4. 

6352)  §  5,  p.  5.  In  einer  Not«  versucht  er  zu  zeigen,  dafs  diese 
Eigenschaft  aufserdem  nur  Systemen  von  parallelen  Kreisen  oder  Schrauben- 
linien zukomme. 

0353)  §  7,  p.  7.  C354)  §  9,  p.  9. 

6355}  Ann.  ee.  norm.  (2)  7,  1878,  p.  409. 

6356)  Oeuvres  4,  1872,  p.  65. 

6357)  Edinb.  roy.  proc.  8,  1872/75,  p.  56;  vom  Febr.  1873. 
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B.  0.  Peirce  jun.**^  bringt  zunächst  eine  kurze  historische 
Übersicht,  von  der  vielleicht  Anszüge  aus  dem  mir  nicht  zugän^chen 
Bericht  von  Kell  an  d^^^*)  zu  erwähnen  sind.  Kelland  hatte  als  all- 
gemeinen Ausdruck  für  den  WärmefluTs: 

(266)  c^|) 

angenonunen;  Peirce  bemerkt  dazu,  das  komme  auf  dasselbe  hinaus, 
wie  die  Annahme,  die  physikalischen  Constanten  des  Körpers  seien 
Functionen  der  Temperatur.     Die  Differentialgleichung  lautet  dann: 

(267)  ^(v)l^  =  cJJiv); 

er  spricht  davon,  wie  man  die  in  ihr  auftretenden  Functionen  aus 
Beobachtungen  bestimmen  könne. 

Morisot^'^)  glaubt  alle  Schwierigkeiten  durch  die  Benutzung 
so  kleiner  Körper  umgehen  zu  können,  dafs  die  Temperatur  in  ihnen 
als  vom  Orte  imabhängig  betrachtet  werden  könne.  Sie  wird  dann 
als  Function  der  Zeit  durch  Ausdrücke  der  Form: 

(268)  V  =  M^*  +  Xe-"'' 

gegeben.  Später  fügt  er,  um  bessere  Übereinstimmung  mit  Beob- 
achtungen zu  erzielen,  noch  ein  constantes  Glied  hinzu****)  und 
rechtfertigt  dieses  Glied  nachträglich  durch  die  Annahme,  die  Tem- 
peratur der  nächsten  Schichten  des  Aufsenraumes  sei  eine  andere, 
als  die  der  entlegeneren,  die  bei  Bestimmung  der  Ausstrahlung  in 
Betracht  konmien.  Eine  dritte  Note****)  benutzt  cylindrische  Körper, 
in  denen  die  Temperatur  als  nur  vom  Abstand  von  der  Axe  ab- 
hängig angenommen  wird;  die  auftretende  Differentialgleichung  der 
Cylinderfunctionen  integrirt  er  in  erster  Annäherung  durch  trigo- 
nometrische. 

Das  Progranmi  von  J.  Rosner****)  scheint  nichts  neues  zu 
enthalten. 

Eine  Untersuchung  von  H.  Lagard e****)  ist  insofern  merk- 
würdig, als  er  als  Grenzbedingung  nimmt: 


6358)  Amer.  aead.  proc.  12,  1877,  p.  148. 

6359)  Brit.  ass.  rep.  1841.         6860)  Par    C.  R.  90,  1880,  p.  814. 
6361)  ib.  97,  1883,  p.  1426.         6362)  ib.  104,  1887,  p.  1836. 

6363)  Progr.  Wiener  Neustadt  1880;  mir  nur  durch  das  Referat 
Fortscbr.  Phys.  37,  1881,  p.  836  bekannt. 

6304)  Ann.  chim.  phys.  26,  1*^82,  p.  552;  Ausz.  Par.  C.  R.  94,  1882, 
p.  1048. 
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[Er  scheint  zu  übersehen,  das  der  Factor,  mit  dem  hier  du/ dt  zuerst 
multiplicirt  auftritt,  nämlich  die  Dicke  der  OberflAchenschicht,  gegen 
die  übrigen  Glieder  unendlich  klein  ist.]  Die  Integration  bereitet 
er  dadurch  vor,  dafs  er  eine  solche  neue  Variable  einführt,  daCs  in 
dieser  Grenzbedingung  an  Stelle  des  Gliedes  mit  u  ein  solches  mit  x 
auftritt.  Dann  sucht  er  particuläre  Integrale  der  Form  exp  (nx+n^t); 
dabei  mufs  n  Wurzel  einer  determinirenden  Gleichung  sein,  die 
eigentlich  transcendent  ist,  die  er  aber  durch  Vernachlässigungen  auf 
eine  lineare  reducirt. 

Hugo  Meyer^^**)  glaubt  bei  der  Abkühlung  eines  Körpers  in 
Wasser  annehmen  zu  dürfen,  dals  die  Oberflächenschicht  stets  die 
Temperatur  des  Wassers  habe;  infolgedessen  erhält  er  für  einen 
Würfel  dreifache  trigonometrische  Reihen,  die  nach  den  ungeraden 
Vielfachen  der  Argumente  fortschreiten.  Die  Mitteltemperatur  des 
Würfels  stellt  sich  dann  dar  durch  eine  Reihe  von  Exponential- 
functionen  der  Zeit,  von  der  nur  ein  oder  höchstens  zwei  Glieder  in 
Betracht  kommen. 

Gh.  H.  Lees"«^)  setzt  mit  Rücksicht  auf  die  Abhängigkeit  der 
Leitfähigkeit  von  der  Temperatur  die  Gleichung  der  Wärmebewegung 
in  einem  Stabe,  in  dem  die  Temperatur  vom  Orte  nicht  abhängt, 
in  der  Form  an: 

It  =  ^^(*)-  (270) 

Unter  den  Voraussetzungen: 

f(v)  =  t;  +  bv\         f(v)  =  av  +  bv**  (271) 

(bei  der  letzteren  glaubt  er  aus  den  Beobachtungen  auf  a  =  0 
schliefsen  zu  müssen)  führt  er  die  Integration  angenähert  durch. 
Nachher  nimmt  er  auch  noch  die  specifische  Wärme  als  variabel, 
was  auf  die  Annahme: 

/•(tO  =  *;«(<•,  +  f,f)-i  (272) 

hinauskommt^*®^).  Endlich  behandelt  er  in  entsprechender  Weise 
auch  den  Fall,  dafs  die  Temperatur  in  dem  Stabe  vom  Orte  abhängt, 
begnügt  sich  aber  auch  hier  mit  mechanischer  Quadratur  •**®). 

M.  P.  Rudzki®^®^)    behandelt    die    Aufgabe:    Zwei    unendliche 

6366)  Gott.  Nachr.  1888,  p.  41;  Ann.  Phys.  Chem.  N  F.  84,  1888,  p.  696. 

6366)  Phil.  mag.  (0)  28,  1888,  p.  429. 

6367)  p.  434.         6368)  p.  439. 

6369)  Odessa    math.   11,    1890;    mir   war   nur   das   Referat  Fortschr. 
Phys.  463,  p.  378  zugänglich. 
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Platten  von  verschiedenem  k  berühren  sich  längs  der  xy-Ebene;  för 
^  =  0  ist  n  nur  von  z  abhängig;  an  beiden  Anfsenflftchen  findet 
Strahlung  statt. 

Eine  Einf&hmng  in  die  Lehre  von  der  Wärmeleitimg  von 
E.  de  Ami  eis**'*)  war  mir  nicht  zugänglich;  ebensowenig  eine 
Literatnrzusammen^llung  von  G.  A.  Gibson**^^),  eine  Studie  von 
A.  A.  Lambert^'*),  eine  Abhandlung  von  R.  Mewes^^*)  und  die 
artilleristischen  Untersuchungen  von  A.  Indra  •*'*).  Der  letztere 
will  in  einer  folgenden  Abhandlung •'^^j  die  Endtemperatur  u^^ 
die  ein  mit  einer  Wärmequelle  in  Verbindung  gebrachter  Körper 
(Thermometer)  nach  theoretisch  unendlich  langer  Zeit  annehmen 
würde,  aus  Beobachtungen  der  nach  Verfluls  kurzer  Zeit  t  beob- 
achteten Mitteltemperatur  u^  berechnen.  Er  glaubt  zunächst  aus 
dazu  angestellten  Beobachtungen  entnehmen  zu  können,  dafs: 

(273)  '  „,  =  «,  f(t) 
gesetzt  werden  dürfe,  wo: 

(274)  /-(O)  =  0,  /'(oo)  =  1 

sein  mufs.  Um  f(t)  zu  bestimmen,  benutzt  er  die  Formel  (226),  die 
zwar  eigentlich  nur  für  einen  Stab  gilt,  von  der  er  aber  glaubt, 
sie  unter  den  bei  ihm  vorliegenden  Verhältnissen  auch  für  einen 
nach  allen  Seiten  ausgedehnten  Körper  verwenden  zu  können;  er 
multiplicirt   mit   dx   und   integrirt   von  0  bis  oo;   so  erhält  er®*'*): 

(275)  ",-->««yl- 

Dieser  Ausdruck  genügt  nun  freilich  der  zweiten  der  Bedingungen 
(274)   nicht;    er   ersetzt  ihn  daher  ziemlich  willkürlich  noch  durch: 


6370)  Torino  1801.         6371)  Edinb.  math.  proc.  7,  18Hi),  p.  ö. 

6372;  Ktude  sur  la  transmission  de  la  chaleur,  Lille  1893. 

6373)  Gesundheitsingenieur  17,  18U4,  p.  289. 

6874)  Analytische  Theorie  der  Wärmeleitung  in  Geschützrohren, 
Pola  1893.  Aus  p.  887  der  foli^enden  Abhandlung  geht  hervor,  dafs  es 
sich  um  die  Erwärmung  der  Geschützrohre  durch  das  Abfeuern  handelt, 
und  dafs  Indra  zu  dem  Resultat  kommt,  es  liege  gar  keine  reine  WUrme- 
leitung  vor,  sondern  Umsetzung  der  kinetischen  Energie  der  Schwingungen 
des  Rohres  in  Wärme. 

6375)  Wien.  Ber.  105^^,  1896,  p.  823. 

6376)  p.  827.  Er  sagt:  nach  durchgeführter  teilweiser  Integration; 
man  erhält  das  Resultat  einfach  durch  Vertauschung  der  Integrations- 
reihenfolge. 
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f(t)  =  1  -  Erf  {mVl) ,  (276) 

wo  m  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmen  sei. 

C.  PuschTs  Versuch ®^'^),  die  Gesetze  der  Wärmeleitung  au» 
seiner  Auffassung  der  kinetischen  Theorie  der  Materie  abzuleiten, 
berührt  uns  kaum. 

E.  Kobald^^^®)  giebt  folgende  Verallgemeinerung  eines  Satzes 
von  Appell ^^'*'^''):  ist: 

u==f(x,,".,x,,t)  (277) 

eine  Lösung  der  Differentialgleichang: 
so  genügt  ihr  auch: 

Man  erhält  so  aus  der  elementaren  Lösung  u  =  r"^  der  Wärme- 
leitungsgleichung die  andere  [vgl.  (165)  und  §  102  (29)]: 

A.  Dina^*^^)  behandelt  auf  Veranlassung  von  H.  F.  Weber 
noch  einmal  die  Wärmeleitung  in  einem  Parallelepiped  unter  den 
Nebenbedingungen : 

n  =  0  au  der  Oberfläche,     u  =  U(x,  y,  z)  für  ^  =  0      (281) 

mit  Hilfe  von  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der  ungeraden  Viel- 
fachen der  Coordinaten  und  Exponentialfunctionen  der  Zeit  fort- 
schreiten. 

J.  W.  Peck®^®)  meint,  die  bei  Benutzung  der  Lösung: 

u  ==  exp  (—  x)  (282) 

für  einen  Stab  sich  ergebende  Folgerung,  dafs  die  isothermen  Flächen 
die  Begrenzung  des  Stabes  rechtwinklig  schneiden,  widerspreche  der 
Voraussetzung,  dafs  an  den  Seiten  des  Stabes  Wärmeabgabe  nach 
aufsen    stattfinde.      Man    könne    diesen  Widerspruch    nicht    dadurch 


6377)  Wien.  Ber.  103j>^,  1894,  p.  989. 

6378)  Wien.  Anz.  31,  1894,  p.  22. 

6379)  Lomb.  rend.  32,  1899,  p.  205. 

6380)  Phil.  mag.  (6)  4,   1902,  p.  226;   Ausz.  Brit.  assoc.  rep.  f.  1901, 
p.  555. 
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beseitigen,  dafs  man  sage,  man  vemachl&ssige  eben  diese  Wlnne- 
abgäbe;  denn  dann  erhalte  man  überhaupt  nicht  die  Lösung  (282), 
sondern  eine  solche  mit  einer  linearen  Function  von  x.  Die  Frage, 
mit  welcher  Genauigkeit  die  erwähnte  Lösung  gelte,  lasse  sich  über- 
haupt nicht  entscheiden,  wenn  man  nicht  auf  das  Verhältnis  der 
inneren  und  äufseren  Wärmeleitfähigkeit  („conductivity^  und  „emissi- 
Tity'')  achte.  Er  ersetzt  zu  diesem, Zweck  in  der  für  einen  Stab 
von  kreisförmigem  Querschnitt  geltenden  Lösung  durch  Cylinder- 
fnnctionen  (§  49,  62)  diese  durch  die  Anfangsglieder  ihrer  Potonz- 
reihenentwicklungen;  die  determinirende  Gleichung  reducirt  sich 
dann  auf: 

(283)  —  akl^  +  2Ä  =  0 

wenn  a  den  Radius  des  Stabes  bedeutet,  k/h  ist  eine  Länge,  die 
auch  anschaulich  physikalisch  definirt  werden  kann^^^);  er  nennt  sie 
^,thermal  lenghth  modulus^.  a  mufs  klein  gegen  diesen  Modul  sein, 
wenn  diese  Form  der  Lösung  brauchbar  sein  soll.  Soll  speciell  die 
Lösung  (282)  benutzt  werden,  die  eigentlich  nur  für  einen  unendlich 
langen  Stab  gilt,  so  ist  noch  erforderlich,  dafs  das  geometrische 
Mittel  aus  dem  Radius  und  diesem  Modul  klein  ist  gegen  die  Länge 
des  Stabes.  Durch  Berücksichtigung  der  zweiten  Glieder  in  der 
Reihenentwicklung  der  Cylinderfunctionen  kann  man  eine  zweite 
Annäherung  erhalten  ^'^^;  die  Isothermen  werden  dann  Rotations- 
paraboloide,  die  Stromlinien  logarithmische  Curven. 

H.  S.  Carslaw**®*)    ersetzt  die   elementare   Lösung  (213)   zu- 
nächst durch: 


^  Jexp (-  « 


(284)  —  /  exp  (—«*/  +  ja  0-  —  x,))d«. 


X 


Als  Integrationsweg  ist  dabei  die  Axe  der  reellen  a  gedacht;  sie 
kann  aber,  wenn  x>  x^  ist,  ersetzt  werden  durch  irgend  einen 
Weg,  der  von  oo  mit  einem  Arcus  zwischen  37r/4  und  n  ausgeht 
und  mit  einem  Arcus  zwischen  nf-i  und  0  dahin  zurückkehrt,  sodafs 
exp(— a*<)  an  beiden  Grenzen  verschwindet.  Ist  x  <  rcj,  so  ist  in 
Formel  (284)   i   durch   —  i   zu  ersetzen.     Ein   zweites  Integral   ist: 

(285)  ^ir  A^  ("~  "^^  +  iax)da, 

6381)  p.  280.         6382)  p.  234. 

6383)  Phil.  mag.  (6)  4,  1902,  p.  162.  Eine  andere  Abhandlung  Carelaw's, 
über  den  Gebrauch  der  Green'schen  Function  in  der  mathematischen 
Theorie  der  Wärme  (Edinb.  math.  proc.  21,  1908,  p.  40»,  war  mir  nicht 
zugänglich. 
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genommen  über  denselben  Weg;  die  Summe  beider  erfüllt  die  Be- 
dingung (103)  für  a:  =  0,  wenn: 

^  _  _  ^ax,  \±1^.  (286) 

genonmien  yrird.  Nachträglich  kann  dann  der  Integrationsweg  wieder 
in  die  Axe  der  reellen  Zahlen  zurück  verlegt  ^werden;  man  erhält 
so  nach  einigen  Umformungen  die  von  Bryan  gegebene  Lösung  (207) 
und  aus  ihr  diejenige,  die  der  Anfangsbedingung  u  =  f{x)  für  ^  =  0 
entspricht. 

E.  Cesaro**^)  will  die  von  Beltrami  gegebene  Lösimg  (169) 
„durch  systematischen  Gebrauch  einer  fundamentalen  Operation  hand- 
licher machen'^  Er  geht  zu  diesem  Zweck  von  der  Bemerkung  aus, 
dafs  man  aus- jeder  den  Bedingungen: 

^(0,  0  =  0,     ■.//(r,  0)  -  0  (287) 

genügenden  Function  durch  die  Gleichung: 

t 

vir,  t)  =Jf(t  -  r)t(r,  x)dx  (288) 

eine  andere  denselben  Bedingungen  genügende  Function  ableiten 
könne,  unter  f  eine  willkürliche  Function  verstanden.  Genügt  femer 
t/;  der  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung,  so  genügt  ihr  auch 
9,  wie  sich  durch  partielle  Integration  ergiebt  [sofeme  diese  zulässig 
istj.  Wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  führt  zu  nichts 
neuem.     Soll  noch  der  Grenzbedingung: 

u  =  F(t)  für  r  =  1  (289) 

genügt  werden,  so  ist  die  Integralgleichung: 

t 

F{t)=l'f(t-x)^{l,x)dx  (290) 

ö 

nach  f  aufzulösen,  was  gelingt,  wenn  tf;  geeignet  gewählt  wird.  Die 
Function  (213)  ist  für  t^  nicht  zu  brauchen,  weil  sie  den  Neben- 
bedingungen nicht  genügt,  wohl  aber  (156).    Für  diese  letztere  wird: 

|V(r,  T)t^(ri,  t  -  x)dx  :=  tf;(r  +  r^,  t)  (291) 

0 

und  folglich  genügt  die  durch: 


6384)  Brux.  bull.  1902,  p.  387. 
JahreBbericht  d.  DeaUchen  Mathem.-Vereiuigung.    X.  80 
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(292)  f„{t)  =  ~^Jf{t  -  ^!)  exp  (-  ö»)dö 

w/Vr 

definirte  Functionaloperation  der  Identität: 

(293)  (/-J^  -  /;,^^. 

Aufserdem  ist: 

(294)  lim  fjt)  =  0,      lim  /„(O  -  lim  /(O 

•  tu  =:    X  t  =s  CO  /sssOO  ' 

sofemc  der  zuletzt  genannte  Grenzwert  existirt.  Um  Schwierigkeiten 
auszuweichen,  die  für  co  =  0  einti*eten  können,  führt  er  noch*'^'^ 
t/;(l  —  r,  ^)  —  t(;(l  +  r,  f)  an  Stelle  von  t|;(r,  /)  ein;  damit  geht  die 
Gleichung  (288)  über  in: 

(295)  (f^  fi^-r  —  fl+r 

und  die  Gleichung  (289)  einfach  in: 

(296)  F^f-t\ 
daraus  durch  Anwendung  der  Operation  (oi 

(297)  F„-f.-  /■„+! 
und  somit: 

(298)  f'^F,+F^  +  F^  +  ''- 

[vorausgesetzt,  dai's  diese  Reihe  convergirt,  worüber  er  sich  nicht 
viel  Sorgen  macht]. 

Aulserdem  behandelt  er  noch  dasselbe  Problem  unter  der  Neben- 
bedinguDg  ****): 

(299)  u  =^(r)  far  <  =  0, 

sowie  entsprechende  Probleme  iür  den  unendlichen  Raum  mit  Aus- 
nahme einer  Kugel  *'®^)  und  für  eine  Kugelschale  **^). 

C.  Somigliana^*^^)  will  das  Problem  der  Temperaturverteilung 
in  einer  Kugel,  das  man  gewöhnlich  durch  Reihenentwicklung  nach 
Kugelfunctionen  behandle,  durch  bestimmte  Integrale  lösen,  die  ihm 
aus  früheren  Untersuchungen  von  ihm  selbst  und  von  Almansi  über 
elastische  Deformationen  einer  Kugel  geläufig  waren.  Es  handelt 
sich  um  die  Integration  der  Differentialgleichung  (61)  unter  der 
Grenzbedingung : 

0385)  p.  394.         6386)  p.  397.         6387)  p.  401. 

6388j  p.  403.         6389)  Lomb.  rend.  (2)  36,  1903,  p.  857. 
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|!J  +  Ä(u  -u,)  =  0  (300) 

in  der  m,  eine  gegebene  Function  des  Ortes  auf  der  Oberfläcbe 
bedeutet.  Somigliana  fübrt  zunächst  das  zu  der  Kugel  und  der 
Function  u^  gehörende  Poisson'sche  Integral  ^  (§  33,  5)  ein,  erinnert 
an  die  Thatsache,  dafs  zugleich  mit  u  auch: 

du  du  du  du  /Q/M\ 

eine  Lösung  von  (61)  ist  und  betrachtet  dann  die  Differentialgleichung: 

^|^+A«-/''P  (302) 

für  den  ganzen  Baum.  Zusammen  mit  (299)  läßt  sie  bei  positivem 
h  nur  eine  einzige  im  ganzen  Räume  eindeutige  Lösung  zu,  nämlich: 

w  -=  JiRq-^'^  I  Wq^^-  ^dQ.  (303) 

0 

Wird  für  ^  sein  Wert  eingesetzt,  so  kann  die  Integrationsreihenfolge 
vertauscht  werden.  Der  Fall  ^  =  0  biete  kein  physikalisches  Interesse, 
aufiäer  wenn  zugleich  die  Function  u^  über  alle  Grenzen  wächst, 
sodafs  man  mit  der  Bedingung: 

zu  thun  hat,  wo  dann 

v^dio  =  0  (305) 


/• 


sein  mufs*^*®).  Ist  O  das  zu  v  gehörende  Poisson'sche  Integral,  so 
wird  die  Lösung  für  diesen  Fall: 

u=  n  I  0Q-^d^,  (306) 

u 

was  wegen  der  Bedingung  (305)  einen  bestinuntcn  Wert  hat.  Der 
ümkehrung  der  Integrationsreihenfolge  mufs  hier  eine  kleine  Um- 
formung vorausgehen;  die  innere  Integration  lälst  sich  dann  aus- 
führen. Um  die  gefundenen  Lösungen  mit  den  durch  die  Ent- 
wicklung nach  Kugelfunctionen  erhaltenen  zu  vergleichen,  führt 
gj.6891^  zwei  zu  einander  inverse  Functionaloperationen  ein: 

6390)  §  2,  p.  860.    §  3,  p.  863  erörtert  er  die  Beziehungen  seiner  Hilfs- 
functionen  zur  Green'schen  Formel. 

6391)  §  4,  p.  865. 

80* 
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(307)     2)„Ä  =  9>-«^(^»Ä),    /„Ä-r-jÄe"-'«/? 

U 

die  beide  jede  harmonische  Function  wieder  in  eine  solche  überführen. 
Das  vielfache  Integral: 

(308)  -f./a.-Ä 

lafät  sich  dann  durch  Partialbrachzerlegang  in  eine  Summe  einfacher 
Integrale  verwandeln.  Damit  erhält  er  die  Reihcnentwicklongen  nach 
Eugelfimctionen. 

Die  Untersuchungen  von  R.  S.  Woodward  über  eine  neue 
Methode  zur  Integration  einer  der  Differentialgleichungen  der  Wärme- 
leitungstheorie **^  waren  mir  nicht  zugänglich. 


§  104.     Geophysikalische  Anwendungen  der  Lehre  von  der 

Wärmeleitung. 

Von  Anwendungen  der  Resultate  der  Wärmeleitungstheorie  auf  geo- 
physikalische Fragen  ist  zunächst  eine  Note  von  E.  de  Beaumont****) 
zu  nennen.  Er  entnimmt  einerseits  aus  Poisson's  Untersuchungen  ^^^) 
für  die  jährliche  Abnahme  der  Mitteltemperatur  des  ganzen  Erd- 
körpers, abgesehen  von  der  zugeführten  Sonnenwärme,  den  Ausdruck: 


(1) 


dV 8^A- 

dt  ~~       BC 


andererseits  aus  denjenigen  von  Fourier  (§  53)  für  die  jährliche  Ab- 
nahme der  Temperatur  der  Erdoberfläche: 


(2) 


d^U  _  _  gk 

dt  ~       2ht 


Dabei  bedeuten:  g  die  Abnahme  der  Temperatur  beim  Eindringen 
in  die  Tiefe  (Gelsiusgrade  :  Meter),  c,  Ä,  h  specifische  Wärme,  innere 
und  äuTsere  Leitfähigkeit  des  Erdbodens,  C  die  durchschnittliche 
Leitfähigkeit  der  ganzen  Erdmasse,  bezogen  auf  das  Volumen.  Indem 
er  für  die  Verhältnisse  k/c  und  h/k  die  von  Poisson  provisorisch 
angenonmienen  Werte  benutzt  und  annimmt,  c  und  C  seien  nicht 
merklich  verschieden,  kommt  er  zu  dem  Resultat,  bis  etwa 
40000  Jahre  „nach  Beginn  der  Erkaltung"  erkalte  die  Oberfläche 
rascher  als  die  ganze  Masse,  nachher  langsamer. 


63u2)  Phys.  review  16,  1903,  p.  176. 
6898)  Par.  C.  R.  19,  1844,  p.  1327. 
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A.  Erman^^)  will  nachweisen,  dafs  die  Beobachtungen  mit 
der  Fourier'schen  Theorie  **^^)  „auf's  strengste  vereinbar  sind**. 
Dabei  nimmt  er  übrigens  auDser  den  periodischen  Gliedern  auch  ein 
der  Zeit  proportionales  in  die  Formeln  auf.  Die  Differenzen,  die 
Forbes  und  Quetelet  gefunden  hätten,  rührten  nur  davon  her,  dafis 
sie  die  Sätze  über  das  Fortschreiten  der  Extrema  der  einzelnen 
Reibenglieder  in  die  Tiefe  irrtümlicher  Weise  auf  die  Extrema  der 
Reihensumme  bezogen  hätten.  Von  einer  „mittleren  Geschwindigkeit 
der  Temperatur"  könne  man  überhaupt  nicht  reden. 

Weiterhin*^* ^)  nimmt  er  die  Differentialgleichung  der  Wärme- 
leitung auch  für  den  Übergang  des  Wassers  von  einer  horizontalen 
Erdschicht  zur  andern  in  Anspruch;  an  Stelle  des  Wärmeleitungs- 
coefQcienten  tritt  dabei  ein  „Coef6cient  der  Permeabilität  des  Bodens- 
för  Wasser*'  auf.  Damit  erhält  er  eine  „Differentialgleichung  der 
Quellentemperatur**,  aus  der  er  den  Schlufs  zieht  ^'^),  dafs  es  ganz 
unzulässig  sei,  aus  den  Quellentemperaturen  auch  nur  im  Mittel  auf 
die  Temperatur  des  umgebenden  Bodens  zu  schliefsen. 

Auch  A.  J.  Angström*^^')  macht  darauf  aufmerksam,  dafs 
die  erwähnten  Sätze  über  das  Fortschreiten  der  Extrema  für  die 
einzelnen  Reihenglieder,  nicht  für  die  Reihensumme  gelten.  Übrigens 
hält  er  die  ganze  Theorie  für  unsicher*^*®):  man  müsse  wahrscheinlich, 
ebenso  wie  verschiedene  Arten  strahlender,  so  auch  verschiedene 
Arten  geleiteter  Wärme  annehmen.  Aber  deswegen  könne  man  doch 
die  Fourier'sche  Differentialgleichung  benutzen;  nur  müsse  man  den 
in  sie  eintretenden  Coefficienten  eine  andere  Bedeutung  beilegen. 
Schliefslich  vergleicht  er  die  Resultate  der  Beobachtungen  mit  den 
Formeln,  die  Poisson*^'*)  durch  Entwicklung  des  Sonnenstandes 
in  eine  trigonometrische  Reihe  erhält*'^). 

L.  Saalschütz^*^^)  behandelt  das  Eindringen  unregelmäfsiger 
Temperaturänderungen  in  die  Tiefe.  Zur  Integration  der  Differential- 
gleichung der  linearen  Wärmeleitung  sei  „der  sozusagen  logische 
Weg'*[!]^*^^),  dafs  man  erst  eine  Reihenentwicklung  nach  Potenzen 
von  X  suche  und  diese  dann  durch  ein  bestinmites  Integral  summire. 
Er  führt  das  aber  —  unter  den  Nebenbedingungen: 

?/  =  1  für  X  =  0,     <(  =  0  für  <  «  0  —  (3) 

6394)  Arcb.  wissenseb.  Kunde  v.  Rufsland  9,   1852,  p.  83;    mir  nur 
durch  das  Selbstreferat  Fortschr.  d.  Phys.  8,  p.  784  zugänglich. 
C395)  p.  741.         6396)  p.  742. 

6397)  Ups.  N.  A.  (3)  1,  1856,  nr.  3,  p.  164. 

6398)  II,  nr.  1,  p.  206.         6399)  nr.  2,  p.  221. 

6400)  Astron.  Nachr.  56,  1862,  col.  1.         6401)  §  6,  col.  7. 
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in  der  Weise  aus,  dafs  er  gleich  nach  Potenzen  von  xJYt  entwickelt. 
So  gelangt  er  zu  dem  Integral  §  103  ('226);  er  discutirt  ausführlich 
die  Gestalt  der  durch  dieses  Integral  fClr  verschiedene  Werte  von  t 
gegebenen  Curven  der  Temperaturverteilung.  Den  Fall,  dalis  die 
Grenzbedingung  i/  ^  1  für  x  =  0  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Zeit  t 
erfüllt  ist,  behandelt  er  durch  Superposition*'®*);  namentlich  unter- 
sucht er,  in  welchem  Augenblick  an  einer  bestimmten  Stelle  die 
höchste  dort  überhaupt  erreichte  Temperatur  eintritt.  In  ähnlicher 
Weise  superponirt  er  dann  auch  Wirkungen  einer  gröfseren  Anzahl 
von  Zeitintervallen  **'*®^).  Weiterhin  behandelt  er  die  Abhängigkeit 
der  Temperatur  von  x  bei  gegebenem  /,  namentlich  das  Vorrücken 
der  Maxima  in  die  Tiefe  **^);  auch  bestimmt  er  näherungsweise  die 
Tiefe,  bis  zu  der  der  Einflufs  einer  während  einer  gewissen  Zeit 
wirkenden  constanten  Aufsentemperatur  noch  merklich  ist*^^*'),  die 
Wärmemenge,  die  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  dem  ganzen  Körper 
enthalten  ist*^^),  und  die  Mitteltemperatur  in  bestimmter  Tiefe  für 
einen  bestimmten  Zeitraum  ^®^;  diese  beiden  letzteren  Gröfsen  durch 
ümkebrung  der  Integrationsreibenfolge,  bezw.  Einführung  einer  neuen 
Integrations variablen  in  die  zunächst  auftretenden  Doppelin tegitde. 
Endlich  fragt  er  noch,  in  welcher  Tiefe  der  Einflufs  eines  vorher- 
gehenden Zeitraums  auf  einen  folgenden  sich  am  stärksten  bemerkbar 
macht«*<>^). 

Durch  Grenzübergang  gelangt  er  dann  zu  dem  Falle,  dafs  die 
Oberflächentemperatur  eine  gegebene  stetige  Function  der  Zeit  f{() 
ist**^);  er  meint  übrigens,  das  Resultat  gelte  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, dafs  Anfangstemperatur  und  Oberflächentemperatur  für 
<  =  0,  rc  =  0  übereinstimmen.  Die  Richtigkeit  des  gefundenen  Aus- 
drucks bestätigt  er  durch  Verification.  Speciell  behandelt  er  den 
Fair^^o): 

\     mt      für  0</  <a, 

namentlich  auch  in  Bezug  auf  die  Fortpflanzung  der  Maxima. 
Schliefslich  bespricht  er  auch  noch  die  Lösung  für  die  allgemeine 
Oberflächenbedingung  §  103  (o2);  er  leitet  das  Resultat  zuerst  durch 
mehr  oder  minder  plausil^le  Betrachtungen  ab,  zeigt  aber  dann,  dafs 
es  allen  Bedingungen  in  der  That  genügt' '*^^). 

6402)  §  7,  col.  10.  6403)  §  8,  col.  14.  6404;  §  17,  col.  35. 

6405)  §  19,  col.  39.  6406)  §  20,  col.  42.         6407)  §  21,  col.  161. 

6408)  §  28,  col.  183.  6409)  §  32,  col.  195. 

6410)  §  33,  col.  19'J.  6411)  §  36,  col.  273. 
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W.  Thomson* s  Abhandlung  über  die Reduction  von  Beobachtungen 
der  Bodentemperatur  ***^*)  ist  für  uns  hauptsächlich  deswegen  von 
Interesse,  weil  in  ihr  der  seitdem  gebräuchlich  gewordene  terminus 
„simple  harmonic  function"  für  ein  Glied  der  Form  Ä  cos  (nt  —  s) 
eingeführt  wird,  nf  —  e  nennt  er  das  Argument  einer  solchen 
Function,  e  ihre  „Epoche  in  Winkelmafs^'  oder  einfach  ihre  Epoche, 
T=  2jr/n  ihre  Periode.  Eine  Summe  von  solchen  Gliedern  mit  com- 
mensurabeln  Perioden  nennt  er  eine  „complex  harmonic  function"  **^*). 
Für  die  Entwicklung  einer  willkürlichen  periodischen  Function  in 
eine  harmonische  trigonometrische  Reihe  verweist  er  auf  „Fourier's 
delightful  treatise'^  sowie  auf  Poisson.  Auch  für  die  Lösimg  des 
speciellen  Problems  des  Vordringens  der  Temperaturextrema  in  die 
Tiefe  bezieht  er  sich  auf  Fourier  [§  53,  (2)]. 

Eine  sich  anschliefsende  Abhandlung  über  die  säculare  Ab- 
kühlung der  Erde^^*)  behandelt  die  Frage  nach  der  Wärmeverteilung 
im  unbegrenzten  Räume  unter  den  Nebenbedingungen: 

w  =-  F  far  X  >  0,  ^  =  0,     u  =  —  Vmrx<Oyt^O.      (5) 

Sie  wird  gelöst  durch: 

2r  /     ,  X  ,  ^ 

0 

Er  entnimmt  aus  der  Formel  und  der  zugehörigen  Figur  •**^),  wie 
grofs  die  Zunahme  der  Temperatur  gegen  das  Erdinnere  jetzt  sein 
müfste,  wenn  vor  bestimmter  Zeit  die  Temperatur  der  Oberfläche 
plötzlich  um  einen  bestimmten  Betrag  erniedrigt  worden  wäre.  Nach- 
her setzt  er  auseinander,  dafs  das  Resultat  im  wesentlichen  auch 
bestehen  bleiben  müfste,  wenn  die  Abkühlung  nicht  plötzlich,  sondern 
allmählich  vor  sich  gegangen  wäre^^**). 

Eine  gleichzeitige  Untersuchung  von  J.  D.  Everett***')  leitet 
zunächst  für  den  Mittelwert  von: 

sin  (??  f  +  i)  (7) 

G412)  Edinb.  Trans.  22, 1S61,  p.40ö,  vom  April  1860;  math.phys.papers  3, 
p.  261. 

6413)  nr.  4,  p.  263 

G414)  ib.  23,  18G4,  p.  157,  vom  April  1862;  math.  phys.  papera  8, 
nr.  12,  p.  301.  Auch  als  App.  D.  des  treatise  on  natural  philosophy  von 
Thomson  und  Tait  (Bd.  2,  p.  468  der  neuen  Auflage  von  189ö). 

6415)  p.  303.         6416)  nr.  11),  p.  306. 

6417}  Edinb.  Trans.  23,  1864,  p.  21,  vom  Febr.  1862;  Auszüge  Edinb. 
proc.  4,  1857  62,  p.  52«:  Edinb.  N.  philos.  J.  (2)  16,  1862,  p.  291.  Hierauf 
beziehen  sich  also  die  unter  **^^)  erwähnten  Citate. 
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während  der  Zeit  von  t  —  jt/m  bis  t  +  n/m  den  Ausdruck: 
(8)  —  sin  —  sin  (nt  +  e) 

ab.  Auch  bestimmt  er'*^*)  die  Mitteltemperatur  einer  ganzen  Schicht, 
indem  er  einen  Ausdruck  der  Form  §  103,  (12)  von  — 1/2  bis  +|/2 
integriri  Für  die  so  gefundenen  Formeln  gibt  er  dann  noch  Näherungs- 
werte durch  Potenzreihenentwicklung  •*^'). 

G.  Plana'**^)  kommt  auf  de  Beaumonfs  Resultate^®*)  zurück. 
Er  weist  darauf  hin,  daüs  Poisson  bei  der  Ableitung  der  Formel  (l) 
ausdrücklich  vorausgesetzt  habe,  daTs  der  Erdradius  1  merklich  kleiner 

als  ayi  sei,  indem  man  nur  dann  annehmen  dürfe,  dals  von  den 
Gliedern  der  Reihe  §  54,  (43)  dasjenige  alle  folgenden  überwiege, 
das  zur  kleinsten  Wurzel  der  determinirenden  Gleichung  gehöre 
[vgl.  **^®),  *^')].  Auch  habe  schon  Poisson  selbst  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dafs  man  für  den  Fall,  dafs  der  Eugelradius 
direct  unendlich  grofs  genommen  werde,  eine  ganz  andere  Formel 
erhalte,  in  der  nämlich  die  Temperatur  nicht  wie  eine  Ezponential- 
function  der  Zeit,  sondern  nur  wie  deren  ( —  1/2)  te  oder  ( —  3/2)  te 
Potenz  abnehme;  diese  Bemerkung  habe  er  dann  in  der  Note  G  seines 
Supplements  **®®)  näher  ausgeführt.  Plana  selbst  knüpft  zunächst 
an  Poisson's  Gleichung  §  54,  (58)  an  und  giebt  die  Grenzformeln, 
die  aus  ihr  für  r  =  0  und  r  =  JB  erhalten  werden"*^).  Weiter 
formt  er  durch  partielle  Integration  um  und  benutzt  eine  asymptotische 
Entwicklung  der  Function  Erf.  ****).  Auch  führt  er  die  Voraussetzung 
ein,  dafs  die  gegebene  Anfangstemperatur  nach  Potenzen  des  Ab- 
stands  vom  Mittelpunkt  entwickelt  werden  könne****).  Indem  er 
dann  ein  nachher  erst  zu  beweisendes  Resultat  vorwegnimmt,  konunt 
er  zu  dem  Schlüsse^**),  dafs  74  Millionen  Jahre  nach  der  Zeit, 
zu  der  die  Temperatur  der  Oberfläche  1300^  war,  der  von  der  An- 
fangstemperatur  abhängige  Teil  der  Oberflächentemperatur  nur  noch 
einen  Bruchteil  eines  Grades  betragen  würde,  während  die  Temperatur 
des  Mittelpunktes  nur  unmerklich  geändert  sei. 

Weiter  untersucht  er*^*^),  wie  man  die  aus  den  Beobachtungen 
der  Zunahme  der  Temperatur  mit  der  Tiefe  auf  die  Leitfähigkeit 
der  Erde  gezogenen  Schlüsse  modiflciren  müsse,  wenn  locale  Wärme- 
quellen vorhanden  seien.    Er  giebt  bei  dieser  Gelegenheit  verschiedene 


6418)  nr.  6,  p.  22.    6419)  nr.  7,  p.  23. 

6420)  Tor.  mem.  (2)  22,  1866,  p.  235;  vom  Juni  1863. 

6421)  §  2,  p.  239.    6422)  §  3,  p.  248.    6423)  p.  246. 
6424)  p.  247.    6426)  Von  p.  248  an. 
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Näherungsausdrücke  für  die  nachher  zu  besprechenden  Formeln  der 
Sonnenstrahlung,  u.  a.  auch  solche,  die  durch  Transformation  elliptischer 
Integrale  erhalten  werden  ^*^). 

Hierauf   kehrt    er  wieder    zu    den   Formeln   der  säcularen   Ab- 
kühlung zurück  ^*^);  er  formt  sie  durch  längere  Rechnungen  so  um^ 

dafs  (jR  —  r)  "j/T  in  den  Integrationsgrenzen  erscheint  Indem  er 
dann  noch  eine  ganze  Anzahl  Glieder  als  unmerklich  unterdrückt^ 
kommt    er   zu    dem  Resultat^*®),    dafs    die  Formel   (1)   erst  wenn 

TtaYt  =  dem  Erdradius  1  geworden  sei,  d.  h.  erst  96  Milliarden  Jahre 
nach  dem  Beginn  der  Erkaltung  zu  gelten  anfange.  Man  müsse 
also  auf  die  allgemeine  Formel  zurückgehen;  indem  er  aus  ihr  Aus- 
drücke für  die  Differentialquotienten  der  Temperatur  nach  t  und 
nach  X  ableitet  und  dann  wieder  verschiedene  Glieder  vernachlässigt, 
erhält  er  schliefslich^*^)  für  das  zur  Discussion  stehende  Verhältnis 

V  :  (dv/dt)  einen  zur  Zeit  proportionalen  Wert,  der  für  2ayt  <  1 
gilt.  Speciell  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  die  Anfangstemperatur 
in  der  ganzen  Kugel  constant  ist"^);  der  Ausdruck  für  die  Temperatur 
reducirt  sich  dann  auf  eine  Summe  von  Functionen  Erf.  Aus  der 
so  gefundenen  Formel  ergiebt  sich,  dafs  in  gröfseren  Tiefen,  von 
einigen  tausend  Metern  an,  die  Temperatur  nicht  mehr  mit  der  Tiefe 
proportional  wächst.  Indem  Plana  dann  abermals  noch  Potenzen 
der  Tiefe  entwickelt  und  geeignete  Vernachlässigungen  vornimmt, 
erhält  er^^M  die  oben  benutzte  Beziehung  zwischen  der  Zunahme 
der  Temperatur  mit  der  Tiefe  einerseits,  dem  Verhältnis  zwischen 
der  Anfangst^^mperatur  uud  der  Quadratwurzel  aus  der  seit  Beginn 
der  Erkaltung  verflossenen  Zeit  andererseits,  unabhängig  von  der 
Annahme,  dafs  der  Ei*dradius  als  unendlich  behandelt  werden  dürfe, 

aber  nur  für  den  Fall,  dafs  2aYt<  1  ist«*»-).     Er  zeigt  noch«**^, 

dafs  man  bei  Benutzung  der  für  den  entgegengesetzten  Fall  2ayi>  1 
geltenden  Fonnel  zu  der  Folgerung  geführt  werden  würde,  die 
Temperatur  bei  Beginn  der  Erstarrung  habe  über  100000®  betragen, 
was  unwahrscheinlich  sei.  Seine  Formeln  ergeben,  dafs  die  Temperatur 
der   Erdoberfläche    im   Lauf   der   ersten    25  Jahre   nach   Beginn   der 

6426)  p.  255.         6427)  §  4,  p.  259. 

6428j  §  5,  p.  271.  E.  de  Beaumont,  Par.  C.  R.  72,  1871,  p.  253  giebt 
an,  richtige  Rechnung  mit  Plana's  Formeln  ergebe  sogar  156  Milliarden  Jahre. 

0429)  p.  276.         64;K))  p.  277.         6431)  p.  279.         6432)  p.  283. 

6433)  p.  283.  —  Hier  und  in  ähnlichen  Fällen  gefällt  sich  Plana  in 
einer  durch  die  ZuverläsBigkeit  der  Voraussetzungen  keineswegs  gerecht- 
fertigten scheinbaren  Genauigkeit  der  numerischen  Angaben;  ich  begnüge 
mich  mit  runden  Zahlen. 
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Erkaltung  von  etwa  1300®  auf  58*^  gesunken  sein  müsse;  das 
stehe  mit  Erfahrungen  über  das  Erkalten  von  Lava  nicht  im  Wider- 
spruch^*^).    Dann  setzt  er  noch  einmal  auseinander,  daTs  die  beiden 

Annahmen  2aYt<^  1  und  2ay7>  1  bei  einer  Kugel  von  endlichem 
Radius,  anders  als  beim  Halbraum,  zu  ganz  verschiedenen  Formeln 
ftlhrten^^^);  Fourier  habe  diesen  Unterschied  nicht  beachtet,  auch 
Poisson  ihn  erst  im  Supplement*^  klargestellt •*••).  Plana  erläutert 
diesen  Unterschied  noch  durch  weitere  Rechnungen  und  Unformungen, 
die  sich  auf  die  Ableitungen  der  Temperatur  nach  der  Zeit  und 
dem  Ort  beziehen. 

Es  folgen  dann  noch  Untersuchungen  über  die  Zusammenziehung 
der  Erdkruste  in  Folge  der  Erkaltung  und  die  daraus  folgende 
Veränderung  des  Stemtages  •**');  doch  betont  Plana  hier  selbst  die 
Unzuvcrlässigkeit  der  den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Werte 
der  Leitfähigkeiten. 

Ein  Zusatz  ^^^)  bespricht  noch  einmal  die  Divergenz  zwischen 
den  Resultaten  Foiirier's  und  Poisson's.  Fourier  habe  wahrschein- 
lich übersehen,  dals  der  Wert  der  Sonnenstrahlung  nur  während  des 
Tages  diu*ch  die  Formeln  gegeben,  während  der  Nacht  dagegen  Null, 
also  eine  discontinuirliche  ^)  Function  sei,  dafs  es  daher  erforderlich 
sei,  erst  diese  discontinuirliche  Function  „in  eine  continuirliche  zu 
verwandeln"  [in  eine  trigonometrische  Reihe  zu  entwickeln],  und  dafs 
diese  Umwandlung  ein  von  der  Zeit  unabhängiges  Glied  einführe. 
Jedenfalls  aber  habe  erst  Poisson  den  Einflufs  der  Schiefe  der  Ekliptik 
und  der  Excentricität  berücksichtigt  und  gezeigt,  dafs  das  eben  er- 
wähnte Absolutglied  von  der  letzteren  unabhängig  ist. 

E.  Mathieu^^^)  findet,  es  sei  einfacher,  den  Fall,  dals  die  ge- 
gebene Aufsentemperatur  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist,  für 
sich  zu  behandeln,  statt  die  für  ihn  geltenden  Formeln  aus  den- 
jenigen abzuleiten,  die  für  den  Fall  einer  ganz  willkürlichen  Ab- 
hängigkeit der  Aufsentemperatur  von  der  Zeit  gelten.  Demgemäfs 
setzt  er  zu  jedem  Glied  cos  int  +  e)  der  Aufsentemperatur  ein  Glied: 

(9)  P(x)  cos  (nt  +  e)  +  I\{x)  sin  (nt  +  e) 

an,  erhält  für  P  und  P^  lineare  Ditferentialgleichungen,  die  sich 
durch  Exponentialfunctionen  integriren  lassen  und  gewinnt  so  Fourier's 
Formel  §  53  (2).  Die  Anwendungen  auf  die  Temperatur  der  Erde^**^) 
beanspruchen  nicht  über  Fourier  und  Poisson  hinauszugehen. 

6434)  p.  284.         6436)  p.  285.         6436)  p.  287.         6437)  §  6,  p.  293. 
6438)  p.  303.       6439)  Cours  de  phys.  math.,  Paris  1873,  nr.  104,  p.  218. 
6440";  ur.  105,  p.  221. 
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H.  Wild"*^)  hebt  [wie  schon  Erman««»*)  und  Ängström«»»^] 
hervor,  dafs  die  Sätze  von  den  Decrementen  und  Phasenverschiebungen 
der  Extrema  beim  Eindringen  in  die  Tiefe  nur  für  die  einzelnen 
Glieder  der  Reihenentwicklung,  nicht  für  ihre  Summe  gelten.  Auch 
weist  er  darauf  hin,  dafs  es  erforderlich  sei,  vor  der  Berechnung 
des  täglichen  Ganges  den  jährlichen  zu  eliminiren®***)  (vgl.  ^^*))  und 
dafs  bei  dem  Erdboden  die  Voraussetzungen  der  Theorie  im  Grunde 
sehr  schlecht  erfüllt  seien  ***^). 

G.  H.  Darwin^***)  leitet  aus  Thomson's  Formel  (4)  ab: 

Das  hat  bei  gegebenem  t  seinen  gröfsten  Wert  für  ä*  =*  2f,  also  im 

Falle  der  Erde  für  x  =  YSOO  t,  wenn  Fufs  und  Jahr  als  Einheiten 
genommen  werden.  Die  Stelle  gröfster  Abkühlungsgeschwindigkeit 
rückt  demnach  mit  wachsender  Zeit  nach  innen;  die  Stelle  gröfster 
Contractionsgeschwindigkeit  braucht  übrigens  nicht  mit  ihr  zusammen- 
zufallen. 

J.  Heelis^**^)  bemerkt  dazu:  daraus,  dafs  in  u  selbst  x  und  t 
nur  in  der  Verbindung  x^/i  vorkommen,  folgt,  dafs  die  Temperatur 
an  der  Stelle  schnellster  Abkühlung  immer  dieselbe  ist;  es  müfste 
also,  wenn  Darwin's  numerische  Annahmen  zutreffen,  die  Temperatur 
in  einer  Tiefe  von  etwa  hundert  Meilen  jetzt  noch  etwa  6/7  der 
ursprünglichen  sein.  Aufserdem  bespricht  er  noch  die  andere  Frage: 
zu  welcher  Zeit  erreicht  die  Abkühlungsgeschwindigkeit  an  einer 
bestimmten  Stelle  x  den  gröfsten  Wert,  den  sie  dort  überhaupt  er- 
reicht?    Er  findet  dafür  t  =  x'/6. 

A.  Hempel  leitet  die  von  Thomson  benutzte  Formel  noch  ein- 
mal ab^^^)  und  giebt  Ausführungen  zu  Thorason's  numerischen 
Rechnungen^*').     Schliefslich  versucht  er  noch  den  Einflufs  der  ge- 


6441^  Repert.  Meteor.  6^,  1879,  p.  19. 
6442)  p.  26.         6443)  p.  86. 

6444)  Nature  19,  1879,  p.  313;  anschliefsend  au  eine  Discussion 
zwischen  angesehenen  Geologen,  die  nebenbei  bemerkt  ein  charakteristisches 
Beispiel  dafür  ist,  wie  schwer  es  dem  nicht  an  quantitatives  Denken  ge- 
wohnten wird,  solche  Begriffe  wie  „Maximum  der  erreichten  Abkühlung" 
und  „Maximum  der  augenblicklichen  Abkuhlungsgeschwindigkeit"  aus- 
einander zu  halten. 

6445)  Manch,  proc.  18,  1878/79,  p.  83.  Die  Darstellung  bei  Heelis  ist 
unnötigerweise  complicirt  durch  Herbeiziehung  der  für  die  Frage  ganz 
irrelevanten  asymptotischen  Entwicklung  der  Function  Erf. 

6446'  Arch.  Math.  Phys.  65,  1880,  p.  347.         6447)  p.  351. 
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fundenen  Abkühlung  auf  die  GrÖfse  des  Erdradius  und  damit  auf 
die  Botationsdauer  abzuschätzen^'^). 

1889  stellt  die  phys.-ökon.  Gesellschaft  in  Königsberg  als  Preis- 
aufgabe die  Verwertung  der  dort  seit  Jahren  aufgezeichneten  Boden- 
temperaturen fCLr  die  Erkenntnis  der  Wärmebewegung  im  Erdboden. 
Die  gekrönte  Preisschrift  von  Ad.  Schmidt^*^)  macht  allerdings 
sogleich  darauf  aufmerksam,  dafs  eine  vollständige  theoretische  Ver- 
wertung der  Beobachtungen  nur  möglich  sein  vrOrde,  wenn  gleich- 
zeitig Beobachtungen  der  Feuchtigkeit  aufgezeichnet  worden  wären. 
Der  Auffassung  von  Tralles^"*)  undFrölich^**),  dafs  die  Untersuchung 
des  täglichen  Ganges  bessere  Aufschlüsse  geben  würde,  als  die  des 
jährlichen,  stimmt  er  allerdings  zu,  aber  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  mehr  als  dreimal  täglich  beobachtet  sei;  da  das  hier  nicht 
der  Fall  sei,  habe  er  sich  auf  die  Discussion  des  letzteren  be- 
schränkt^*^). Wesentlich  sei  übrigens^**),  dafs  man  das  Problem 
der  Wärmebewegung  im  Boden  und  das  der  Strahlung  streng  von 
einander  sondere. 

Die  Ausführung  geschieht  nun  in  der  Weise  •***),  dafs  er  zuerst 
Mittelwerte  für  Normalmonate  (Jahroszwölftel)  aus  den  Beobach- 
tungen berechnet  und  aus  ihnen  den  jährlichen  Gang  omter  Berück- 
sichtigung der  Correctionsfactoren  §  25  C  (41)  bestinmit.  Dabei 
setzt  er  tür  die  Berechnung  der  Tagesmittel  zuerst  voraus,  dafs  die 
tägliche  Periode  sich  auf  ihr  Hauptglied  reducire**^);  im  übrigen 
verweist  er  auf  Weihrauch^*®*).  Weiter  berichtet  er^**),  er  habe 
auch  versucht,  die  Constanten  der  Formel  zur  Berechnung  des  Tages- 
mittels aus  den  Beobachtungen  zunächst  als  Unbekannte  anzusehen 
und  zu  versuchen,  für  welche  Werte  von  ihnen  man  am  besten  über- 
einstimmende Werte  der  Leitfähigkeiten  bekonmie;  aber  die  An- 
wendung dieses  Verfahrens  sei  daran  gescheitert,  dafs  die  Voraus- 
setzungen der  Theorie  nicht  vollkonmien  erfüllt  seien.  Ebensowenig 
sei  der  Versuch  gelungen,  unter  Annahme  eines  vorläufigen  Wertes 
für  die  Leitfähigkeit  aus  dem  täglichen  Gang  der  Temperatur  an 
der  Oberfläche   den  Gang  in  verschiedenen  Tiefen  zu  berechnen  und 

0448)  p.  358. 

6449)  Königsb.  Schriften  30,,  1881),  p.  67;  Sl,,  1890,  p.  4.  Ein  be- 
absichtigter Hinweis  auf  die  Dissertation  von  Frölich^*^*;  war  bei  der  ersten 
Publication  des  Preisausschreibens  unterblieben  und  erst  bei  der  zweiten 
hinzugefügt  worden;  das  gab  nachher  zu  Mifsverständnissen  Veranlassung. 

6450)  ib.  S2^ ,  1891,  p.  97.  Schmidt  citirt  von  Frölich  gerade  nicht  die 
Dissertation,  sondern  die  zweite  Abhandlung**"*). 

6451)  p.  99.  6452)  p.  100.         6463)  nr.  1,  p.  104. 
6454)  p.  108.         6465)  p.  109. 
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aus  der  Vergleichung  der  so  erhaltenen  Resultate  mit  den  Beob- 
achtungen jene  Constanten  zu  berechnen;  verschiedene  Teile  des 
Beobachtüngszeitraums  hätten  da  ganz  widersprechende  Resultate 
geliefert  ^^).  Schliefslich  entninunt  er  die  Constanten  der  Formel 
aus  Beobachtungen  an  anderen  Orten  •**^.  Das  Resultat  seiner 
Rechnimg  ist**^),  dafs  die  [von  ihm  irrtümlicher  Weise  Poisson  zu- 
geschriebene] Formel  §  53  (2)  den  jährlichen  Gang  der  Temperatur 
in  verschiedenen  Tiefen  gut  darstellt;  er  meint  aber,  wenn  man 
genauer  sein  wolle,  müsse  man  diejenigen  Formeln  herbeiziehen,  bei 
welchen  die  Oberfiächentemperatur  nicht  als  eine  periodische,  sondern 
als  eine  beliebige  Function  der  Zeit  vorausgesetzt  ist.  Es  sei  mög- 
lich, diese  Formeln  in  solche  Gestalt  zu  bringen,  dafs  man  bei  Be- 
nutzung zweckmäfsiger  Hilfstafeln  auf  sie  eine  numerische  Rechnimg 
von  nicht  zu  grofser  Weitläufigkeit  gründen  könne  •***•).  Er  berechnet 
dann  zunächst  Eintrittszeiten  und  Betrag  der  Extrema  durch  para- 
bolische Interpolation,  bemerkt  aber  nachher  selbst  [in  Überein- 
stimmung mit  Erman^'^),  Angström ®*^)  und  Wild****)],  dafe  das 
eigentlich  nicht  zulässig  sei,  wenn  man  die  Sätze  über  das  logarith- 
mischc  Decrement  und  die  Phasenverschiebung  der  Extrema  beim 
Fortschreiten  in  die  Tiefe  anwenden  wolle ^*^).  Schliefslich®***)  er- 
hält er  eine  Darstellung  der  Temperatur  als  Function  der  Zeit  und  des 
Ortes,  bei  der  die  Amplituden  und  die  Phasenconstanten  für  jede 
beobachtete  Tiefe  einzeln  aus  den  Beobachtungen  berechnet  sind,  so- 
dafs  also  seine  Formel  nicht  wie  §  53  (2)  nur  eine,  sondern  sechs 
disponible  Constante  enthält.  Er  macht  ausdrücklich  darauf  auf- 
merksam, dafs  eine  solche  Formel  die  Ableitungen  von  ti  nach  x 
und  nach  t  nicht  so  genau  geben  könne  wie  den  Wert  von  u  selbst 
[vgl.  1280)^   i30o>)^  1313) j      Daher    berechnet    er,    um    die   Werte    der 

Ableitung  cu/ct  zu  erhalten,  zuerst  aus  den  Monatsmitteln  die 
Werte  der  Temperatur  für  die  MonatsanfUnge,  aus  diesen  die  Monats- 
mittel von  cu/ct]  die  Monatsmittel  von  c^u/dx^  scheint  er  aus  der 
Fonnel  zu  entnehmen***^). 


6466)  p.  110.         6467»  p.  111.         6468)  p.  112. 

6469)  p.  115.  Ein  Versuch  zur  Ausführung  dieser  Andeutungen 
Schmidt's  würde  von  Interesse  sein. 

C460)  Die  entgegengesetzte  Auffassung  FrOlich*s  lehnt  er  p.  119  ab. 

6461)  p.  124. 

0462)  p.  181  benutzt  er  übrigens  doch  direct  aus  der  Formel  ent- 
nommene Werte  von  cu/cit;  umgekehrt  p.  182  durch  algebraische  Inter- 
polation gewonnene  Werte  von  d^u/dx^»  Er  bemerkt  dabei,  dafs  man 
zwar  bessere  Extrapolation,  aber  keineswegs  bessere  Interpolation  erhalte, 
wenn  man  exp  ( —  px)  statt  x  als  anabhängige  Variable  benutze. 
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Der  zweite  Abschnitt  •^®^!  handelt  von  den  Quellen  der  Boden- 
wärme. Schmidt  verwirft  die  [weiter  unten  zu  besprechenden]  theo- 
retischen Formeln  f&r  die  zugeführte  Sonuenwärme  als  ganz  un- 
zuverlässig und  begnügt  sich  daher  ^^)  mit  einer  interpolatoriscben 
Darstellung  derselben  durch  eine  Reihe,  die  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  des  Zenithabstandes  der  Sonne  fortschreitet. 

Eine  zweite  Bearbeitung  der  Königsberger  Preisaufgabe  durch 
E.  Leyst**^)  enthält  hauptsächlich  eine  Besprechung  derjenigen 
Correcturen,  die  an  den  Beobachtungen  angebracht  werden  müÜBten^ 
bevor  man  sie  überhaupt  theoretisch  verwenden  hönne.  Das  Tages- 
mittel der  Temperatur  will  er  im  Anschlufs  an  Wild^''*)  in  der 
Weis«^  berechnen,  daüs  er  die  an  den  rohen  Mitteln  anzubringenden 
Correcturen  aus  den  stündlichen  Beobachtungen  anderer  Stationen 
entninmit,  obwohl  er  selbst  findet,  dafs  das  nur  näherungsweise 
richtige  Resultate  giebt^**).  Schliefslich  versucht  er  auch  den  Ein- 
fluLs  der  Niederschläge***^')  und  der  Bewölkung"*^)  festzustellen. 

P.  Volkmann**®^  zeigt  gegenüber  Leysfs  Kritik,  daüs  die  aus 
den  Königsberger  Beobachtungen  für  verschiedene  Tiefen  und  für 
die  Glieder  verschiedener  Perioden  berechneten  Werte  der  Leitfähig- 
keit immer  noch  besser  zusammenstimmten,  als  die  von  andern  Be- 
obachtungsorten. 

Cl.  King**'®)  nimmt  W.  Thomson's  Rechnungen**^*)  noch  ein- 
mal vor,  da  man  jetzt  über  genauere  Bestimmungen  der  thermischen 
Constanten  von  Gesteinen  verffige.  Er  giebt  Tabellen  und  graphische 
Darstellungen  der  Werte  der  Temperatiu*  und  ihrer  Ableitung  nach 
der  Tiefe  unter  verschiedenen  Annahmen  über  die  Anfangstemperatur 
und  die  seit  dem  Beginn  der  Erkaltung  verflossene  Zeit**'^).  Zwischen 
die  so  erhaltenen  Curven  zeichnet  er  die  Curve  der  Schmelzpunkte 
des  Minerals  Diabas  für  verschiedene  Tiefen  ein**^-);  dann  setzt  er 
auseinander:  nur  solche  Annahmen  seien  zulässig,  bei  welchen  jene 
Temperaturcurve    und    diese   Schraelzpunktscurve    keinen   merklichen 


G463)  p.  146.         6464)  p.  149. 

6465)  ib.  33i,  1892,  p.  24.  Die  vom  Preisgericht  ib.  82,,  p.  34  ge- 
tadelte allgemeine  Kritik  der  ganzen  Wärmeleitungstheorie  scheint  beim 
Abdruck  weggelassen  zu  sein. 

6466)  p.  44.         6467)  nr.  6,  p.  49.         6468)  nr.  7,  p.  56. 

6469)  ib.  34i ,  1893,  p.  59. 

6470)  Amer.  J.  of  sei.  (3)  45,  1893,  p.  1.         6471)  p.  6. 

6472)  Hier  liegen  jedenfalls  unerhörte  Extrapolationen  vor;  auTserdem 
setzt  er,  wenn  ich  ihn  recht  verstehe,  den  Druck  in  bestimmter  Tiefe 
einfach  dem  Gewicht  der  darüberliegenden  Gesteinsmasse  proportional, 
ohne  jede  Rücksicht  auf  die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Tiefe. 
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Flächeninhalt  einschliefsen,  da  aus  andern  Überlegungen  („cffective 
tidal  rigidity"  Darwin;  Breitenschwanklingen  Newcomb)  hervorgehe^ 
dafs  kein  irgend  beträchtlicher  Teil  der  Erde  mehr  flüssig  sein 
könne.  Thomson's  Annahme  genüge  dieser  Forderung  nicht;  man 
müsse  entweder  die  Dauer  der  Abkühlung  gröfser  oder  die  Anfangs- 
temperatur beträchtlich  niedriger  nehmen.  Diesem  Schlufs  könne 
man  nur  entgehen,  wenn  man  die  benutzten  Werte  der  geothermischen 
Tiefenstufe  oder  der  Leitfähigkeiten  der  Mineralien  bestreite**'^). 
Immerhin  bespricht  er  noch  einige  andere  Einwände,  die  man  machen 
könnte,  und  weifs  sie  keineswegs  alle  entscheidend  zurückzuweisen. 
Auch  in  England  erhob  sich  Widerspruch  gegen  Thomson's 
numerische  Resultate,  veranlafst  dadurch,  dafs  Geologen  und  Paläon- 
tologen längere  Zeiträume  forderten.  J.  Perry  erinnert  in  einem 
Briefe  an  Larmor®*'^)  vor  allem  an  die  Voraussetzungen,  auf  denen 
Thomson's  Schlüsse  beruhten:  ^als  alle  von  der  Erde  verlorene 
Energie  in  Form  von  Wärme  abgegeben  werde;  und  dafs  die  Erde 
homogen  sei,  mit  überall  denselben  thermischen  Eigenschaften  wie 
im  Durchschnitt  an  der  Oberfläche.  Verschiedene  naheliegende  Ab- 
änderungen dieser  Voraussetzungen  führten  nicht  zu  wesentlich 
anderen  Resultaten;  aber  wenn  man  die  Voraussetzung  der  Homo- 
geneität  fallen  lasse  und  annehme,  die  Leitfähigkeit  sei  innen  gröfser^ 
werde  es  ganz  anders.  Das  so  entstehende  Problem  biete  ziemliche 
mathematische  Schwierigkeiten;  aber  wenn  man  die  Oberflächcnschicht 
hinlänglich  dünn  oder  die  seit  Beginn  verflossene  Zeit  hinlänglich 
lang  annehme,  könne  man  mit  Hilfe  eines  Kunstgriffs  durchkommen. 
Man  könne  nämlich  dann  in  den  Formeln  die  Exponentialgröfsen  ver- 
nachlässigen und  einfach  setzen: 

unter  k  die  Leitfähigkeit,  unter  x  ihren  Quotienten  durch  die  speci- 
üsche  Wärme  der  Volumeneinheit  verstanden.  Hat  man  zwei  ver- 
schiedene solche  Massen  —  die  zugehörigen  Gröfsen  seien  durch  die 
Jndices  1  und  2  unterschieden  — ,  so  kann  man  x^  und  rr«  so  be- 
stimmen, dafs: 

wird;  werden  dann  die  beiden  Körper  längs  der  so  bestimmten 
Ebene  x  =  x^^  bezw.  x  =  Xg  aufgeschnitten  und  das  diesseitige  Stück 


6473)  p.  12.         6474)  Nature  61,  1896,  p.  224. 
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des  einen  an  das  jenseitige  des  andern  gefügt,  so  findet  in  dem  so 
zusammengesetzten  Körper  dieselbe  Wärmebewegung  statt,  wie  vor- 
her in  den  einzelnen  Bestandteilen.  Hat  das  Innere  ein  m  mal  so 
grosses  Je  und  ein  n  mal  so  grofses  x  als  die  Schale,  so  ist  die 
früher  von  Thomson  gefundene  Zahl  für  die  Dauer  der  seit  der 
Consolidation  verflossenen  Zeit  noch  mit  n^/m  zu  multipliciren. 

In  einem  zweiten  Brief ^'■')  fügt  er  hinzu:  ebenso  leicht,  wie 
für  den  Halbraum  lasse  sich  das  Problem  für  die  Kugel  behandeln; 
man  brauche  nur  anzunehmen,  dafs  in  der  Schale  sich  rasch  ein 
vom  Orte  unabhängiger  Temperaturgradient  einstelle.  Dann  habe 
man  einfach  das  schon  von  Fourier*^***)  gelöste  Problem  der  Er- 
kaltung einer  Kugel  mit  bekannter  äufserer  Leitfähigkeit. 

Auf  Tait's  Frage^'^)  „why  drag  in  mathematics  at  all?", 
wenn  die  Sache  doch  qualitativ  klar  sei,  antwortet  Perry'*^'')  mit 
der  Besprechung  anderer  Gründe  gegen  die  Annahme  einer  längeren 
Dauer  der  Erde.  Tait^^*)  stellt  dann  die  bestimmteren  Fragen: 
mit  welchem  Recht  nehme  Perry  an,  dafs  der  Kern  besser  leite,  als 
die  Schale?  ob  Perry  denn  glaube,  dafs  die  „advanced  geologists" 
mit  10*^  statt  10®  Jahren  zufrieden  seien?  sie  verlangten  mindestens 
10**  für  die  secundäre  Periode  allein.  Perry •*'^)  antwortet  ad  1: 
insofern  mit  Recht,  als  das  Gegenteil  bewiesen  werden  müfste; 
übrigens  könne  niemand  daran  zweifeln,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  mit  der  Temperatur  zunehme.  Man  könne  durch  Be- 
rücksichtigung dieses  ümstandes  auf  1300  mal  so  groDse  Zahlen 
kommen  als  Thomson,  ad  2:  die  „uniformitarian  geologists"  habe 
Thomson  schon  ausgerottet;  von  den  „advanced  geologists^^  die  er 
kenne,  verlange  keiner  mehr  als  10*®  Jahre. 

Thomson  selbst  erklärt  darauf **®®):  der  Satz  betr.  den  Factor 
n^/m  sei  sicher  richtig  und  gelte  auch  dann,  wenn  die  Schale  nicht 
unendlich  dünn  sei;  20  oder  30  Kilometer  seien  übrigens  hier  noch 
als  unendlich  dünn  zu  betrachten.  Der  möglichen  Veränderlichkeit 
der  Constanten  mit  der  Temperatur  trage  man  genügend  Rechnung, 
wenn  man  die  früher  von  ihm  angebene  obere  Grenze  für  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  noch  mit  10  multiplicire. 

In  einer  folgenden  Notiz **^^)  erläutert  dann  Perry  im  Anschlufs 
an  ihm  von  Heaviside  gemachte  Mitteilungen,  dafs  man  den  Fall 
der  Abhängigkeit  der  thermischen  Constanten  Von  der  Temperatur 
ebenso  wie  den  der  Unabhängigkeit  behandeln  könne,  wenn  nur  das 

6475)  ib.  p.  226.         6476)  ib.  p.  226.         6477)  ib.         6478)  ib. 
6471))  ib.         6480)  ib.  p.  227.         6481)  ib.  p.  341. 
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Verhältnis   zwischen   der  Leitfähigkeit   und   der  specifischen   Wärme 

der  Volumeneinheit   constant   bleibe;   man   brauche   dazu  nur  jcdi€ 

statt  u  als  Veränderliche  einzufahren  [vgl.  die  entsprechende  Be- 
merkung von  Hergesell  ^^^)]  und  sich  eine  Tabelle  der  Werte  dieses 
Integrals  anzulegen.  Wenn  c  und  k  für  100*^  C  um  s\  wachsen 
und  4000®  C  als  Anfangstemperatur  genommen  wird,  sei  die  von 
Thomson  angegebene  Zeitdauer  seit  der  Consolidation  mit  (l  +  s/Ö)^ 
zu  multipliciren. 

Darauf  Thomson**®-'*):  aus  neueren  ihm  brieflich  mitgeteilten 
Untersuchungen  von  R.  Weber  ergebe  sich,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  keineswegs  mit  der  Temperatur  wachse.  Perry's  letzte 
Rechnung  ergebe  einen  viel  kleineren  Wert  für  den  Factor  als  seine 
frühere.  Übrigens  habe  sich  neuerdings  herausgestellt,  dafs  die 
Schmelzpunkte  der  Mineralien  viel  niedriger  seien,  als  er  früher  an- 
genommen habe;  imter  Berücksidhtigung  dieses  Umstandes  komme 
man  vorläufig  auf  etwa  24  Millionen  Jahre. 

Perry  nimmt  dann  die  ganze  Frage  nach  der  Bestinamung  des 
Alters  der  Erde  aus  geologischen,  paläontologischen  und  physikalischen 
Überlegungen  noch  einmal  vor**®*).  Zu  der  ims  hier  speciell  in- 
teressirenden  Frage  bemerkt  er:  auf  seine  numerischen  Angaben  lege 
er  keinen  Wert;  eine  bestimmte  Antwort  halte  er  überhaupt  für 
unmöglich,  da  dazu  alle  Daten  fehlten;  aber  er  bleibe  bei  seiner 
Behauptung,  dafs  die  aus  physikalischen  Sätzen  allein  sich  ergebende 
obere  Grenze  fär  die  seit  der  Consolidation  verflossene  Zeit  höher 
sei  als  Thomson  angegeben  habe.  Wenn  die  Paläontologen  gute 
Gründe  hätten,  einen  längeren  Zeitraum  zu  verlangen,  so  sei  vom 
Standpunkt  der  Physik  kein  Grund  vorhanden,  ihnen  4  •  10^®  Jahre 
abzustreiten. 

Thomson  kommt  einige  Jahre  darauf  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurück**®*).  Nach  einem  historischen  Bericht  über  die  An- 
schauungen verschiedener  Geologen  und  Paläontologen  wiederholt  er 
sein  Hauptresultat **®^);  dann  fährt  er  fort**®*):  neuere  Untersuchungen 
über  die  thermischen  Eigenschaften  der  Gesteine  erlaubten  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  in  engere  Grenzen  einzuschlielsen: 
mehr  als  20  und  weniger  als  40  Millionen  Jahre,  wahrscheinlich 
näher  der  unteren  als  der  oberen  Grenze.     Er  habe  „by  an  elaborate 


G482)  ib.  p.  438.         6483)  ib.  p.  683. 

6484)  Phil.  mag.  (51  47,   1899,  p.  66;  erweiterter  Abdruck  eines  Vor- 
trags aus  dem  Jahre  1897. 

6486)  §  13,  p.  78.         6486)  §  17,  p.  76. 
Jahresbericht  d.  DeutoohiDn  Mathem.-Vereinigang.    X.  81 
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des  einen  an  das  jenseitige  des  andern  gefügt,  so  findet  in  dem  so 
zusammengesetzten  Körper  dieselbe  Wärmebewegung  statt,  wie  vor- 
her in  den  einzelnen  Bestandteilen.  Hat  das  Innere  ein  m  mal  so 
groJüses  A:  und  ein  n  mal  so  grofses  x  als  die  Schale,  so  ist  die 
früher  von  Thomson  gefundene  Zahl  für  die  Dauer  der  seit  der 
Consolidation  verflossenen  Zeit  noch  mit  n^/m  zu  multipliciren. 

In  einem  zweiten  Brief**'*')  fügt  er  hinzu:  ebenso  leicht,  wie 
für  den  Halbraum  lasse  sich  das  Problem  fOr  die  Kugel  behandeln; 
man  brauche  nur  anzunehmen,  dafs  in  der  Schale  sich  rasch  ein 
vom  Orte  unabhängiger  Temperaturgradient  einstelle.  Dann  habe 
man  einfach  das  schon  von  Fourier*^**)  gelöste  Problem  der  Er- 
kaltung einer  Kugel  mit  bekannter  äufserer  Leitfähigkeit. 

Auf  Tai t 's  Frage"'®)  „why  drag  in  mathematics  at  all?'*, 
wenn  die  Sache  doch  qualitativ  klar  sei,  antwortet  Perry®*^*)  mit 
der  Besprechung  anderer  Gründe  gegen  die  Annahme  einer  längeren 
Dauer  der  Erde.  Tait**^**)  stellt  dann  die  bestinunteren  Fragen: 
mit  welchem  Recht  nehme  Perry  an,  dafs  der  Kern  besser  leite,  als 
die  Schale?  ob  Perry  denn  glaube,  dafs  die  „advanced  geologists** 
mit  10^^  statt  10®  Jahren  zufrieden  seien?  sie  verlangten  mindestens 
10**  ftlr  die  secundäre  Periode  allein.  Perry"'^)  antwortet  ad  1: 
insofern  mit  Hecht,  als  das  Gegenteil  bewiesen  werden  müfste; 
^übrigens  könne  niemand  daran  zweifeln,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  mit  der  Temperatur  zunehme.  Man  könne  durch  Be- 
rücksichtigung dieses  ümstandes  auf  1300  mal  so  grofse  Zahlen 
kommen  als  Thomson,  ad  2:  die  „uniformitarian  geologists**  habe 
Thomson  schon  ausgerottet;  von  den  „advanced  geologists",  die  er 
kenne,  verlange  keiner  mehr  als  10*®  Jahre. 

Thomson  selbst  erklärt  darauf **®®):  der  Satz  betr.  den  Factor 
n^/m  sei  sicher  richtig  und  gelte  auch  dann,  wenn  die  Schale  nicht 
unendlich  dünn  sei;  20  oder  30  Kilometer  seien  übrigens  hier  noch 
als  unendlich  dünn  zu  betrachten.  Der  möglichen  Veränderlichkeit 
der  Constanten  mit  der  Temperatur  trage  man  genügend  Rechnung, 
wenn  man  die  früher  von  ihm  angebene  obere  Grenze  für  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  noch  mit  10  multiplicirc. 

In  einer  folgenden  Notiz ^*®^)  erläutert  dann  Perry  im  Anschluls 
an  ihm  von  Heaviside  gemachte  Mitteilungen,  dafs  man  den  Fall 
der  Abhängigkeit  der  thermischen  Constanten  Von  der  Temperatur 
ebenso  wie  den  der  Unabhängigkeit  behandeln  könne,  wenn  niu*  das 


0475)  ib.  p.  225.         6476)  ib.  p.  226.         6477)  ib. 
6479)  ib.         6480)  ib.  p.  227.         6481)  ib.  p.  341. 
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der  Volumeneinheit  constant  bleibe;   man  brauche   dazu  nur  J  cdu 

statt  H  als  Veränderliche  einzuführen  [vgL  die  entsprechende  Be- 
merkung von  Hergesell  ®^^)]  und  sich  eine  Tabelle  der  Werte  dieses 
Integrals  anzulegen.  Wenn  c  und  k  für  100*^  C  um  s\  wachsen 
und  4000^  C  als  Anfangstemperatur  genommen  wird,  sei  die  von 
Thomson  angegebene  Zeitdauer  seit  der  Consolidation  mit  (1  +  s/S)* 
zu  multipliciren. 

Darauf  Thomson****-):  aus  neueren  ihm  brieflich  mitgeteilten 
Untersuchungen  von  R.  Weber  ergebe  sich,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  keineswegs  mit  der  Temperatur  wachse.  Perr^s  letzte 
Rechnung  ergebe  einen  viel  kleineren  Wert  für  den  Factor  als  seine 
frühere.  Übrigens  habe  sich  neuerdings  herausgestellt,  dafs  die 
Schmelzpunkte  der  Mineralien  viel  niedriger  seien,  als  er  früher  an- 
genommen habe;  unter  Berücksichtigung  dieses  IJmstandes  konune 
man  vorläufig  auf  etwa  24  Millionen  Jahre. 

Perrj  nimmt  dann  die  ganze  Frage  nach  der  Bestimmung  des 
Alters  der  Erde  aus  geologischen,  paläontologischen  und  physikalischen 
tlberlegungen  noch  einmal  vor***').  Zu  der  uns  hier  speciell  in- 
teressirenden  Frage  bemerkt  er:  auf  seine  numerischen  Angaben  lege 
er  keinen  Wert;  eine  bestimmte  Antwort  halte  er  überhaupt  für 
unmöglich,  da  dazu  alle  Daten  fehlten;  aber  er  bleibe  bei  seiner 
Behauptung,  dafs  die  aus  physikalischen  Sätzen  allein  sich  ergebende 
obere  Grenze  für  die  seit  der  Consolidation  verflossene  Zeit  höher 
sei  als  Thomson  angegeben  habe.  Wenn  die  Paläontologen  gute 
Gründe  hätten,  einen  längeren  Zeitraum  zu  verlangen,  so  sei  vom 
Standpunkt  der  Physik  kein  Grund  vorhanden,  ihnen  4  •  10^**  Jahre 
abzustreiten. 

Thomson  kommt  einige  Jahre  darauf  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurück**®*).  Nach  einem  historischen  Bericht  über  die  An- 
schauungen verschiedener  Geologen  und  Paläontologen  wiederholt  er 
sein  Hauptresultat ^®^);  dann  fährt  er  fort****):  neuere  Untersuchungen 
über  die  thermischen  Eigenschaften  der  Gesteine  erlaubten  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  in  engere  Grenzen  einzuschlielsen: 
mehr  als  20  und  weniger  als  40  Millionen  Jahre,  wahrscheinlich 
näher  der  unteren  als  der  oberen  Grenze.     Er  habe  „by  an  elaborate 


6482)  ib.  p.  438.         6483)  ib.  p.  583. 

6484)  Phil.  mag.  (5)  47,  1^^  p.  66;  erweiterter  Abdruck  eines  Vor- 
trags auB  dem  Jahre  1897.  ^^ 

6486)  §  13,  p.  73.         6lf  p.  76. 
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piece  of  mathematicaJ  book-keeping"  [mecbanische  Quadratur?]  die 
aus  diesen  neueren  Untersuchungen  sich  ergebende  Zunahme  der 
specifischen  Wärme  mit  der  Temperatur  in  Rechnung  gezogen  und 
auch  die  Zunahme  der  Schmelzwärme  mit  dem  Druck  etwas  voll- 
ständiger berücksichtigt  als  King®*'®),  erhalte  aber  kein  wesentlich 
anderes  Resultat;  bestinunte  Zahlwerte  wolle  er  nicht  angeben,  weil 
man  über  die  wahrscheinliche  Abnahme  der  Leitföhigkeit  mit  wachsen- 
der Temperatur,  bei  deren  Berücksichtigung  man  noch  kleinere 
Zahlen  erhalten  würde,  nicht  genügende  Daten  habe®*®'). 

Den  Standpunkt  der  Geologen  und  Paläontologen  diesen  Fragen 
gegenüber  legt  Sir  A.  Geikie  noch  einmal  dar**®*).  Er  setzt  die 
Gründe  auseinander,  aus  welchen  sie  einen  längeren  Zeitraum  ver- 
langen müTsten,  und  fordert,  dafs  diese  Gründe  gegen  die  der 
Physiker  sorgfältig  abgewogen  und  nicht  einfach  bei  Seite  geschoben 
werden.  Er  erinnert  an  G.  H.  Darwin's  Kritik  von  1886®***)  und 
an  die  neueren  Untersuchungen  Perry's  ****),  sowie  daran,  dafs  Thom- 
son selbst  seine  Zahlenangaben  wiederholt  modificirt  habe.  Schliefs- 
lich  betont  er  die  Notwendigkeit,  auch  die  geologischen  Unter- 
suchungen über  diese  Fragen  quantitativ  genauer  durchzuführen.  — 
Im  Anschluls  hieran  hebt  0.  Fisher®**^)  hervor,  dafs  alle  Folgerungen 
Thomson's  mit  der  Voraussetzung  fallen,  die  ganze  Erde  sei  seit 
dem  Zeitpunkt,  von  dem  aus  gerechnet  wird,  fest. 

Ein  Versuch  zur  genaueren  Ausführung  der  von  Bezold®'^) 
geforderten  Berechnung  des  Wärmeumsatzes  im  Boden  ist  soviel  ich 
sehe  zuerst  von  Th.  Homen  gemacht  worden®*^).  Er  giebt  eine 
graphische  Darstellung  der  Curven  u  =  const.  im  Coordinatensystem 
(x,  i)  („Geochronobathoisothermen  oder  kürzer  Geothermen"),  und 
bespricht  ihre  „Maximiknoten"  und  „Minimikuoten"®*^^).  Soll  dann 
berechnet  werden,  wie  viele  Kalorien  Wärme  ein  Quadratmeter 
Bodenfläche  bei  Tage  aufnimmt  und  bei  Nacht  wieder  abgiebt,  so 
genügt  es®*^*),  den  Wärmeinhalt  des  Bodens  für  die  beiden  Augen- 
blicke zu  berechnen,  in  welchen  er  sein  Maximum  und  sein  Minimum 
erreicht;  sie  sind  dadiu*ch  charakt-erisirt,  dafs  in  ihnen  der  Wärmeflufs 
durch  die  Oberfläche  sein  Vorzeichen  wechselt.  Es  müfste  also  zu 
diesen  „Indifferenzepochen"  die  Oberflächentemperatur  gleich  der 
Temperatur  der  zunächst  darunter  liegenden  Schicht  sein®*^*);   doch 

6487)  §  19,  p.  76.  —  Der  Rest  des  Aufsatzes  betrifft  geologische  Fragen. 

6488)  Brit.  assoc.  rep.  f  18i)9,  p.  718;  Nature  60,  1899,  p.  496. 

6489)  Nature  60,  1899,  p.  644. 

6490)  Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  N.  o.  F.  54,  1894,  p.  234. 

6491)  p.  236.         6492)  Cap.  2,  p.  269.         6493)  p.  261. 
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wird  das  durch  Nebenumstände  etwas  modificirt.  Homen  berechnet 
daher  zunächst  den  Wärmeeinbalt  des  Bodens  zu  den  diesen  Zeiten 
nftchstgelegenen  Beobachtungsterminen  diu*ch  mechanische  Quadratur 
und  interpolirt^^). 

Eine  neuere  Abhandlung  Homen's^^^)  enthält  an  uns  Interessiren- 
dem  eine  graphische  Methode  zur  Interpolation  der  Geothermen,  bei 
welchen  zu  jedem  x  die  zugehörige  Curve  u  =  f(t)  aufgezeichnet, 
der  Anfangspunkt  der  t  aber  mit  wachsendem  x  proportional  nach 
rechts  geschoben  wird.  Dann  bespricht  er  noch  einmal  die  „Knoten- 
Lsothermen",  auf  welchen  die  in  der  vorangehenden  Abhandlung 
als  Maximi-  und  Minimiknoten  bezeichneten  Punkte  liegen  ^^®);  er 
giebt  übrigens  selbst  zu,  dafs  gerade  für  diese  die  Interpolation 
mifslich  ist®*^^).  Den  Wärmeumsatz  im  Boden  berechnet  er  wieder 
durch  mechanische  Quadratur •*^).  Der  dritte  Abschnitt  ^••)  be- 
handelt die  Wärmestrahlung  zwischen  Himmel  und  Erde,  der  vierte®^ 
vergleicht  diese  mit  dem  Wärmeumsatz  am  Boden. 

A.  F.  Sund  eil  behandelt  die  Wärmeleitung  im  feuchten  Erd- 
boden ^^^).     Als  Differentialgleichung  dieses  Problems  giebt  er: 

((7+^«U)||-  =  Ärz/,«,  (13) 

als  Cbergangsbedingungen: 

k^  +  H(,i-u,)  +  u>g  =  0,  (14) 

Ic,^^  +  H{u  -  u,)  +  tvg  =  0;  (15) 

dabei  bedeuten  w  die  Bildungswärme  des  Wasserdampfs  bei  der 
Temperatur  w,  /'  die  absolute  Feuchtigkeit  der  im  Erdboden  ent- 
haltenen Luft  bei  derselben  Temperatur,  g  die  Menge  des  in  der 
Zeiteinheit  auf  der  Einheit  der  Grenzfläche  condensirten  Wassers. 
Für  H  =^  oo  hat  dieses  w  keinen  Einfiufs.  Die  Integration  scheint 
ihm  nicht  ausführbar. 

F.  Morano®^^)  berechnet  den  täglichen  und  jährlichen  Gang 
der  Temperatur  im  Boden  in  verschiedenen  Tiefen  mit  Hilfe  der  auf 
ihr  Hauptglied  reducirten  Formel  §  53,  (2)  und  der  im  Laboratorium 
bestimmten  Werte  der  thermischen  Constanten  verschiedener  Ge- 
steinsarten. 

♦5494)  p.  264.         6496)  Helsingf.  acta  28,  1897,  p.  67. 
6496)  p.  61.  6497)  p.  63.         6498)  p.  74.         6499)  p.  99. 

6500)  p.  138.         6501)  Helsingf.  öfv.  40,  1898,  p.  162. 
6502)  Line.  rend.  (5)  7, ,  1898,  p.  87. 
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Weitere  Untersuchungen  über  die  Wärmebilanz  des  Bodens 
finden  sich  bei  J.  Schuber t®^^^).  Da  er  mit  Beobachtungen  zu 
thun  hat,  die  nicht  so  weit  in  die  Tiefe  reichen,  als  die  jährliche 
Schwankung  noch  merkbar  ist,  so  kann  er  das  Integral: 


oe 


(16)  U^Cc{u-u^)dx, 

0 

um  das  es  sich  eigentlich  handelt,  nicht  direct  berechnen,  sondern 
mufs  es  erst  in: 

(17)  V  =^Jc{u  -  u,)dx  -  ^J(|J)^  di 

umformen  •^^).  Femer  zeigt  er  durch  Integration  der  Gleichung 
§  53,  (2)  nach  o?,  dafs  „die  Schwingungen  der  Bodenwärme  um  1/8 
der  ganzen  Periode  [d.  h.  um  1/8  der  Periode  des  Grundtons]  hinter 
denjenigen  der  Temperatur  in  der  Oberfläche  zurückbleiben"**®^). 

Ein  zweiter  Aufsatz  Schuberfs®^®)  giebt  entsprechende  Unter- 
suchungen für  die  Wärmebewegung  in  der  Atmosphäre;  eine  neue 
kleine  Schrift®*®^  weitere  numerische  Resultate. 

C.  G.  Knott*^®)  berechnet  erst  die  Werte  von: 

(18)  ii  =  cos  fa««^ -^ 

für  passende  Werte  der  Zenithdistanz  ^  der  Sonne,  und  zu  diesen 
Werten  die  zugehörigen  Werte  der  Zeit  [indem  er  die  Zeit  der 
Sonuenlänge  proportional  setzt].     Damit  kann  er  dann  das  Integral 

J  Edty    d.  h.    die   Gesamtsumme    der    täglichen   Strahlung  auf  eine 

horizontale  Fläche,  durch  mechanische  Quadratur  berechnen.  Die  so 
far  die  verschiedenen  Monate  erhaltenen  Werte  vergleicht  er  mit 
den  aus  den  Formeln  für  den  jährlichen  Temperaturgang  folgenden 
Werten  für  den  Wärmeumsatz  im  Boden  *^^);  auch  er  hat  den  Satz, 
dafs   die  Extrema   der  im  Boden  vorhandenen  Wärmemenge  um  1/8 

6603)  Der  jährliche  Gang  der  Bodentemperatur,   Berl.   1900;   Ausz. 
Physik.  Zeitschr.  1,  1900,  p.  442. 

0504)  nr.  6,  p.  37.         6606)  nr.  7,  p.  50. 

6506)  Physik.  Zeitschr.  3,   1902,  p.  116;  Verhandl.  d.  Naturf.   1901, 
2,,  p.  213. 

6507)  Der  Wärmeaustausch   im  festen  Erdboden,  in  Gewässero   und 
in  der  Atmosphäre,  Berl.  1904;  Ausz.  Berl.  physik.  Verhandl.  1904,  p.  173. 

6508)  Edinb.  roy.  proc.  23,  1899/1901,  p.  296:  vom  Jan.  u.  Febr.  1901; 
Amer.  monthly  westher  rev.  31,  1903,  p.  454. 

6609)  p.  303. 
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der  Periode  hinter  den  Extremen  der  Oherflächentemperatur  zurück- 
bleiben**^®). Er  findet,  dafs  nur  etwa  l®/^  der  während  des  Sommers 
zugef&hrten  Energie  im  Boden  aufgespeichert  und  während  des  Winters 
wieder  abgegeben  wird;  der  Best  geht  schon  während  des  Sommers 
durch  Strahlung,  Reflexion  und  Convection  verloren.  Für  das  Meer 
dagegen  bleibt  ein  unaufgeklifrter  ÜberschuTs  der  aufgespeicherten 
Wärmemenge  über  die  zugeführte  ***^). 

J.  Boussinesq**^^)  geht  aus  von  der  von  ihm  noch  einmal 
abgeleiteten  Formel  für  die  Abkühlung  des  Halbraums,  die  für 
x  =  0: 

M  =  c*''Erf  (/i|//)  (19) 

ergiebt.  Für  grofse  Werte  von  t  könne  man  das  asymptotisch 
durch: 

u  ~  -4-^  (20) 

ersetzen  ^^^*) ;  so  gelange  man  viel  rascher  zu  diesem  Resultat  als 
Fourier ***').  Die  folgende  Darstellung  der  geophysikalischen  Con- 
sequenzen  dieses  Satzes  schliefst  sich  direct  an  Fourier  an  und 
nimmt  weder  auf  die  inzwischen  weitergeführten  theoretischen  Unter- 
suchungen, noch  auf  neueris  Bestimmungen  der  von  Fourier  ziemlich 
willkürlich  angenommenen  Zahlwerte  der  Constanten  Rücksicht. 

N.  Ekholm**^*)  meint,  jeder  Geologe  oder  Biologe  werde  sicher 
der  Ansicht  sein,  dafs  Lord  Kelvin  ^^^)  die  seit  der  Erstarrung  der  Erd- 
kruste verflossene  Zeit  enorm  unterschätzt  habe.  Er  discutirt  daher 
noch  einmal  die  Voraussetzungen,  auf  denen  dessen  Rechnungen  be- 
ruhen, und  bestreitet  namentlich  ^'*^*) ,  dafs  zur  Zeit  der  Erstarrung 
die  Temperatur  im  Innern  überall  dieselbe  gewesen  sei:  wegen  des 
enormen  im  Innern  herrschenden  Druckes  sei  es  gar  nicht  möglich, 
dafs  die  schon  abgekühlten  und  eben  fest  gewordenen  Schollen  in 
die  Tiefe  sinken.  Aufserdem  sei  die  Wärmeabgabe  durch  Strahlung 
ursprünglich  viel  geringer  gewesen,  weil  eine  dicke  Wolkendecke 
die  Erde  bedeckt  habe.  Auch  meint  er,  es  würde  noch  jetzt  im 
Innern  Wärme  durch  Contraction  erzeugt.  Wenn  man  das  alles 
berücksichtige,    komme    man   auf  weit  größere   Zahlen.     Der   „geo- 

6510)  p.  305.         6511)  p.  301. 

6612)  Par.  C.  R.  130,   1900,  p.  1652;  weiter  ausgeführt  th^orie  de  la 
chaleur  2,  Paris  1903,  nr.  165,  p.  12. 

6513)  nr.  167,  p.  17. 

6514)  Tmer  1899,  p.  353;  engl,  revised  and  enlarged  qaart.  j.meteor.  27, 
1901,  p.  9. 

6515)  p.  10. 
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des  einen  an  das  jenseitige  des  andern  gefügt,  so  findet  in  dem  so 
zusammengesetzten  Körper  dieselbe  Wärmebewegung  statt,  wie  vor- 
her in  den  einzelnen  Bestandteilen.  Hat  das  Innere  ein  tu  mal  so 
grofses  A:  und  ein  n  mal  so  grofses  %  als  die  Schale,  so  ist  die 
früher  von  Thomson  gefundene  Zahl  für  die  Dauer  der  seit  der 
Consolidation  verflossenen  Zeit  noch  mit  n^/m  zu  multipliciren. 

In  einem  zweiten  Brief •*^'')  fügt  er  hinzu:  ebenso  leicht,  wie 
für  den  Halbraum  lasse  sich  das  Problem  fClr  die  Kugel  behandeln; 
man  brauche  nur  anzunehmen,  dafs  in  der  Schale  sich  rasch  ein 
vom  Orte  unabhängiger  Temperaturgradient  einstelle.  Dann  habe 
man  einfach  das  schon  von  Fourier*^*^)  gelöste  Problem  der  Er- 
kaltung einer  Kugel  mit  bekannter  äufserer  Leitfähigkeit. 

Auf  Tait's  Frage"**)  „why  drag  in  mathematics  at  all?", 
wenn  die  Sache  doch  qualitativ  klar  sei,  antwortet  Perry**^')  mit 
der  Besprechung  anderer  Gründe  gegen  die  Annahme  einer  längeren 
Dauer  der  Erde.  Tait***®)  stellt  dann  die  bestimmteren  Fragen: 
mit  welchem  Recht  nehme  Perry  an,  dafs  der  Kern  besser  leite,  als 
die  Schale?  ob  Perry  denn  glaube,  dafs  die  „advanced  geologists" 
mit  10^**  statt  10®  Jahren  zufrieden  seien?  sie  verlangten  mindestens 
10**  für  die  secundäre  Periode  allein.  Perry**'®)  antwortet  ad  1: 
insofern  mit  Recht,  als  das  Gegenteil  bewiesen  werden  müfste; 
übrigens  könne  niemand  daran  zweifeln,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  mit  der  Temperatur  zunehme.  Man  könne  durch  Be- 
rücksichtigung dieses  Umstandes  auf  1300  mal  so  grofse  Zahlen 
kommen  als  Thomson,  ad  2:  die  ,,unifoniiitarian  geologists"  habe 
Thomson  schon  ausgerottet;  von  den  „advanced  geologists^^  die  er 
kenne,  verlange  keiner  mehr  als  lO*'*  Jahre. 

Thomson  selbst  erklärt  darauf **®®):  der  Satz  betr.  den  Factor 
n^/m  sei  sicher  richtig  und  gelte  auch  dann,  wenn  die  Schale  nicht 
unendlich  dünn  sei;  20  oder  30  Kilometer  seien  übrigens  hier  noch 
als  unendlich  dünn  zu  betrachten.  Der  möglichen  Veränderlichkeit 
der  Constanten  mit  der  Temperatur  trage  man  genügend  Rechnung, 
wenn  man  die  früher  von  ihm  angebene  obere  Grenze  für  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  noch  mit  10  raultiplicirc. 

In  einer  folgenden  Notiz **®^)  erläutert  dann  Perry  im  AnschluDs 
an  ihm  von  Heaviside  gemachte  Mitteilungen,  dals  man  den  Fall 
der  Abhängigkeit  der  thermischen  Constanten  Von  der  Temperatur 
ebenso  wie  den  der  Unabhängigkeit  behandeln  könne,  wenn  nur  das 

6475)  ib.  p.  226.         6476)  ib.  p.  226.         6477)  ib.         6478)  ib. 
6479)  ib.         6480)  ib.  p.  227.         6481)  ib.  p.  341. 
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Verhältnis  zwischen  der  Leitfähigkeit  und  der  specifischen  Wärme 

der  Volumeneinheit   constant  hleihe;   man  brauche   dazu  nur  Je  du 

statt  u  als  Veränderliche  einzuführen  [vgL  die  entsprechende  Be- 
merkung von  Hergesell  •^*®)]  und  sich  eine  Tabelle  der  Werte  dieses 
Litegrals  anzulegen.  Wenn  c  und  k  für  100**  C  um  s^Jq  wachsen 
und  4000^  C  als  Anfangstemperatur  genommen  wird,  sei  die  von 
Thomson  angegebene  Zeitdauer  seit  der  Consolidation  mit  (l  +  V^)* 
zu  multipliciren. 

Darauf  Thomson^***-):  aus  neueren  ihm  brieflich  mitgeteilten 
Untersuchungen  von  R.  Weber  ergebe  sich,  dafs  die  Leitfähigkeit  von 
Gesteinen  keineswegs  mit  der  Temperatur  wachse.  Perry's  letzte 
Rechnung  ergebe  einen  viel  kleineren  Wert  für  den  Factor  als  seine 
frühere.  Übrigens  habe  sich  neuerdings  herausgestellt,  dafs  die 
Schmelzpunkte  der  Mineralien  viel  niedriger  seien,  als  er  früher  an- 
genommen habe;  unter  Berücksichtigung  dieses  Umstandcs  konune 
man  vorläufig  auf  etwa  24  Millionen  Jahre. 

Perry  nimmt  dann  die  ganze  Frage  nach  der  Bestimmung  des 
Alters  der  Erde  aus  geologischen,  paläontologischen  und  physikalischen 
Überlegungen  noch  einmal  vor**®').  Zu  der  uns  hier  speciell  in- 
teressirenden  Frage  bemerkt  er:  auf  seine  numerischen  Angaben  lege 
er  keinen  Wert;  eine  bestimmte  Antwort  halte  er  überhaupt  für 
immöglich,  da  dazu  alle  Daten  fehlten;  aber  er  bleibe  bei  seiner 
Behauptung,  dafs  die  aus  physikalischen  Sätzen  allein  sich  ergebende 
obere  Grenze  für  die  seit  der  Consolidation  verflossene  Zeit  höher 
sei  als  Tliomson  angegeben  habe.  Wenn  die  Paläontologen  gute 
Gründe  hätten,  einen  längeren  Zeitraum  zu  verlangen,  so  sei  vom 
Standpunkt  der  Physik  kein  Grund  vorhanden,  ihnen  4  •  10^**  Jahre 
abzustreiten. 

Thomson  kommt  einige  Jahre  darauf  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurück****).  Nach  einem  historischen  Bericht  über  die  An- 
schauungen verschiedener  Geologen  und  Paläontologen  wiederholt  er 
sein  Hauptresultat **®^);  dann  fährt  er  fort**®*):  neuere  Untersuchungen 
über  die  thermischen  Eigenschaften  der  Gesteine  erlaubten  die  seit 
der  Consolidation  verflossene  Zeit  in  engere  Grenzen  einzuschlieisen: 
mehr  als  20  und  weniger  als  40  Millionen  Jahre,  wahrscheinlich 
näher  der  unteren  als  der  oberen  Grenze.     Er  habe  „by  an  elaborate 

6482)  ib.  p.  438.         6483)  ib.  p.  583. 

6484)  Phil.  mag.  (6)  47,   1899,  p.  66;  erweiterter  Abdruck  eines  Vor- 
trags aus  dem  Jahre  1897. 

6485)  §  13,  p.  78.         6486)  §  17,  p.  76. 
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piece  of  mathematical  book-keeping"  [mechaniscbe  Quadratur?]  die 
aus  diesen  neueren  Untersuchungen  sich  ergebende  Zunahme  der 
specifischen  Wärme  mit  der  Temperatur  in  Rechnung  gezogen  und 
auch  die  Zunahme  der  Schmelzwärme  mit  dem  Druck  etwas  voll- 
ständiger berücksichtigt  als  King**'^),  erhalte  aber  kein  wesentlich 
anderes  Resultat;  bestimmt«  Zahlwerto  wolle  er  nicht  angeben,  weil 
man  über  die  wahrscheinliche  Abnahme  der  Leitfähigkeit  mit  wachsen- 
der Temperatur,  bei  deren  Berücksichtigung  man  noch  kleinere 
Zahlen  erhalten  würde,  nicht  genügende  Daten  habe®*®''). 

Den  Standpunkt  der  Geologen  und  Paläontologen  diesen  Fragen 
gegenüber  legt  Sir  A.  Geikie  noch  einmal  dar****).  Er  setzt  die 
Gründe  auseinander,  aus  welchen  sie  einen  längeren  Zeitraum  ver- 
langen müTsten,  und  fordert,  dafs  diese  Gründe  gegen  die  der 
Physiker  sorgfältig  abgewogen  und  nicht  einfach  bei  Seite  geschoben 
werden.  Er  erinnert  an  G.  H.  Darwin's  Kritik  von  1886®***)  und 
an  die  neueren  Untersuchungen  Perry's**®^),  sowie  daran,  dafs  Thom- 
son selbst  seine  Zahlenangaben  wiederholt  modificirt  habe.  Schliefs- 
lich  betont  er  die  Notwendigkeit,  auch  die  geologischen  Unter- 
suchungen über  diese  Fragen  quantitativ  genauer  durchzuführen.  — 
Im  Anschluijs  hieran  hebt  0.  Fisher**®^)  hervor,  dafs  alle  Folgerungen 
Thomson's  mit  der  Voraussetzung  fallen,  die  ganze  Erde  sei  seit 
dem  Zeitpunkt,  von  dem  aus  gerechnet  wird,  fest. 

Ein  Versuch  zur  genaueren  Ausführung  der  von  Bezold®^^) 
geforderten  Berechnimg  des  Wärmeimisatzes  im  Boden  ist  soviel  ich 
sehe  zuerst  von  Tb.  Homen  gemacht  worden®*^).  Er  giebt  eine 
graphische  Darstellung  der  Curven  u  ^  const.  im  Coordinutensystem 
(x,  t)  („Geochronobathoisothermen  oder  kürzer  Geothermen"),  und 
bespricht  ihre  „Maximiknoten"  und  „Minimi knoten"  ®**^).  Soll  dann 
berechnet  werden,  wie  viele  Kalorien  Wärme  ein  Quadratmeter 
Bodenfläche  bei  Tage  aufnimmt  und  bei  Nacht  wieder  abgiebt,  so 
genügt  es**®*),  den  Wärmeinhalt  des  Bodens  für  die  beiden  Augen- 
blicke zu  berechnen,  in  welchen  er  sein  Maximum  und  sein  Minimum 
erreicht;  sie  sind  dadurch  charakterisirt,  dafs  in  ihnen  der  Wärmefiufs 
durch  die  Oberfläche  sein  Vorzeichen  wechselt.  Es  müfste  also  zu 
diesen  ,Jndifferenzepochen"  die  Oberflächentemperatur  gleich  der 
Temperatur  der  zunächst  darunter  liegenden  Schicht  sein^®');   doch 

6487)  §  19,  p.  76.  —  Der  Rest  des  Aufsatzes  betrifft  geologische  Fragen. 

6488)  Brit.  assoc.  rep.  f.  1899,  p.  718;  Nature  60,  1899,  p.  496. 

6489)  Nature  60,  1899,  p.  644. 

6490)  Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  N.  o.  F.  54,  1894,  p.  284. 

6491)  p.  236.         6492)  Cap.  2,  p.  269.         6493)  p.  261. 
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wird  das  durch  Nebenumstände  etwas  modificirt.  Homen  berechnet 
daher  zunächst  den  Wärmeeinhalt  des  Bodens  zu  den  diesen  Zeiten 
nächstgelegenen  Beobachtungsterminen  durch  mechanische  Quadratur 
und  interpolirt**^). 

Eine  neuere  Abhandlung  Homen's**^)  enthält  an  uns  Interessiren- 
dem  eine  graphische  Methode  zur  Interpolation  der  Geothermen,  bei 
welchen  zu  jedem  x  die  zugehörige  Curve  u  =  f(i)  aufgezeichnet^ 
der  Anfangspunkt  der  /  aber  mit  wachsendem  x  proportional  nach 
rechts  geschoben  wird.  Dann  bespricht  er  noch  einmal  die  „Knoten- 
isothermen^^  auf  welchen  die  in  der  vorangehenden  Abhandlung 
als  Maximi-  und  Minimiknoten  bezeichneten  Punkte  liegen***^);  er 
giebt  übrigens  selbst  zu,  dafs  gerade  für  diese  die  Interpolation 
mifslich  ist**^^).  Den  Wärmeumsatz  im  Boden  berechnet  er  wieder 
durch  mechanische  Quadratur****).  Der  dritte  Abschnitt"**)  be- 
handelt die  Wärmestrahlung  zwischen  Himmel  und  Erde,  der  vierte*^ 
vergleicht  diese  mit  dem  Wärmeumsatz  am  Boden. 

A.  F.  Sund  eil  behandelt  die  Wärmeleitung  im  feuchten  Erd- 
boden *^^).     Als  Differentialgleichung  dieses  Problems  giebt  er: 

als  Übergangsbedingungen: 

Ä|j  +  i/0<-«,)  +  «'i'  =  O,  (14) 

Ä-,  ^  +  H{u  -  «,)  +  wg  =  0;  (15) 

dabei  bedeuten  w  die  Bildungswärme  des  Wasserdampfs  bei  der 
Temperatur  w,  /'  die  absolute  Feuchtigkeit  der  im  Erdboden  ent- 
haltenen Luft  bei  derselben  Temperatur,  g  die  Menge  des  in  der 
Zeiteinheit  auf  der  Einheit  der  Grenzfläche  condensirten  Wassers. 
Für  H  =  CO  hat  dieses  w  keinen  Einflufs.  Die  Integration  scheint 
ihm  nicht  ausführbar. 

F.  Morano*^")  berechnet  den  täglichen  und  jährlichen  Gang 
der  Temperatur  im  Boden  in  verschiedenen  Tiefen  mit  Hilfe  der  auf 
ihr  Hauptglied  reducirten  Formel  §  53,  (2)  und  der  im  Laboratorium 
bestimmten  Werte  der  thermiechen  Constanten  verschiedener  Ge- 
steinsarten. 

0494)  p.  264.         6495)  Helsingf.  acta  28,  1897,  p.  67. 
6496)  p.  61.  6497)  p.  6.H.         6498)  p.  74.         6499)  p.  99. 

6600)  p.  138.         6501)  Helsingf.  öfv.  40,  1898,  p.  162. 
6502)  Line.  rend.  (5)  7, ,  1898,  p.  87. 
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Weitere  üntersnchungen  über  die  Wärmebilanz  des  Bodens 
finden  sich  bei  J.  Schubert*^^).  Da  er  mit  Beobachtungen  zu 
thun  hat,  die  nicht  so  weit  in  die  Tiefe  reichen,  als  die  jährliche 
Schwankung  noch  merkbar  ist,  so  kann  er  das  Integral: 

(16)  U^fc(u-u^)dx, 

0 

um  das  es  sich  eigentlich  handelt,  nicht  direct  berechnen,  sondern 
muTs  es  erst  in: 

(17)  U  ^Jc{u  -  u,)dx  -  kf{j^\  dt 

0  <o 

umformen**^).  Femer  zeigt  er  durch  Integration  der  Gleichung 
§  53,  (2)  nach  x,  dafs  „die  Schwingungen  der  Boden  wärme  um  1/8 
der  ganzen  Periode  [d.  h.  um  1/8  der  Periode  des  Grundtons]  hinter 
denjenigen  der  Temperatur  in  der  Oberfläche  zurückbleiben"**^). 

Ein  zweiter  Aufsatz  Schuberfs*^  giebt  entsprechende  Unter- 
suchungen für  die  Wärmebewegung  in  der  Atmosphäre;  eine  neue 
kleine  Schrift**^')  weitere  numerische  Resultate. 

C.  G.  Knott*^®)  berechnet  erst  die  Werte  von: 

(18)  JB  =- cos  fa-^ ' 

für  passende  Werte  der  Zenithdistanz  t  der  Sonne,  und  zu  diesen 
Werten  die  zugehörigen  Werte  der  Zeit  [indem  er  die  Zeit  der 
Sonnenlänge  proportional  setzt].     Damit  kann  er  dann  das  Integral 

f  Bdt,    d.  h.    die   Gesamtsumme    der    täglichen   Strahlung  auf  eine 

horizontale  Fläche,  durch  mechanische  Quadratur  berechnen.  Die  so 
für  die  verschiedenen  Monate  erhaltenen  Werte  vergleicht  er  mit 
den  aus  den  Formeln  fClr  den  jährlichen  Temperaturgang  folgenden 
Werten  för  den  Wärmeumsatz  im  Boden  *^^;  auch  er  hat  den  Satz, 
dafs   die  Extrema   der  im  Boden  vorhandenen  Wärmemenge  um  1/8 


6608)  Der  jährliche  Gang  der  Bodentemperator,  Berl.  1900;  Aubz. 
Physik.  Zeitschr.  1,  1900,  p.  442. 

6604)  nr.  6,  p.  37.         6606)  nr.  7,  p.  60. 

6606)  Physik.  Zeitschr.  3,  1902,  p.  116;  Verhandl.  d.  Naturf.  1901, 
2j,  p.  218. 

6507)  Der  Wärmeaostausch  im  festen  Erdboden,  in  Gewässern  und 
in  der  Atmosphäre^  Berl.  1904;  Ausz.  Berl.  physik.  Verhandl.  1904,  p.  173. 

6608)  Edinb.  roy.  proc.  23,  1899/1901,  p.  296:  vom  Jan.  u.  Febr.  1901; 
Amer.  monthly  weather  rev.  81,  1908,  p.  454. 

6609)  p.  803. 
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der  Periode  hinter  den  Extremen  der  Oberflächentemperatur  zurück- 
bleiben**^®). Er  findet,  dafs  nur  etwa  1®/q  der  während  des  Sommers 
zugef&hrten  Energie  im  Boden  aufgespeichert  und  während  des  Winters 
wieder  abgegeben  wird;  der  Best  geht  schon  während  des  Sommers 
durch  Strahlung,  Reflexion  und  Convection  verloren.  Für  das  Meer 
dagegen  bleibt  ein  unaufgeklifrter  Überschufs  der  aufgespeicherten 
Wärmemenge  über  die  zugeführte***^). 

J.  Boussinesq**^^)  geht  aus  von  der  von  ihm  noch  einmal 
abgeleiteten  Formel  für  die  Abkühlung  des  Halbraums,  die  für 
a:  =  0: 

w  =  c*''Erf  (ä|//)  (19) 

ergiebt.  Für  grofse  Werte  von  t  könne  man  das  asymptotisch 
durch: 

w  ~  -4^  (20) 

ersetzen  ^^*) ;  so  gelange  man  viel  rascher  zu  dieisem  Resultat  als 
Fourier  ***').  Die  folgende  Darstellung  der  geophysikalischen  Con- 
sequenzen  dieses  Satzes  schliefst  sich  direct  an  Fourier  an  und 
nimmt  weder  auf  die  inzwischen  weitergeführten  theoretischen  Unter- 
suchungen, noch  auf  neueriß  Bestimmungen  der  von  Fourier  ziemlich 
willkürlich  angenommenen  Zahlwerto  der  Constanten  Rücksicht. 

N.  Ekholm*^*"^)  meint,  jeder  Geologe  oder  Biologe  werde  sicher 
der  Ansicht  sein,  dafs  Lord  Kelvin  ^*^)  die  seit  der  Erstarrung  der  Erd- 
kruste verflossene  Zeit  enorm  unterschätzt  habe.  Er  discutirt  daher 
noch  einmal  die  Voraussetzungen,  auf  denen  dessen  Rechnungen  be- 
ruhen, und  bestreitet  namentlich**^*),  dafs  zur  Zeit  der  Erstarrung 
die  Temperatur  im  Innern  überall  dieselbe  gewesen  sei:  wegen  des 
enormen  im  Innern  herrschenden  Druckes  sei  es  gar  nicht  möglich, 
dafs  die  schon  abgekühlten  und  eben  fest  gewordenen  Schollen  in 
die  Tiefe  sinken.  Aufserdem  sei  die  Wärmeabgabe  durch  Strahlung 
ursprünglich  viel  geringer  gewesen,  weil  eine  dicke  Wolkendecke 
die  Erde  bedeckt  habe.  Auch  meint  er,  es  würde  noch  jetzt  im 
Innern  Wärme  durch  (/ontraction  erzeugt.  Wenn  man  das  alles 
berücksichtige,    komme   man   auf  weit  größere   Zahlen.     Der   „geo- 

G510)  p.  305.         6Ö11)  p.  301. 

(5612)  Par.  C.  R.  130,  1900,  p.  1652;  weiter  ausgeführt  th^orie  de  la 
chaleur  2,  Paris  1903,  nr.  166,  p.  12. 

6613)  nr.  167,  p.  17. 

6614)  Tmer  1899,  p.  363;  engl,  revised  and  enlarged  quart.  j.  meteor.  27, 
19ni,  p.  9. 

6615)  p.  10. 
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thermische  Gradient^'  sei  überhaupt  kein  Mafs  für  das  Alter  der 
Erde,  sondern  hänge  von  der  Leitfähigkeit  der  betr.  Boden-  oder 
Felsart  ab«**«). 

Dai's  durch  die  Entdeckung  der  Radioactivität  die  Grundlagen 
aller  dieser  Untersuchungen  vollständig  verschoben  worden  sind,  be- 
darf wohl  kaum  der  Erwähnung.  — " 

Obwohl  streng  genommen  nicht  an  diese  Stelle  gehörig  sei  hier 
anhangsweise  noch  eine  andere  Gruppe  von  Untersuchungen  be- 
sprochen, in  welchen  die  Frage  beantwortet  wird,  wie  die  von  der 
Sonne  der  Erde  zugesandte  Wärmemenge  mit  Ort  und  Zeit  variirt. 
Schon  E.  Halley**^')  bemerkt,  dafs  diese  Wärmemenge  am  Tage 
des  Sonmiersolstitiums  für  den  Pol  gröüser  ist  als  für  einen  Ort 
unter  dem  Wendekreis.  Er  bestätigt  diese  Behauptung  zunächst 
durch  einen  Überschlag  mit  Hilfe  einer  Figur;  dann  stellt  er  eine 
genauere  Rechnung  an,  und  zwar  gleich  für  eine  beliebige  geo- 
graphische Breite.  Die  Strahlung  nimmt  er  dabei  dem  Sinus  der 
Sonnenhöhe  proportional;  die  erforderliche  „Summation  aller  Sinus 
der  Sonnenhöhe,  solange  die  Sonne  über  dem  Horizont  ist^^  fährt  er 
dann  auf  die  Complanation  eines  Cylinderhufes  zurück  und  bewerk- 
stelligt diese  unter  Bezugnahme  auf  Sätze  von  Archimedes  und  von 
Barrow**^^).  Sein  schliefsliches  Resultat ^*^^)  würde  man  jetzt  so 
aussprechen:  die  Summe  der  während  eines  Tages  einem  bestimmten 
Ort  der  Erde  von  der  Sonne  zugesandten  Wärmemengen  ist  propor- 
tional zu: 

(21)  sin  ;^  cos  (g)  —  s)  i:  X(iOs(^cp  -\-  e)^ 

wo  q)  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsortes,  s  die  Schiefe 
der  Ekliptik,  %  ^^^  halben  Tagesbogen  der  Sonne  bedeutet  und  das 
obere  Zeichen  für  das  Sommer-,  das  untere  für  das  Winterhalbjahr 
gilt.  Halley  gibt  eine  Tabelle  der  Zahlwerte  dieses  Ausdrucks  für 
die  Solstitien  und  für  die  Äquinoktien,  die  von  10  zu  10®  Breite 
fortschreitet. 

Aus  den  schon  erwähnten  Untersuchungen  vcm  J.  H.  Lambert 
über   den  Gegenstands**^)   sind  für  unsere  jetzigen  Zwecke  noch  die 

6616)  p.  13.         6617)  Lond.  Trans.  17,  1693,  p.  878. 

6618)  p.  880.  In  Anbetracht  des  Datums  der  Abhandlung  ist  die 
Sicherheit  bemerkenswert,  mit  der  hier  vom  Begriff,  wenn  auch  nicht  von 
Namen  und  Zeichen  des  bestimmten  Integrals,  und  von  seiner  geometrischen 
Darstellung  durch  den  Inhalt  einer  Fläche,  sogar  einer  krummen,  GebraucU 
gemacht  wird. 

6619)  p.  882. 
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beiden  Sätze  hervorzuheben,  dafs  die  der  Erde  während  irgend  eines 
Zeitintervalls  zugeführte  Wärmemenge  der  Änderung  ihrer  wahren 
Anomalie  während  dieses  Intervalls  proportional  ist^**)  und  dafs 
die  gesamte  einem  Orte  während  eines  Jahres  zugefCLhrte  Wärme- 
menge für  Orte  gleicher  nördlicher  und  südlicher  Breite  die- 
selbe ist«^-^). 

Zu  weitereu  Untersuchungen  findet  sich  der  Keim  in  einer 
kleinen  Schrift  von  J.  P.  Rohde*^^-),  der  die  Differenz  der  Längen 
von  Sonmier-  und  Winterhalbjahr  als  Function  der  Excentricitat 
der  Erdbahn  und  der  Länge  ihres  Perihels,  unter  Yemachlässigung 
der  4.  Potenz  der  ersteren,  durch  eine  Formel  darstellt.  Aus  der 
Änderung  dieser  beiden  Gröüsen  infolge  der  Störungen,  meint  er, 
müfsten  sich  „Jahreszeiten  höherer  Ordnung"  ergeben;  doch  sieht  er 
selbst,  dafs  die  gewöhnlichen  Formeln  der  Theorie  der  Säcular- 
Störungen,  weil  nur  für  einen  begrenzten  Zeitraum  gültig,  hier  nicht 
zu  brauchen  sind. 

Einen  Versuch  zur  Ableitung  des  Ganges  der  Temperatur  aus 
dem  der  Sonnenstrahlung  hat  zuerst  J.  G.  Tr alles  angestellt**^').  Ist 
u  die  Temperatur  der  Erde,  S  die  „Sonnen wärme",  d.  h.  „die  Menge 
der  Sonnenstrahlen,  welche  gegen  eine  begrenzte  horizontale  Ebene 
strömen",  so  sei  „nach  bekannten  Gesetzen  dsr  Erkaltung": 

du=^l'{S  —  u)dt  (22) 

Dabei  könne  man: 

S=^Ä  +  B  cos /  (23) 

setzen  und  für  denselben  Beobachtungsort  und  während  der  Dauer 
eines  Tages  A  und  B  constant  ansehen,  dann  erhalte  man: 

6'  =  ^  +  kCe-^'  +  j-^^:,  (sin /  -f  k  cos  t)  (24) 

Die  Constanten  k  und  C  könne  man  aus  den  beobachteten  Eintritts- 


6620)  Pyrometrie,  Berl.  1779,  §  588,  p.  810.  Eine  Darstellung  der 
Untersuchung  Lambert's  findet  sich  auch  bei  J.  C.  E.  Schmidt,  Lehrbuch 
der  physikalischen  Geographie,  Gott.  1880,  §  233,  p.  363. 

6621)  §  604,  p.  318. 

66*22)  Jahreszeiten  von  höherer  Ordnung,  Königsb.  [1809 J;  ausgegraben 
von  S.  Günther,  Ausland  63,  p.  626,  641.  Dieser  Aufsatz  Günthers 
war  mir  nicht  zugänglich;  vgl.  aber  sein  Handbuch  der  Geophysik, 
2.  Aufl.,  Bd.  2,  Stuttg.  1891),  p.  834. 

6528)  Berl.  Abh.  1818/19  (20),  math.  Cl.  p.  57;  vom  Dec.  1818,  also 
aus  einer  Zeit,  als  von  den  Untersuchungen  Fourier's  nur  Auszüge,  von 
denjenigen  Poisson*s  überhaupt  noch  nichts  bekannt  war. 


1288    I.Haoptt«il.  U.AbMhn.  Unten,  üb.  Lntmigd.WÄraiea.Eiekmcität. 


zcdten  der  Extrema  der  Temperatur  bestimin«!.  Er  verfolgt  dum^^^ 
wie  der  Gang  der  Temperatur  uadi  dieser  Formel  von  einem  Tag 
nun  andern  sich  ändern  würde,  anch  wenn  die  Deklination  der  Sonne 
nnge&ndert  bliebe:  namentlich  ontersucht  er  den  unter  dieser  Tor- 
atuaetznng  nach  unendlich  langer  Zeit  eintretenden  Beharrongs- 
zustand  and  bestimmt  f&r  um  die  Eintrittszeiten  der  Extrema  *^^i. 
Weiter****:  fragt  er,  wie  diese  Resultate  zu  modificiren  sind,  wenn 
man  die  Andenmg  der  Sonnendeklination  berücksichtigt;  und  zwar 
imtersucht  er  zuerst  die  Consequenzen  der  Annahme,  dals  A  und  B 
sich  nicht  stetig,  sondern  von  Tag  zu  Tag  sprungweise  indem. 
Erift  nachher*^'j  fa(st  er  sie  als  stetig  veränderliche  Grölsen  auf, 
nimmt  aber  zur  Vereinfachung  an,  da£s  die  Sonnenlinge  j(  sich 
proportir/nal  mit  der  Zeit  ändere,  sodafs  er.  wenn  e  die  Schiefe  der 
Ekliptik  bedeutet  und  Ä,  B  neue  Bedeutungen  haben: 


(2b)  S  ^  iA  sins  -i-  BYi  —  £*  sin*«  cos  (ms  —  ifi?<, 

setzen  kann.  Es  handelt  sich  dann  wesentlich  noch  um  die  Be- 
rechnimg des  Integrals: 

(26;  f  Yl  —  i'  sin*  s  cos  {ms  —  ms^)  ^*  '~*^ds  i 

er  entwickelt  zu  diesem  Zweck  das  Radical  nach  dem  l  osinus  der 
Vielfachen  von  2  s  und  hat  dann  nur  noch  elementare  Quadraturen 
auszuführen.  Für  die  Bestimmung  der  CoefBcienten  jener  Entwick- 
lungen beruft  er  sich  auf  d'Alembert**^);  auch  erwähnt  er  ihre 
Darstellung  durch  fhypergeometrische]  Reihen. 

Ahnliche  Tendenzen  wie  Rohde  scheint  eine  mir  nicht  zugäng- 
lifrhfc  Note  von  Sir  J.  Herschel*^*®)  zu  verfolgen.  Sie  soll  den 
Satz  enthalten,  dafs  bei  constanter  grofser  Axe  der  Erdbahn  die 
gesamte  der  Erde  im  Laufe  eines  Jahres  von  der  Sonne  ziigestrahlte 
Wärme  der  kleinen  Axe  der  Bahn  umgekehrt  proportional  ist,  und 
auch  schon   auf  geologische  Consequenzen  dieser  Tatsache  hinweisen. 

In  diese  Zeit  fallen  auch  die  schon  besprochenen  umfangreichen 
Untersuchungen  von  S.  D.  Poisson **'*);  hier  sei  noch  nachgetragen, 
dals  sich  ein  ausführlicher  Auszug  aus  ihnen  bei  E.  E.  Schmid^****) 


6624)  §  3,  p.  64.         6625)  p.  68. 

6626)  §  7,  p.  79.         6627)  §  9,  p.  86. 

6628)  Lond.  geol.  soc.  trans.  (2)  3,  1886,  p.  293:  vom  Jahre  1830; 
Auszug  Lond.  geol.  soc.  proc.  1,  1826/33,  p.  244.  Einen  Beweis  des 
Herscherschcn  Satzes  gelebt  S.  Haughton,  Phil.  mag.  (4)  31,  1866,  p.  375. 

6629;  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Leipz.  1860,  §  212,  p.  150. 
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findet.  Cbrigens  hat  Poisson  hierher  gehörige  Fragen  auch  in  einem 
Excurs  seiner  Untersuchung  über  die  Stabilität  des  Planetensystems 
behandelt,  veranlafst  durch  Herschers  Publication.  Es  giebt  einen 
Beweis  des  Lambert'schen  Satzes  und  des  von  Herschel  hervorge- 
hobenen Corollars ^^^) ;  auch  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  die 
gesamte  jährlich  von  der  Sonne  an  die  Erde  abgegebene  Wärme- 
menge von  der  Schiefe  der  Ekliptik  unabhängig  ist,  wenn  man  die 
Abweichimg  der  Erde  von  der  Kugelgestalt  nicht  berücksichtigt, 
^immt  man  aber  auf  diese  Abweichung  insoweit  Rücksicht,  dafs 
man  in  der  Entwicklung  des  Radiusvectors  nach  Eugelfimctionen  der 
Breite  die  Glieder  3.  0.  noch  mitnimmt,  so  ergiebt  sich  bei  Ver- 
nachlässigung von  Quadraten  und  Producten  kleiner  GrÖfsen,  dafs 
eine  etwaige  Verschiedenheit  der  Abplattung  beider  Hemisphären 
keinen  Einflufs  hat  und  dafs  das  mit  der  Abplattung  multiplicirte 
Glied  der  Schiefe  der  Ekliptik  proportional  ist**"**^).  Poisson  meint, 
säculare  Änderungen  der  letzteren  Gröfse  könnten  leicht  gröfseren 
Einflufs  auf  das  IQima  haben,  als  solche  der  Excentricität. 

Ähnliche  Untersuchungen  finden  sich  auch  bei  J.  Lamont^^*^). 
Statt  der  Differentialgleichimg  (l)  giebt  er  die  allgemeinere: 

du  =  [a  +  k  {S  —  w)]  dt-,  (27) 

auch  für  S  setzt  er  nicht  einfach  einen  Ausdruck  der  Form  (23)  an, 
sondern  die  zweite  Differentialgleichung: 

dS  =  [b  cos  t  —  k{S-  u)  —  g]  dt  (28) 

a  und  g  seien  eigentlich  noch  von  u  und  S  abhängig,  indessen 
glaubt  er  das  vernachlässigen  zu  können.  Die  Integration  giebt 
zunächst  u  +  S  und  dann  für  u  und  S  Ausdrücke,  die,  nach  Er- 
setzung einer  Exponentialfunction  durch  die  ersten  Glieder  ihrer 
Potenzreihenentwicklung,  die  einfache  Form  annehmen: 

i+pi  +  qco8(t  +  c).  (29) 

Seine  Versuche  zur  Bestimmung  der  Constanten  dieser  Formel  aus 
Beobachtungen  beruhen  auf  verschiedenen  ungerechtfertigten  Voraus- 
setzungen^^'^). 

6530)  Connaiss.  des  temps  pour  1836  (1833),  nr.  17,  p.  62. 

6531j  nr.  19,  p.  ö4. 

6532)  Münch.  Abh.  3,  1837/40,  §  3,  p.  9.  Er  scheint  weder  Tralles 
noch  die  Franzosen  gekannt  zu  haben.  —  Von  einer  an  Lamont  sich  aii- 
HchlielHenden  Abhandlung  von  C.  Kuhn  (üb.  das  Klima  von  München, 
München  1864)  war  mir  nur  das  Selbstreferat  Fortschr.  d.  Phys.  10,  p.  727 
zugänglich;  sie  scheint  für  uns  nichts  neues  zu  bieten. 

6533,  §  5,  p.  19. 
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Um  auch  den  jährlichen  Gang  der  Temperatur  zu  bestimmen, 
bildet  er  zunächst  die  Tagesmitt«!^^^).  Indem  er  dann  die  Ändenmg 
der  Zenithdistanz  einführt,  erhält  er  nach  einigen  Vernachlässigungen 
eine  Differentialgleichung  der  Form: 

(30)  dW  =  [ar  +  ß  sinx  - pW\di, 
wo: 

(31)  cosT  =  const.  sina 

ist  und  a  der  Zeit  proportional  sich  ändert.  Er  ersetzt  t  und 
sinr  durch  die  ersten  Glieder  ihrer  Entwicklungen  nach  Potenzen 
von  COST  und  ordnet  dann  nach  den  Functionen  der  Vielfachen  von 
a  um,  begnügt  sich  übrigens  mit  der  Angabe  der  ersten  Glieder, 
unter  Verzicht  auf  allgemeine  Formeln.  Auch  diese  Resultat«  ver- 
gleicht er  mit  Beobachtungen  und  stellt  sie  durch  Figuren  dar. 
Schliefslich  meint  er**'*),  es  werde  nicht  schwer  sein,  von  seinen 
Entwicklungen  aus  zu  dem  Resultate  zu  gelangen,  dafs  im  Boden 
ein  ähnlicher  Gang  der  Temperatur  eintritt,  wie  in  der  freien  Luft, 
und  dafs  die  Folge  der  Bewegungen  dieselbe  ist,  die  Gröfse  aber 
abnimmt  und  das  Eintreffen  sich  verspätet  in  dem  Mafse  als  die 
Tiefe  wächst. 

Brenner**'*)  nennt  diejenige  Licht-  und  Wärme  Verteilung,  die 
sich  auf  der  Erde  einstellen  würde,  wenn  nur  die  augenblickliche 
Strahlung  nach  dem  Beobachtungsorte  in  Frage  käme,  die  astro- 
nomische. Er  setzt  sie  dem  Sinus  der  Sonnenhöhe  proportional  und 
bildet  zuerst  die  Summe  für  einen  Tag,  indem  er  wie  seine  Vor- 
gänger die  Deklination  der  Sonne  dabei  als  constant  behandelt. 
Dann  fragt  er  zunächst**'^),  in  welchen  Breiten  bei  gegebener  Dekli- 
nation der  Sonne  diese  Summe  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht; 
er  findet  z.  B.  für  die  Solstitien  zwei  Maxima  und  zwei  Minima,  von 
deren  ersteren  eines  [übereinstimmend  mit  dem  Satze  von  Halley**^*')] 
in  den  Pol  fällt**'«). 

Soll  die  Summe  der  zugeführten  Wärme  för  gröfsere  Zeiträume 
gebildet  werden,  so  vernachlässigt-  er  die  Excentricität  der  Erd- 
bahn *^'^)  und  fahrt  die  Sonnenlänge  k  als  unabhängige  Veränderliche 
ein.     Wird  dann: 

(32)  M  =  r  sin  g) ,     tg(p  =  2 

6534)  §  7,  p.  29.         66a5)  §  11,  p.  48. 

6536)  Arch.  Math.  Phye.  16,   1851,  p.  153.     Er  giebt  nicht  an,  ob  er 
seine  Vorgänger  gekannt  hat. 

6537)  p.  155.         6538)  p.  159.         6589)  p.  160. 
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gesetzt,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

^' ,-. yi  -~(i'+zT^' *  «Vi .  (33) 

Hier  setzt  er  für  die  Wurzelgröfse  eine  Entwicklung  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  von  k  an;  durch  Differentiation,  Wegschaffen 
der  Nenner  und  Gliedervergleichung  erhält  er  Recursionsformeln  zur 
Bestimmung  ihrer  Coefficienten.  Die  beiden  ersten  Coefficienten,  aus 
denen  sich  alle  übrigen  mit  Hilfe  dieser  Recursionsformeln  ableiten 
lassen  [vgl.  §  17  (7)],  entwickelt  er  unt^r  Benutzung  der  Ausdrücke 
der  trigonometrischen  Functionen  reellen  durch  Exponentialfurctionen 
complexen  Arguments  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  1  +je:*=sec*g) 
fortschreiten  und  mit  Ausnahme  der  Circumpolargegenden  conver- 
giren*^'*).  Dabei  discutirt  er  ausführlich  die  Frage,  wie  *viele 
Glieder  dieser  Reihen  man  braucht,  um  verlangte  Genauigkeit  zu 
erzielen.  Durch  Integration  nach  z  erhält  er  eine  Reihe  für  U 
selbst  *^^);  die  dazu  erforderlichen  elementaren  Integrationen  lassen 
sich  ebenfalls  mit  Hilfe  von  Recursionsformeln  erledigen,  um  dann 
die  erforderlichen  Summationen  wirklich  auszuführen,  zieht  er  die 
Formeln  §  15,  (14),  (15)  herbei,  glaubt  übrigens  zum  Teil  in  ihnen 
im  Nenner  den  Sinus  durch  den  Bogen  ersetzen  zu  können*^*). 
Dafs  die  Sunmiation  über  die  ganze  Erde  schliefslich  ebensoviel  er- 
giebt, als  ftir  einen  zur  Richtung  der  Sonnenstrahlen  senkrechten 
gröfsten  Kreis,  scheint  er^^*)  als  ein  merkwürdiges  Resultat  der 
Rechnung  anzusehen. 

Schon  etwas  vorher  hatte  auch  L.  W.  Meech  das  Problem  be- 
handelt. Er  meint  ^^*^),  es  seien  Grtlnde  zu  der  Annahme  vorhanden, 
daIJs  man  die  Erscheinungen  der  Sonnenwärme  [d.  h.  der  von  der 
Sonne  der  Erde  mitgeteilten  Wärme]  ebenso  vollständig  analytisch 
darstellen  könne  wie  die  Gezeiten.  Er  leitet  zunächst  aus  dem 
Kepler'schen  Flächensatze  ab,  dafs  die  jährlich  der  Erde  zugeführte 
Wärmemenge  proportional  zu: 

d-O-'/'  (34) 

sei,  wenn  e  die  Excentricität  der  Erdbahn  bezeichnet;  die  Ver- 
änderung der  Excentricität  durch  die  Störungen  habe  also  keinen 
merklichen  Einflufs.  Indem  er  dann  die  Coordinaten  der  Sonne 
einführt,    gewinnt    er^^^)    einen    Ausdruck    für    die    während    eines 


6540)  p.  162.  6541)  p.  166. 

6542)  p.  174.         6543)  p.  178. 
6544)  Amer.  J    of  sei.  (2)  10,  1850,  p.  49.         6645)  nr.  8,  p.  61. 
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Tages  der  Erde  zugeführte  Wärmemenge;  er  findet,  dieser  Ansdmck 
ändere  sich  im  Laufe  des  Jahres  ebenso,  wie  die  einen  Monat  später 
beobachtete  Temperatur.  Auch  zeigt  er*^*),  dafs  die  nördliche 
Halbkugel  etwas  mehr  Wärme  von  der  Sonne  empfängt  als  die 
südliche.  Zum  SchluTs***^  spricht  er  von  der  „zone  of  differential 
radiation*^  die  dadurch  zustande  kommt,  dafs  die  Sonne  fQr  diese 
Untersuchungen  nicht  als  Punkt  betrachtet  werden  darf. 

Diese  letztere  Bemerkung  führt  er  später****)  noch  weiter  aus. 
Er  leitet  zunächst  Lamberts  ersten  Satz*^')  noch  einmal  ab.  Dann 
bestinmit  er  den  gesamten  Betrag  der  Sonnenstrahlung  für  irgend 
einen  Ort  während  eines  Tages  oder  eines  kleineren  Zeitraums  durch 
Integration  nach  dem  Stondenwinkel  der  Sonne  ^^);  er  specialisirt 
die  Formeln  und  giebt  Tabellen  numerischer  Werte.  Die  Summation 
über  das  ganze  Jahr  vollzieht  er***^)  mit  Hilfe  der  Euler-Macla urin- 
scheu Sununenformel,  die  er  zu  diesem  Zwecke  noch  einmal  ableitet; 
die  auftretenden  Integrale  sind  elliptische.  Nachher  sunmiirt  er  noch 
über  eine  ganze  Zone  der  Erde*^**)  und  bespricht  den  Einflufs  einer 
säcularen  Änderung  der  Excentricität*^*^). 

G.  Plana*'*^)  führt  die  Rechnung  für  die  Polargegenden  durch, 
die  Poisson  unterlassen  hatte  „Vexpression  qui  cn  resultera  etant 
tres  compliquee  et  sans  applications  utiles^^  Er  betrachtet  zunächst 
denjenigen  Bestandteil,  in  welchem  einem  eingeführten  Hilfswinkel 
der  constante  Wert  7t  beigelegt  werden  mufs;  die  Summation  gelingt 
hier  mit  Bilfe  der  Formeln  (3)  imd  (5)  von  §  16.  Die  übrigen 
Bestandteile  führen  auf  elliptische  Integrale  *^^^);  dabei  erfordert  die 
Bestimmung  der  Vorzeichen  der  anftretendenden  Radicale  besondere 
Sorgfalt.  Nach  längeren  Rechnungen  und  Umformungen  gelangt  er 
zu  einer  keineswegs  einfachen  Schlufsformel*^^).  Die  Spccialisirung 
der  Formeln   fElr  den  Pol*'^  "^   führt   auch  ihn  «u  Hallc/s  Resultat, 


«)546)  nr.  4,  p.  53.         tJ547j  nr.  5,  p.  oö. 

6Ö48)  Smiths,  contr.  9,  1867;  vom  Sept.  1865.  Der  AuszAig  Smith's 
rep.  1856  war  mir  nicht  zugänglich 

6649)  nr.  2,  p.  10.  Auch  W.  Dennis,  Amer.  J.  of  sei.  (ß)  35,  1863, 
p.  44  behandelt  diesen  Satz  und  seine  Consequenzen  für  die  klimatiHche 
Verschiedenheit  der  beiden  Hemisphären. 

6550)  Smiths,  contr.  9,  nr.  4,  p.  16. 

0561)  nr.  6,  p.  22.         6652)  nr.  6,  p.  81. 

6663)  nr.  8,  p.  36.  —  Die  noch  folgenden  Untersuchungen  über  säculare 
Änderung  der  Tageslänge  benutzen  keine  trigonometrischen  Entwicklungen. 

6564)  Torino  mem.  (2)  23,  1866,  p.  36,  vom  Juni  1863;  ganz  kurze 
Anzeige,  ohne  Angabe  des  Publicationsortes,  Par.  C.  R.  58,  1804,  p.  181. 

6556)  §  2,  p.  41.         6666)  §  6,  p.  68.         6567)  §  6,  p.  64. 
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und  danoit  zu  Speculationen  über  die  wahrscheinliche  Existenz  eines 
offenen  Polarmeers.  Weiter  behandelt  er  speciell  das  —  vom  Polar- 
kreis bis  zum  Pol  wachsende  —  Absolutglied  der  Foi-mel**"),  sowie 
die  beiden  Tenne,  deren  Periode  ein  ganzes****)  und  ein  halbes 
Jahr***®)  ist,  diese  vom  Äquator  bis  zum  Pol.  Er  findet****),  dafs 
der  letztere  Term  in  der  Nähe  des  Polarkreises  sich  sehr  rasch 
ändert. 

6.  Lambert,  der  von  Plana's  Untersuchung  nur  durch  die 
Notiz  in  den  C.  R.  Kenntnis  hatte,  berichtet****),  er  habe  für  den 
Satz,  dafs  die  am  Tage  der  Sommersonnenwende  des  Nordens  dem 
Nordpol  zugeitihrte  Wärmemenge  ebensogrofs  sei,  wie  für  einen 
Punkt  von  59®  nördlicher  oder  25®  südlicher  Breite,  nachdem  er 
sich  zuerst  in  enorme  Rechnungen  verwickelt  gehabt,  einen  einfachen 
geometrischen  Beweis  gefunden.  Auch  könne  man  von  diesem  Fall 
zu  dem  allgemeinen  beliebiger  Länge  der  Sonne  durch  eine  einfache 
Transformation  konmien. 

Um  dieselbe  Zeit  hat  J.  Groll  auf  solche  Rechnungen  eine 
Theorie  der  Eiszeiten  zu  gründen  versucht.  Seine  erste  Ver- 
öffentlichung****) bespricht  zunächnt  verschiedene  Erklänmgsversuche 
und  weist  dann  auf  die  Änderung  der  Präcession  der  Nachtgleichen 
und  im  Anschlufs  an  Herschel****)  auf  die  Veränderung  der  Ex- 
centricität  der  Erdbahn  hin***^).  Herschel  scheine  geglaubt  zu  haben, 
dafs  diese  letztere  Ursache  keinen  wesentlichen  Einflufs  auf  das 
Klima  der  ganzen  Erde  haben  könne,  sei  aber  nicht  zu  positiven 
Resultaten    gelangt,    da    er    keine   zuverlässigen   numerischen   Daten 

6668)  §  7,  p.  67.         6669)  §  8,  p.  71. 

6660)  §  y,  p.  72.         6661)  p.  Sl. 

6662}  Par.  C.  R.  64,  1867,  p.  166.  —  Vgl.  auch  den  Nachruf  von 
E.  de  Beaumont,  ib.  72,  1871,  p.  118.  —  Chr.  Wiener,  Zeitachr. 
Meteor.  14,  1879,  p.  114  erklärt  übrigens  Lambert^s  Zahlenangaben  fiir 
unrichtig. 

6663)  Phil.  mag.  (4)  28,  1864,  p.  121.  Wie  F.  Zürcher  (la  Natore  16, 
1887,  p.  164)  berichtet,  hat  „notre  illustre  philosophe**  J.  Reynaud  schon 
in  den  fünfziger  Jahren  in  einem  Nachtrage  zu  seinem  Werke  „Ciel  et 
terre^'  (mir  nicht  zugänglich)  die  „solstitialen^^  und  „heliakischen^^  Jahres- 
zeiten besprochen,  die  sich  aus  den  Änderungen  der  Ekliptikschiefe  und 
der  Excentricität  ergeben,  dabei  aber,  soviel  wenigstens  aus  dem  Referat 
zu  entnehmen  ist,  auf  quantitative  Durchführung  wegen  zu  grofser 
Complicirtheit  verzichtet.  Zürcher  berichtet  auch,  er  habe  (wenn  ich 
recht  verstehe  schon  damals)  das  Studium  der  Frage  „sehr  competenten 
Astronomen  empfohlen,  aber  sie  hätten  wahrscheinlich  für  andere  Fragen 
mehr  Interesse  gehabt". 

6664)  p.  Iü9. 
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znr  Verfügung  gehabt  habe.  Inzwischen  habe  Leverrier  Grenzen 
fOr  die  möglichen  Veränderungen  der  Excentricität  bestimmt  und 
es  sei  infolgedessen  jetzt  möglich,  die  Frage  wieder  aufzimehmen. 
Die  Änderung  in  der  Gesamttemperatur  der  Erde  sei  allerdings  zu 
vernachlässigen;  aber  die  Differenz  zwischen  Sommer-  und  Winter- 
temperatur könne  um  2/5  gröfser  sein  als  jetzt,  wenn  zu  einer  Zeit 
grofser  Excentricität  infolge  der  Präcession  der  Nachtgleichen  das 
Aphelion  in  den  Winter  falle.  Es  sei  zwar  richtig,  dafs  im  Laufe 
des  ganzen  Jahres  beide  Hemisphären  immer  dieselbe  Wärmemenge 
empfangen  mülsten;  aber  dasselbe  gelte  nicht  von  der  wieder  aus- 
gestrahlten Wärme  •^•^).  Aufserdem  legt  er  Gewicht  darauf^**),  dafs 
durch  diese  Veränderung  der  Verteilung  der  Wärmezufuhr  auch  Ver- 
änderungen in  den  Luft-  und  Meeresströmungen  hervorgebracht 
würden,  die  dann  in  demselben  Sinne  auf  das  Klima  wirkten.  Bald 
darauf  giebt  er  eine  Tabelle  numerischer  Werte  der  Excentricität 
und  der  Länge  des  Perihels  zu  verschiedenen  Zeiten  ^^^^);  er  glaubt 
ans  ihr  schlieJOsen  zu  können,  dafs  in  der  nördlichen  Halbkugel  die 
Winter  so  warm  sein  müfsten  wie  jetzt  die  Sommer,  wenn  das 
Perihel  auf  das  Wintersolstitium  falle.  Eine  andere  Tabelle  aus 
derselben  Zeit***^  giebt  im  Anschlufs  an  Meech*^"*®)  die  gesamte 
einem  Ort  bestimmter  Breite  im  Laufe  des  Jahres  zugeführte  Wärme- 
menge,  die  für  den  Äquator  gleich  365,24  gesetzt;  aus  ihr  gehe 
hervor,  daiJs  der  Pol  zur  Zeit  der  gröfsten  Excentricität  ebensoviel 
Wärme  zugeführt  bekomme,  als  jetzt  ein  Ort  unter  76  Breite. 

Eine  ähnliche  detaillirtere  Tabelle  der  Excentricitäten,  der 
Perihellängen  und  der  seiner  Meinung  nach  daraus  sich  ergebenden 
Temperaturänderimgen  für  verschiedene  Breitengrade*^*^)  begleitet  er 
mit  der  Auseinandersetzung*^^^),  man  könne  nicht  direct  von  grofser 
Excentricität  auf  eine  Eiszeit  schliefsen,  sondern  müsse  als  Zwischen- 
glied den  Einflufs  einer  einmal  gebildeten  Eisdecke  auf  die  weitere 
Gestaltung  der  Temperaturverhältnisse  einschieben. 

Vorher  schon  hatte  auch  E.  J.  Stone  eine  Tabelle  der  Ex- 
centricitäten gegeben**'*),  die  zwar  nicht  so  weit  nach  rückwärts  aus- 

G666)  p.  181.         6666)  p.  135. 

6667)  ib.  (4)  31,  1866,  p  28.  Erläuterungen  der  Berechnung  dieser 
Tabelle  in  der  Zeitschrift  Reader  vom  Cot.  u.  Dec.  1865;  mir  nicht 
zugänglich. 

6668)  Glasgow  geol.  soc.  Trans.  2,  1867,  p.  188. 

6669)  Phil.  mag.  (4)  88,  1867,  p.  119.  Für  die  Ausführung  der  Be- 
rechnung verweist  er  wieder  auf  die  Artikel  im  Reader. 

6670)  p.  126. 

6671)  ib.  29,   1866,  p.  540.  —    Phil.  mag.  (4)  36,    1868,   p.  144  giebt 
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gedehnt  ist,  wie  diejenige  Croirs,  aber  in  kleineren  Intervallen 
fortschreitet.  Er  macht  dabei  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Änderungen 
der  Excentricität  und  der  Perihellänge  viel  langsamer  vor  sich  gehen, 
als  die  Präcession;  es  müfste  also,  falls  CroH's  Grundanschauung 
richtig  sei,  in  den  Zeiten  grofser  Excentricität  das  Klima  abwechselnd 
äufserst  kalt  und  sehr  gleichmälsig  sein.  Übrigens  meint  er,  die 
Hauptsache  bei  der  ganzen  Theorie  sei,  dafs  bei  kurzen  Wintern  im 
ganzen  weniger  Wärme  durch  Ausstrahlung  verloren  gehe. 

Eine  Darstellung  von  CrolPs  Theorie  findet  sich  auch  bei  Sir 
Ch.  Lyell^^^^),  der  namentlich  schon  die  von  Stone  angedeuteten 
Änderungen  der  Verhältnisse  während  einer  Periode  grofser  Ex- 
centricität noch  ins  einzelne  verfolgt*^"*).  Seiner  Beproduction  von 
Croll's  erster  Tabelle  fügt  er  noch  einige  Spalten  bei^^^^),  die  den 
jedesmaligen  Überschufs  der  Anzahl  der  Wintertage  über  die  der 
Sommertage  und  die  daraus  auf  Grund  von  ohne  Beweis  mitgeteilten 
Formeln  von  J.  C.  Moore  berechneten  Mitteltemperaturen  des  heifsesten 
und  des  kältesten  Monats  unter  der  Breite  von  London  für  den 
Fall  geben,  dafs  das  Aphel  in  den  Winter  fällt. 

A.  R.  Wallace^^'^)  begleitet  die  Vorlegung  einer  (nicht  ver- 
öffentlichten) graphischen  Darstellung  der  Änderung  der  Excentricität 
und  der  Präcession  der  Nachtgleichen  mit  der  Auseinandersetzung, 
dafs  in  den  Zeiten  grofser  Excentricität  infolge  des  Wandems  des 
Perihels  eine  Reihe  von  Eiszeiten  und  milden  Zeiten  miteinander 
abwechseln  müssen. 

0.  Frölich^"«)  knüpft  an  Poisson*^'*)  an.  Er  setzt  die  durch 
Absorption  in  der  Atmosphäre  reducirte  Sonnenwärme  nach  einigen 
Vernachlässigungen  gleich: 

P^ySe-'^'cose;  (35) 

dabei  bedeutet  S  die  Sonnenwärme,  die  bei  senkrechtem  Auffall  die 
Einheit  der  Oberfläche  der  Atmosphäre  treffen  würde,  y  und  a  Con- 
stante   des  Ortes,   z  die  Länge   des  Weges,   den    die  Sonnenstrahlen 

Groll  selbst  ausgedehnte  Tabellen;  daran  anknüpfend  bespricht  er  p.  161 
noch  einmal  die  Frage  des  Zusammenhanges  zwischen  zugefuhrter  Wärme 
und  resultirender  Temperatur. 

6572)  Principles  of  geology,  10.  ed.,  1,  Lond.  1867,  Cap.  13,  p.  268.  — 
p.  284  erwähnt  er  eine  mir  nicht  zugängliche  Tabelle  von  Sir  J.  Leslie 
und  Traill  im  art.  climate  der  encjcl.  Britann.,  die  die  gesamte,  einem 
Orte  während  eines  Jahres  zugeführte  Wärmemenge,  unter  Berücksichtigung 
der  Absorption,  von  10  zu  10°  gebe. 

6573)  p.  281.         6574)  p.  293. 
6575;  Brit    assoc  rep.  f.  1870,  p.  89. 

6576)  Diss.  Königsb.  1868;  Fr.  Neumann  gewidmet. 


c*.r>c»f"    14  AbMSJL  ri2«n.l'-  LüLicsc  d  Wlrm.«  *:. 


-*•> 


• 


und  rraüjfornsirr  *!Ie  TorkoiiiiD«id«i  e!I:ptiä*!i«s  FTir.-pivt«s  in  >?l^he 
des  C'OZLpI^-neciärki:  ModTils  Di*  B^rbj-hrxing  'i-*r  Co-?f^':ri^nt#n  der 
E&:wicklar.?  xon  P  nach  dem  C^-finuä  der  Vielffcciier  ron  ^  lüst 
sich  daLn  z^a^kfalirec  aof  die  eine«  einzigen  Intecrals:  di<se  denkt 
er  «i'irh  dsrct  oi'Khanis<ebe  Qaadramr  vollzfrzen.  Er  bemerkt*"'  , 
da£^  die  ^/^  erfc*lteE.e  Beihe  für  P  nur  langsam  <N:*Everzir::  dalier 
zi«it  er  e*  Tor.  nur  drei  Glieder  beizabehaltec  und  derrn  C:«ffi«?ien:en 
nvrh  dtfr  ^^sxhfAe  der  kleinsten  Quadrate  zu  berechnen.  Das  lührt 
er  aber  in  der  Weise  au«,  dals  er  als  Grenzen  des  Integn-ls  nioht 
0  und  :r.  sondern  0  und  :r  2  wählt:  «iaher  stimmen  seine  Wert^ 
mit  den  durch  den  Besseraohen  Satz  "'*  gefonierten  nicht  übertin. 
fv>II  dann  der  so  gefundene  Ausdruck  in  eine  Eint  wicklang  nach 
trisronometrischen  Functionen  der  Zeit  umgesetzt  werden,  so  ist  zu- 
er-st  eine  isolcfae  Entwicklung  fÖr  cos  6  selbst  aus  der  Formel  §  54  46 
zu  srewinnen.  Dabei  beschrilnkt  sich  Frölich*^*^»  wie  Poisson*^* 
auf  den  von  <;  unabhängigen  Term,  also  auf  die  jährliche  Perirtde :  tur 
die  Behandlung  der  täglichen  verweist  er  auf  Tralles*^^'. 
Nachträglich**'*,  ersetzt  er  den  Factor  .S  noch  durch: 

''39  I  tfCl  -f  2«  cos  r  —  o  >, 

wobei  i  die  Excentricitat  der  Erdbahn,  a>  die  wahre  Länge  des 
Sonn^uperihels  bedeutet  und  höhere  Potenzen  von  i  Temachlässigt  sind. 
Au:*  dem  gefimdenen  Ausdruck  für  die  Temperatur  der  Erd- 
oberfläche wird  dann  wie  bei  Poisson  ***^'j .  **')  die  Temperatur 
in  gegebener  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche  berechnet.  Aus  Be- 
ol;achtungen  in  verschiedenen  Tiefen  köimen  die  Werte  der  Con- 
stanten abgeleitet  und  mit  der  Formel  verglichen  werden:  Frölich *^'**'» 
teilt  DiflV-rentialfonnf'ln   von  Fr.  Neumann   zur  Durchführung  dieser 

6577,  p.  7.  «>67'5;  p.  10. 

657'J;  p.  13.         GÖ80;  p.  16. 
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Berechnung  aus  Beobachtungen  der  Eintrittszeiten  der  Extrema  mit. 
Diese  Eintrittszeiten  selbst  entnimmt  er  aus  den  Beobachtungen 
durch  graphische  Interpolation. 

Eine  zweite  Abhandlung  Frölich's^^®^)  fahrt  zunächst  die  Be- 
rechnung der  Coefficienten  von  P  weiter.  Aus  (36)  erhftlt  man 
unter  Vernachlässigung  von  q*: 


M  gi) 


(40) 

Es  sind  dann  Integrale  der  Form: 

ü' 

ZU  berechnen;  für  die  obere  Grenze  y^  ist  eigentlich    -^    zu  setzen, 

wenn    aber  a  nicht  zu  klein   ist,    kann  dafür  auch   oo   genommen 
werden.     Dann   ist  Fq(u)   eine   Cylinderfunction   2.  Art  —  Prölich 
beruft    sich    hier   auf  eine   Untersuchung  von   Schläfli   —   und   die 
folgenden  lassen  sich  durch  Differentiationen  aus  ihr  ableiten. 
Um  dann  die  Differentialgleichung: 

dt  -  äP  ^^^^ 

unter  den  Grenzbedingungen: 

//(//  —  1)  —  Ä  1^  =  P  für  a;  =  0,     u  endlich  f ür  a;  =  oo  (43) 

zu  integriren,  entnimmt  er^^^^)  seiner  Dissertation  die  Entwicklung 
von  P  und  setzt  die  Lösung  unter  Berufung  auf  Poisson  aus  parti- 
culären  Integralen  zusammen. 

Weiter  bespricht  er  die  Methode  von  Tralles^**^)  zur  Be- 
stimmung der  täglichen  Periode.  Der  von  der  Anfangstemperatur 
abhängige  Teil  der  Formel  nimmt  hier  eine  imbequeme  Gestalt  an, 
wenn  man  an  der  Vorstellung  unendlicher  Tiefe  festhält ^^^);  er  führt 
daher  zunächst  als  Grenzbedingung  ein,  dafs  in  einer  bestimmten 
Tiefe  die  Temperatur  sich  nicht  mehr  merklich  ändert.  Das  führt 
auf  eine  unharmonische  trigonometrische  Entwicklung,  deren  determi- 
nirende  Gleichung: 

6581)  Zeitschr.  Math.  Phys.  16,  1871,  p.  89;  Auszug  Ann.  Phys.  Chem. 
140,  1870,  p.  647. 

6682)  nr.  2,  p.  95. 

6583}  p.  100.  Was  er  eigentlich  meint,  sieht  man  erst  p.  104:  weil 
statt  einer  trigonometrischen  Reihe  ein  Fourier'sches  Integral  auftritt. 

Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigang.    X.  82 
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(44)  tg  »  =  n 

ist**®*).  Die  so  gefundene  Lösung  erklärt  er  aber  selbst  wegen  der 
Weitläufigkeit  des  periodischen  Teils  für  völlig  unbrauchbar;  er 
behandelt  daher  die  Aufgabe  noch  nach  der  Methode  der  ^Integration 
nach  der  Zeit".  Schliefslich  meint  er**®'),  die  Bestimmung  der 
Constanten  nach  dem  Verfahren  von  Tralles  sei  genauer  als  nach 
demjenigen  von  Poisson. 

F.  Roth**®*)  hat  ebenfalls  den  Lambert'schen  Satz  besprochen 
und  ihn  ohne  weiteres  auch  auf  entsprechende  Teile  des  Jahres  für 
Orte  gleicher  und  entgegengesetzter  Breite  angewendet. 

C.  Freih.  v.  Marschall***^)  giebt  einen  Bericht  über  die  bis 
dahin  gewonnenen  Anschauungen,  ohne  genauere  Gitate.  Namentlich 
bespricht  er,  wie  bei  dem  gegenwärtigen  Werte  der  Excentricität 
die  Insolation  wechselt,  wenn  das  Perihel  durch  die  Jahreszeiten 
wandert;  er  meint,  die  gröfste  Abweichung  könne  höchstens  1/15 
des  Mittelwertes  ausmachen.  Auf  genauere  mathematische  Unter- 
suchung verzichtet  er,  da  die  Änderung  der  Excentricität  doch  nicht 
genügend  bekannt  sei**®*).  Aufserdem  hebt  er  den  Einfluls  hervor, 
den  die  Änderung  der  Ekliptikschiefe  haben  müsse  **®^);  diese  Ändenmg 
sei  nach  neueren  Untersuchungen  gröfser,  als  man  bis  dahin  an- 
genommen habe.  Er  giebt  dazu  numerische  Werte,  aber  keine 
Formeln.  Bedenklich  ist  die  Art,  wie  er  über  die  dazwischen 
liegenden  milden  Perioden  [an  denen  sich  übrigens  die  Geologen 
vielleicht  jetzt  nicht  mehr  so  stofsen  würden  wie  damals]  hinweg- 
zukommen sucht  **^). 

J.  J.  Murphy***^)  stimmt  Groll  in  allen  Punkten  zu,  nur  in 
einem  nicht:  er  meint,  Eiszeit  müsse  auf  derjenigen  Halbkugel 
herrschen,  in  deren  Sommer  das  Aphel  während  einer  Periode  hoher 
Excentricität  falle.  Ein  kühler  Sommer  habe  da  viel  gröJOseren 
Einflufs,  als  ein  strenger  Winter. 

Bei  Gelegenheit  einer  Discussion  in  der  Washingtoner  philos. 
soc.  spricht  sich  W.  B.  Taylor  zu  Gunsten  von  Groll's  Auffassungen 

6684)  p.  103.  Er  beruft  sich  auf  Riemann's  Vorlesungen,  sie  findet 
sich  aber  schon  bei  Fourier*^*'). 

6686)  p.  110. 

6586)  Progr.  Wolgast  1871;  mir  nicht  zugänglich,  ebensowenig  eine 
Schrift  von  G.  Pilar  über  die  Excentricität  der  Erdbahn  als  Ursache  der 
Eiszeit,  Agram  1873. 

6687)  Carlsr.  Verh.  6,  1871,  p.  Ö8. 

6588)  p.  60.         6689)  p.  61.         6590)  p.  67. 
6691)  Phil.  mag.  (4)  39,  1870,  p.  387. 
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aus^^*)  und  hält  diese  Überzeugung  auch  gegenüber  Einwänden  von 
J.  W.  Powell  und  Gl.  E.  Dutton«*^^»)  aufrecht  Er  nimmt  die 
letzte  Periode  relativ  beträchtlicher  Excentricität  für  die  letzte 
Eiszeit,  das  letzte  Maximum  für  die  vorhergehende  im  Miocän 
in  Anspruch. 

Von  CrolTs  zusammenfassender  Darstellung  seiner  Theorie^**) 
war  mir  nur  die  Besprechung  des  physikalischen  Teils  durch 
S.  Newcomb^^^j  zugänglich.  Sie  hebt  vor  allem  hervor,  dafs  es 
noch  an  allen  festen  Daten  zur  Trennung  des  Einflusses  verschiedener 
Ursachen  auf  das  Klima  von  einander  fehle;  überhaupt  sei  die 
„physikalische"  Theorie  der  Wärme  zwischen  der  „mechanischen'* 
(Coumot  [er  meint  wohl  Camot])  und  der  „chemischen"  (Melloni) 
vernachlässigt  worden.  Den  Grund  für  jede  Untersuchung  der 
Temperaturverhältnisse  der  Erde  müTste  eigentlich  die  Bestimmung 
der  „Normaltemperatur"  bilden,  die  ein  kleiner  rasch  sich  drehender 
Körper  annehmen  würde,  wenn  er  in  einer  Entfernung  gleich  der 
mittleren  Entfernung  der  Erde  den  Strahlen  der  Sonne  ausgesetzt 
wäre;  aber  zu  dieser  Bestimmung  sei  noch  gar  kein  Versuch  gemacht. 
CrolFs  Darstellung  sei  übrigens  äufserst  difPus,  sodals  es  sehr  schwer 
sei,  sie  vollständig  zu  beherrschen ^^^).  Jedenfalls  aber  finde  er 
(Newcomb)  sich  aufser  stände,  sie  mit  bekannten  Sätzen  der  Wärme- 
theorie zu  vereinigen;  vielfach  sei  auch  nicht  zu  erkennen,  ob  Groll 
im  Augenblick  von  „Wärmemenge"  oder  „Temperatur"  spreche. 
Dafs  Perioden  gröfserer  mit  solchen  kleinerer  Excentricität  wechselten, 
sei  ja  sicher;  eine  andere  Frage  sei,  wieweit  man  sich  auf  die 
einzelnen  angegebenen  Zahlwerte  verlassen  könne.  Groll  habe 
Leverrier's  Formeln  von  1845  benutzt,  ohne  Rücksicht  auf  Correcturen, 
die  diese  Formeln  später,  z.  T.  durch  Leverrier  selbst,  erfahren  hätten. 
Dafs  beide  Hemisphären  im  Lauf  eines  Jahres  von  der  Sonne  die- 
selbe Wärmemenge  erhalten,  unabhängig  von  der  Excentricität 
und    der  Perihellänge  ^^^'') ,   habe   schon   d'Alembert  bewiesen   [wo?J. 


6ÖÜ2)  Wash.  philos.  bull.  2,  1874/78,  p.  43;  vom  Mai  1875. 

6593)  p.  46. 

6594)  Climate  and  time,  N.-Y.  1875.  Eine  Discussion  der  Streitfragen 
durch  S.  V.  Wood  jun.  (Nature  15,  1876)  war  mir  nicht  zugänglich. 

6595)  Amer.  J.  of  sei.  (3)  11,  1876,  p.  263. 

6596)  p.  265;  vgl.  auch  p.  272:  „the  task  of  arguing  with  a  disputant 
who  in  one  breath  maintains  that  the  transparency  of  the  air  is  such 
that  the  rays  reflected  from  the  snow  pass  freely  into  space,  and  in  the 
next  breath  that  thick  fogs  eifectually  prevent  the  rays  ever  reaching  the 
Bnow  at  all,  is  not  free  from  embarrassment." 

6597)  p.  270. 
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Wenn  Groll  das  zwar  zagebe,  aber  glaube,  während  der  langen 
kalten  Winter  würde  soviel  Schnee  und  Eis  aufgehäuft  werden,  daXis 
die  kurzen  heifsen  Sommer  es  nicht  zu  schmelzen  vermöchten,  so 
beruhten  seine  Rechnungen  „auf  rein  hypothetischen  Gesetzen  und 
rein  hypothetischen  Daten"  *^®®).  Übrigens  meint  Newcomb***^), 
weitere  Ausarbeitung  einer  so  complexen  Theorie  sei  um  so  weniger 
wichtig,  als  gar  kein  astronomischer  Grund  zu  der  Annahme  vorliege, 
dafs  die  Strahlimg  der  Sonne  während  der  in  Betracht  konmienden 
Millionen  von  Jahren  ungeändert  geblieben  sei. 

Derselbe  Band  enthält  eine  graphische  Darstellung  des  Ganges 
der  Excentricität  nach  den  Formeln  verschiedener  Autoren  von 
R.  W.  McFarland***^);   ein   späterer ^^®^)   eine   noch  ausgedehntere. 

Chr.  Wiener*^*)  giebt  zunächst  graphische  Darstellungen  des 
Ganges  der  Sonnenstrahlung  im  Laufe  eines  Tages  zur  Zeit  der 
Solstitien  und  der  Äquinoktien,  für  verschiedene  geographische  Breiten. 
Dann  bildet  er  durch  Integration  die  Tagesmittel  ^^*)  und  giebt  auch 
von  ihnen  Tabellen  und  graphische  Darstellungen  für  verschiedene 
Jahreszeiten  und  für  verschiedene  geographische  Breiten;  auch  be- 
stimmt er  ihre  Maxima  und  Minima.  Auch  er  findet,  dafs  diese 
Tagesmittel,  solange  die  Sonne  nicht  untergeht,  vom  Polarkreis  bis 
zum  Pol  zunehmen**^).  Die  Bestimmung  der  mittleren  Bestrahlung 
während  eines  einzelnen  Ortes  eines  längeren  Zeitraums  findet  er 
sehr  verwickelt®*'^);  er  begnügt  sich  daher  mit  ihrer  Bestimmung 
ini  Mittel  für  einen  ganzen  Parallelkreis,  was  direct,  ohne  dafs 
vorher  eine  Reihenentwicklung  erforderlich  sei,  auf  elliptische  Inte- 
grale führe.  Diese  könne  man  t^ils?  mit  Hilfe  von  Legendre's 
Tabellen,  teils,  wo  diese  nicht  ausreichen,  mit  Hilfe  von  Theta- 
functionen  auswerten**^).  Er  führt  die  Rechnung  für  die  Achtel- 
jahre, sowie  für  die  „astronomischen''  und  die  „meteorologischen^' 
Vierteljahre  durch  ®^')  und  vergleicht  seine  Resultate  mit  den  von 
Lambert®***)   und  von  Meech®**®)   erhaltenen®*^®).     Endlich  summirt 


6598)  p.  271.         «599)  p.  273.         6600)  ib.  p.  468. 

6601)  ib.  20,  1880,  p.  106.  Diese  letztere  zeigt  deutlicher,  als  es 
McFarland  selbgt  zugeben  will,  wie  weit  die  Formeln  verschiedener 
Autoren  bei  weiterem  Zurückgehen  in  der  Zeit  voneinander  abweichen 
und  wie  wenig  zuverlässig  daher  numerische  Werte  für  so  weit  zurück- 
liegende Zeiten  sind. 

6602)  Carlsr.  Verhandl.  7,  1876,  p.  197;  Zeitschr.  Math.  Phys.  22,  1877, 
p.  341;  Auszug  Zeitschr.  Meteor.  14,  1879,  p.  113 

6603)  p.  344.         6604)  p.  347.         6606)  p.  349. 
6606)  p.  363.         6607)  p.  360.         6608)  p.  363. 
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er    noch    über    die    ganze   Erde,    unter  Berücksichtigung   ihrer  Ab- 
weichung von  der  Kugelgestalt  ^^^). 

0.  Fish  er  ®^^®)  giebt  einige  Beispiele  unmöglicher  Consequenzen, 
auf  die  man  geführt  werde,  wenn  man,  wie  Groll  zu  thun  scheine, 
die  Temperaturen  der  einzelnen  Ort«  den  ihnen  von  der  Sonne 
zugesandten  Wärmemengen  proportional  setze.  Groll  erwidert®*'^): 
man  müsse  immer  nur  verstehen:  „other  things  beeing  equa^^ 
Man  müsse  auch  nicht  nur  direct«,  sondern  auch  indireete  Ein- 
wirkungen berücksichtigen  *^^*). 

G.  Röllinger**^')  schliefst  sich  im  wesentlichen  an  Wiener •*®*) 
an.  Er  bildet  ^^^*)  für  jeden  Punkt  den  Unterschied  zwischen  der 
Wärme  des  kürzesten  und  der  des  längsten  Tages  und  berechnet 
von  diesem  Unterschied  den  Mittelwert  für  einen  ganzen  Quadranten 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zusammenrücken  der  Meridiane  gegen  den 
Pol.  Weiterhin  berechnet  er  noch  verschiedene  andere  Mittelwerte 
von  Differenzen  und  fragt,  für  welche  Werte  der  Ekliptikschiefe 
mehrere  dieser  Mittelwerte  gleichzeitig  möglichst  klein  werden  können. 
Die  dabei  auftretenden  vollständigen  elliptischen  Integrale  berechnet 
er  durch  wiederholte  quadratische  Transformation**^*).  Schliefslich 
kommt  er  zu  dem  Resultat**^*),  dafs  die  Erdaxe  gegenwärtig  wenigstens 
nahezu  die  fttr  die  gleichmäfsige  Verteilung  der  Wärme  günstigste 
Stellung  habe. 

Durch  eine  in  einem  Referat  von  S.  Günther**^')  über  diese 
Abhandlung  enthaltene,  übrigens  von  Günther  selbst*****)  richtig 
gestallte  Bemerkung  veranlafst  kommt  F.  Roth**'^)  noch  einmal  auf 


6609)  p.  806.         6610)  Nature  20,  1879,  p.  577. 

6611)  ib.  21,  18ö0,  p.  129. 

6612)  Weitere  Ausführungen  finden  sich  in  einigen  späteren  Aufsätzen 
Croirs,  80  phil.  mag.  (ö)  17,  1884,  p.  88,  wo  er  namentlich  wiederholt, 
dafs  seiner  Auffassung  nach  die  Eiszeiten  nicht  directe  Wirkungen  eines 
„high  State  of  eccentricity^^  seien,  sondern  „of  a  combination  of  phjsical 
agencies  brought  into  Operation  by  means  of  this  high  state^^;  und  ib.  18, 
1884,  p.  268,  die  zwar  keine  neuen  mathematischen  Entwicklungen  bringt, 
aber  vielleicht  die  klarste  Darstellung  seiner  Auffassungen;  namentlich 
vgl.  man  hier  den  Passus  p.  282:  „eccentricity  can  produce  glaciation 
only  through  means  of  pbysical  agencies,  and  for  the  Operation  of  these 
ageneie»  a  certain  geographical  condition  of  things  is  absolute  necessary.*^ 
Übrigens  auch  schon  ib.  (4)  35,  1868,  p.  365. 

6613}  Progr.  Augsburg  1879.         6614)  §  14,  p.  34. 
6615)  §  20,  p.  47.         6616)  §  25,  p.  55. 

6617)  Zeitschr.  maih.  Unterr.  11,  1880,  p.  148. 

6618)  ib.  p.  334.         6619)  ib.  p.  499. 
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in    der,  Atmosphäre   zurückzulegen    haben,    6  die    Zenithdistanz   der 
Sonne.     Für  s  nimmt  er  den  Wert: 

(36)  z 22  cos  Ö  +  (iJ  +  Ä)  Yl  -  k^  sin^  Ö 

wobei  R  den  Erdradius,  h  die  Höhe  der  Atmosphäre  bedeutet  und: 

ist.     Diese   letztere  Gröfsc   ist   sehr  nahe   gleich  1;   er  setzt  daher: 

(38)  e  =  am{u,  k) 

und  transformirt  alle  vorkommenden  elliptischen  Functionen  in  solche 
des  complementären  Moduls  Die  Berechnung  der  Goefficienten  der 
Entwicklung  von  P  nach  dem  Cosinus  der  Vielfachen  von  6  läfst 
sich  dann  zurückführen  auf  die  eines  einzigen  Integrals;  diese  denkt 
er  sich  durch  mechanische  Quadratur  vollzogen.  Er  bemerkt^*''), 
dafs  die  so  erhaltene  Reihe  für  P  nur  langsam  convergirt;  daher 
zieht  er  es  vor,  nur  drei  Glieder  beizubehalten  und  deren  Goefficienten 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  berechnen.  Das  führt 
er  aber  in  der  Weise  aus,  dafs  er  als  Grenzen  des  Integrals  nicht 
0  und  TT,  sondern  0  und  7c/2  wählt;  daher  stimmen  seine  Werte 
mit  den  durch  den  BesseVschen  Satz^^^*)  geforderten  nicht  überein. 
Soll  dann  der  so  gefundene  Ausdruck  in  eine  Entwicklung  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  Zeit  umgesetzt  werden,  so  ist  zu- 
erst eine  solche  Entwicklimg  für  cos  Ö  selbst  aus  der  Formel  §  54  (46) 
zu  gewinnen.  Dabei  beschränkt  sich  Frölich^^®)  wie  Poisson*^^®) 
auf  den  von  t|;  unabhängigen  Term,  also  auf  die  jährliche  Periode;  für 
die  Behandlung  der  täglichen  verweist  er  auf  Tralles*^^'''). 
Nachträglich^^*)  ersetzt  er  den  Factor  S  noch  durch: 

(39)  <t(1  +  2€Cos(r-~(ö)), 

wobei  B  die  Excöntricität  der  Erdbahn,  oo  die  wahre  Länge  des 
Sonnenperihels  bedeutet  und  höhere  Potenzen  von  s  vernachlässigt  sind. 
Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  die  Temperatur  der  Erd- 
oberfläche wird  dann  wie  bei  Poisson**®^),  *^^^)  die  Temperatur 
in  gegebener  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche  berechnet.  Aus  Be- 
obachtungen in  verschiedenen  Tiefen  können  die  Werte  der  Con- 
stanten abgeleitet  und  mit  der  Formel  verglichen  werden;  Frölich*^^) 
teilt  Diflerentialformcln  von  Fr.  Neumann   zur  Durchführung   dieser 


6677;  p.  7.  6578)  p.  10. 

6679)  p.  13.         6580)  p.  15. 
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Berechnung  ans  Beobachtungen  der  Eintrittszeiten  der  Extrema  mit. 
Diese  Eintrittszeiten  selbst  entnimmt  er  aus  den  Beobachtungen 
durch  graphische  Interpolation. 

Eine  zweite  Abhandlung  Frölich's^'®^)  ftthrt  zunächst  die  Be- 
rechnung der  Coefficienten  von  P  weiter.  Aus  (36)  erhält  man 
unter  Vernachlässigung  von  q*: 


M(Ä) 


(40) 
Es  sind  dann  Integrale  der  Form: 

FM  =  /*^M5lä^^  (41) 

ü* 

zu  berechnen;  für  die  obere  Grenze  y^  ist  eigentlich  ^-^  zu  setzen, 

wenn    aber  a  nicht   zu  klein   ist,    kann   dafür  auch   oo   genommen 
werden.     Dann   ist  Fq^o)   eine   Cylinderfunction   2.  Art  —  Prolich 
beruft    sich    hier   auf  eine   Untersuchung   von   Schläfli   —    und   die 
folgenden  lassen  sich  durch  Differentiationen  aus  ihr  ableiten. 
Um  dann  die  Differentialgleichung: 

?,7  =  Pt  (42) 

dt       ox*  ^     ^ 

unter  den  Grenzbedingungen: 

h{u  —  §)  —  Ä^^  =  Pfttra;«0,     u  endHch  f ür  a;  =  oo  (43) 

zu  integriren,  entnimmt  er^^**^)  seiner  Dissertation  die  Entwicklung 
von  P  und  setzt  die  Lösung  unter  Berufung  auf  Poisson  aus  parti- 
culären  Integralen  zusammen. 

Weiter  bespricht  er  die  Methode  von  Tralles®^*^)  zur  Be- 
stimmung der  täglichen  Periode.  Der  von  der  Anfangstemperatur 
abhängige  Teil  der  Formel  nimmt  hier  eine  unbequeme  Gestalt  an, 
wenn  man  an  der  Vorstellung  unendlicher  Tiefe  festhält *^^);  er  führt 
daher  zunächst  als  Grenzbedingung  ein,  dafs  in  einer  bestinmiten 
Tiefe  die  Temperatur  sich  nicht  mehr  merklich  ändert.  Das  führt 
auf  eine  unharmonische  trigonometrische  Entwicklung,  deren  determi- 
nirende  Gleichung: 

6581)  Zeitschr.  Math.  Phys.  16,  1871,  p.  89;  Auszug  Ann.  Phys.  Chem. 
140,  1870,  p.  647. 

6582)  nr.  2,  p.  95. 

6583}  p.  100.     Was  er  eigentlich  meint,  sieht  man  erst  p.  104:  weil 
statt  einer  trigonometrischen  Reihe  ein  Fourier'sches  Integral  auftritt. 
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(44)  tg  w  =  n 

ist**^).  Die  80  gefundene  Lösung  erklärt  er  aber  selbst  wegen  der 
Weitlftofigkeit  des  periodischen  Teils  für  völlig  unbranchbar;  er 
behandelt  daher  die  Aufgabe  noch  nach  der  Methode  der  „Integration 
nach  der  Zeit".  Schliefslich  meint  er*^'),  die  Bestimmung  der 
Constanten  nach  dem  Verfahren  von  Tralles  sei  genauer  als  nach 
demjenigen  von  Poisson. 

F.  Roth*^  hat  ebenfalls  den  Lambert'schen  Satz  besprochen 
und  ihn  ohne  weiteres  auch  auf  entsprechende  Teile  des  Jahres  ftbr 
Orte  gleicher  und  entgegengesetzter  Breite  angewendet. 

C.  Freih.  v.  Marschall**®')  giebt  einen  Bericht  über  die  bis 
dahin  gewonnenen  Anschauungen,  ohne  genauere  Citate.  Namentlich 
bespricht  er,  wie  bei  dem  gegenwärtigen  Werte  der  Excentricität 
die  Insolation  wechselt,  wenn  das  Perihel  durch  die  Jahreszeiten 
wandert;  er  meint,  die  gröfste  Abweichung  könne  höchstens  1/15 
des  Mittelwertes  ausmachen.  Auf  genauere  mathematische  Unter- 
suchung verzichtet  er,  da  die  Änderung  der  Excentricität  doch  nicht 
genügend  bekannt  sei****).  AuÜBerdem  hebt  er  den  Einflufs  hervor, 
den  die  Änderung  der  Ekliptikschiefe  haben  müsse  ***^);  diese  Änderung 
sei  nach  neueren  Untersuchungen  gröfser,  als  man  bis  dahin  an- 
genommen habe.  Er  giebt  dazu  numerische  Werte,  aber  keine 
Formeln.  Bedenklich  ist  die  Art,  wie  er  über  die  dazwischen 
liegenden  milden  Perioden  [an  denen  sich  übrigens  die  Geologen 
vielleicht  jetzt  nicht  mehr  so  stofsen  würden  wie  damals]  hinweg- 
zukommen sucht  **^). 

J.  J.  Murphy***^)  stinmit  Groll  in  allen  Punkten  zu,  nur  in 
einem  nicht:  er  meint,  Eiszeit  müsse  auf  derjenigen  Halbkugel 
herrschen,  in  deren  Sommer  das  Aphel  während  einer  Periode  hoher 
Excentricität  falle.  Ein  kühler  Sonuner  habe  da  viel  gröfseren 
Einflufs,  als  ein  strenger  Winter. 

Bei  Gelegenheit  einer  Discussion  in  der  Washingtoner  philos. 
soc.  spricht  sich  W.  B.  Taylor  zu  Gunsten  von  CrolFs  Auffassungen 

6684)  p.  108.  Er  beruft  sich  auf  Riemann's  Vorlesungen,  sie  findet 
sich  aber  schon  bei  Fourier  **'•). 

6685)  p.  110. 

6686)  Progr.  Wolgast  1871;  mir  nicht  zugänglich,  ebensowenig  eine 
Schrift  von  G.  Pilar  über  die  Excentricität  der  Erdbahn  als  Ursache  der 
Eiszeit,  Agram  1873. 

6687)  Carlsr.  Verb.  6,  1871,  p.  68. 

6688)  p.  60.         6589)  p.  61.         6690)  p.  67. 
6691)  Phil.  mag.  (4)  39,  1870,  p.  387. 
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aus****)  und  hält  diese  Überzeugung  auch  gegenüber  Einwänden  von 
J.  W.  Powell  und  Gl.  E.  Dutton**^*«)  aufrecht  Er  nimmt  die 
letzte  Periode  relativ  beträchtlicher  Excentricität  fär  die  letzte 
Eiszeit,  das  letzte  Maximum  für  die  vorhergehende  im  Miocän 
in  Anspruch. 

Von  CrolTs  zusammenfassender  Darstellung  seiner  Theorie^**) 
war  mir  nur  die  Besprechung  des  physikalischen  Teils  durch 
S.  Newcomb*^"j  zugänglich.  Sie  hebt  vor  allem  hervor,  dafs  es 
noch  an  allen  festen  Daten  zur  Trennung  des  Einflusses  verschiedener 
Ursachen  auf  das  Klima  von  einander  fehle;  überhaupt  sei  die 
„physikalische"  Theorie  der  Wärme  zwischen  der  ,^echanischen" 
(Coumot  [er  meint  wohl  Camot])  und  der  „chemischen^^  (Melloni) 
vernachlässigt  worden.  Den  Grund  liir  jede  Untersuchung  der 
Temperaturverhältnisse  der  Erde  müTste  eigentlich  die  Bestimmung 
der  „Normaltemperatur^^  bilden,  die  ein  kleiner  rasch  sich  drehender 
Körper  annehmen  würde,  wenn  er  in  einer  Entfernung  gleich  der 
mittleren  Entfernung  der  Erde  den  Strahlen  der  Sonne  ausgesetzt 
wäre;  aber  zu  dieser  Bestimmung  sei  noch  gar  kein  Versuch  gemacht. 
CroH's  Darstellung  sei  übrigens  äuTserst  diffiis,  sodals  es  sehr  schwer 
sei,  sie  vollständig  zu  beherrschen**^).  Jedenfalls  aber  finde  er 
(Newcomb)  sich  aufser  stände,  sie  mit  bekannten  Sätzen  der  Wärme- 
theorie zu  vereinigen;  vielfach  sei  auch  nicht  zu  erkennen,  ob  Groll 
im  Augenblick  von  „Wärmemenge"  oder  „Temperatur"  spreche. 
Dafs  Perioden  gröfserer  mit  solchen  kleinerer  Excentricität  wechselten, 
sei  ja  sicher;  eine  andere  Frage  sei,  wieweit  man  sich  auf  die 
einzelnen  angegebenen  Zahlwerte  verlassen  könne.  Groll  habe 
Leverrier's  Formeln  von  1845  benutzt,  ohne  Rücksicht  auf  Gorrecturen, 
die  diese  Formeln  später,  z.  T.  durch  Leverrier  selbst,  erfahren  hätten. 
Dafs  beide  Hemisphären  im  Lauf  eines  Jahres  von  der  Sonne  die- 
selbe Wärmemenge  erhalten,  unabhängig  von  der  Excentricität 
und    der   Perihellänge  ^^^^) ,   habe   schon   d'Alembert  bewiesen   [wo?J. 


6502)  Wash.  philos.  bull.  2,  1874/78,  p.  43;  vom  Mai  1876. 

6593)  p.  46. 

6594)  Climate  and  time,  N.-Y.  1875.  Eine  Discussion  der  Streitfragen 
durch  S.  V.  Wood  jun.  (Nature  15,  1876)  war  mir  nicht  zugänglich. 

6595)  Amer.  J.  of  sei.  (3)  11,  1876,  p.  263. 

6596)  p.  265;  vgl.  auch  p.  272:  „the  task  of  arguing  with  a  disputant 
who  in  one  breath  maintains  that  the  transparency  of  the  air  is  such 
that  the  rays  reflected  &om  the  snow  pass  freely  into  space,  and  in  the 
next  breath  that  thick  fogs  efFectually  prevent  the  rays  ever  reaching  the 
enow  at  all,  is  not  free  from  embarrassment." 

6597)  p.  270. 
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Wenn  Groll  das  zwar  zugebe,  aber  glaube,  während  der  langen 
kalten  Winter  würde  soviel  Schnee  und  Eis  aufgehäuft  werden,  dafs 
die  kurzen  heifsen  Sommer  es  nicht  zu  schmelzen  vermöchten,  so 
beruhten  seine  Rechnungen  „auf  rein  hypothetischen  Gesetzen  und 
rein  hypothetischen  Daten"  **^).  Übrigens  meint  Newcomb***^), 
weitere  Ausarbeitung  einer  so  complexen  Theorie  sei  um  so  weniger 
wichtig,  als  gar  kein  astronomischer  Grund  zu  der  Annahme  vorliege, 
dafs  die  Strahlimg  der  Sonne  während  der  in  Betracht  konmienden 
Millionen  von  Jahren  ungeändert  geblieben  sei. 

Derselbe  Band  enthält  eine  graphische  Darstellung  des  Ganges 
der  Excentricität  nach  den  Formeln  verschiedener  Autoren  von 
R.  W.  McFarland***^);   ein   späterer ^®^)   eine   noch   ausgedehntere. 

Chr.  Wien  er  •^^)  giebt  zunächst  graphische  Darstellungen  des 
Ganges  der  Sonnenstrahlung  im  Laufe  eines  Tages  zur  Zeit  der 
Solstitien  und  der  Äquinoktien,  für  verschiedene  geographische  Breiten. 
Dann  bildet  er  durch  Integration  die  Tagesmittel  ®^  und  giebt  auch 
von  ihnen  Tabellen  und  graphische  Darstellungen  ftlr  verschiedene 
Jahreszeiten  und  für  verschiedene  geographische  Breiten;  auch  be- 
stimmt er  ihre  Maxima  und  Minima.  Auch  er  findet,  dafs  diese 
Tagesmittel,  solange  die  Sonne  nicht  untergeht,  vom  Polarkreis  bis 
zum  Pol  zunehmen  •*^).  Die  Bestimmung  der  mittleren  Bestrahlung 
während  eines  einzelnen  Ortes  eines  längeren  Zeitraums  findet  er 
sehr  verwickelt®*®^);  er  begnügt  sich  daher  mit  ihrer  Bestimmung 
ini  Mittel  für  einen  ganzen  Parallelkreis,  was  direct,  ohne  dafs 
vorher  eine  Reihenentwicklung  erforderlich  sei,  auf  elliptische  Inte- 
grale führe.  Diese  könne  man  teils  mit  Hilfe  von  Legendre's 
Tabellen,  teils,  wo  diese  nicht  ausreichen,  mit  Hilfe  von  Theta- 
functionen  auswerten**^).  Er  führt,  die  Rechnung  für  die  Achtel- 
jahre, sowie  für  die  „astronomischen"  und  die  „meteorologischen"* 
Vierteljahre  durch  ®^')  und  vergleicht  seine  Resultate  mit  den  von 
Lambert  *****)   und  von  Meech*"®)   erhaltenen^^®).     Endlich  summirt 


6698)  p.  271.         (5599)  p.  278.         6600)  ib.  p.  458. 

6601)  ib.  20,  1880,  p.  106.  Diese  letztere  zeigt  deutlicher,  als  es 
McFarland  Belbgt  zugeben  will,  wie  weit  die  Formeln  verschiedener 
Autoren  bei  weiterem  Zurückgehen  in  der  Zeit  voneinander  abweichen 
und  wie  wenig  zuverlässig  daher  numerische  Werte  für  so  weit  zurück- 
liegende Zeiten  sind. 

6602)  Carlsr.  Verhandl.  7,  1876,  p.  197;  Zeitschr.  Math.  Phys.  t>2,  1877, 
p.  841;  Auszug  Zeitschr.  Meteor.  14,  1879,  p.  113 

6003)  p.  844.         6604)  p.  347.         6606)  p.  349. 
6606)  p.  853.         6607)  p.  360.         6608)  p.  363. 
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er   noch    über   die   ganze  Erde,    unter  Berücksichtigung  ihrer  Ab- 
weichung von  der  Kugelgestalt*^^). 

0.  Fisher*^*®)  giebt  einige  Beispiele  unmöglicher  Consequenzen, 
auf  die  man  geführt  werde,  wenn  man,  wie  Groll  zu  thun  scheine, 
die  Temperaturen  der  einzelnen  Orte  den  ihnen  von  der  Sonne 
zugesandten  Wärmemengen  proportional  setze.  Groll  erwidert®*'^): 
man  müsse  immer  nur  verstehen:  „other  things  beeing  equal^S 
Man  müsse  auch  nicht  nur  directe,  sondern  auch  indirecte  Ein- 
wirkungen berücksichtigen**^*). 

6.  Röllinger**^')  schliefst  sich  im  wesentlichen  an  Wiener**®*) 
an.  Er  bildet**^*)  für  jeden  Punkt  den  Unterschied  zwischen  der 
Wärme  des  kürzesten  und  der  des  längsten  Tages  und  berechnet 
von  diesem  Unterschied  den  Mittelwert  für  einen  ganzen  Quadranten 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zusammenrücken  der  Meridiane  gegen  den 
Pol.  Weiterhin  berechnet  er  noch  verschiedene  andere  Mittelwerte 
von  Differenzen  und  fragt,  für  welche  Werte  der  Ekliptikschiefe 
mehrere  dieser  Mittelwerte  gleichzeitig  möglichst  klein  werden  können. 
Die  dabei  auftretenden  vollständigen  elliptischen  Integrale  berechnet 
er  durch  wiederholte  quadratische  Transformation**^^).  Schliefslich 
kommt  er  zu  dem  Resultat**^*),  dafs  die  Erdaxe  gegenwärtig  wenigstens 
nahezu  die  für  die  gleichmäfsige  Verteilung  der  Wärme  günstigste 
Stellung  habe. 

Durch  eine  in  einem  Referat  von  S.  Günther**^')  über  diese 
Abhandlung  enthaltene,  übrigens  von  Günther  selbst*****)  richtig 
gestellte  Bemerkung  veranlafst  kommt  F.  Roth***^)  noch  einmal  auf 


6609)  p.  366.         6610)  Nature  20,  1879,  p.  577. 

6611)  ib.  21,  1880,  p.  129. 

6612}  Weitere  Ausfuhrungen  ünden  sich  in  einigen  späteren  Aufsätzen 
Croll's,  so  phil.  mag.  (o)  17,  1884,  p.  88,  wo  er  namentlich  wiederholt, 
dafs  seiner  Auffassung  nach  die  Eiszeiten  nicht  directe  Wirkungen  eines 
„high  State  of  eccentricitj*^  seien,  sondern  „of  a  combination  of  phjsical 
agencies  brought  into  Operation  by  means  of  this  high  state^^;  und  ib.  18, 
1884,  p.  268,  die  zwar  keine  neuen  mathematischen  Entwicklungen  bringt, 
aber  vielleicht  die  klarste  Darstellung  seiner  Auffassungen;  namentlich 
vgl.  man  hier  den  Passus  p.  282:  „eccentricity  can  produce  glaciation 
only  through  means  of  physical  agencies,  and  for  the  Operation  of  these 
agencicH  a  cei-tain  geographical  condition  of  things  is  absolute  necessary." 
Übrigens  auch  schon  ib.  (4)  35,  1868,  p.  365. 

6r>i:i)  Progr.  Augsburg  1879.         6614)  §  14,  p.  34. 

6615)  §  20,  p.  47.         6616)  §  25,  p.  65. 

6617)  Zeitschr.  math.  Unterr.  11,  1880,  p.  148. 

6618;  ib.  p.  334.         6619)  ib.  p.  499. 
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den  Lambert  sehen  Satz  zurück  und  zeigt,  dafs  er  auch  fQr  die  Pole 
gelte;  wegen  anderer  Breiten  verweist  er  auf  Wiener.  Von  einer 
ebenfalls  dieser  Zeit  angehörigen  Untersuchung  von  Schlemüller*^^) 
war  mir  nur  das  Referat***')  zugänglich;  sie  enthalte  eine  Entwicklung 
der  jährlichen  Intensität  der  Sonnenstrahlung  als  Function  der 
geographischen  Breite  ß  und  der  Schiefe  der  Ekliptik,  sowie  eine 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitete  lineare  Beziehung 
zwischen  dieser  Function  von  ß  und  den  Dove'schen  Werten  der 
mittleren  Jahrestemperatur  der  Parallelkreise. 

S.  Haughton***^  berechnet  noch  einmal  die  von  einem  Ort 
bestimmter  Breite  während  eines  Tages  durch  Strahlung  von  der 
Sonne  empfangene  Wärmemenge,  ohne  Bücksicht  auf  Absorption  in 
der  Atmosphäre.  Er  entwickelt  die  gefundenen  Formeln  nach  den 
Potenzen  des  Cosinus  des  Stundenwinkels  der  Sonne,  also  des  Products 
aus  den  Tangenten  der  Breite  und  der  Sonnendeklination;  nachher 
entwickelt  er  die  Tangente  der  Deklination  nach  Potenzen  ihres 
Sinus,  führt  die  Länge  der  Sonne  ein  imd  ordnet  nach  den  Functionen 
von  deren  Vielfachen  um;  dabei  begnügt  er  sich  mit  der  directen 
Bestimmung  der  Glieder  niedrigster  Ordnung,  ohne  ein  allgemeines 
Gesetz  der  CoefQcienten  zu  suchen.  Durch  Litegration  des  gewonnenen 
Ausdrucks  erhält  er  die  während  eines  Jahres  aufgenommene  Sonnen- 
wärme. Für  die  Polargegenden  führt  er  eine  besondere  Rechnimg 
aus***^).  Aus  der  Vergleichimg  seiner  Resultate  mit  den  wirklich 
beobachteten  Temperaturen  glaubt  er  Schlüsse  auf  den  Betrag  der 
Ausstrahlung  ziehen  zu  können. 

Eine  zweite  Abhandlung  Haughton's****)  weist  vor  allem  darauf 
hin,  dafs  alle  seine  Vorgänger  (Frölich**'*)  scheint  er  nicht  zu 
kennen)  die  Absorption  in  der  Atmosphäre  vernachlässigt  hätten. 
Doch  wolle  er  erst  ihre  Resultate  noch  einmal  ableiten.  Demgemäfs 
giebt  er  einfache  Beweise  für  die  Sätze  von  Lambert  *^^)  und 
Herschel*^^),  sowie  für  den  d'Alembert  zugeschriebenen  *^^^);  dann 
recapitulirt  er  seine  eben  besprochenen  Untersuchungen***^).  Weiter 
führt  er  zunächst  die  Ausstrahlung  ein,  indem  er  sie  nach  dem 
Rosetti'schen  Gesetz  der  dritten  Potenz  der  absoluten  Temperatur 
proportional  setzt****).     Um  die  so  entstehende  Differentialgleichung 


6620)  Vier  phyBikalische  Abhandlungen,  Prag  1881. 

6621)  Fortschr.  Phys.  37,,  p.  207. 

6622)  Dubl.  proc.  (2)  2,  1880,  p.  92;  vom  März  1878. 

6623)  p.  95. 

6624)  Dubl.  Trans.  28,  1880/86,  p.  47;  vom  Jan.  1881. 

6625)  Satz  4,  p.  51.    6626)  Satz  7,  p.  62. 
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für  die  Temperatur  integriren  zu  können,  ersetzt  er  auf  ihrer  rechten 
Seite  in  dem  Gliede,  das  die  Strahlung  reprftsenürt,  die  Temperatur 
durch  Interpolationsformeln;  es  findet  so***^)  eine  sftculare  Ver- 
änderung der  jährlichen  Strahlung.  Weiter^**)  führt  er  noch  ein 
Glied  ein,  das  den  Einflufs  der  Atmosphäre  a]^f  die  Abkühlung  re- 
präsentiren  und  der  von  einem  zunächst  noch  unbekannten  Nullpunkt 
aus  gemessenen  Temperatur  proportional  sein  soll.  Zur  Ermöglichung 
der  Integration  bedient  er  sich  derselben  Interpolationsformeln  wie 
früher.  Damit  erhält  er  Beziehungen  zwischen  den  Amplituden  der 
jährlichen  und  der  säcularen  Schwankung;  die  letztere  hat  bei  ihm 
die  Periode  der  Bewegung  des  Perihels  und  ihre  Amplitude  hängt 
von  der  Excentricität  ab.  Aus  den  erhaltenen  Resultaten  möchte 
er  gerne  die  Temperatur  der  äufsersten  Schicht  der  Atmosphäre  be- 
rechnen, erhält  aber  eine  Gleichung  weniger  als  Unbekannte;  die 
yerschiedenen  probeweisen  Annahmen,  mit  denen  er  sich  zu  behelfen 
versucht,  führen  nicht  zu  plausiblen  Resultaten ^*^).  Dasselbe  gilt 
auch  von  seinen  Versuchen  ***^),  den  Einflufs  des  Golfstroms  und 
anderer  Meeresströmungen  zu  berechnen.  Zuletzt  zieht  er  aus  seinen 
Rechnungen  die  Folgerung®®*^):  alles  spreche  für  locale  Vergletsche- 
rungen und  gegen  eine  allgemeine  Eiszeit. 

Zwischen  die  beiden  Abschnitte  dieser  Abhandlung  Haughton's 
fallt  der  Zeit  nach  eine  dritte  ®®'*).  Er  setzt  jetzt  eine  Glei- 
chung an: 

^^  =  Ar-\{z)-BiH  +  a),  (45) 

in  der  A  eine  Sonnenconstante  bedeutet,  B  und  a  Constanten,  die 
von  der  geographischen  Breite  „und  von  localen  Bedingungen^^  ab- 
hängen, r  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne,  (p(js)  eine 
Function  der  Sonnenhöhe  ^^^*).  Wird  die  Absorption  vernachlässigt, 
so  ist  (p{z)  =  COS;?;  wird  sie  aber  mitgenommen,  so  wird  q>(z)  eine 
Exponentialfunction  von  cosz  „that  cannot  be  integrated,  even  by 
series"  [!].  Er  meint  aber,  es  sei  bewiesen,  dafs  die  durch  den 
ersten  Term  ausgedrückte  Sonnenwärme,  ob  man  nun  Absorption 
berücksichtige  oder  nicht,  für  den  ganzen  Sommer  unter  correspon- 
direnden  Breiten   denselben  Wert  habe,   und  ebenso  für  den  ganzen 


6627)  p.  66.         6628)  Satz  8,  p.  68.         6629)  Satz  9,  p.  74. 
6030)  Satz  10,  p.  77;  vom  April  1881.         6631)  p.  98. 

6632)  Lond.  roy.  proc.  31,  1881,  p.  478;  Auszug  Nature  24,  1881,  p.  98. 

6633)  Er  hat  also  hier  nicht  wie  vorhin  ein  zur  3.  Potenz  der  ab- 
soluten Temperatur  proportionales  Glied. 
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Winter;  säcolare  Klimaschwankungen  könnten  also  nur  durch  den 
zweiten  Term  bedingt  sein.  Um  ihn  zu  behandeln,  müsse  [?]  man 
eine  Relation  zwischen  u  und  t  annehmen.  Er  verfahrt  demnach 
wieder  wie  in  der  eben  besprochenen  Abhandlung  und  kommt  zu 
dem  Resultate,  dafs.die  einem  Umlaufe  des  Perihels  entsprechende 
sftculare  Temperaturschwankung  sich  zu  der  jährlichen  verhalte  wie 
die  Excentricit&t  zu  1. 

A.  Hempel**^)  hält  es  für  notwendig,  erst  die  DiflFerential- 
gleichungen  der  Erde  um  die  Sonne  noch  einmal  aufzustellen  und 
zu  integriren;  daran  schliefst  er  eine  Ableitung  des  [HerscheFschen] 
Satzes  ^^).  Er  schliefst  aus  ihm  **'**),  dafs  die  Änderung  der  Excentricität 
keinen  Unterschied  für  den  Wärmezustand  der  Erde  im  ganzen 
herbeiführe;  wohl  aber  könne  dadurch  die  Verteilung  der  Wärme 
an  der  Erdoberfläche  beeinflufst  werden  „und  nach  der  Meinung  von 
J.  Groll  soll  das  in  hohem  Mafse  der  Fall  sein'\ 

W.  J.  McGee***^)  giebt  Tabellen  auf  Grund'  der  Formeln  von 
Meech*^*);  er  setzt  dabei  dessen  willkürlich  gewählte  Einheit  etwa 
gleich  2,5^  G,  unter  Berufung  auf  Dove's  Bestimmung  der  Mittel- 
temperatur der  Erde. 

Inzwischen  hatte  auch  Groll  seine  Untersuchungen  weiter  ver- 
folgt. Gegen  „Newcomb,  Hill  and  others"  erklärt  er^**'),  die  „Tem- 
peratur des  Weltraums^^  könne  man  aus  den  Untersuchungen  von 
Pouillet  imd  Herschel  entnehmen;  der  von  ihr  zur  Temperatur  der 
Erde  gelieferte  Beitrag  sei  keineswegs  zu  vernachlässigen.  Im 
übrigen  dreht  sich  die  Discussion  wesentlich  um  geologische  Fragen; 
für  uns  zu  erwähnen  ist  nur  etwa,  dafs  er  gegenüber  Newcomb's 
Betonung  der  Unzuverlässigkeit  der  numerischen  Werte  auf  die 
neuen  Rechnungen  von  McFarland**®^)  hinweist ^^^). 

Ein  folgender  Aufsatz  CroU's*^^^)  wendet  sich  gegen  die  Modi- 
ficationen,  die  A.  R.  Wallace^"^)  anbringen  zu  müssen  geglaubt 
hatte,  namentlich  die  folgende ^**^):  „wenn  einmal  eine  größere 
Fläche  vollständig  mit  Eis  bedeckt  sei,  würden  die  Bedingungen 
einer  Eiszeit  fortdauern,   auch  wenn  das  Perihel  in  den  Winter  zu- 

6684)  Arch.  Math.  Phys.  65,  1880,  p.  387  6685}  p.  847. 

6686)  Amer.  J.  of  sei.  (3)  22,  1881,  p.  487.  —  Ein  etwas  späterer 
Aufsatz  McGee's  (ib.  26,  1888,  p.  113)  giebt  eine  Darstellung  des  damaligen 
Standes  der  Frage,  ohne  neue  mathematische  Entwicklungen. 

6637)  ib.  26,  1888,  p.  249;  phil.  mag.  (5)  16,  1883,  p.  242. 

6638)  p.  250.    Vgl.  ««<>»).         6689)  ib.  17,  1884,  p.  81. 

6640)  Island  life;  mir  nicht  zugänglich,  doch  sind  die  in  Betracht 
kommenden  Stellen  in  dem  Artikel  von  Groll  abgedruckt. 

6641)  Bei  Groll  p.  86. 
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rückkehre;  sodaTs  also  die  Eiszeit  auf  heiden  Hemisphären  zugleich 
herrschen  könne".  Dem  widerspricht  Croll:  je  strenger  die  „glacial 
condition"  auf  der  einen  Halbkugel  sei,  desto  milder  und  gleich- 
mftfsiger  müsse  notwendig  das  Klima  der  andern  sein;  es  handle  sich 
wesentlich  um  Übertragung  von  Wärme  von  der  einen  Halbkugel 
auf  die  andere. 

Newcomb  ei-widert®^^):  er  halte  Croll's  Theorie  nicht  für 
falsch,  aber  nicht  für  bewiesen.  Bei  Groll  fehle  es  an  der  erforder* 
liehen  quantitativen  Bestinmitheit  der  Ausdrucksweise;  mit  Wen- 
dungen wie  „sehr  grofs",  ^verhältnismäfsig  klein"  könne  man  nichts 
anfangen.  Croll  habe  übrigens  einen  umstand  ganz  übersehen,  der 
für  ihn  spreche:  dafs  nämlich  die  Ausstrahlung  rascher  wachse  als 
die  absolute  Temperatur,  sodafs  die  mittlere  Temperatur  eines  Ortes^ 
bei  gegebenem  Werte  der  ihm  im  Laufe  des  Jahres  zugeführten 
Wärme,  am  gröfsten  ist,  wenn  die  Strahlung  gleichmäfsig  über  das 
Jahr  verteilt  ist.  Auch  sei  bei  ihm  unter  Wärme  (heat)  bald  die 
gesamte  zugeführte  Wärmemenge,  bald  die  Strahlung  in  der  Zeit- 
einheit, bald  die  aufgespeicherte  Wärmemenge,  bald  die  Temperatur 
zu  verstehen  *^^).  Die  Untersuchungen  von  Pouillet  und  Herschel 
über  die  „Temperatur  des  Weltraumes"  hätten  „no  sound  basis*'. 

Croll  erwidert  nochmals*^*):  eine  streng  quantitativ  durch- 
geführte Untersuchung  sei  zi  Z.  noch  nicht  möglich.  Wenn  die 
„Temperatur  des  Aufsenraumes"  niedriger  sei,  als  er  angenommen 
habe,  so  würden  die  von  ihm  geschilderten  Wirkungen  nur  um  so 
gröfser.  Newcomb  habe  ihn  überhaupt  vollständig  mifs verstanden; 
er  wiederholt  daher  seine  Auseinandersetzungen  noch  einmal,  doch 
ohne  sie  genauer  zu  präcisiren,  wenn  man  nicht  etwa  seine  Be- 
hauptung dafür  nehmen  will,  Wasserdampf  sei  in  viel  höherem 
Grade  diatherman  für  Strahlen,  die  vom  Wasser,  als  für  solche,  die 
vom  Festland  reflectirt  seien  *^^). 

Ein  etwas  späterer  Aufsatz  Croll's '  **  )  enthält  noch  die  Be-* 
merkung,  dal's  die  durch  Annahme  einer  zu  hohen  „Temperatur  des 
Weltraums"  und  die  durch  Annahme  des  Newton'schen  Erkaltungs- 
gesetzes entstehenden  Fehler  sich  gegenseitig  ausgleichen  müfsten. 
[Bei  diesen  Auseinandersetzungen  läuft  ihm  übrigens  wieder  Tem- 
peratur und  Wärmemenge  durcheinander.]  Die  weitere  Discussion 
betrifft  wesentlich  geologische  Fragen;  für  uns  zu  bemerken  ist  nur 
etwa,   dafs   er  meint ®^^),   zur  Tertiärzeit  sei   die  Excentricität   fast 


6642)  ib.  p.  142.         6643)  p.  146.         6644)  ib.  p.  276 

6645)  p.  279.         6G4Ü)  ib.  18,  1884,  p.  269.         6647)  p.  279,  282. 
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stets  grölser  gewesen  als  jetzt,  aber  die  damals  auch  nicht  fehlende 
Abwechslung  kälterer  und  wärmerer  Perioden  habe  infolge  anderer 
Verteilung  von  Land  und  Wasser  doch  keine  eigentlichen  Eiszeiten 
mit  sich  gebracht. 

W.  F.  Stanley***®)  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  gegen- 
wärtig keineswegs,  wie  man  früher  angenommen  habe,  die  Mittel- 
temperatur der  südlichen  Halbkugel  kälter  sei  als  die  der  nördlichen; 
das  spreche  gegen  CroU's  Theorie.  E.  Hill®***)  giebt  eine  kurze 
Zusammenstellung  der  verschiedenen  zur  Erklärung  der  Eiszeiten 
aufgestellten  Theorien.  Die  Schwierigkeit  in  Grolles  Theorie  sei, 
wieso  eine  blofs  geänderte  Verteilung  der  ungeänderten  Gesamtmenge 
der  zugeführten  Wärmemenge  über  das  Jahr  so  weitgehende  Folgen 
haben  könne.  Croll's  Schilderung,  wie  die  verschiedenen  Effecte  sich 
gegenseitig  verstärkten,  gebe  nichts  seiner  Theorie  speciell  eigen- 
tümliches, sondern  passe  auf  jede;  übrigens  würde  CroU'S  Arga- 
mentation beweisen,  dafs  alle  klimatischen  Verhältnisse  überhaupt 
instabile  Zustände  vorstellten. 

Unabhängig  von  dieser  ganzen  Discussion  ist  die  Verteilung 
der  Sonnenstrahlung  über  die  Erdoberfläche  noch  einmal  von 
A.  Angot  behandelt  worden***®).  Er  giebt  zunächst  eine  nicht  eben 
vollständige  Litteraturzusammenstellung,  in  der  z.  B.  Tralles****) 
nicht  vorkommt;  er  glaubt  daher,  die  Aufgabe  sei  noch  nie  mit 
Berücksichtigung  der  Absorption  behandelt  worden.  Doch  nimmt 
er  sie  erst  noch  einmal  ohne  solche  Berücksichtigung  vor,  indem  er 
einiges  einfacher  behandeln  zu  können  glaubt.  Er  berechnet  zuerst 
die  einem  bestimmten  Ort  während  eines  Tages  zugeführte  Wärme- 
menge****), indem  er  dabei  die  Deklination  der  Sonne  und  ihre  Ent- 
fernung von  der  Erde  als  constant  behandelt  und  die  Deklination 
der  Sonne  zur  unabhängigen  Veränderlichen  wählt.  Der  so  ge- 
fundene Ausdruck  enthält  r'  im  Nenner;  er  entwickelt  den  Zähler 
durch  mechanische  Quadratur  nach  den  Sinus  der  geraden  und  den 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  der  wahren  Sonnenlänge,  multi- 
plizirt  dann  mit  der  aus  der  Astronomie  bekannten  Entwicklung 
von  r*  (§  20)  und  führt  die  Ausdrücke  der  Functionen  der  wahren 
Sonnenlänge  durch  die  der  mittleren  ein**^*);  so  erhält  er  einen 
zur  Bildung  von  Mittelwerten  für  längere  Zeiträume  geeigneten 
Ausdruck. 


6648)  Brit.  assoc.  rep.  f  1884,  p.  723.         6649)  ib. 
6650)  Paris  ann.  m(?t^or.  1883  [86],  B.,  p.  121. 
6661)  nr.  2,  p.  213.         6662)  p.  12U. 
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Bevor  er  dann  zur  Durchführung  der  entsprechenden  Unter- 
suchungen unter  Berücksichtigung  der  Absorption  übergeht,  über- 
zengt  er  sich  zuerst  davon***'*),  dafs  die  von  verschiedenen  Autoren 
gegebenen  Ausdrücke  der  Absorption  als  Function  der  Sonnenhöhe 
keine  numerisch  wesentlich  verschiedenen  Resultate  geben;  er  hält 
sich  daher  für  berechtigt,  den  einfachsten  dieser  Ausdrücke: 

pcowech  (46^ 

zu  benutzen;  das  p  nennt  er  Absorptionscoefficient.  Das  Integral 
über  den  ganzen  Tag  führt  er,  da  ihm  eine  Reihenentwicklung  nicht 
gelungen  sei,  durch  mechanische  Quadratur  aus,  für  verschiedene 
Werte  von  p;  nachdem  das  geschehen  ist,  verfährt  er  wie  oben 
weiter.  Die  Rechnung  mufs  natürlich  für  jede  Breite  besonders 
geführt  werden.  Bei  der  Besprechung  der  Resultate  hebt  er  namentlich 
hervor**^),  dafs  der  Plana'sche  Satz  vom  Maximum  im  Pol  zur  Zeit 
der  Sommersonnenwende  **^)  nur  für  i?  =  1  gilt  und  dafs  für  |?  <  0,8 
auch  nicht  einmal  ein  relatives  Maximum  im  Pol  vorhanden  ist 
Zum  Schlufs****)  bespricht  er  die  eben  erschienenen  Untersuchungen 
Ferrel's ****);  er  vergleicht  die  numerischen  Resultate  und  findet  den 
Grund  für  die  sich  zeigenden  Divergenzen  darin,  dafs  die  von  Ferrel 
benutzten  Reihen  für  höhere  Breiten  als  50®  nicht  mehr  genügend 
convergirten. 

Fr.  Roth***^)  knüpft  an  den  Lambert'schen  Satz**^)  an,  aus 
dem  hervorgehe,  dafs  die  Summen  der  Wärme,  die  die  Erde  während 
des  Sommers  und  während  des  Winters  erhält,  vollständig  gleich 
sind.  Weiter  bespricht  er  die  Divergenzen  zwischen  Meech*^  und 
Wiener**®^);  er  findet**^®),  Wiener  und  auch  schon  Lambert  hätten 
unerlaubterweise  Differential-  statt  Differenzenrechnung  [er  meint 
Integi'al-    statt    Summenrechnung]    benutzt,    während    sie    doch    die 


6653)  p.  130. 

6654)  p.  163.  Besonders  deutlich  stellt  sich  dieses  Ergebnis  in  den 
im  Auszug  J.  de  phys.  (2)  5,  1886,  p.  15  zusammengestellten  Figuren  dar. 
Auch  P ernter  hebt  es  in  seiner  Besprechung,  Meteor.  Zeitschr.  21,  1886, 
p.  543  besonders  hervor. 

6655)  p.  168. 

6656)  Wash.  profess.  papers  signal  service  13,  1884;  mir  nicht  zugäng- 
lich. Ein  Referat,  das  aber  keine  Formeln  enthält,  findet  sich  Fortschr. 
Phys.  4O3,  p.  201.  —  Auch  die  Bemerkungen  von  North  Rice  (science  8, 
p.  347)  waren  mir  nicht  zugänglich. 

6657)  Wochenschr.  f.  Astron.  28,  1885,  p.  49. 

6658)  p.  74.  Er  verteidigt  hier  seine  früheren  Aufstellungen'**^ 
gegenüber  den  Einwänden  von  A.  Wangerin  in  den  Fortschr.  der  Math, 
und  von  S.  Günther  in  Zeitschr.  math.  Unterr. 
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Deklination  der  Sonne  wSlirend  eines  Tages  vorher  als  constant  be- 
handelt bitten.  Meech  habe  diesen  Fehler  durch  Benutzung  der 
Euler-Maclaorin'schen  Sommenformel  yennieden.  Man  umgehe 
übrigens  diese  ganze  Schwierigkeit  ^  wenn  man  Tor  der  Integration, 
bezw.  Sumroation  nach  der  I^it  zuerst  die  Mittelwerte  för  einen 
ganzen  Breitenkreis  berechne. 

Eine  neue  zusammenfassende  Darstellung  Croll's*^^)  war  mir 
nicht  zugänglich  A.  Woeikoff***®»  bespricht  sie  vom  Standpunkte 
des  Meteorologen;  er  stimmt  u.  a.  den  Einwänden  von  0.  Fisher***®) 
zu.  Aolserdem  wendet  er  ein,  die  Durchlässigkeit  der  Atmosphäre 
f&r  Wärmestrahlung  sei  ganz  unbekannt  *^^)  und  man  könne  den 
EinfluTs  einer  Veränderung  der  Excentricität  nicht  nur  so  im  all- 
gemeinen berechnen *••*).  Auch  G.  H.  Darwin  verhält  sich  Croll 
gegenfiber  zwar  im  allgemeinen  zustimmend,  aber  doch  im  einzelnen 
kritisch *^'^j.  Z.  B.  meint  er,  unter  Berufung  auf  Newcomb  und 
Adams,  man  könne  sich  auf  die  numerischen  Werte  der  Excentricität 
für  so  weit  zurückliegende  Zeiten  keineswegs  verlassen.  Die  Schilde- 
rung Croll's  von  der  gegenseitigen  Verstärkung  der  verschiedenen 
Effecte  komme  schliefslich  auf  die  Behauptung  hinaus,  dafs  alle 
klimatischen  Verhältnisse  wesentlich  instabil  seien  ^*^):  das  könne 
man  allerdings  nicht  von  vorneherein  zurückweisen.  Entscheidend 
für  die  Annahme  oder  Ablehnung  von  CroIl*s  Ideen  müsse  schliefslich 
sein,  ob  die  Geologen  zeigen  könnten,  dafs  die  Zustände  beider 
Hemisphären  etwa  alle  10  000  Jahre  sich  vertauschten.  Die  Auf- 
fassung von  Wallace***®)  verlange,  dals  extreme  Elimate  stabil, 
mittlere   unstabil   seien;   das   sei   nun   freilich  sehr  unwahrscheinlich. 

Eine  populäre  Darstellung  von  Croll's  Auffassungen  findet  sich 
bei  A.  Blytt***^);  eine  andere  bei  E.  Lagrange^^). 

W.  Zenker •*•')   berechnet   die   gesamte   der  Erde   zugestrahlte 

6659;  Di8CU88ion8  on  elimate  and  coBmologj,  Edinb.  1885. 

6660;  Phil.  mag.  (6)  21,  1886,  p.  223. 

6661)  p.  281.         6662)  p.  234. 

666^;  Brit.  aggoc.  rep.  f.  1886,  p.  51;  Amer.  J.  of  sei.  (3)  32,  1886, 
p.  390;  Nature  34,  1886,  p.  420. 

6664;  Vgl.  die  parallele  Aüfserung  HiH's**^^;. 

6666;  Chriatiania  Forh.  1886,;  Nature  34,  18«6,  p.  241. 

6606;  Cicl  et  terrc  (2)  2,  1887,  p.  289.  Auch  Lagrange  betont  nament- 
lich: „la  concomitance  d'une  grande  excentricite  dans  Torbite  terrestre  et 
de  cin'on0tancc8  phyBique«  speciales  ä  la  surface  du  globe  qui  a  du 
amener  Ich  p^riodes  dites  glaciaires*'  (p.  313;. 

6667;  Die  Verteilung  der  Wärme  auf  der  Erdoberfläche  (Neubearbeitung 
einer  f*ari8er  Preisschrift),  Berl.  1888. 
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Sonnenwärme  als  Function  der  wahren  Länge  der  Sonne,  ohne  Be- 
rücksichtigang  der  Absorption,  aber  mit  Berücksichtigung  der  Ab- 
weichung der  Erde  von  der  Kugelgestalt.  Durch  Integration  erhält 
er  dann  die  Werte  für  die  Sonnenmonate,  füi*  die  astronomischen 
Jahreszeiten  und  für  das  ganze  Jahr*^.  Aus  den  Formeln  ergiebt 
sich  auch  ihm,  dafs  jede  Halbkugel  während  ihres  Sommers  ebensoviel 
Wärme  erhält  wie  die  andere  während  des  ihrigen,  und  dafs  für 
die  Winter  entsprechendes  gilt.  Nachher  erst®*^)  bespricht  er  die 
Wärmemengen,  die  den  einzelnen  Breiten  zukommen;  er  entnimmt 
hier  die  Resultate  aus  Meech •****)  und  Wiener**^*).  Für  die  Inte- 
gration über  das  ganze  Jahr  schliefst  er  sich  an  Roth**^^)  an**'®). 
Den  EinfluDs  der  Absorption  glaubt  er  nachträglich  noch  an  den 
Integralen  berücksichtigen  zu  können**'^). 

V.  Wellmann**'*)  berechnet  ohne  jede  Rücksicht  auf  die  ganze 
vorhandene  Litteratur  noch  einmal  die  einem  bestinunten  Ort  der 
Erde  während  eines  Tages  von  der  Sonne  zugestrahlte  Wärme.  Er 
vernachlässigt  die  Absorption,  nimmt  die  Deklination  der  Sonne 
während  eines  Tages  als  constant  und '  unterscheidet  nicht  zwischen 
ihrer  wahren  und  ihrer  mittleren  Länge.  Natürlich  findet  er  für 
das  Solstitium  ein  Maximum  am  Pol.  Neu  ist  nur  der  Hinweis 
darauf,  dafs  die  in  den  Formeln  auftretende  Function: 

—  (sinx-x  cos^j)  (47) 

von  Seidel  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Helligkeit 
von  Planeten  tabulirt  worden  ist. 

0.  R aus enb erger**'*)  giebt  eine  Darstellung  der  Resultate 
Wiener's**®^);  er  meint  übrigens**'*),  grofseren  Einflufs  als  die  Ab- 
sorption habe  die  Keflexion,  die  absorbirte  Wärme  gehe  doch  der 
Erde  keineswegs  verloren.  Auch  zeigt  er**'^),  dafs  der  Satz:  „die 
während  einer  bestimmten  Zeit  zugeführte  Wärme  hängt  nur  von 
der  Änderung  der  wahren  Länge  der  Sonne  während  dieser  Zeit  ab" 
in  allen  Fällen  gilt,  in  welchen  die  augenblicklich  zugeführte  Wärme 
nur  Function  der  Sonnenhöhe  ist. 

Ob  die  Abhandlungen  von  0.  Bi ermann**'*),  P.  Rudzki**"), 

6668)  p.  8.         6669)  nr.  3,  p.  12.         6670)  nr.  3  b,  p.  20. 

6671)  nr.  10,   p.  61.     Der  Rest   des  Werkchens   betriflPt  Fragen   der 
Klimatologie. 

6672)  Meteor.  Zeitschr.  23,  1888,  p.  441. 

6673)  Frankf  Höchst.  Ber.  N.  F.  4,  1888,  p.  141.         6674)  p.  144. 
6076)  p.  147.         0076)  Progr.  Klagenfurt  1890. 

6677)  Theorie  der  ewigen  Abkühlung  der  Erde,  Odessa  1891;  russ. 
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E.  Ferron^*^).  F.  Wri^kt**^»  Mertor  g^^rwu  kann  kk  mdrt  an- 
g«h«n«  <ia  sie  mir  aidit  /ngftngfick  war^n  and  die  Fortaekr.  Pkjs. 
knn^  Referat«^  entkaheiL 

Ad.  Sekmidt^^^j  verwirft  die  tkeoretiaekeii  Formelii  für  die 
zogefBkrt««  Winnemengen  aL»  ganz  anzareriäsüg  xnfi  begnügt  siek**^* ) 
mit  «icMT  isterpoiatorisck»  DanteUnng  darck  Beiken.  die  nadi  den 
Codinna  der  Viel£i£ken  des  Zfnfthaht^tand?  der  Sonne  geordnet  sind. 
DaA  Tagesmittel  dröekt  äek  dann  als  linear«  Function  der  Coefß- 
deuten  dieser  Entwieklong  ans:  nnd  die  Fa<:toren,  mit  welcken  sie 
in  diesem  Aosdn^k  mnhiplimt  auftreten«  haben  einen  jlkriicken 
^yang  und  lauen  sick  ikrerseits  dnrck  meckaniseke  Quadratur  in 
thgonometriscke  Beiken  entwickeln. 

Eine  aodffikrlieke.  übrigens  weäentlick  geograpkiscke  nnd  geo- 
logi.%he  Fragen  betreffende  Kritik  der  Theorie  Croll  s  findet  sick  bei 
H,  H.  Howorth**''j,  Einigen-  Punkten  stimmt  er  zu.  namentlich 
der  Betonung  des  greisen  Einflusses  der  Meeresströmungen  auf  das 
Klima  **^;  und  der  Meinung ,  dafs  diese  kanptsäcklick  durek  die 
kerrsekenden  Winde  bedingt  sind****i.  Dagegen  entwickelt  er****) 
eine  merkwflrdige  Auffassung,  nack  der  die  vom  Äquator  nach  den 
Polen  strr^mende  warme  Luft  durch  das  Zusanunenrücken  der  Meri- 
diane zusammengeprefst  werden  müfste:  er  schliefst  aus  ihr,  das  Ton 
einer  regelmäfsigen  Cireulation  zwischen  Äquator  und  Pol  keine 
Bede  .s^in  könne.  Vielmehr  bildeten  Passat  und  Gegenpassat  ein 
Sjst^^m  f&r  sich  und  hätten  mit  der  Luftbewegung  in  höheren 
hrfiifm  gar  nichts  zu  thun****J.  Auch  mit  der  gewöhnlichen  Er- 
klärung der  äquatorialen  Calmen  ist  er  nicht  einverstanden:  diese 
hing^'n  vi^;]mehr  damit  zusammen,  dafs  gegenwärtig  der  thermische 
Äquator  nördlich  vom  geographischen  liege.  Croll  müfste  also  vor 
allem  dies^-  letztere  Thatsache  erklären**®^.  Sie  hänge  schliefslich 
an  der  Verteilung  von  Land  und  Wasser;  diese  müfste  also  in  der 
Eiszeit  anders  gewesen  sein.  Croll  gebe  zu,  dafs  die  Bewegung  des 
Golfstroms   nach   Nordosten   vom   Antipassat  herrühre.     Wenn   aber 


6678)  8ur  la  temperature  du  globe  terreetre,  Paris  1891. 

6679;  Science  20,  1892,  p.  360. 

668^);  Königsb.  Schriften  82,  1891,  II.  Abschn.,  p.  146. 

6681;  p.  149.  —  über  den  Einflufs  der  Absorption  und  namentlich 
der  Hf'wOlkung  ffigt  er  p.  158  noch  einige  Angaben  bei,  mit  Berück- 
Hichiigiing  der  Resultate  von  Zenker**®'). 

6682;  Manch,  mem.  and  proc.  (4)  8,  1890,  p.  65. 

6688;  \).  67.         6684)  p.  70.         6685)  p.  80. 

6686;  p.  82.         6687)  p.  91. 
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der  Passat  stftrker  würde,  würde  es  auch  der  Antipassat;  also 
müfste  der  Golfstrom  durch  eine  Verstärkung  der  Passatwinde  nach 
Norden,  nicht  wie  CroU  angenommen  habe,  nach  Süden  gedrängt 
werden. 

Die  populäre  Darstellung,  die  Sir  ß.  Ball  von  einer  eigen- 
tümlich modificirten  Auffassung  von  Croll's  Theorie  gegeben  hat*^^), 
war  mir  ebenfalls  nicht  zugänglich;  doch  ist  wohl  das  wesentlichste 
aus  einem  Vortrag  BalFs*^^)  und  aus  der  sich  anschliefsenden 
Discussion  zu  entnehmen.  Ball  ist  durch  ein  seltsames  Mifs- 
Verständnis^*^)  zu  der  Meinung  gekommen,  Herschel***®)  und  mit 
ihm  Groll  hätten  geglaubt,  jede  Halbkugel  der  Erde  erhalte  von  der 
Sonne  in  ihrem  Sommer  (vom  Frühlings-  bis  zum  Herbstäquinoctium) 
ebensoviel  Wärme  wie  in  ibrem  Winter.  Demgegenüber  verkündet 
er  als  eine  fundamentale  Entdeckung,  dafs  das  Verhältnis  dieser 
beiden  Wärmemengen  =  63  :  37  sei,  und  zwar  unabhängig  von  der 
Excentricität**^^).  Wenn  die  Excentricität  grofs  sei  und  das  Aphel 
auf  den  Mittwinter  falle,  verteilten  sich  diese  377o  auf  199  Tage; 
dann  ergebe  sich  also  eine  Eiszeit  für  die  betreffende  Halbkugel^ 
auch  ohne  dafs  man  wie  Groll  noch  secundäre  Einflüsse  mit  zu 
Hilfe  zu  nehmen  brauche.  Die  astronomische  Theorie  der  Eiszeiten 
verlange  also,  dafs  während  der  Zeit  grofser  Excentricitäten  mehrere 
Eiszeiten  mit  einer  Periode  von  etwa  21  000  Jahren  auf  den  beiden 
Halbkugeln  miteinander  abwechselten. 

G.  H.  Darwin^^*)  setzt  seine  Auffassung  der  Frage  in  Form 
einer  Kecension  von  Ball's  Buch  auseinander.  Er  lälst  es  dahin- 
gestellt, einen  wie  grofsen  Teil  der  Ei*doberfläche  und  einen  wie 
grofsen  Teil  des  Jahres  man  eigentlich  bei  dieser  Untersuchung  ins 
Auge  fassen  mül'ste,  und  setzt  daher  für  Ball's  Zahl  63 :  37  (genauer 
noch  sei  5  :  3)  den  allgemeinen  Ausdruck  (l  +  a)  :  (l  —  a),  für  einen 
Tag  und  für  die  Excentricität  0.  Wenn  aber  die  Excentricität  ihr 
Maximum   erreiche,   sei   dieses  Verhältnis   noch  mit  75  oder  mit  % 


6688)  The  cause  of  an  ice  age,  Lond.  1891 ;  mit  einem  mathematischen 
Appendix,  2.  Aufl.,  Lond.  1892. 

6689)  Naturw.  Rundschau  7,  1892,  p.  273;  in  kürzerer  Fassimg  Brit. 
assoc.  rep.  f.  1891,  p.  646. 

6690)  Er  mufs  irgendwie  eine  auf  die  ganze  Erde  sich  beziehende 
Angabe  Herschers  auf  die  einzelne  Halbkugel  bezogen  haben. 

6691)  Die  Kedaction  der  Rundschau  weist  sogleich  darauf  hin,  dafs 
diese  Zahlenangabe  sich  schon  bei  Wiener *•'**)  findet;  auch  Ball  selbst 
erwähnt  Nature  45,  1892,  p.  366,  dafs  ihn  Darwin  auf  diese  Tatsache 
aufmerksam  gemacht  habe. 

6692)  Nature  45,  1892,  p.  289. 
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za  multipliciren ,  je  nachdem  das  Aphel  oder  das  Perihel  in  den 
Mittwinter  falle.  Die  Änderung  des  Kontrastes  der  Jahreszeiten 
Tom  einen  dieser  Fälle  zum  andern  werde  also  durch  das  Ver- 
hältnis 86  :  25  dargestellt.  Er  verstehe  eigentlich  nicht,  weshalb 
Ball  auf  den  numerischen  Wert  von  a  so  grofses  Gewicht  lege,  da 
-doch  die  ganze  Argumentation  von  diesem  numerischen  Wert  ganz 
unabhängig  sei.  Dagegen  stimme  er  Ball  dahin  zu,  dafs  Chroll  durch 
•das  Herbeiziehen  aller  möglichen  secundären  Einflüsse  seine  Position 
eher  geschwächt  als  gestärkt  habe,  indem  er  dadurch  zur  Verteidigung 
verschiedener  zweifelhafter  Thesen  verführt  worden  sei.  Zum  SchluTs 
wirft  er  die  Frage  auf,  wie  weit  zurück  man  sich  eigentlich  auf  die 
Angaben  der  Astronomen  über  die  Excentricität  der  Erdbahn  ver- 
lassen könne. 

Ball  erwidert ••••):  er  habe  absichtlich  fär  das  Verhältnis  der 
-zur  Discussion  stehenden  Wärmemengen  nicht  einen  Buchstaben, 
-sondern  einen  bestimmten  Zahlwert  gesetzt  und  die  Gründe  dafür  in 
-dem  Capitel  „why  the  book  has  been  written^^  angegeben. 

H.  H.  Howorth*®**)  findet,  dem  Gewicht,  das  Ball  auf  den 
numerischen  Wert  dieses  Verhältnisses  und  auf  seine  Unabhängig- 
keit von  der  Excentncität  lege,  widerspreche  es  vollkommen,  wenn 
er  auf  dieses  Verhältnis  eine  Erklärung  der  Eiszeit  stützen  wolle; 
dazu  sei  doch  nur  eine  im  Laufe  der  Zeit  veränderliche  Gröfse 
l^eeignet. 

Dagegen  schliefst  sich  M.  Wilh.  Meyer***^)  an  Ball  an.  Auch 
Cl.  King^*^)  findet,  nach  Newcomb's  Einwänden  habe  man  noch 
mit  der  Möglichkeit  rechnen  müssen,  dafs  zwar  etwas  an  Croll's 
Idee  sei,  dafs  sich  aber  aus  ihr  doch  nicht  die  erforderliche  be- 
stimmte Aufeinanderfolge  von  Klimaten  ergebe.  Diese  Lücke  scheine 
durch  Ball  ausgefüllt  zu  sein,  so  dafs  man  jetzt  hoffen  dürfe, 
wenigstens  die  neueren  geologischen  Zeiten  genauer  datiren  zu  können, 
namentlich  wenn  Blytt's  Versuch  gelinge,  die  durch  die  Excentricitäts- 
änderungen  und  die  Präcession  bedingten  Änderungen  der  Attraction 
mit   den   beobachteten  Küstenverschiebungen   in  Parallele   zu   setzen. 

Von  einer  Festrede  von  J.  Geikie^^®^  war  mir  nur  ein  kurzes 
Referat  zugänglich,  demzufolge  Geikie  die  Croirsche  Hypothese  als 
einzige  zur  Erklärung  der  Eiszeiten  geeignete  ansieht  ®^*'^'*). 

6693)  ib.  p.  366.         6694)  ib.  p.  440. 
6605)  Himmel  n.  Erde  6,  1893,  p.  40. 
6600}  Amer.  J.  of  sei.  (8)  46,  1898,  p.  18. 
6697)  Edinb.  geol.  trans.  6,  1892,  p.  209. 
669ö)  Fortschr.  Phys.  60, ,  p.  671. 
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Inzwischen  war  auch  von  anderer  Seite  noch  an  diesen  Pro- 
blemen gearbeitet  worden.  Le  Goarant  de  Tromelin**^)  leitet 
noch  einmal  den  Satz  ab,  dafs  die  ganze  der  Erde  von  der  Sonne 
zugestrahlte  Wärmemenge  der  wahren  Sonnenläng^  proportional  ist, 
dafs  sie  also  für  jede  der  4  astronomischen  Jahreszeiten  denselben 
Wert  hat;  femer,  dafs  von  je  zwei  zum  Mittelpunkt  symmetrisch 
gelegenen  Flächenelementen  das  eine,  während  die  Sonne  einen  be- 
stimmten Winkel  durchläuft ,  ebensoviel  Wärme  erhält,  wie  das 
andere,  während  die  Sonne  den  Scheitelwinkel  durchläuft  Man 
müsse  also  die  Ursache  der  Verschiedenheit  der  Temperaturen  der 
beiden  Halbkugeln  in  etwas  anderem  suchen  als  in  der  directen 
Wirkung  der  verschiedenen  Dauer  der  Jahreszeiten;  er  weist  nament- 
lich auf  die  ungleichen  Verluste  durch  Erkaltung  hin. 

W.  v.  Bezold  findet ®^^),  man  müsse  doch  einmal  das  Wagstück 
unternehmen,  wenigstens  näherungsweise  zu  bestimmen,  welcher 
Bruchteil  der  Wärmemenge,  die  an  irgend  einer  Stelle  in  gegebener 
Zeit  zum  Austausch  kommt,  durch  directe  Einstrahlung  geliefert  und 
durch  directe  Austrahlung  entzogen  wird,  wie  viel  durch  Convection 
zu-  und  weggeführt  wird,  wie  viel  zur  Verdunstung  des  Wassers 
oder  zum  Schmelzen  des  Eises  dient,  vie  viel  im  Erdboden  aufge- 
speichert wird,  um  später  wieder  abgegeben  zu  werden.  Es  sei 
schon  als  Gewinn  zu  betrachten,  wenn  es  gelinge,  diese  Fragen  auch 
nur  der  Größenordnung  nach  zu  beantworten.  Er  stellt  daher  vor 
allem  die  in  Betracht  kommenden  spedfischen,  Verdunstungs-  und 
Schmelzwärmen  zusammen*'®^)  und  zieht  aus  ihnen  den  Schlufs*'®*), 
dafs  der  gröfste  Teil  der  Arbeit,  welche  die  zugeführte  Wärme  zu 
leisten  hat,  auf  die  Wieder  Verdunstung  der  gefallenen  Niederschläge 
komme.  Man  könnte  also,  wenn  die  letzteren  bekannt  wären,  die 
Gesamtzufuhr  abschätzen;  jedenfalls  zeigten  aber  schon  die  bis  jetzt 
bekannten  Zahlen,  dafs  von  der  auf  die  Grenzfläche  der  Atmosphäre 
gelangenden  Strahlenmenge  ein  viel  kleinerer  Teil  in  die  unteren 
Schichten  gelange,  als  man  nach  den  an  ganz  heiteren  Tagen  an- 
gestellten Messungen  über  die  Absorption  in  der  Atmosphäre  viel- 
leicht erwarten  möchte. 

Weiter  setzt  er  ganz  ausführlich  auseinander*^^),  dafs  man 
den  Wärmezustand  der  Erde  als  einen  periodisch  stationären  an- 
sehen  dürfe;   alle   vorkommenden  Gröfsen  seien  also  als  Mittelwerte 


G699)  Par.  C.  R.  115,  1892,  p.  409. 

6700)  Berl.  Ber.  1892,  p.  1140.         6701)  p.  1142. 

6702)  p.  1146.    Und  die  bei  der  Condensation  frei  werdende  Wärme? 

6703)  p.  1147. 
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aufzufassen,  wie  man  sie  aus  langen  Bcobachtungsreihen  erhalten 
würde  (nur  nicht  so  langen,  dafs  man  Änderungen  berücksichtigen 
müfste,  wie  sie  in  geologischen  Perioden  eintreten).  Er  teilt  •''^) 
die  Erde  in  ein  äquatoriales  Gebiet,  in  welchem  die  Einstrahlung, 
und  zwei  polare,  in  welchen  die  Ausstrahlung  überwiegt;  die  „neutralen 
Linien",  die  diese  Gebiete  von  einander  trennen,  verschieben  sich  im 
Laufe  des  Jahres  ®^^^).  Durch  solche  Überlegungen  kommt  er  zur 
Formulirung  der  drei  Probleme*'^*):  Ein-  und  Ausstrahlung  (mit 
Einschlufs  der  Reflexion);  Zu-  und  Abnahme  der  Gesamtenergie  in 
den  einzelnen  Teilen  der  Erdoberfläche;  Convection.  Da  das  erste 
schon  vielfach  behandelt  sei,  nimmt  er  das  zweite  in  Angriff;  zu- 
nächst den  Wänueaustausch  im  Erdboden.     Die  aus  der  Gleichung: 

(48)  «  =  f(x,  t) 

im  Coordinatensystem  der  u  und  x  bei  constantem  t  sich  ergebenden 
Curven  nennt  er  „Tautochronen"^'^').  Er  kommt  zu  dem  Resultat, 
dafs  es  zur  Bestimmung  des  jährlichen  Wärmeaustausches  im  Boden 
genüge,  wenn  man  die  Temperaturverteilung  nur  für  diejenigen 
Zeiten  des  Jahres  aufsuche,  fElr  welche  die  Wärmeaufiiahme  in  Ab- 
gabe übergeht  und  umgekehrt  Schliefslich  giebt  er  noch  an^'®*), 
wie  die  Überlegimgen  zu  modificiren  sind,  wenn  auf  Gefrieren  und 
Auftauen  Rücksicht  zu  nehmen  ist. 

G.  F.  Becker^™^)  nimmt  die  Frage  nach  der  Verteilung  der 
Sonnenstrahlung  nach  geographischer  Breite  noch  einmal  vor.  Er 
geht  davon  aus,  dafs  sich  jeder  Parallel  kreis  auf  die  Ebene  der 
Schattengrenze  als  Ellipse  projicirt  und  dafs  die  von  einer  Zone  der 
Erde  empfangene  Wärmemenge  dem  Flächeninhalt  eines  von  zwei 
solchen  Ellipsen,  bezw.  Ellipsenbogen  begrenzten  Streifens  propor- 
tional ist.  Diesen  berechnet  er  als  Function  der  wahren  Länge  der 
Sonne:  die  Rechnung  fährt  auf  elliptische  Integrale  der  drei 
Gattungen *^^®),  und  zwar  auf  vollständige,  wenn  die  gesamte  von 
einem  Äquinoctium  bis  zum  andern  zugeflihrte  Wärmemenge  be- 
rechnet werden  soll.  Für  die  Polargegenden  hat  man  andere  Inte- 
grationsgrenzen ®'*^);  aufserdem  ist  hier  der  Modul  der  Integrale 
gröfser    als    1    und    man   mufs   erst  eine   Transformation   ausführen. 


6704)  p.  1152.         6706)  p.  1162. 
6706)  p.  1165.         6707)  p.  1170. 

6708)  p.  1173.     Die   in  Aussicht  gestellte  Fortsetzung  scheint  nicht 
erschienen  zu  sein. 

6709)  Amer.  J.  of  sei.  (3)  48,  1894,  p.  96. 

6710)  p.  109.         6711)  p.  111. 
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wenn  man  ihn  kleiner  als  1  haben  will.  Die  auftretenden  voll- 
ständigen Integrale  III.  Gattung  drückt  er  durch  Integrale  I.  und 
n.  Gattung  aus^^^*). 

Anderseits  bestimmt  er*^^*)  für  jede  Isotherme  der  Erde  die 
niedrigste  Breite,  zu  der  sie  im  Januar  heruntersteigt,  und  die  höchste, 
die  sie  im  Juli  erreicht.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Einheiten  stimmten 
die  so  erhaltenen  Curven  mit  denjenigen  der  Sonnenstrahlung  über- 
ein. Daraus  glaubt  er  schlieüsen  zu  können,  dafs  die  verschie- 
denen Werte  der  Sonnenstrahlung  wirklich  eine  gesunde  Basis  für 
die  Vergleichung  der  Klimate  geben.  Er  giebt  dann  längere  Aus- 
einandersetzungen, aus  denen  folgen  soU*'^*),  dafs  eine  Combination 
von  kleiner  [nicht  wie  bei  Groll  grofser]  Excentricität  mit  grofser 
Eklipitikschiefe  mehr  als  irgend  eine  andere  astronomische  Ursache 
geeignet  sei,  die  Anhäufung  von  Eis  in  höheren  Breiten  zu  befördern. 
Diese  Theorie  schliefse  gleichzeitige  Vereisung  beider  Hemisphären 
nicht  aus  und  verlange  auch  nicht,  dafs  die  einzelne  Eiszeit  nur 
etwa  10 — 12000  Jahre  dauere.  Die  Schiefe  der  Ekliptik  sei  seines 
Wissens  nur  bis  8000  Jahre  zurück  berechnet:  man  könne  die 
Rechnung  weiter  führen^  doch  sei  auf  Extrapolationen  über  einige 
Vielfache  von  20000  Jahren  hinaus  kein  Verlafs,  weil  Glieder  höherer 
Ordnung  in  den  Formeln  vernachlässigt  seien. 

P.  A.  Hansen®^^^'')  wendet  sich  im  Anschlufs  an  Woeikoflf  vor 
allem  dagegen,  dafs  Groll  die  Temperatur,  von  der  „Temperatur 
des  Weltraums"  an  gerechnet,  der  zugeführten  Sonnenstrahlung  pro- 
portional setze;  das  gelte  weder  von  der  Temperatur  kürzerer  Zeit- 
räume, noch  im  jährlichen  Durchschnitt  Auch  wenn  man  mit  Ball 
die  Halbkugeln  als  Ganzes  ins  Auge  fasse,  finde  man  den  unterschied 
der  Temperaturen  im  Verhältnis  viel  kleiner  als  den  der  Wärme- 
zufuhren ^^^^).  Man  müsse  also  notwendig  annehmen  ®^^^,  die  Erde 
selbst  besitze  einen  so  grofsen  Wärmevorrat,  dafs  sie  ihn  über  Baum 
und  Zeit  verteilen  könne,  sodafs  locale  und  temporäre  Unterschiede 
der  Zufuhr  dagegen  verschwinden.     Veränderungen  der  Excentricität 


6712)  Tabelle  der  numerischen  Werte  p.  103;  er  giebt  an,  er  habe 
sich  zu  ihrer  Berechnung  teils  ,,bekannter  Reihenentwicklungen**,  teils  der 
Tafeln  von  Legendre  bedient. 

6713)  p.  101.  Er  giebt  zu,  dafs  es  eigentlich  nicht  auf  die  Temperaturen 
von  Januar  und  Juli  ankomme,  sondern  auf  die  Hälften,  in  die  man  das 
Jahr  durch  die  Epochen  der  Mitteltemperatur  teilen  könne;  aber  für  diese 
gebe  es  seines  Wissens  keine  Isothermenkarten. 

6714)  p.  107.         6716)  Christ.  Porh.  1894, . 
6716)  p.  6.         6717)  p.  8. 
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könnten  also  keinen  merklichen  Einflufs  ausüben,  solange  die  ge- 
samte jährliche  Zufuhr  ungeändert  bleibe,  die  ja,  wie  allgemein  zu- 
gestanden, von  der  Excentricitat  unabhängig  sei.  Auch  wenn  man 
nicht  von  der  „Temperatur  des  Weltraums",  sondern  von  der  tieflBt^n 
an  der  Erdoberfläche  beobachteten  Temperatur  (—  70®  C)  aus  rechne, 
erhalte  man  kein  anderes  Resultat  *^'^).  Dann  stellt  er  die  Frage 
so:  welche  geographische  Breite  erhält  jetzt  dieselbe  Wärmemenge 
von  der  Sonne,  wie  eine  gegebene  geographische  Breite  bei  gröfserer 
Entfernung  von  der  Sonne  ?*'*^);  er  findet,  dafs  man  so  höchstens  auf 
einen  Temperaturunterschied  von  1  —  2®  gefOhrt  werde,  was  zur  Er- 
klärung einer  Eiszeit  nicht  ausreiche.  Weiter  bespricht  er  Groll's 
Milfshypothesen*'*^),  sowie  diejenigen  von  Blytt*'*^),  der  umgekehrt 
zu  dem  Resultat  gelangt  sei,  dafs  bei  grofser  Excentricitat  eine 
milde  Periode  auftrete,  wenn  der  Winter  ins  Aphel  falle.  Er  meint, 
das  eine  hebe  das  andere  auf.  Übrigens  sei  die  von  Groll  benutzte 
Theorie  Dove's,  daüs  der  Gegenpassat  die  Feuchtigkeit  der  Tropen 
nach  den  Polen  bringe,  nicht  haltbar;  damit  falle  ein  wesentliches 
Glied  in  der  von  Groll  angenommenen  Kette  von  Wechselwirkungen. 
Auch  die  von  Groll  für  die  Jetztzeit  vorausgesetzte  gröfsere  Strenge 
des  Winters  in  der  südlichen  Halbkugel  finde  in  Wirklichkeit  gar 
nicht  statt  *^").  Die  von  Blytt  angerufene  Tatsache,  dafs  bei  grolsen 
Temperaturunterschieden  starke  Südwestwinde  das  warme  Wasser  des 
atlantischen  Oceans  an  die  Küste  von  England  und  Norwegen 
treiben,  habe  mit  der  Verteilung  von  Land  und  Wasser  gar  nichts 
zu  thun,  sondern  die  entsprechende  Erscheinung  finde  sich  auf  der 
südlichen  Halbkugel  noch  stärker  ausgeprägt*'**).  Aufserdem:  wenn 
niedrigere  Wintertemperaturen  diese  Winde  verstärkten,  so  müfsten 
sie  durch  höhere  Sommertemperaturen  geschwächt  werden;  das  hebe 
sich  also  im  Resultat  auf*'**).  Aber  selbst  wenn  man  alle  Voraus- 
setzungen zugebe,  komme  man  von  Blytt's  Hypothese  aus  doch  auch 
höchstens  zu  einem  Temperaturunterschied  von  einem  Grad*'^^;; 
man  könne  also  die  Sache  ansehen  wie  man  wolle,  man  rechne  nie 
eine  gröfsere  Temperaturdifferenz  heraus*'**).  Ebensowenig  sei  die 
Excentricitätstheorie  im  Stande,  die  höheren  Temperaturen  der 
Tertiärzeit  zu  erklären*'*').  Endlich  stimmten  die  aus  den  astrono- 
mischen [von .  ihm  für  zuverlässig  gehaltenen]  Werten  berechneten 
Epochen   der  Eiszeiten  nicht  mit  den   von   der  Geologie  verlangten 


6718)  p.  9.  6719)  p.  10.         6720)  p.  12.         6721)  p.  14. 

6722)  p.  17.         6723)  p.  19.         6724;  p.  20. 
6726)  p.  22.         6726)  p.  26.         6727)  p.  29. 
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überein  ^^^).  Die  astronomische  Eiszeittheorie  sei  also  nach  jeder 
Richtung  hin  unbrauchbar. 

Um  dieselbe  Zeit  hat  in  England  E.  P.  Culverwell«^**)  die 
Debatte  über  die  ganze  astronomische  Eiszeittheorie  noch  einmal  er- 
öffnet, indem  er  eine  Grenze  für  den  EinfluTs  einer  groisen  Excentri- 
cität  auf  das  Klima  festzustellen  versuchte.  Wenn  HerscheFs  An- 
nahme richtig  sei,  daTs  der  Überschufs  der  Temperatur  eines  be- 
stimmten Ortes  über  die  „Temperatur  des  Weltraums"  der  ihm 
zugefClhrten  Sonnen  wärme  proportional  sei,  so  müTsten  auch  die 
Differenzen  zwischen  den  Sommer-  und  Wintertemperaturen  ver- 
schiedener Orte  den  Differenzen  der  ihnen  im  Sommer  und  im 
Winter  zugeführten  Wärmemengen  proportional  sein.  Das  sei  aber 
keineswegs  der  Fall*^*®).  Noch  weniger  dürfe  man  also  erwarten, 
daCs  solche  Proportionalität  für  die  Änderungen  der  Sommer-  und 
Wintertemperatur  eines  und  desselben  Ortes  stattfinde.  Man  müsse 
vielmehr  die  Frage  so  stellen:  welche  geographische  Breite  empfängt 
jetzt  ebenso  viel  Sonnenwärme,  als  eine  gegebene  Breite  bei  gröfserer 
Excentricität?®^'^)  Er  findet,  dafs  das  nur  einen  Breitenunterschied 
von  wenigen  Grraden  bedinge.  Nachher  ^^•*)  giebt  er  für  die  ge- 
samte Jahreswärme  noch  entsprechende  Tabellen  und  Figuren,  die 
er  aus  Meech's  Tafeln*^*®)  durch  graphische  Interpolation  gewonnen  hat. 

Auf  Grund  dieser  Untersuchungen  erklärt  er  dann  an  anderer 
Stelle*'**):  die  ganze  astronomische  Eiszeittheorie  sei  nur  eine  vage 
Hypothese  und  habe  keine  gesunde  physikalische  Grundlage.  Groll 
lege  mehr  Gewicht  auf  die  indirecten  Wirkungen,  Ball  behaupte,  die 
directe  Erniedrigung  der  Temperatur  durch  die  Veränderung  der 
Sonnenstrahlung  reiche  zur  Erklärung  aus;  aber  keiner  von  beiden 
habe  sich  gefragt,  wie  grofs  denn  eigentlich  die  Temperaturändemng 
sein  müsse,  wenn  eine  Eiszeit  eintreten  solle.  Alles  beruhe  auf 
einer  gelegentlichen  Bemerkung  Herschel's,  nach  der  die  Ausstrahlung 
der  absoluten  Temperatur  proportional  zu  setzen  sei;  wenn  man 
statt   dessen   von   dem   Stefan'schen   Gesetz   ausgehe,    nach   dem   die 

6728)  p.  32. 

6729)  Phil.  mag.  (ö)  38,  1894,  p.  641;  Ausz.  Brit.  assoc.  rep.  f.  1894, 
p.  660. 

6780)  Figur  p.  544. 

6731)  p.  546.    Das  ist  also  dieselbe  Auffassung  wie  bei  Hansen''^'). 

6732)  p.  547. 

6733)  Nature  51,  1895,  p.  .H3.  Seine  ausführlichere  Kritik  der  Theorien 
BalVs  und  Croirs,  geol.  mag.  2,  1895,  p.  3,  p.  55,  war  mir  nicht  zugäng- 
lich; FortHchr.  der  Phys.  51,,  p.  639  finden  sich  auch  keine  näheren  An- 
gaben. 
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Ausstrablang  der  Tierten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional sei.  erhalte  man  zn  einer  gegebenen  Veränderung  der  zu- 
gef&brten  Wärmemenge  nur  den  vierten  Teil  der  von  CroU  und 
Ball  angenonmienen  Veränderung  der  Temperatur.  Groll  bringe  bei 
seiner  Beräcksichüguug  der  secnndären  Änderungen  dieselbe  Ursache 
zweimal  in  Bechnong.  Wenn  man  nicht  die  ganzen  Halbkugela, 
sondern  nur  die  för  die  Eiszeitfrage  speciell  in  Betracht  konmienden 
Gegenden  berfickidchtige,  seien  Ball*8  Zahlen  37  :  63  durch  etwa 
25  :  75  zu  ersetzen.  Dals  eine  Vermehrung  der  mittleren  jährlichen 
Schwankung  von  etwa  11^  auf  etwa  Id^/^^C  noch  keine  Eiszeit 
bedingen  würde,  gehe  daraus  hervor,  dafÜs  jetzt  alle  Continente  nörd- 
lich von  40^  Breite  eine  solche  Schwankung  aufweisen.  Wie  weit 
die  Temperatur  eines  Ortes  von  der  directen  Sonnenstrahlung  und 
wie  weit  sie  von  Convection  durch  Luft-  und  Meeresströmungen  ab- 
hänge, müsse  immer  bis  zu  einem  gewissen  Grrade  anbestimmt 
bleiben;  eine  strenge  Lösung  des  ganzen  Problems  sei  infolgedessen 
nicht  möglich.  Doch  dürfe  man  annehmen,  dafs  der  letztere  Ein- 
fluis  stark  überwiege.  Eine  obere  Grenze  für  die  directe  Wirkung 
könne  man  auf  dem  in  seiner  eben  besprochenen  Arbeit  ein- 
geschlagenen Wege  erhalten. 

Dann  sieht  sich  H.  Howorth  durch  das  Erscheinen  der  neuen 
Auflage  von  Sir  A.  Geikie's  ,yice  age%  in  welcher  dieser  sich  viel- 
fach auf  Ball  beruft,  zu  einem  neuen  scharfen  Angriff  gegen  Ball 
veranlafst «'**).  Das  Verhältnis  37  :  63  gehöre  Wiener  ««^^)  und  habe 
überhaupt  mit  der  Eiszeit  nicht«  zu  thun,  da  es  von  der  Excentri- 
cität  unabhängig  sei.  Damit  verliere  aber  Ball's  Buch  überhaupt 
seine  Existenzberechtigung,  da  alles  andere  schon  bei  Groll  stehe. 
Culverwell's  Kritik  sei  „simplj  crushing";  Ball  sei  seiner  Stellung 
eine  ausdrückliche  Zurücknahme  schuldig. 

Dem  hält  E.  W.  Hobson«"*)  entgegen:  Howorth  habe  Ball 
mifsverstanden ;  Ball  sehe  die  Ursache  der  Eiszeit  gar  nicht  in  dem 
Verhältnis  37  :  63,  sondern  in  einer  besonderen  Combination  von 
Stellungen  der  Erdaxe  mit  grofser  Excentricität.  Das  37  :  G3  stehe 
nur  da,  um  darauf  hinzuweisen,  dafs  diese  Umstände  gröfseren  Ein- 
flufs  ausüben  könnten,  als  man  sonst  vielleicht  anzunehmen  geneigt 
sein  würde. 

Howorth  antwortet •^'•j:  Ball  bleibe  auch  in  der  neuen  Auf- 
läge   dabei,   dafs  Groll   geglaubt  habe,   die  Zahlen  für  Sommer  und 


6784)  Nature  52,  1896,  p.  694.         6735)  ib.  p.  643. 
6736)  ib.  58,  1896,  p.  29. 
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Winter  seien  einander  gleich,  obwohl  Noble  schon  1891  [wo?]  be- 
merkt habe,  dai's  dieser  Vorwurf  ungerechtfertigt  sei.  CroU  gebe 
z.  B.  filr  Edinburgh  4  :  7,  und  zwar  schon  vor  Wiener.  Allerdings 
gebrauche  Croll  die  Zahlen  37  :  63  in  seinen  Rechnungen  nicht,  da 
er  wohl  gewuist  habe,  dafs  es  auf  die  Verhältnisse  der  einzelnen 
Breitengrade,  nicht  auf  die  der  ganzen  Halbkugeln  ankomme.  Ball 
dagegen  verwende  diese  Zahlen  ungerechtfertigter  Weise  für  einzelne 
Cregenden,  u.  a.  filr  Grofsbritannien;  ob  denn  Howorth  diesen  „er- 
staunlichen Schlufs"  billige?  Culverwell's  Bechnungen  seien  ent- 
scheidend nicht  nui*  gegen  BaU,  sondern  tlberhaupt  gegen  die  ganzen 
astronomischen  Eiszeittheorien,  diejenige  Croll's  nicht  ausgeschlossen. 

G.  H.  Darwin^^^^  glaubt,  man  erwarte  vielleicht  von  ihm  eine 
Meinungsäufserung,  da  er  Ball's  Buch  früher  ••^')  besprochen  habe. 
Er  erklärt  daher,  er  halte  nach  wie  vor  an  der  Aui^assung  fest,  es 
sei  ein  Verdienst  von  Ball,  dafs  er  die  vielen  secundftren  Betrach- 
tungen CrolFs  bei  Seite  geschoben  habe;  aber  auch  an  der,  dafs 
Ball  auf  ganz  nebensächliche  Zahl  werte  Gewicht  lege,  wenn  er  so 
viel  von  dem  Verhältnis  37  :  63  rede.  In  Culverweirs  Argumen- 
tation könne  er  keinen  Fehler  finden,  so  willkommen  ihm  auch  die 
Aufdeckung  eines  solchen  wäre,  da  die  astronomische  Theorie  doch 
ungemein  anziehend  sei.  Zum  Schlufs  teilt  er  mit,  Ball  habe  ihm 
neuerdings  gesagt,  dafs  er  an  seiner  Meinimg  festhalte,  dabei  aber 
auf  die  Rolle  der  Meeresströmungen  hingewiesen.  Darwin  fragt: 
ob  das  nicht  eine  Rückkehr  zur  Auffassung  CrolFs  sei  und  eine 
Discussion  des  Einflusses  einer  Änderung  der  Sonnenstrahlung  auf 
die  Strömungen  erfordere? 

Nun  läfst  sich  auch  Ball  selbst  endlich  zu  einer  ÄuTserung 
herbei*^*®).  Dafs  er  Croll  mifsverstanden  habe,  darauf  sei  er  gleich 
nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  seines  Buches  von  Monck, 
Noble  und  vielleicht  noch  anderen  aufmerksam  gemacht  worden;  er 
habe  das  in  der  zweiten  berichtigt.  Cul verwell  habe  ihn  nicht  über- 
zeugt.; man  müsse  den  „thatsächlichen^^  und  den  „adiabatischen^^ 
Temperaturgradienten  unterscheiden.  Wenn  zwischen  den  Mittel- 
temperaturen zweier  bestimmter  Zonen  jetzt  kein  merklicher  Unter- 
schied sei,  so  folge  daraus  noch  nicht,  dafs  auch  nur  wenig  Unterschied 
sei  zwischen  denjenigen  Mitteltemperaturen,  die  nur  von  den  der 
einen  und  der  andern  Zone  durch  die  Sonne  zugeführten  Wärme- 
mengen herrühren  würden;  das  würde  nur  gelten,  wenn  alle  Parallelen 
adiabatisch  wären,  was  sicher  nicht  der  Fall  sei. 

6737)  ib.  p.  197.         6738)  ib.  p.  220. 
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<»\tr^Uiiü^  mmmt  andi  A.  B.  Wallaoe  in  dcmselbefi  SIbb 
jrtjjTfH  rnJT^rwell  SteDang^^.'.  Im  Juni  stebe  die  Sonne  in  Jarm 
Utflffft^iitlkh  niedriger  als  in  Ixmdon  and  der  Tag  sei  bier  be^izidii- 
li/rfa  iJkti^'fT  aU  d^/rt.  Jara  müsf«  also  dann  wibzcnd  eine«  Tages  htr- 
UlkArtlicL  wffnig^T  Wirme  erlialten  als  London:  gleiciiwokl  sei  hier 
4a^  T<it&p«ratar  um  10*  C  niedriger  als  dort,  ans  einer  Menge  ron 
Gründen.  Man  mQ.ue  also  wirklich  die  Halbkngeln  als  Ganzes  ins 
Au;fe  las^fi.  nieht  einzelne  Zonen,  und  Ball  habe  folgüdi  mit  Becht 
auf  da«»  Verfalltois  37  :  63  so  grolses  Gewicht  gelegt.  Aniserdem 
mfUt»e  man  das  verschiedene  Verhalten  Ton  Wasser  und  Loft  einer- 
Mrit«,  F^liA  andererseits  gegenfiber  der  Ausbreitung  der  Wärme  in  Be- 
tracht ziehen.  Überhaupt  unterschätzten  die  gegen  Croll  auftreten- 
den AstrriDomeD  nnd  Physiker  die  Complicirtheit  des  Problems. 
Croirn  Verdiem»!  sei,  daCs  er  diese  erkannt  habe:  dem  könnten 
etwaige  Versehen  im  einzelnen  keinen  Eintrag  thun. 

Cnlverwell  erwidert*'^ t:  was  ihm  Ball  und  Wallaoe  vor- 
hielten,  dafs  er  nämlich  voreilig  von  der  Differenz  der  zagetnhrten 
Wirmemengen  auf  die  Differenz  der  Temperaturen  geschlossen  habe, 
das  sei  gerade  der  Fehler  Croll's  gewesen.  Man  brauche  nur  mit 
CroH'H  Methode  die  Wintertemperatur  eines  Ortes  aus  seiner  Sommer- 
tem^ieratur  zn  lierechnen,  so  sehe  man  das  unmittelbar  ein.  Dafs 
die  astronomische  Eiszeittheorie  verföhrerisch  sei,  gebe  jeder  zu; 
!M;ine  Kritik  beziehe  sich  nicht  auf  ihr  Princip,  sondern  nur  auf  die 
bii»  dahin  angestellten  Versuche  numerischer  Durchführung.  Man 
müsse  ffben  doch,  wie  jetzt  auch  Ball  zu  thun  scheine,  zu  Croll 's 
AuffaiiHung  zurückkehren,  dafs  secundäre  Einflüsse,  namentlich  die 
Btrömungen  des  Wassers  und  der  Luft,  eine  wesentliche  Rolle 
spielten;  aber  wie  solle  man  diese  quantitativ  in  Rechnung  bringen? 
Er  habe  wenig  Hoffnung,  dafs  ein  solcher  Versuch  gelingen  könnte. 

0.  Fisher*^^^)  meint,  es  komme  schliefslich  darauf  an,  ob  eine 
allgemeine  Verlegung  der  „isotherms  of  sun-heat^^  um  3  oder  4  Grad 
nach  Httden  die  verlangten  Änderungen  der  Strömungen  bewirken 
kOnne. 

lioworth*^^')  findet,  Ball  und  ebenso  Darwin  hätten  den 
Standpunkt  der  „rein  astronomischen^'  Eiszeittheorie  aufgegeben-,  wer 

67811)  ih.  p.  220. 

i'tlAO)  ib.  p.  26H.  Wallace  erkennt  ib.  p.  317  die  Richtigkeit  dieser 
Bemerkung  an,  beharrt  aber  im  übrigen  auf  seiner  Meinung,  dafs  durch 
(^ulverwell'H  Einwände  die  Theorie  CroU's  nicht  erschüttert  sei,  noch  viel 
w<'niger  dif'Jenige  Modification  derselben,  die  er  CW.)  gegeben  habe. 

«741)  ib.  p.  296.         6742)  ib.  p.  841. 
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bleibe  eigentlich  noch?  Man  müsse  also  CroU's  Darstellung  des 
Einflusses  einer  Änderung  in  der  Verteilung  der  Wärmezufuhr  auf 
die  Strömungen  seciren.  Das  habe  er  in  dem  Capitel  „transcendental 
meteorologj^^  seines  [mir  nicht  zugänglichen]  Buches  „the  glacial 
nightmare'^  gethan,  ohne  bis  dahin  widerlegt  worden  zu  sein. 

Ball*^^)  erklärt  nur  kurz:  er  habe  seine  Auffassung  keines 
wegs  geändert  und  sei  immer   noch   davon  überzeugt,  dafs  er  une^ 
Wallace  gegenüber  Culverwell  recht  hätten. 

Darauf  Howorth*^^'^):  das  sei  nun  gar  nicht  zu  verstehen. 
Wallace  habe  doch  seit  Jahren  eine  ganz  andere  [uns  hier  nicht 
berührende]  Theorie  vertreten;  habe  sich  nun  W.  zu  B.  oder  B.  zu 
W.  bekehrt?  Er  richtet  daher  an  Ball  die  Frage,  wie  dieser  eine 
Reihe  von  Punkten  jetzt  auffasse;  erhält  aber,  soviel  ich  sehe,  keine 
Antwort  mehr. 

unabhängig  von  dieser  Discussion  nimmt  W.  Zenker*'**)  die 
Frage  der  Verteilung  der  Sonnenwärme  über  die  Erde  noch  einmal 
vor.  Die  Strahlung  des  mittleren  Monatstages  nimmt  er  zunächst 
als  mafsgebend  für  den  ganzen  Monat;  das  sei  zwar  theoretisch 
nicht  streng  richtig ,  aber  praktisch  ausreichend.  Die  Absorption 
zieht  er  wie  in  seiner  früheren  Schrift***')  erst  nachträglich  an  den 
Mittelwerten  in  Rechnung*'**);  er  glaubt,  dais  man  die  von  der 
Erdoberfläche  aufgenommenen  Strahlenmengen  als  lineare  Functionen 
der  an  der  oberen  Grenze  der  Atmosphäre  ankommenden  ansetzen 
könne,  nur  mit  verschiedenen  Coefflcient-en  für  Land  und  Wasser. 
Die  so  erhaltenen  Resultate  seien,  wenn  auch  nicht  mathematisch 
sicher,  doch  noch  besser  als  solche,  die  mit  gänzlicher  Vernach- 
lässigung der  Absorption  erhalten  würden.  Nach  diesen  Vor- 
bereitungen bespricht  er*'*')  die  „Verschiebung  der  WärmcMrirkungen"; 
er  glaubt,  die  Verspätung  der  Wärmewirkung  der  Sonnenstrahlung 
auf  die  Lufttemperatur  sei  für  continentale  Klimata  auf  24,  für 
oeeanische  auf  39  Tage  anzuschlagen.  Und  zwar  konmit  er  zu 
diesem  Resultate,  da  die  Einthttszeiten  der  Temperaturextreme  sich 
nicht  scharf  bestinmien  lassen,  indem  er  bestimmt,  für  welches  x  die 
Temperatur  x  Tage   nach   dem   einen  Äquinoctium  ebenso  grofs  ist, 

6743)  ib.  p.  388.         6744)  ib.  p.  460. 

G74Ö)  Leop.  N.  A.  67,  1806,  p.  1;  Auszug  Meteor.  Zeitschr.  27,  1892, 
p.  386,  880.  Er  referiert  zunächst  über  Meech«"»)  und  Wiener«»«»;;  dafs 
er  bei  dem  letzteren  drei  Methoden  der  Berechnung:  „mittelst  Logarithmen, 
mittelst  elliptischer  Functionen  und  mittelst  einer  Rechenmaschine*^  neben- 
einanderstellt, zeigt,  dafs  ihm  mathematisches  femer  liegt. 

6746;  Cap.  3,  p.  18.         6747)  Cap.  4,  p.  19. 
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als  X  Tage  nach  dem  andern.  Daraufhin  führt  er  die  Berechnung 
der  von  der  Sonne  zugefuhrten  Wärmemengen  noch  einmal  für 
Monate  aus,  deren  Beginn  um  24,  bezw.  39  Tage  dem  Beginn  der 
bürgerlichen  Monate  vorausgeht;  er  begnügt  sich  aber  diesmal  nicht 
mit  der  Wärmezufuhr  des  mittelsten  Tages  eines  solchen  Monats, 
sondern  nimmt  das  Mittel  aus  den  Zahlen,  die  zu  dem  5.,  15.  und 
25.  Tage  gehören.  Für  Januar  und  Juli  nimmt  er  schätzungsweise 
einen  niedrigeren  Mittelwert.  Die  so  erhaltenen  Zahlen  vergleicht 
er  dann  mit  den  Mitteltemperaturen  der  betr.  Breitengrade. 

R.  Hargreaves*'**)  nimmt  die  ganze  Berechnung  der  Ver- 
teilung der  Sonnenstrahlung  über  die  Erdoberfläche  noch  einmal 
vor.  Er  berechnet  zunächst  die  Zufuhr  eines  Tages,  indem  er  dabei 
die  Sonnendeklination  als  constant  behandelt  und  die  Absorption 
vernachlässigt*"**).  Den  gefundenen  Ausdruck  entwickelt  er  nach 
den  Vielfachen  der  wahren  Länge  der  Sonne;  die  Goefficienten 
werden  elliptische  Litegrale  der  drei  Gattungen  und  lassen  sich  be- 
quem mit  Hilfe  von  Becursionsformeln  berechnen*'^).  Der  , jähr- 
liche" Term  ist  der  einzige,  der  nur  trigonometrische  Functionen 
enthält  und  zugleich  der  einzige,  der  mit  der  geographischen  Breite 
des  Beobachtungsortes  sein  Vorzeichen  wechselt.  Der  diu*ch  Lite- 
gration  sich  ergebende  Ausdruck  fiir  die  Gesamtzufuhr  während  eines 
Jahres  enthält  die  Excentricität  nur  in  einem  Factor,  der  der  kleinen 
Axe  der  Bahn  umgekehrt  proportional  ist.  Die  Circumpolargegenden 
müssen  besonders  behandelt  werden;  durch  geeignete  Umformungen 
gelingt  es  ihm  auch  hier,  alles  auf  die  Berechnung  vollständiger 
elliptischer  Integrale  zurückzuführen*"^*).  Für  den  Pol  selbst  ist 
ein  Grenzübergang  erforderlich.  Nachher  bestimmt  er  die  Maxima 
und  Minima  des  Absolutglieds  dieser  Entwicklung  ^"**j.     Die  Summe 

6748)  Cambr.  trans.  16,  18ü6,  p.  58.  Von  der  vorhergegangenen 
Litteratur  erwähnt  er  nur  Meech^'^**),  den  er  nachträglich  kennen  gelernt 
habe,  Haughton,  den  er  aus  Ferrel  kennt,  und  Ball;  seine  Arbeit  sei  ver- 
aulafst  durch  das  Gefahl,  dafs  man  den  Einflufs  veränderter  ExcentricitUt 
unterschätze,  wenn  man  mit  Ball  nur  die  Halbkugeln  als  Ganzes  behandle. 
Übersicht  der  Resultate  §  6,  p.  65. 

6749)  §  7,  p.  66. 

6750)  §0,  p.  68.  Tabelle  der  Werte  dieser  Coefficienten  und  ihrer 
Ableitungen  nach  der  Schiefe  der  Ekliptik  und  nach  der  geographischen 
Breite  p.  93. 

6761)  §  10,  p.  70. 

6752)  §  11,  p.  73.  §  2,  p.  60  die  zugehörige  Figur,  in  der  das  Absolut- 
glied Lq  als  Function  der  Breite  für  verschiedene  Werte  der  Ekliptik- 
schiefe k  dargestellt  ist.  Für  niedrigere  Breiten  wächst  Lq  mit  wachsen- 
dem «,  für  höhere  nimmt  es  mit  wachsendem  e  ab  (§  4,  p.  62). 
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für  die  ganze  Erde  bestimmt  er  auf  zwei  Arten,  einmal  durch  Inte- 
gration, dann  durch  eine  direete  Betrachtimg®^^*).  Er  bemerkt,  dafs 
die  zu  der  ersteren  führenden  Überlegungen  sich  auch  noch  an- 
wenden lassen,  wenn  man  vorher  mit  einem  Legendre'schen  Polynom 
des  Sinus  der  Breite  multiplicirt  hat,  und  dafs  man  also  auf  diese 
Weise  die  jährlich  zugeführte  Wärme  nach  solchen  Polynomen  ent- 
wickeln könne.  Bequemer  erhalte  man  übrigens  diese  Entwicklung, 
von  der  Bemerkung  aus,  dafs  die  Tagessumme  Q  als  Function  der 
Breite  X  und  der  Sonnendeklination  d  der  Differentialgleichung  genügt: 

Duraus  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  die  gesuchte  Entwicklimg  die 
Form  haben  mufs: 


00 

«  " •    '■  -."V 


Q  =  h+  -i^i  (sin  ^)  Pi  (Sin  S)  +2jhnl%„  (»üi  ijJ',,  (sin  i);     (50) 

die  Coefticienten  bestimmen  sich  dann  aus  dem  Specialfall  e  =  0, 
für  den  sin  d  =  0,  Q  =  cos  k  wird.  Die  Pg^  (sin  ö)  entwickelt  er 
noch  mit  Hilfe  des  sog.  Additionstheorems  der  Eugelfimctionen 
(§  32,  15)  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  wahren  Länge  der 
Sonne.  Er  findet  ^^^*),  für  die  meisten  Zwecke  gebe  die  so  erhaltene 
für  einen  bestimmten  Breitenkreis  geltende  Formel  ebenso  viel  Auf- 
schlufs  als  eine  für  eine  endliche  Zone  geltende;  er  leitet  daher 
diese  nur  summarisch  ab,  indem  er  zuerst  im  Anschlufs  an  Ball  die 
Projection  der  in  irgend  einem  Augenblick  erleuchteten  Fläche  auf 
eine  zur  Richtung  der  Lichtstrahlen  senkrechte  Ebene  bestimmt. 
Auch  hier  treten  vollständige  elliptische  Integrale  als  Entwicklungs- 
coefficienten  auf. 

Die  so  erhaltenen  Resultate  werden  dann  mit  Hilfe  der  Ent- 
wicklung der  Mittelpunktsgleichung  (§  20,  18)  von  der  wahren 
Länge  auf  mittlere  transformirt;  dabei  geht  die  Syuunetrie  in  Bezug 
auf  die  beiden  Halbkugeln  verloren  ®^^^).  Es  stellt  sich  heraus,  dafs 
dann  der  Einiiufs  der  Excentricität  am  gröfsten  erscheint,  wenn  die 
Länge  des  Perihels  0  oder  n  ist^^^^). 


(>7r»8)  §  12,  p.  76. 

6754)  §  14,  p.  79;  zugehörige  numerische  Werte  §  16,  p.  88. 

6765)  §  17,  p.  84;  Tabelle  p.  94. 

6756)  §  5,  p.  63.  Er  bespricht  p.  64  namentlich  die  infolgedessen  in 
der  Nähe  des  Äquators  auftretenden  Verhältnisse,  die  ihm  bemerkenswert 
scheinen. 


1324    I.Hauptteil.  li.Abschn.  Unten,  üb.  Leitung  d.  Wärme  u.Elektricit&t. 

Erst  nachträglich  •'^')  berücksichtigt  er  auch  die  Absorption. 
Das  geschehe  gewöhnlich,  indem  man  den  Absorptionsfactor  in  der 
Form  (35)  annehme;  diese  Form  sei  bequem  für  die  Vergleichung 
der  Absorption  zu  verschiedenen  Tageszeiten,  führe  aber  auf  Schwierig- 
keiten, wenn  über  das  ganze  Jahr  integrirt  werden  solle.  Man  könne 
den  Factor  nach  Potenzen  des  Cosinus  der  Zenithdistanz  entwickelt 
ansetzen  und  die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  empirisch  be- 
stimmen; für  die  Ausfahrung  bequemer  sei  auch  hier  eine  Ent- 
wicklung nach  Legendre'schen  Polynomen.  Um  sie  zu  erhalten  setzt 
er  zunächst  •'^): 

(51)  Xp^  I  (s^^  X  sin  tf  +  cos  il  cos  d  cos  ipyd^'^ 

0 

unter  ti;j  ist  dabei  für  die  arktischen  Regionen  0  oder  tt,  sonst  der 
halbe  Tagesbogen  der  Sonne  zu  verstehen.  Diese  Functionen  ge- 
nügen der  Differentialgleichung: 

(Ö2)  J^  -  tg  i.  J  +  p(p  +  1)1^  =  p(p  -  1  )x^_,; 


mit  ihrer  Hilfe  kann  die  Entwicklung  von  r,  nach  Legendre' sehen 
Polynomen  aus  der  von  r,_2  abgeleitet  werden.  Für  den  Pol  er- 
balte man  die  Entwicklung  einer  durch: 


(53)  f{e)  = 


sin'ösin^f  für  0  <  ö  <  tt; 
0  für  7t<Ö  <  27r 


definirten  Function  nach  den  trigonometrischen  Functionen  der  Viel- 
fachen von  ö  •'*•).  Vergleichung  der  so  erhaltenen  speciellen  Formeln 
mit  den  allgemeinen  giebt  die  Entwicklung  von  sin"*£  nach  den 
Zugeordneten  der  Legendre'schen  Polynome  von  cos  s  mit  constantem 
Neben-  und  veränderlichem  Hauptindex.  Durch  Integration  erhält 
er  dann  Summen  für  Sommer  und  Winter '^^j. 

Die  vorausgeschickte  Übersicht  über  die  Resultate  giebt  auch 
noch  einige  Andeutungen  darüber,  wie  man  von  der  Wärmezufahr 
auf  die  Temperatur  kommen  könne •'•*):  man  müsse  jedenfalls  die 
Absolutglieder  und  die  jährlichen  Terme  besonders  vergleichen;  die 
übrigen  könne  man  wahrscheinlich  vernachlässigen,  aber  jedenfalls 
sei  zur  Zeit  die  Sache  noch  sehr  unsicher. 


r\ 


6767)  §  18,  p.  86    6768)  §  19,  p.  87.    6759)  §  21,  p.  90. 
6760)  §  22,  p.  92.    6761)  §  6,  p.  64. 
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W.  Branco'^'^  streift  bei  seiner  Besprechung  neuerer  Theorien 
der  Eiszeit  die  Theorie  von  Groll  nur  kurz,  um  sie  mit  der  Be- 
merkung zurückzuweisen:  sie  könne  nur  Eiszeiten  erklären,  die  auf 
beiden  Halbkugeln  abwechselnd,  nicht  gleichzeitig  aufträten,  „wie 
letzteres  doch  ersichtlich  der  Fall  sei". 

N.  Ekholm*'**)  will  den  ganzen  Fragencomplex  der  Klima- 
Schwankungen  noch  einmal  discutiren.  Die  Erklärung  der  Eiszeiten 
blols  durch  die  Verschiedenheit  der  Länge  von  Sonuner-  und  Winter- 
halbjahr weist  er  zurück,  da  die  gesamte  Zufuhr  von  Wärme  während 
des  kurzen  Sommers  der  einen  Halbkugel  ebensoviel  betrage  als 
während  des  langen  der  andern;  man  sehe  das  auch  am  Mars,  bei 
dem  gegenwärtig  der  Unterschied  in  der  Länge  der  beiden  Jahres- 
hälften viel  beträchtlicher  sei,  als  er  jemals  auf  der  Erde  werden 
könnte,  und  der  doch  keine  Eiszeit  aufweise.  Dagegen  behandelt 
er  ausführlich  den  Einflufs  der  Änderungen  der  Schiefe  der  Ekliptik •'•*). 
Er  bespricht  zimächst  die  geologischen  und  paläontologischen  That- 
sachen,  die  für  die  Annahme  wärmerer  Klimate  während  eines  Teils 
der  Quartärzeit  sprechen,  und  will  dann  zeigen *^^),  dafs  sie  sich 
„einfach  und  vollständig"  durch  die  langperiodischen  Schwankungen 
der  Ekliptikschiefe  erklären  lassen.  Für  die  Berechnung  dieser 
Schwankungen  bezieht  er  sich  auf  Stockwell;  er  giebt  zwei  Tabellen 
der  während  je  eines  Monats  einem  bestinmiten  Breitengrad  infolge 
jener  Änderungen  mehr,  resp.  weniger  zugeführten  Wärmemengen 
imd  der  daraus  sich  ergebenden  Temperaturänderungen  •'•*).  Über  die 
Berechnung  der  letzteren  giebt  er  nur  an  *'•'),  dafs  er  die  aus 
meteorologischen  Beobachtungen  bekannten  mittleren  Temperaturen 
der  vei-schiedenen  Parallelkreise  und  das  Stefan'sche  Gesetz  der 
Abhängigkeit  der  Strahlung  von  der  Temperatur  benutzt  habe.     So 


6762)  Natura.  Rundgchau  11,  1896,  p.  479. 

6763)  Ymer  1899,  p.  353,  mir  nicht  zugänglich;  engl,  „revised  and 
enlarged'*  quart.  j.  meteor.  27,  1901,  p.  1. 

6764)  nr.  6,  p.  36. 

6766)  p.  39.  Merkwürdig  ist,  dafs  er  dabei  nur  davon  redet,  dafs  bei 
gröfserer  Ekliptikschiefe  im  Sommer  die  Tage  länger  sind  und  die  Sonne 
höher  steigt,  aber  nicht  davon,  dafs  daf&r  im  Winter  die  Tage  kürzer 
sind  und  die  Sonne  nicht  so  hoch  steigt,  während  doch  seine  eigenen 
Tabellen  den  Einflufs  auch  dieses  letzteren  Umstandes  sehr  wohl  erkennen 
lassen. 

6766)  p.  42. 

6767)  p.  18  und  p.  41.  Er  scheint  das  Stefan'sche  (besetz,  statt  auf 
die  augenblicklichen,  auf  die  durchschnittlichen  Temperaturen  und 
Strahlungsmengen  anzuwenden,  was  doch  nicht  ohne  weiteres  angeht. 
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kommt  er  zu  dem  Schlnsse,  das  Ende  der  groCsen  Eiszeit  könne 
nicht  weiter  zurückliegen,  als  das  vorletzte  Maximum  der  Ekliptik- 
schiefe, d.  h.  50000  Jahre*^«^. 

C.  V.  L.  Charlier****)  wiD  die  Theorie  zum  Nutzen  der  Geologen 
möglichst  TollstSndig  darstellen  und  dabei  einige  Lücken  ausfüllen, 
u.  a.  Ekholm's  Einwand  ^^^),  den  auch  schon  Flammarion  erhoben  habe, 
widerlegen.  Er  recapitulirt  zu  diesem  Zwecke  die  Resultate  von 
Meech****)  und  Wiener  ••®*);  die  auftretenden  elliptischen  Integrale 
in.  0.  ersetzt  er  näherungsweise  für  alle  Breiten  bis  zu  60^  durch 
trigonometrische  Functionen  •''•).  Die  Werte  der  Excentricitat  und 
der  Perihellftnge  für  verschiedene  Epochen  entnimmt  er  McFarland  ••***); 
aulserdem  giebt  er  auf  Grund  von  StockweU's  Störungrsformeln  eine 
genauere  Berechnung  der  Differenz  zwischen  der  Länge  von  Sommer 
und  Winter  •^^^).  Dann  bespricht  er  die  Anwendung  der  Formeln 
auf  den  Mars*^^*);  dazu  berechnet  er  erst  für  diesen  Planeten  die 
Präcession.  Aus  der  Rechnung  wüi-de  folgen,  dafs  die  südliche 
Hemisphäre  des  Mars  jetzt  eine  Eiszeit  haben  müfste;  dafs  das 
thatsächlich  nicht  der  Fall  sei,  erkläre  sich  aus  der  Verteilung  von 
Land  und  Wasser. 

L.  Pilgrim*"*)  meint,  es  „dürfte  zulässig  sein",  im  Durch- 
schnitt anzunehmen,  dafs  die  auf  die  Erwärmung  der  Luft  wirklich 
verwendete  Wärmemenge  der  zugestrahlten  proportional  sei,  die 
Ausstrahlung  der  Zeit  proportional.  Er  bestimmt  zunächst  die 
der  nördlichen  Halbkugel  während  des  Zeitelements  dt  zugefßhrte 
Wärmemenge,  indem  er  den  beleuchteten  Teil  von  ihr  auf  eine  zu 
don  Sonnenstrahlen  senkrechte  Ebene  projicirt;  dann  fährt  er  mit 
Hilfe  des  Flächensatzes  [vgl.  ***®)]  die  wahre  Länge  als  Integrations- 
variable ein  und  kann  damit  die  Integration  elementar  ausfuhren. 
Für  die  Zunahme  des  Wärmevorrates  während  eines  ganzen  Jahres 
erhält  er  so: 

(54)  SB-  =  2«r(^^^.-B), 

dabei  bedeuten  Ä  die  „Solarconstante^\  X  den  Factor,  mit  dem  man 
die  gesamte  zugeführte  Wärmemenge  multipliciren  mufs,  um  die 
wirklich  zur  Temperaturerhöhung  verwendete  zu  erhalten,  ß  die  in 
der  Zeiteinheit  von  der  über  der  Flächeneinheit  lagernden  Luftsäule 

6768)  p.  44.  ^ 

6769)  Lund  Arsskr.  87,,,,  1901;  Lund  fysiogr.  Handl.  12,,  1901. 

6770)  nr.  2,  p.  S.         6771)  nr.  6,  p.  9.        6772)  nr.  6,  p.  11. 
6778)  Württ.  Mitt.  (2)  6,  1908,  p.  88. 
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nach  aufseii  abgegebene  Wärmemenge.  Dieses  B  drückt  er  in  den 
folgenden  Formeln  aus  durch  denjenigen  Wert  e^^  der  Excentricitftt  e, 
für  welchen  der  Ausdruck  (54)  0  wird;  indem  er  annimmt,  dafs 
im  Laufe  der  Zeit  keine  dauernde  Anhäufung  von  Wärme  vor- 
gekonmien  sei,  setzt  er  für  dieses  %  den  Mittelwert  der  Excentricität 
während  eines  sehr  langen  Zeitraums.  Daraus  würde  sich  ergeben  •'^*), 
dafs  seit  75000  Jahren  der  Ausdruck  (54)  immer  negativ  geblieben 
wäre;  da  diese  Folgerung  von  der  Geologie  nicht  bestätigt  wird, 
so  schliefst  er,  dafs  die  betreflfenden  Terme  überhaupt  vernachlässigt 
werden  könnten.  Er  versucht  dann  noch  einen  andern  Weg  zur 
Berechnung  dieser  Constanten,  indem  er  die  jährliche  Temperatur- 
schwankung der  jährlichen  Wärmezufuhr  und  Ausstrahlung  gegen- 
überstellt ^^^^);  femer  eine  Berechnung  des  Einflusses  der  astronomischen 
Verhältnisse  auf  die  Niederschlagsmenge,  indem  er  diese  der  sommer- 
lichen Wärmezufuhr  [der  ganzen  Halbkugel]  proportional  setzt  •''•). 
Auf  ebenso  unsicheren  Voraussetzungen  beruhen  seine  Versuche,  den 
Einflufs  der  astronomischen  Verhältnisse  auf  die  mittlere  Jahres- 
temperatur^''^^, auf  die  Lage  der  Schneegrenze  ^^^*)  und  auf  die 
Lilandseiswirkung^'^^^)  abzuschätzen.  Die  aus  der  Summation  der 
verschiedenen  so  angenommenen  Wirkungen  resultirenden  Zahlen  für 
die  totale  Verschiebung  der  Schneegrenze  stellt  er  schliefslich  mit 
den  von  den  Astronomen  angenommenen  zusammen  *^'**^). 

Die  ausführlichere  Darstellung*'^ )  bringt  zum  Teil  wörtlich 
dieselben  Auseinandersetzungen  in  anderer  Anordnung,  mit  umfang- 
reicherer Heranziehung  meteorologischen  Materials,  die  Tabellen 
zum  Teil  in  engeren  Intervallen  fortschreitend;  die  Rechnungen  sind 
unter  Berücksichtigung  höherer  Potenzen  der  Excentricität  durch- 
geführt®'**), die  unbegründeten  Annahmen  werden  diesmal  deutlicher 
als  solche  hervorgehoben.  Auch  stallt  er  seine  Zahlenwerte  denjenigen 
McFarland^s*'®^)  gegenüber*'**):  er  meint,  die  den  seinigen  zu 
Grunde  liegenden  Störungsformeln  beruhten  auf  einem  genaueren 
Wert  der  Erdmasse.  Zum  Schlüsse  weist  er  übrigens  darauf  hin, 
dais  man  nicht  wisse,  wie  weit  die  benutzten  astronomischen  Formeln 
für  so  entfernte  Zeiträume  noch  zuverlässig  seien;  er  meint,  eventuell 
könnte    die   Sache    sogar    so    liegen,    dafs   man   einen  Beweis   ihrer 

6774)  p.  37.         6776)  p.  38.         6776)  p.  41. 
6777)  p.  44.         6778)  p.  47.         6779)  p.  61. 

6780)  Tabelle  VI,  p.  68. 

6781)  Stuttg.  Jahresh.  60,    1904,    p.  26.     Er  citirt  jetzt  auch  J.  H. 
Lambert  "*<)  und  Meech  «***). 

6782)  §  4  des  math.  Anhangs,  p.  108.        6783)  Tabelle  12,  p.  116. 


r.  ßaoDCSsu.  Il.AhfleiiB.  CTi&tts^ib  f  iwiamg  L  Winpg^  ^ FIiHUf  rVittt- 


ZfX7'»riäügüriri»st   ao»   'ier  L  3«r*nLgniiiming  'ier  aus  -Juubl  «amaenm 

vif  "idM  ZiHXmaÜJ  la^üsasiKSüt  i^rffi  irerie^r^]*^^  . 

A.  B«r'5*r:'rii*^*    war  mir  läiikz  mgingTiMi, 

AzigaivnL    fttxr    d»   Veiteilixxuz'   d«r    soQZLflxscr&ahmjr    inf   »ienk 
Ifan  ÄiuVii  fKtL  »näftr  h^  <l'kar!i«r''*^   b<i  J.  PlAr^maiiA*^*^   and 


^o^h  *iin^  tmden  Are  dem  ProcUm  «ier  ELszeic  roK  der  Lriire 
Ton  d«r  Wirm#fcl«tazLg  aoä  b^izakomiiMii.  entwiekeli  C  DaTison**^:. 
W;ri  ZOT  Z«ct  (  —  0  di«  TeaLpennzr  »io-  C^ber&krcLe  am  l*  «mieiirigt. 
v>  tr^hz  nfh  suu  den  Formeln  Ton  Thomson '^^■.  dads  der 
T«mp^T%(rirgnuibeiit  an  der  Oberfl2eiie  mr  Zeit  (  um: 

gri^ÜMT  MTB  wirL  al.<4  pt  v>Dst  «ein  wflrde.  Betrug  er  zu  Ende  der 
EiiR^t,  \M  lifyjf*  F  0h<rfl2chentemperanir  1*  auf  i  Fnis.  nnd 
Mt  w  j*?tzt,  bei  49*  F.  OberflSdientemperatiir.  1*  auf  49  Fnts.  so 
ergiehc  nch: 

J^araoü  lielae  sich  <  berechnen,  wenn  x  bekannt  wäre.  Vergleiofaiing 
der  Beoba/^htangen  von  zwei  verschiedenen  Orten,  anter  der  Annahme, 
dafji  T  an  beiden  za  Ende  ihrer  resp.  Eiszeiten  denselben  Wert 
halt/;,  (ne^it  AoAkanft  darfiber,  ob  die  Vergletscherong  an  ihnen 
gleichzeitig  oder  za  Terschiedenen  Zeiten  aufgetreten  ist.  So  könne 
man  aon  Beobachtungen  an  einem  Orte  der  südlichen  Halbkugel 
^hliefAen,  ^laf»  sie  dort  zu  anderer  Zeit  aufgetreten  sei.  als  auf  der 
n^^rdlichen*'*^;.  P.  Kendall  entgegnet*'*)  [m.  E.  mit  Recht]:  einen 
v^Ichfrn  Hchlnfft  könne  man  doch  nicht  nur  auf  Beobachtungen  an 
einem  einzigen  ^>rt  stützen. 

6784y  p.  117.         «7)56^  Weltall  2,  liK)2.  p.  95. 

C7>46;  Natorw,  Rundschau  8,  1898.  p.  165.  PlafBmann  enrähnt,  dafs 
«ich  graphiHche  Darstellungen  der  Verteilung  auf  der  Erde  bei  Hann, 
Hor'.hsifitter  u.  Pokornj.  astron  u.  phjsik.  Geographie,  Leips.  u. 
Prag  IHKO  ^mir  nicht  zugänglich;,  finden. 

47H7;  Natun;  64,  1901,  p.  100. 

07HH;  ittixA.  magaz.  2,  1H95,  p.  366;  mir  nur  durch  die  Angaben  in 
d<ir  folg<;nd<;n  Note  zugänglich. 

67H9;  Nature  64,  1H9C,  p.  187.         6790)  ib.  p.  319. 
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§  105.     Wärmeleitung  in  zwei  Dimensionen; 
Beziehungen  zur  Theorie  der  analytischen  Functionen 

complexen  Arguments. 

Die  Beziehungen  der  Gleichung  der  stationären  Wärmeleitung 
in  zwei  Dimensionen  zur  Theorie  der  Functionen  complexen  Arguments 
sind  im  Anschlufs  an  Lame^"^)  von  J.  N.  Haton  de  la  Goupilliire*^'*) 
weiter  verfolgt  worden.     „Da  die  Gleichung: 

&+&"-«  » 

als  Specialfall  der  Gleichung  der  Seitenschwingungen  [§  4 — 6]  an- 
gesehen werden  könne^^,  sei  ihr  allgemeines  Integral: 

u  =  {q>{x  +  iy)  +  \^\>{x  —  iy)',  (2) 

es   falle   reell  aus,   wenn  (p  und  t/;  conjugirt  complex  seien.     Wenn 

man  dann: 

du       du         n    ,    du    .    ^  ,_v 

^ä-  =  ö—  cos  ö  +  ö—  sm  ö  (3) 

08       ox  ^   dy  ^  ^ 

auf  die  Form: 

/•sin(ö~€)  (4) 

bringe,  mit: 


zeige  sich^*^'*),  dafs  durch  jeden  Punkt  eine  Richtung  ö  «  €  eiistirt, 
in  der  die  Temperatur  sich  nicht  ändert,  also  die  Tangente  einer 
Isotherme.  In  der  dazu  senkrechten  Richtung  erreicht  du/ds  seinen 
gröfeten  Wert  /";  das  giebt^'^')  die  Richtung  der  „fQets  de  chaleur**. 
Ihre  Gleichung  ist'^^): 

Wird  weiter*'^): 

K=Zsin(ö-A)  (7) 

gesetzt,  so  giebt  6  =^  X  die  Richtung  einer  „Isodyname^^,  längs  deren 


6791)  J.  ^c.  polyt.  cah.  38,  1861,  p.  16;  Auszug  aus  dem  1.  Teil  Par. 
C.  R.  48,  1869,  p.  621.  Dafs  auf  die  von  Gauchy  ausgebildete  Theorie 
der  Functionen  complexen  Arguments  nirgends  Bezug  genommen  wird,  ist 
eigentlich  auffallend. 

6792)  nr.  3,  p.  17.    6798)  nr.  6,  p.  19. 
6794)  nr.  6,  p.  20.    6796)  nr.  7,  p.  21. 
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/  «»r^iiflaas   äffe  za,    isr  'iaaa,  twi'r'yjrvn   jfcfTnMrTg  sos  f'*' '.  * 


-  =  X-  «a  9  —  A. 

<4  - 


-V=^.-^ 


aik^r%»^ium  w«Hen  kdnacB.  5o  kmim  ans  jedoc  Paar«  zu  eiBiLDder 
oithc(flr>»al«r  isGdMrmer  Sritcme  em  neues  abglichet  verdcn:  nzid 
dareil  WMd^iic^iiiig  dkaes  TcrfahreBS  «ine  ganxe  ..dHa&GB'*  solcher 
iijftem«*^'.  Eine  zweite,  toc  ihm  al«  jEliasi«:<n  prinzipale"  b«- 
leichfleVr,  irird  eriiahen,  indem  man: 

aO;  log  ^,  -  I  logr'    ^  i  log  V' 


Mt2t*^  ;:  die  conjngiiten  Sjiteme  haben  hier  eine  weniger  einfaelie 
g«9om«üwhe  Bedeatimg^*';.  Eine  dritte  filiation  wird  ron  den 
IiM>kliDen  der  Linien^  TlO»  gebildet*^).  Die  rerschiedenen  i*** 
AbUfitongen  der  Temperatur  lassen  sieb  alle  durch  zwei  Ton  ihnen 
aiudrflcken**^;;  damit  eriillt  man  auch  for  die  x^  Ableitong  nach 
einer  beliebigen  Bichtnng  einen  ein&rhen  Aasdmek.  der  deh  wieder 
aof  die  Form: 

l\\)  jy,  rinlxö  — «j 

bringen  laOrt,  §oda£i  man  aof  die  zweite  filiation  zurückkommt  *'*''L 
Aof  daMelbe  H^  kommt  man  aneh,  wenn  man  Ton  den  filet$  de 
ehaleor  aojgebt  ••••;. 

Eh  folgt  eine  aosf&hrliche  Discnssion  der  möglichen  singularen 
Ponkte  (y^noends^)  der  Ijothermen,  in  der  [m.  W.  znm  ersten  \tale] 
der  Hatz  ansgesprochen  ist,  dais  in  einem  solchen  die  yerschiedenen 
Zweige  »ich  anter  gleichem  Winkel  schneiden  ^^').  Die  Orte  der 
Wendepunkte  der  Isothermen  und  der  filets  de  ehaleor  sind  bezw.  durchs 

«79«;  DJ.  9,  \i.  '1%.  «797)  nr.  10,  p.  24.         6798>  nr.  16,  p.  27. 

•799>  nr.  1«,  p.  28.         «800;  nr.  17,  p.  SO.         «801)  nr.  19,  p.  31. 
«802;  nr.  22,  p.  M.         «80S;  nr.  24,  p.  3«.         6804)  nr.  28.  p.  40. 
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9>''±t/^'>'*  =  0  (12) 

gegeben  ^^^);  sie  können  übrigens  auch  noch  als  andere  geometrische 
Orter  definirt  werden  Der  Ort  der  Punkte,  in  denen  die  Krümmung 
jeder  einzelnen  Isotherme  am  gröfsten  ist,  ist*®^): 

29>'(9' V"  -  ^'Wl  -  3(9' V*  -  t/^'*9"')  -  0.    (13) 

Die  Curven,  längs  deren  die  tangentiale  Variation  der  Temperatur 
constant  bleibt,  („Trajectorien^^)  bilden  eine  zweifach  unendliche 
Schar ^^^;  alle  diejenigen  von  ihnen,  für  die  die  Gonstante  denselben 
Wert  hat,  haben  eine  bestimmte  Isodjname  zum  Ort  der  Spitzen. 
Längs  einer  solchen  Trajectorie  ist  die  Temperatur  dem  durchlaufenen 
Weg  proportional.  „Höhere  Trajectorien"  können  ebenso  durch 
Benutzung  höherer  Differentialquotienten  definirt  werden  •***).  Unter 
ihnen  sind  ausgezeichnet,  die  „enveloppes  nulles  d'ordre  Jf^\  die  für 
A:  =  1  die  Isothermen  selbst  sind,  für  Ä  =  2  durch: 

J*yq>'\z)dz  ±fy^^^)dz  =  const.  (14) 

bestimmt  werden  ^®^). 

Alle  diese  Dinge  verfolgt  er  dann  noch  geometrisch  an  der 
Fläche,  deren  Punkte  die  zusammengehörigen  Werte  von  rc,  ^,  n  zu 
rechtwinkligen  Coordinaten  haben •®^®);  Punkte,  fflr  welche  w  =  c» 
ist,  geben  für  diese  Fläche  einen  „pic"  oder  „cratire"  •®^^). 

Endlich  setzt  er  auch  die  Auffassung  noch  einmal  auseinander, 
nach  der  u  und  v  als  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  betrachtet 
werden  können  ^^'^),  namentlich  giebt  er  Belationen  zwischen  den 
Ableitungen  des  einen  Paares  von  Gröfsen  nach  den  andern  ^^^  und 
den  Satz,  dafs  man  auch  umgekehrt  x-\-iy  als  Function  von  u-f/t; 
ansehen  kann^'*). 

Der  zweite  Teil^*^)  handelt  vom  cylindrischen  Potential,  d.  h. 
von  (endlichen)  Sunmien  der  Form: 

^K  log  ^•     ("J = ^'  ■  '^^  ■"  ^^ "  '''O-  (15) 

Die  Niveaulinien  einer  solchen  Potentialfnnction  können  als  Isothermen 


6805)  nr.  33,  p.  44.  6806)  nr.  37,  p.  48.         6807)  nr.  39,  p.  61. 

6808)  nr.  42,  p.  52.  6809)  nr.  48,  p.  53.         6810)  nr.  46,  p.  57. 

6811)  nr.  51,  p.  60.  6812)  nr.  52,  p.  61. 

6813)  nr.  ö5,  p.  60.  6814)  nr.  56,  p.  66. 

6815)  nr.  57,  p.  68;  Auszug  aus  diesem  2.  Teil  Par.  C.  R.  48,   1859, 
p.  345,  988. 
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angesehen  werden;  ihre  orthogonalen  Trajectorien  bezeichnet  er  hier 
als  Enveloppen,  insofern  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  die  sagehOrige 
Kraftrichtung  berühren  ••^•).  Die  Punkte  x^^  y^  sind  für  das  Cunren- 
netz  „centres^;  die  Niveaulinien  umgeben  sie  als  kleine  Kreise,  die 
Enveloppen  gehen  alle  durch  sie  hindurch  *®^^.  Die  Isodynamen 
erscheinen  hier  als  Linien  gleicher  Kraftintensität  ^^).  Das  aus 
einem  solchen  System  ^^abgeleitete^  (9)  gehört  auch  zu  einem 
Potential  ^^')  und  hat  die  Centren  des  gegebenen  Systems  alle  zu 
positiven,  die  noeuds  aUe  zu  negativen  Centren,  und  zwar  sind  die 
zugehörigen  Massen  (die  Coefßcienten  h  in  (15))  im  allgemeinen 
±  1,  in  Ausnahmefällen  andere  ganze  Zahlen  ^^).  Z.  B.  giebt  das 
System  mit  den  Massen  -j-lina,  — lin— a  ein  erstes  abgeleitetes 
System  mit  den  Massen  ■\'  1  m  a  und  4~  1  ui  —  ^9  ^^  zweites 
mit  +  1  in  0,  mit  —  1  in  a  und  —  a,  ein  drittes  mit  —  1  in  0, 
a,  —  a,  mit  —  1  in  at  und  —  at *®**). 

Die  Lösung  des  umgekehrten  Problems:  Bestimmung  eines 
Potentiales,  von  dem  ein  gegebenes  das  abgeleitete  ist,  ist  nur  unter 
bestinmiten  Bedingungen  möglich;  z.  B.  müssen,  wenn  das  gegebene 
nur  3  Centra  aufweist,  diese  in  gerader  Linie  liegen  ^^. 

Ein  Potential,  dessen  noeuds  alle  in  einen  zusammenfallen, 
nennt  Haton  de  la  Goupilliere  „potentiel  regulier^^^^.  Die  Centra 
müssen  dann  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  ein  regelmälsiges 
Vieleck  bilden.  Die  Niveaucurven  eines  solchen  Potentiales  — 
Curven  der  Gleichungsform  in  Polarcoordinaten: 

(16)  r*'  —  2r*  cos  ifcö  +  1  =  const.  — 

hatte  er  als  „Sinusspiralen^  schon  früher  untersucht. 

Ein  dritter  Theil  handelt  von  „isothermen  Polynomen^\  d.  h. 
Lösungen  der  Gleichung  (l),  die  zugleich  rationale  ganze  Functionen 
von  X  und  y  sind^^).     In  Polarcoordinaten  lauten  sie: 

(17)  ^^i^p  <^si>ö  +  B^  smpO). 

Das  aus  einem  solchen  System  „abgeleitete^^  Curvensystem  gehört 
zu  einem  Potential  •®*^);  Haton  de  la  Goupilliere  giebt  auch  eine 
Reihe  von  Sätzen  über  die  höheren  Abgeleiteten. 

6816)  nr.  61,  p.  71. 

6817)  nr.  6d,  p.  78.  Dafs  diese  Punkte  schon  im  1.  Teil  als  „pics'' 
und  „crat^res**  aufgetreten  sind,  ist  ihm  hier  merkwürdigerweise  nicht 
mehr  gegenwärtig. 

681H)  nr.  64,  p.  74.  6819)  nr.  65,  p.  76.  6820)  nr.  68,  p.  78. 
6821)  nr.  70,  p.  80.  6822)  nr.  76,  p.  88.  6823)  nr.  79,  p.  87. 
6824)  nr.  86,  p.  96.         6826)  nr.  90,  p.  99. 
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Eine  spätere  Abhandlung  desselben  Autors  behandelt  die  Trans- 
formation der  Gleichung  (l)  in  sich^**).  Er  bespricht  zunächst 
ausfOhrlich  lineare  ganze  Transformationen  in  der  Ebene  ^'^  und 
auf  der  Kugel  **^.  Dann  fragt  er  nach  der  allgemeinsten  Trans- 
formation in  der  Ebene,  bei  der  die  Winkel  unverändert  bleiben*®**); 
er  schliefst  sofort,  dafs  dabei  jede  Teilung  der  Ebene  „a  maille 
carr^e''  in  eine  ebensolche  übergehen  mufs,  also  auch  jedes  System 
von  Isothermen  wieder  in  ein  solches.  Sollen  dabei  die  Yariabeln 
nur  getrennt  auftreten,  so  erhält  man  z.  B.  f£br  Polarcoordinaten  die 
Gleichungen  ***®) : 

rj  =  Äf^,     e^^me  +  B  (18) 

oder««"): 

r^=-Ac^^,     r«-Be*i/'^.  (19) 

Für  den  allgemeinen  Fall  entnimmt  er  Lam^^^^*)  den  Satz,  dafs  die 
Gleichung  (l)  auch  nur  dann  In  sich  transformirt  wird,  wenn  die 
neuen  Coordinatenlinien  Systeme  isothermer  Curven  sind««'*).  Also 
sei  die  allgemeinste  Transformation  der  gesuchten  Art: 

^1  +  *yi  =  ip(^  +  iy)'  (20) 

Dasselbe  gelte  auch  fEb*  eine  beliebige  krunune  Fläche,  sobald  man 
auf  ihr  ein  System  isothermer  Coordinaten  habe««^^). 

Endlich  behandelt  er  noch  die  Aufgabe,  die  Transformation  so 
zu  bestinunen,  daiJs  das  Vergröfserungsverhältnis  eine  gegebene 
Function  des  Ortes  wird*«**);  es  stellt  sich  heraus,  dafs  sie  nur 
lösbar  ist,  wenn  diese  Function  als  Product  aus  einer  Function  von 
X  -}-  iy  und  einer  Function  von  x  —  iy  dargestellt  werden  kann*«**). 
Die  Lösung  selbst  geschieht  dann  durch  Quadraturen««**). 

Der  Satz,  dafs  (20),  wenn  <p  eine  monogene  Function  im 
Sinne  Cauch/s  ist,  die  allgemeinste  Transformation  vorstellt,  die  die 
Gleichung  (l)  in  sich  überführt,  findet  sich  auch  bei  P.  Morin*«*^). 

6826)  ib.  42,  1867,  p.  163;  Auszug  mit  der  allgemeinen  Auseinander- 
setzung: um  in  der  Theorie  der  Transformationen  vorwärts  zu  kommen, 
müsse  man  zu  gegebenen  Invarianten  zugehörige  Transformationen  suchen. 
Par.  C.  R   68,  1864,  p.  1001. 

6827)  §  n,  p.  166.         6828)  §  lU,  p.  162 

6829)  nr.  26,  p.  169.  Dafs  die  Frage  durch  die  kartographischen 
Untersuchungen  von  Lagrange  und  Gaufs  längst  erledigt  war,  davon  nimmt 
er  keine  Notiz. 

6830)  nr.  36,  p.  173.  6831)  nr.  37,  p.  173.  6882)  nr.  38,  p.  174. 
6833)  nr.  39,  p.  176.         6834)  nr.  46,  p.  179. 

6836)  nr.  50,  p.  182.         6886)  nr.  61,  p.  188. 

6837)  Par.  C.  R.  61,  1866,  p.  477;  vgl.  Haton  de  la  Goupilli^'fl 
Reclamation  ib.  p.  569. 
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Gleichzeitig  mit  Haton  de  la  Groupilliere's  erster  Abhandlung 
hat  C.  Neumann  die  Aufgabe  der  stationären  Wärmeströmung  in 
der  Ebene  behandelt  •®'®).  Ebenso  wie  die  Erledigung  der  Probleme 
der  stationären  Temperatarverteilung  im  Räume  gefördert  werde 
durch  die  Bezugnahme  auf  die  Probleme  des  Newton'schen  Potentials, 
so  könne  man  für  die  Ebene  entsprechendes  leisten  durch  die  Ein- 
führung des  „logaritbmischen  Potentials'^  einer  Massenverteilung,  bei 
der  das  Elementarpotential  zweier  Teilchen  aufeinander  gleich  ist 
dem  Product  ihrer  Massen  in  den  Logarithmus  ihrer  Entfernung. 
Ein  solches  Product  genügt  der  Differentialgleichung  (l);  Neumann 
giebt  ohne  Beweis  die  Sätze:  auch  umgekehrt  kann  jede  Lösung 
dieser  Gleichung,  die  mit  ihren  ersten  Ableitungen  in  einem  Bereiche 
stetig  ist,  als  logarithmisches  Potential  von  aufserhalb  dieses  Bereiches 
gelegenen  Massen  angesehen  werden  und^'^):  ist  q  ein  innerer 
Punkt  des  Bereiches,  so  giebt  es  stets  eine  „dem  Gentium  q  ent- 
sprechende Bandbelegung'': 

(21)  HJS^ds,, 

die  auf  alle  äuTseren  Punkte  ebenso  wirkt,  wie  eine  in  q  vereinigte 
Masse  1;  sodaGs  also,  wenn  x  ein  äufserer  Punkt  ist  und  L^^  den 
Logarithmus  der  Entfernung  von  a  und  x  bedeutet: 

(22)  J^,.-/Ä<?'ia.d«a 

ist.    Das  Potential  dieser  Belegimg  auf  irgend  einen  inneren  Punkt  p: 

(23)  G<;)  =fH^yL,^ds^ 

nennt  er  dann  „die  dem  Centrum  p  entsprechende  Green'sche  Function"; 
indem  er  fCLr  L^^  die  aus  (22)  hervorgehende  Darstellung  benutzt 
—  die  auch  noch  gilt,  wenn  ic  auf  den  Rand  rückt  — ,  erhält  er  für 
sie  eine  in  p  und  q  sjmmetrische  Darstellung  durch  ein  Doppel - 
integral,  aus  der  hervorgeht,  dafs: 

(24)  G^>  -  a(f) 

ist.  Er  setzt  dann  noch  den  Satz  als  bewiesen  voraus,  dafs  jede 
im  Lmem  eines  Bereiches  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetige 
Lösung  von  (1)  sich  als  Potential  einer  gewissen  Randbelegung 
darstellen  läfst;  so  gelangt  er  zur  Lösung  von  (l)  für  gegebene 
Randwerte  w^  in  der  Form: 

(25)  M,  =fHiP)u,ds,. 

Speciell  behandelt  er   den  Fall,   dafs  die  gegebenen  Massen  verteilt 

6888)  J.  f.  Math.  69,  1861,  p.  335.         6889)  p.  336. 
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sind  auf  irgend  einem  Stück  der  x-Aze,  und  auTserdem  irgendwo, 
jedoch  symmetrisch  zu  dieser  Axe;  und  zwar  so,  dafs  auf  dem 
genannten  Stücke  das  Potential  constant  gleich  Uq  ist*^^).  Die 
Niveaucurven  des  Potentials  müssen  dann  dieses  Stück  umschliefsen, 
bis  man  zu  den  übrigen  Massen  kommt.     Neumann  setzt  nun: 

e^Ä(u  —  %)  (26) 

und  sucht  die  Function  o,  die  zusammen  mit  ^  eine  Function  ^-{-ifa 
des  complexen  Arguments  x  -|-  *y  bildet.     Daraus,  dafs: 

fit  <"  -fi: "  (") 

fCLr  alle  die  Strecke  ein-,  die  übrigen  Massen  ausschliefsenden  ge* 
schlossenen  Curven  einen  und  denselben  von  0  verschiedenen  Wert 
hat,  ergiebt  sich,  daCs  o  bei  einem  Umlauf  um  die  Strecke  um  eine 
constante  Gröfse  wächst,  die  durch  geeignete  Wahl  von  A  zm  2n 
gemacht  werden  kann.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Strecke 
hat  dabei  9^  wegen  der  vorausgesetzten  Sjnmietrie  entgegengesetzt 
gleiche  Werte,  wenn  noch  über  eine  additive  Constante  geeignet 
verfügt  wird. 

Für  ein  von  zwei  solchen  Niveaucurven  begrenztes  Binggebiet 
kann  man  nun  eindeutige  Lösungen  von  (1)«  angeben  *^^),  nftmlich 
einmal: 

A,  +  Äo*>  (28) 

dann: 

{Ae"'^  +  -B^-"^)  cosww  +  (Ce"^  +  2>c-"'^)  sinww        (29) 

für  jedes  ganzzahlige  n.  Beim  Überschreiten  der  Strecke  bleibt  (28) 
stetig,  wenn  jB  ==  0  ist,  (29),  wenn: 

B^A     und     D^-'C  (30) 

ist®^^).  Indem  er  dann  annimmt  [oder  als  selbstverständlich  an- 
sieht?], L  .  sei  nach  den  Functionen  der  Vielfachen  von  o^  ent- 
wickelbar, erhält  er  entsprechende  Entwicklungen  auch  für  die 
Green^sche  Function  und  für  die  dem  Centrum  p  entsprechende 
Randbelegung  *^*^)  eines  von  einer  solchen  Niveaucurve  begrenzten 
Bereiches;  für  die  letztere: 

"2nria  =  1  +  2   >  «.-> —  cosww  cosnoo^ 

"^j  (31) 

'      ^j  Sinuc  *' 

n  =  l 

6840)  §  2,  p.  339.   6841)  §  3,  p.  348.   6842)  p.  361.   6843)  p.  864. 
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wobei  'O',  CO  die  Coordinaten  von  p  und  c,  o^  die  von  a  bedeuten. 
Die  Reihen  lassen  sich  mit  Hilfe  von  Jacobi'schen  Z- Functionen 
summiren^^^).  Soll  die  Randwertaufgabe  fOr  einen  ringförmigen^ 
Ton  zwei  Niveaucurven  begrenzten  Bereich  gelöst  werden,  so  fallen 
die  Gleichungen  (30)  weg:  man  erhält  aber  dann  auch  zwei  Gleichungs- 
systeme zur  Bestimmung  der  Constanten,  indem  die  Gleichung  (22) 
dann  auf  beiden  Rändern  bestehen  muTs*^^).  Auch  in  diesem  Fall 
gelingt  die  Summation  mit  Hilfe  von  Z- Functionen. 

Reducirt  sich  das  System  auf  einen  Punkt,  so  ist  nicht  nötig, 
Symmetrie  vorauszusetzen*®**).  Es  bleiben  dann  in  (29)  nur  die 
Glieder  mit  e"^  stehen  und  die  Reihe  läfst  sich  durch  das  Poisson'sche 
Integral  §  48  (3)  summiren.  Dabei  braucht  die  Green'sche  Function 
zur  Lösung  der  Randwertaufgabe  nicht  für  einen  beliebigen,  sondern 
nur  für  irgend  einen  Punkt  bekannt  zu  sein*^^).  Überhaupt  kann 
man,  sobald  man  eine  Lösung  des  Problems  für  irgend  einen  Bereich 
kennt,  aus  ihr  unendlich  viele  andere,  natürlich  nur  der  Form  nach 
verschiedene,  ableiten,  indem  man  mit  Hilfe  der  ersten  die  Green'sche 
Function  fOr  irgend  einen  inneren  Punkt  als  Centrum  bildet  und 
mit  ihr  weiter  operirt.  Die  Anwendung  dieser  Methode  auf  einen 
Kreis  führe  auf  eine  Lösung  für  das  Ringgebiet  zwischen  zwei  nicht 
concentrischen  Kreisen. 

Eine  nachgelassene  Abhandlung  von  P.  A.  Laurent*®*®)  ent- 
hält zunächst  Grundzüge  einer  Theorie  der  Functionen  complexen 
Arguments,  in  ziemlich  schwerfäUiger  Darstellung,  indem  nämlich 
nicht  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten,  sondern  inmier  mit  Radius- 
vector  und  Polarwinkel  gearbeitet  wird,  sodafs  z.  B.  statt  dzfz 
überall: 

steht.  Li  derselben  unbequemen  Schreibweise  giebt  er  den  Integral- 
satz fOr  den  Kreisring •**•)  und  die  daraus  abgeleitete,  jetzt  meist 
nach  ihm  benannte  Entwicklung  einer  Function  complexen  Arguments 
nach  steigenden   und  fallenden  Potenzen  desselben*®^).     Weiter*®^*) 

6844)  p.  367.         6846)  §  4,  p.  868. 
6846)  §  6,  p.  361.         6847)  p.  366. 

6848)  J.  ^c.  polyt.  cah.  40,  1863,  p.  76.  Die  in  der  Überschrift  mit 
angekündigten  Anwendungen  auf  das  „Gleichgewicht  der  Elasticität*^  finden 
sich  in  der  Abhandlung  nicht;  die  p.  192  in  Aussicht  gestellten  ..chapitres 
suivants**  sind,  soviel  ich  sehe,  nicht  erschienen. 

6849)  §  2,  p.  90;  p.  106  auch  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Kreis- 
ringsector. 

6860)  §  8,  p.  lOB.         6861)  §  4,  p    146. 
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bespricht  er  die  Bestimmung  einer  Function  u  -{-  iv  von  r^^  aus 
Randbedingungen.  Er  stellt  die  Differentialgleichungen  („equations 
de  corräation^^)  zwischen  u  und  v  mit  r  und  q)  als  unabhängigen 
Variabein  auf,  eliminirt  u  oder  v  und  zieht  den  SchluTs,  dafs  u  und 
V  als  stationäre  Temperaturverteilungen  angesehen  werden  können. 
Er  zeigt,  dafs  v  durch  u  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt 
ist^^');  dals  aber,  auch  wenn  u  bei  einem  Umlauf  um  den  Null- 
punkt monodrom  ist,  v  dort  nicht  monodrom  zu  sein  braucht,  sondern 
es  eventuell  erst  nach  Addition  eines  Vielfachen  von  log »  wird. 
Weiterhin  ^^*)  spaltet  er  das  Cauchy  sehe  Integral  in  seinen  reellen 
und  imaginären  Bestandteil;  indem  er  ein  Integral,  dessen  Wert 
Null  ist,  hinzufügt*®^),  kommt  er  zu  einer  Integralformel •***),  die 
sich  von  der  Poisson^schen  (§  48,  3)  nur  dadurch  unterscheidet,  daÜB 
sie  auf  eine  beliebige,  gegen  den  Nullpunkt  concave  Gurve  bezogen 
ist.  Daraus  gewinnt  er  dann  die  Entwicklung  von  u  und  v  nach 
den  Functionen  r^cosng?  und  r"  sinng)**^').  Die  GoefQcienten 
drückt  er  dabei  durch  Integrale  aus,  in  welchen  die  Werte  von  u 
und  V  nebeneinander  vorkommen.  Er  bemerkt •®^^,  es  müsse  möglich 
sein,  die  eine  dieser  Functionen  zu  eliminiren;  da  er  aber  nicht 
weifs,  wie  er  das  anstellen  soll,  so  begnügt  er  sich  damit,  dafs  er 
seine  „equations  de  correlation"  noch  einmal  daneben  schreibt. 
Hierauf  zeigt  er,  dafs  man  eine  Function  nur  auf  eine  Art  in  eine 
harmonische  trigonometrische  Reihe  entwickeln  könne,  indem  er  mit 
einem  Convergenzfactor  multiplicirt  und  dann  die  Ausdrücke  der 
Coefficienten  aus  dem  Poisson'schen  Integral  entnimmt  *^^).  Auch, 
giebt  er  die  Verallgemeinerung  für  ein  Ringgebiet,  in  der  ein 
logarithmisches  Glied  auftritt*®**);  aus  seinen  Formeln  zieht  er  den 
Schlufs***^),  dafs  die  Temperatur  eines  solchen  Gebietes  durch  ihre 
Werte  auf  einer  im  Ringe  umlaufenden  Curve  nicht  eindeutig  be- 
stimmt sei. 

Dann  wendet  er  sich  speciell  zum  Problem  des  Gleichgewichts 
der  Temperatur,  d.  h.  der  Integration  der  Gleichung  (l)®**^).  Man 
könne  es  auf  zwei  Arten  behandeln,  entweder  indem  man  u  als  den 
reellen  Teil  einer  Function  u  +  iv  des  complexen  Arguments  re*^ 
auffasse,  oder  indem  man  eine  hinreichend  allgemeine  Lösung  ansetze 
und  sie  dann  den  Nebenbedingungen  gemäfs  specialisire.  Durch 
Transformationen,    z.   B.    durch    reciproke    Radien,    könne  man   aus 


6862)  p.  149.         6863)  p.  167.         6864)  p.  161.         6866)  p.  163. 
6866)  p.  164.         6867)  p.  166.         6868)  p.  166. 
6869)  p.  168.         6860)  p.  174.         6861)  p.  176. 


1338    I.Haaptteil.  14.Ab8chn.  Unters,  üb.  Leitung  d.  Wurme  n.Elektxicität. 

einer  Lösung  beliebig  viele  andere  ableiten.  Zunächst  führt  er 
übrigens  die  zweite  Methode  aus,  mit  Hilfe  seiner  Verallgemeinerung 
des  Poisson'schen  Integrals*^*).  Dabei  erhält  er  zuerst •**•)  noch 
einmal  dieses  Integral  selbst  und  aus  ihm  die  Entwicklung  einer 
Function  in  eine  harmonische  trigonometrische  Reihe  •*•*),  dann  ent- 
sprechende Formeln  für  einen  excentrischen  Kreis  ^^^^)  und  für  dessen 
AuTsenraum^^*).  Er  macht  übrigens  ausdrücklich  darauf  aufmerksam, 
dafs  die  Entwicklung  von  u(r,  9)  mit  den  durch  die  Integrale 
§  38  (30)  gegebenen  Werten  der  Coefficienten  für  r  <  1  auch  dann 
convergirt  und  die  Function  darstellt,  wenn*  die  Fourier'sche  Ent- 
wicklung von  «(1,9)  nicht  convergirt^*').  Vermittelst  Trans- 
formation durch  reciproke  Radien  will  er*®**)  vom  excentrischen 
Kreis  zum  ÄuTseren  einer  Ellipse  gelangen,  erhält  aber  eine 
Formel,  die  nur  auTserhalb  des  Directorkreises  Gültigkeit  hat. 
Übrigens  behandelt  er  das  Problem  der  Ellipse  auch  noch  mit  fiLilfe 
einer  afünen  Transformation*^*),  aufserdem  das  des  Kreissectors*®'®). 
Im  Schluisparagraphen**'^)  behandelt  er  noch  Fälle,  in  welchen  die 
Gleichung  der  Randcurve  die  Form: 

(33)  i?  =  l^  (cos  9)     oder     B-=-F(sinq>) 
hat;  es  mufs  dann: 

(34)  y^.=.F(^4J)      bezw.      1/wt' =  F( -Vt-'-  ") 

sein. 

Die  Untersuchung  von  E.  B.  Christoffel***'')  gehört  eigentlich 
nur  dem  Namen  nach  zur  Wärmeleitung;  thatsächlich  ist  sein 
Interesse  auf  functionentheoretische  Fragen  gerichtet.  Indem  er  an- 
nimmt, dafs  Wärmeabgabe  nach  aufsen  stattfindet,  gelangt  er  zu 
dem  Problem  der  Integration  der  Differentialgleichung: 

('^^)  d^  +  Ip  =  f  (^'  y) 

für  einen  gegebenen  Bereich,  auf  dessen  Band  die  Werte: 
(36)  S  =  t(;  (a;,  t/) 

6862)  p.  175.    Im  allgemeinen  würde  die  Durchführung  seines  Ansatzes 
die  Auflösung  einer  Integralgleichung  zweiter  Art  verlangen. 

6863)  §  6,  p.  177.  6864)  p.  179.  6866)  p.  181.  6866)  p.  183. 

6867)  p.  192.     Den  Beweis  verspricht  er  für  später  (vgl.  6848). 

6868)  p.  193.  6869)  p.  194.  6870)  p.  196.  6871)  §  6,  p.  199. 
0872)  Ann.  di  mat.  (2)  1,  1868,  p.  89.    Er  citirt  Lam^«^")  und  C.  Neu- 

munn*'*^®). 
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vorgeschrieben  sind;  er  zeigt  mit  Hilfe  des  „Green'schen  Satzes^^ 
dafs  diese  Aufgabe  durch: 

gelöst  wird,  wenn  die  Function  |  der  Differentialgleichung  z/^^  =  0, 
der  Bandbedingung  |  =»  0  genügt  und  auTserdem  im  Punkte  Xq,  y^ 
in  der  Weise  unendlich  wird,  dafs: 

lkj(^|l)=.l,      ^*^{a-x,y+itf-},,y  (38) 

ist.    (In  einer  vorangehenden  Abhandlung  hatte  er  schon  gezeigt,  dafs: 

lim  r-^-     =  1  (39) 

aus  (35)  folgt.)  Dieses  ^  kann  angesehen  werden  als  der  reelle 
Teil  des  Logarithmus  einer  Function  w  des  complexen  Arguments 
X  -j-  iy^  die  die  conforme  Abbildung  des  vorgelegten  Gebietes  auf 
die  Fläche  eines  Kreises  vermittelt*®^'),  bezw.  wenn  noch  eine  lineare 
gebrochene  Transformation  zu  Hilfe  genommen  wird,  auf  die  Fläche 
einer  Halbebene  ^^^).  Er  behandelt  speciell  den  Fall  eines  gerad- 
linigen Polygons  und  giebt  für  die  Abbildung  der  Halbebene  auf 
ein  solches  die  Formel®**'^): 

JJ  {Z  ~  ay  '\lZ.  (40) 

r  =  l 

Für  ein  Rechteck  und  für  drei  Arten  von  Dreiecken,  aber  nur  in 
diesen  Fällen  kann  daraus  Z  als  für  alle  z  eindeutige  Function  von 
£  dargestellt  werden***^*);  für  den  Fall  des  Rechtecks  giebt  er  die 
expliciten  Formeln  mit  Hilfe  von  elliptischen  Thetafunctionen^'^). 
In  einer  etwas  späteren  Abhandlung  berichtet  Christoffel,  nach 
mündlichen  Mitteilungen  Heine's,  dafs  Dirichlet  schon  Anfang  der 
vierziger  Jahre  seine  damaligen  Schüler  wiederholt  auf  das  Problem 
der  stationären  Temperaturverteilung  in  demjenigen  Gebiet  hin- 
gewiesen habe,  das  übrig  bleibt,  wenn  man  vom  ganzen  Räume  oder 
von  der  ganzen  Ebene  ein  begrenztes  Stück  wegnimmt ^^®).    Er  be- 

6873)  nr.  2,  p.  92.    Auf  die  Untersuchung  des  Verhaltens  des  imaginären 
Teiles  am  Rande  geht  er  nicht  ein. 

6874)  nr.  4,  p.  94. 

6875)  Es  wird  nicht  gezeigt,  dafs  sich  die  Constanten  a  so  bestimmen 
lassen,  dal'ä  man  ein  vorgelegtes  Polygon  erhält. 

6876)  nr.  6,  p.  99.         6877)  nr.  7,  p.  100.        6878)  ib.  4,  1871,  p.  1. 
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handelt  daher  die  conforme  Abbildung  des  Änfseren  eines  Polygons 
anf  die  Halbebene  ^^^;  die  Resultate  sind  ähnlich  wie  in  der  vor- 
hergehenden Abhandlung,  nur  mufs  das  Verhalten  im  unendlichen 
besonders  beachtet  werden  ^^^^).  Beim  Rechteck  treten  elliptische 
Integrale  zweiter  Gattung  auf*®*^).  Schliefslich  aeigt  er  noch  ein- 
mal, wie  man  auch  für  solche  Gebiete  die  zu  beliebig  gegebenen 
Bandwerten  gehörenden  Temperaturverteilungen  bestimmen  kann,  so- 
bald ihre  Green'sche  Function  bestimmt,  d.  h.  das  Pkt)blem  ihrer 
conformen  Abbildung  auf  einen  Kreis  gelöst  ist**®^. 

E.  Betti*®**)  behandelt  das  Problem  der  Wärmeleitung  in  zwei 
Dimensionen  mit  denselben  Methoden,  die  er^^  för  drei  angewendet 
hatte.  Indem  er  wie  Christoffel  Wärmeabgabe  nach  aufsen  annimmt, 
aber  den  Coefficienten  der  äufseren  Wärmeleitung  als  vom  Ort 
unabhängig  behandelt,  geht  er  von  der  Differentialgleichung  aus: 

(41)  -g^  +  A«  -  (g-,  +  ^,)  =  0. 

Soll  sie  unter  den  Nebenbedingungen: 

(42)  tt  =  MQför<  =  0,     ti  =  ü  auf  dem  Rande 

integrirt  werden,  so  multiplicirt  er  ihre  linke  Seite  mit  einer  noch 
zu  bestimmenden  Function  t;,  mit  dem  Zeitelement  dt  und  dem  Flächen- 
element dxdy  und  integrirt  über  die  ganze  in  Betracht  kommende 
Fläche  und  nach  t  von  0  bis  t  —  €.  Das  so  erhaltene  Integral 
formt  er  durch  partielle  Integration  um.  Wird  dann  v  so  bestimmt, 
dafs  es  der  [adjungirten]  Differentialgleichung: 

(43)  .^__Ä^  +  _+_  =  0 

und  den  Nebenbedingungen: 

(44)  t;  =  0  auf  dem  Rande,  lim  t;  =  0,  aufser  im  Punkte  x^  y^ 

genügt,  so  fallen  aus  dem  so  umgeformten  Integral  alle  Werte  von 
u  mit  Ausnahme  derjenigen  im  Punkte  x^,  ^^  heraus  und  es 
bleibt  nur: 

(45)  M(a;i,y,) -lim  /y,_^rf(o  =  /  j  y^^^dto  +  j  j  ü^^-dadt. 

0 

Der  ersten  und  dritten  Bedingung  für  v  wird  genügt  durch: 

6879)  nr.  2,  p.  2.         6880)  nr.  8,  p.  4.         6881)  nr.  4,  p.  8. 
6882)  nr.  6,  p.  9.         6888)  ib.  1,  1868,  p.  378. 
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n 

wenn  die  Punkte  §„,  rj^  alle,  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  der  mit 
Xi^  y^  zusammenfällt,  aulserhalb  des  betrachteten  Bereiches  liegen. 
Für  eine  solche  Function  ist  der  in  (45)  links  stehende  Grenzwert 
gleich: 

A^'4.kn^K  (47) 

Die  Aufgabe,  die  A  so  zu  bestimmen,  dafs  u  auch  der  zweiten  Be- 
dingimg genügt,  behandelt  er  blofs  für  den  Fall  eines  Rechtecks*®^); 
er  ninmit  hier  für  die  |^,  iq^  die  aus  aj^,  y^^  durch  wiederholte 
Spiegelung  an  den  Seiten  des  Rechtecks  hervorgehenden  Punkte,  und 
die  A  alle  einander  gleich.  Die  Summe  in  (46)  wird  dann  gleich 
dem  Product  aus  einer  Function  von  x  und  einer  von  ^,  und  jede 
dieser  Functionen  ist*®^^)  eine  Differenz  zweier  elliptischen  -^-Func- 
tionen, die  noch  durch  Transformation  auf  eine  einfachere  Form  ge- 
bracht werden  können. 

Eine  Abhandlung  von  E.  Mathieu  enthält  aufser  später  zu 
besprechenden  Untersuchungen,  bei  denen  Functionen  des  elliptischen 
Cylinders  auftreten,  Untersuchungen  über  die  Wärmeverteilung  in 
einem  lenmiscatischen  Cy linder •®®®).  Es  handelt  sich  um  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichung: 

.f,«=--_^:p_=;  (48) 

dabei  ist  darauf  zu  achten,  dafs  die  gewöhnlichen  Methoden  der 
Integration  durch  Reihen  sich  nur  auf  einen  Bereich  anwenden 
lassen,  in  dessen  Innern  der  Factor  von  u  in  (48)  nicht  imendlich 
wird.  Diese  Schwierigkeit  tritt  in  der  That  auf  bei  der  Unter- 
suchung des  stationären  Temperaturzustandes  in  einem  Hohlcjlinder, 
der  von  einer  einteiligen  und  dem  einen  Oval  einer  zweiteiligen 
,Jjemniscate*^  begrenzt  wird***^).  Längs  der  Verbindungslinie  der 
Brennpunkte  würde  sich  die  Temperatur  unstetig  ändern,  wenn  man 
die  sonst  gültige  Formel  ohne  weiteres  auf  diesen  Fall  anwenden 
wollte.  Man  kann  aber  die  Aufgabe  zunächst  für  einen  Quadranten 
lösen  und  dann  mit  Hilfe  des  Spiegelungsprincips  zum  Ziele 
kommen*®^).     Dabei    mufs    man    freilich   die    Gleichimgen    zur   Be- 


6884)  nr.  4,  p.  379.    6886)  nr.  6,  p.  379. 

6886)  J.  de  math.  (2)  14,  1869,  nr.  16,  p.  91. 

6887)  nr.  19,  p.  97.    6888)  nr.  20,  p.  99. 
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stiininung  der  Goefficienten  durch  Behandlung  des  Problems  als 
Interpolationsproblem  näheruugsweise  auflösen.  Zum  SchluTs  macht 
er  darauf  aufinerksam,  dafs  mau  auf  derartige  Vorkomumisse  auch 
in  allgemeineren  Fftllen  achten  müsse,  was  bis  dahin  noch  nicht  ge- 
nügend hervorgehoben  worden  sei**®^. 

Mathieu's  cours^^^^)  enthält  auch  allgemeine  Auseinander- 
setzungen über  die  hier  vorliegenden  Fragen.  Er  integrirt  die 
Differentialgleichung  (l)  zunächst  unter  den  Bedingungen: 

(49)  M  =  0fürir=-Oundf0ra;  =  7r,     ti  =  f{x)  f ür  y  —  0 
durch: 

(50)  ^  -^m^"^"  sin  mx ; 

zur  Coefficientenbestimmung  bedient  er  sich  des  Integraltheorems. 
Speciell  behandelt  er  den  Fall  f{x)  —  1,  der  auf  die  Gleichung  §  15 
(25)  fährt;  er  zeigt,  dafs  man  die  so  gefundene  Lösung  auf  die 
Form: 

(51)  g)(y  +  xi)  +  t\f{y  —  a?0 
bringen  kann  und  zieht  sie  zu: 


(52)  arc  tg 


%ITLX 

@iny 


zusammen.  Für  beliebige  /*(a?)  fährt  ein  entsprechendes  Verfahren 
zum  Poisson'schen  Integral*®*^);  seine  Behandlung  desselben  ist  frei- 
lich ebenso  wenig  genügend  wie  die  ursprüngliche  Poisson's  *•**). 
Übrigens  hebt  er  hervor*®*'),  dals  die  zu  entwickelnden  Functionen 
den  Grenzbedingungen  nicht  zu  genügen  brauchen.  Daran  schliefst 
er  noch  die  Bestimmung  der  Goefßcienten  einer  harmonischen  trigono- 
metrischen Reihe  •®*^). 

Weiterhin*®^)  behandelt  er  das  Wärmegleichgewicht  in  Cylindem 
unter  Benutzung  allgemeiner  isothermer  Goordinaten.  Die  Aufgabe, 
die  Differentialgleichung: 

(^ä)  IS +»-;.-" 

für  einen  „Cylindre  prismatique"  unter  den  Nebenbedingungen: 


6889)  nr.  20,  p.  101. 

6890)  Cours  de  physique  math^matique,  Paris  1873,  nr.  12,  p.  26. 

6891)  nr.  18,  p.  29.         6892)  nr.  14,  p.  81.         6893)  nr.  16,  p.  Z^, 
6894)  Gap.  8,  p.  70.   Er  meint,  seine  Behandlung  weiche  von  deijenigen 

Lamers*"»)  vielfach  ab. 
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w  ==  /;(/3)  für  a  =  «1,     u  =  f^(ß)  für  a  =  a,,  (54) 

u  =  g>i(a)  für  /3  =  ft,     ti  =-  g>,(a)  für  /3  =  ft  (55) 

zu  integriren,  lasse  sich  in  vier  einfachere  zerlegen,  hei  denen 
nur  je  eine  der  vier  Functionen  von  Null  verschieden  ist;  der  Ver- 
such, durch  ein  Product  von  Functionen  nur  je  einer  der  Yariaheln 
zu  genügen,  fiihrt  dann  sofort  auf  trigonometrische  Functionen  der 
einen  und  Hjperhelfunctionen  der  andern.  Speciell  behandelt  er  die 
Aufgabe  für  ein  von  zwei  confocalen  Ellipsen  begrenztes  Gebiet*®**); 
hier  tritt  an  die  Stelle  der  Bedingungen  (54)  die,  dafs  u  eine 
periodische  Function  von  a  sein  muTs.  Für  einen  elliptischen  Voll- 
cylinder  kommt  noch  die  Bedingung  hinzu,  dafs  an  der  Verbindungs- 
linie der  Brennpunkte,  wo  er  als  unstetige  Function  von  x,  y  definirt 
ist,  keine  ünstetigkeit  auftreten  darf*®**).  Nachtraglich*®*')  bemerkt 
er,  dafs  man  a  ebenso  gut  so  hätte  einführen  könnep,  dais  die 
äufseren  Verlängerungen  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  Un- 
stetigkeitslinien  [Verzweigungsschnitt«]  geworden  wären. 

Es  folgt  noch  eine  Besprechung  der  von  Lame*^'*)  behandelten 
Gebiete*®*®),  namentlich  verschiedener  von  Kreisen  begrenzter  Monde 
und  Ringe*®**),  dann  ,,Lenmiscaten"  und  Hyperbeln***^),  wie  in 
seiner  vorangehenden  Abhandlung*®®*). 

Fr.  Purser**''*)  wird  durch  Fourier's,  den  Bedingungen  §  38 
(4)  bis  (6)  genügende  Lösung,  zur  Frage  nach  der  allgemeinsten 
Lösung  der  Form: 

veranlafst.  Es  stellt  sich  heraus,  dafs  g>(x)  und  i/;(^)  elliptische 
Functionen  sec  am  sein  müssen,  und  dafs  die  so  gefundene  Lösung 
zu  einem  Parallelogramm  gehört,  von  dem  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  auf  der  Temperatur  Null,  die  beiden  andern  auf  einer  con- 
stant^n  andern  Temperatur  gehalten  werden.  Eine  kleine  Um- 
formung giebt  die  Lösung  für  den  Fall,  dafs  die  Temperaturen 
gegenüberliegender  Seiten  entgegengesetzt  gleich  sein  sollen;  durch 
Superposition  kann  dann  auch  der  Fall  erledigt  werden,  dafs  jede 
der  vier  Seiten  auf  einer  andern  Temperatur  gehalten  wird**®'). 

In  einem  Zusatz  zeigt  er  noch**®'),  dafs  damit  zugleich  die  all- 
gemeinste Lösung  der  Form: 

6896)  nr.  32,  p.  74.    6896)  p.  76.  Vgl.  C.  Neumann««"). 

6897)  p.  77.    6898)  nr.  .S3,  p.  78.    6899)  nr.  84,  p.  79. 
6900)  nr.  37,  p.  87.    6901)  Mass,  of  math.  6,  1876,  p.  187. 
6902)  p.  140.    6903)  p.  141. 
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gefunden  ist. 

J.  Boussinesq*^  findet  die  Ableitung  der  Gleichungen  der 
W&rmeleitong  in  krummlinigen  Coordinaten  für  die  Ebene  aus 
den  entsprecbenden  Gleichungen  fCLr  den  Baum  umständlich  und 
leitet  sie  daher  noch  einmal  direct  ab.  Dabei  geht  er  Yon  der  An- 
nahme aus,  dafs  ein  System  von  Isothermen: 

(58)  a  ==  const. 

gegeben  sei;  ihre  orthogonalen  Trajectorien  lassen  sich  dann  durch 
eine  Quadratur  über  ein  vollständiges  Differential  finden  und  sind 
ebenfalls  isotherm.  In  einem  Gebiete,  das  keinen  Ereuzungspunkt 
enthält,  ändert  sich  längs  jeder  Gurve  jedes  der  beiden  Systeme  die 
andere  Coordinate  immer  in  demselben  Sinn^^^).  Die  Gleichung  (1) 
transformirt  sich  bei  Einführung  von  a,  /3  als  unabhängige  Ver- 
änderliche in  sich  selbst  Die  Randbedingungen  nehmen  för  ein 
Gebiet,  das  von  zwei  Curven  (a)  und  zwei  Curven  {ß)  begrenzt  ist, 
eine  viel  einfachere  Form  an^^;  man  kann  also  durch  Entwick- 
lungen nach  trigonometrischen  Functionen  der  einen  Variabein  und 
Hyperbelfunctionen  der  andern  integriren*^^.  Was  Übergangslinien 
im  Innern  des  Bereiches  betrifft,  so  begnügt  er  sich  mit  einem  Hin- 
weis auf  die  Möglichkeit  ihres  Auftretens. 

Boussinesq's  Vorlesungen  über  Integralrechnung  •*^®)  enthalten 
an  hierher  gehörigem  aufser  einer  Recapitulation  der  Resultate 
Lamers  ^^^•)  und  Mathieu'***®*®)  kaum  etwas  Bemerkenswertes. 

A.  Sommerfeld*^  behandelt  die  Bestimmung  von  Haupt- 
lösungen auch  für  die  Ebene.  Die  Zahl  der  Aufgaben,  bei  welchen 
das  Spiegelungsprincip  allein  zur  Lösung  führe,  sei  nicht  grofs; 
wolle  man  sie  vermehren,  so  werde  man  zur  Untersuchung  der 
Wärmebewegimg  auf  Flächen  mit  Windungspunkten  gefährt.  Für 
einen  Winkelraum  von  der  öffhimg  2nlm  sei  die  Hauptlösung: 

(59)  f^^'2  •^-'^  (^*')'^A  i^^^)  «»''  '^^^^^  dl; 

^  u  s  —  ao      in  m 


—  OD 


für  m  =  2  lasse  sich  das  durch  eine  etwas  umständliche  Umrechnung 
auf  die  Form  bringen: 


6904)  J.  de  math.  (3)  6,  1880,  p.  177.         6906)  nr.  2,  p.  180. 
6906)  nr.  3,  p.  182.         6907)  nr.  4,  p.  184. 

6908)  CouTB  d'analyse  II,,  Paris  1890,  nr.  448,  p.  407*. 

6909)  Math.  Ann.  46,  1894,  §  4,  p.  276. 
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-lexpf  +  '-?-^7;-^-^-^-))(l-Erf(;y5:|eos^^)).    (60) 

Mit  Hilfe  dieser  Function  könne  man  durch  abermalige  Anwendung 
des  Spiegelungsprincips  die  Green'sche  Function  auch  für  ein  Dreieck 
(2;r/3,  n/^,  7r/6)  und  für  ein  Viereck  {27t/S,7t/2,n/2j7t/d)  bilden. 
Strömung  auf  krummen  Flächen  ist  zwar  zeitig  in  der 
Theorie  der  Elektricitatsleitung,  aber  erst  verhältnismäfsig  spät  in 
der  der  Wärmeleitung  behandelt  worden,  so  daüs  es  sich  hier  eigent- 
lich nur  um  eine  Übertragung  von  dort  längst  bekannten  Resultaten 
in  die  andere  Sprache  handeln  konnte.  Mir  ist  darüber  nur  die 
von  C.  Xeumann  veranlafste  Dissertation  von  W.  Muhle*^^®)  be- 
kannt; sie  beschränkt  sich  auf  den  Fall,  dafs  keine  Wärmeabgabe 
nach  aufsen  stattfindet  und  dafs  der  Zustand  stationär  ist.  Die 
Wärmebilanz  wird  zunächst  für  ein  beliebiges  krummlinig  begrenztes 
Bechteck  auf  einer  beliebigen  Fläche  aufgestellt;  daraus  erhält  er 
die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung  in  der  Form**^^): 

^.^-i(ÄSr9+Ä(-?f01=«-     '  (") 

Dabei  bedeuten  JEJ,  G  die  Gaufs'schen  Fundamentalgröfsen,  H  bedeutet 

yEG.  Diese  Ableitung  lasse  sich  von  physikalischen  Vorstellungen 
frei  machen,  wenn  man  beachte,  dafs  für  einen  beliebigen  Bereich: 

JJj,fd<o^JI-^dc  (62) 

sei.  Für  ein  „geodätisches  Polarcoordinatensystem^^  wird  ff  =  1; 
speciell  für  die  Kugel  erhält  man®^^*): 

0  +  sin^  ^  fj^  +  sin  ^  cos  ^  1^  =  0.  (63) 

Als  „Elementarpotential"  auf  der  Kugel  sei: 

log  tg  -|-  (64) 

anzusehen,  wenn  y  den  sphärischen  Abstand  des  Au^unkts  (^j,  g>^) 
vom  Pol  (d-j  (p)  bezeichne.  Dieses  Elementarpotential  entwickelt 
gj.6913^  in  eine  trigonometrische  Reihe  nach  den  Vielfachen  von 
g>  —  9j,  indem  er: 

6910)  Diss.  Leipz.  [1898].         6911)  §  2,  p.  18. 
6912)  §  3,  p.  17.        6918)  Cap  U,  p.  18. 
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(65)  tg  -|-  —  (1  —  cos y)>  (1  +  cos  y)"  « 

setzt  und  dann  von  der  Gleichung  §  15  (18)  Gebrauch  macht;  dabei 

sind  je  nach  der  Lage  der  beiden  Punkte  zu  einander  (^  +  ^i^n) 

verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Durch  Multiplication  mit  einer 
Dichtigkeitsfunction  und  Litegration  erhält  er**'^)  das  „Potential'^ 
verschiedener  Linien  und  FlächenstHcke.  Dann  stellt  er**^^)  den 
„Green'schen  Satz^*  für  eine  beliebige  Fläche  auf;  die  Formeln  haben 
dieselbe  Gestalt  wie  in  der  Ebene,  nur  tritt  an  Stelle  von  J^f  der 
Ausdruck  (6l)  und  an  Stelle  von  J^f  der  folgende: 

speciell  f&r  die  Kugel: 

(")  a^(l0"  +  g,O'- 

Damit  ist  auch  die  Übertragung  des  speciellen  Green'schen  und  des 
GrauTs'schen  Satzes  gegeben  •^^•).  Sind  die  vorgeschriebenen  Rand- 
werte mit  denjenigen  der  Function  (64)  identisch,  so  wird  die 
„Green'sche  Function"  und  „Green'sche  Belegung"  erhalten  •^^^j  mit 
deren  Hilfe  dann  die  Lösung  der  Aufgabe  auch  für  beliebig  vor- 
geschriebene Bandwerte  möglich  ist.  Für  einen  Kreis  wird  die 
Green'sche  Fimction  mit  Hilfe  trigonometrischer  Entwicklung  er- 
halten *^^®);  ebenso  für  eine  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzte 
Zone.  Damit  gelingt  die  Lösung  der  Randwertaufgabe  oder  wie  er 
sich  ausdrückt  die  Bestimmung  der  „Hauptfunctionen"  für  solche 
Gebiete  ®^^^).  Die  Resultate  lassen  sich  dann  physikalisch  für  die 
Temperaturverteilungsprobleme  deuten*®*®).  Er  zeigt  noch*®*^),  wie 
sie  sich  durch  stereographische  Projection  aus  den  entsprechenden 
Resultaten  für  die  Ebene  ableiten  lassen;  doch  vermeidet  er  ab- 
sichtlich*®'*) den  Gebrauch  complexer  Gröfsen.  Er  führt  das  für 
eine  Anzahl  specieller  Probleme  durch*®'*).  Schliefslich  transformirt 
er  noch  die  Dififerentialgleichuog  (61)  auf  sphärisch -elliptische 
Coordinaten.  *®'*). . 

Die    zahlreichen  Abhandlungen,    in    welchen    unter  mehr   oder 
minder  loser  Anknüpfung  an  Probleme  der  Wärmeleitung  die  durch 


^ 


6914)  Cap.  m,  p.  24.    6916)  Cap.  IV,  p.  37.    6916)  §  8,  p.  45. 

6917)  Cap.  V,  §  1,  p.  47.    6918)  §  2,  p.  49.    6919)  Cap.  VI,  p.  54. 

6920)  Cap.  Vn,  p.  68.    6921)  Cap.  Vm,  p.  60.    6922)  p.  68. 

6923)  Cap.  IX,  p.  66.    6924)  §  7,  p.  80. 
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specielle  Functioiien  complexen  Arguments  vermittelten  conformen 
Abbildungen  zweier  ebenen  Flftcbenstücke  auf  einander  nntersucbt 
werden,  fallen  nicht  in  den  Rahmen  dieses  Berichts.  Die  neueren 
Untersuchungen,  bei  welchen  es  sich  wesentlich  am  die  Discussion 
der  Convergenzfrage  handelt,  werden  im  zweiten  Hauptteil  zu  be- 
sprechen sein. 

§  106.    Wärmeleitung  in  Krystallen. 

AuTser  den  schon  besprochenen  Abhandlungen  von  J.  M.  C. 
Duhamel^^^*),  ^^  über  dieses  Thema  ist  noch  eine  der  Zeit  nach 
zwischen  sie  fallende  zu  nennen  ^^'^).  Sie  stellt  sich  die  Aufgabe, 
die  Methode  von  Lame*®*^)  auf  anisotrope  Körper  zu  übertragen. 
Die  Existenz  dreier  thermischer  Hauptaxen  entnimmt  er  seiner  voran- 
gehenden Abhandlung  *^^);  er  zeigt,  dafs  man  die  Differentialgleichung 
durch  eine  affine  Transformation  auf  dieselbe  Form  bringen  kann, 
wie  für  einen  isotropen  Körper,  und  dafs  sich  dann  das  Verfahren 
von  Lame  anwenden  läfst.  Speciell  zeigt  er,  dals  in  einem  aniso- 
tropen Körper  die  isothermen  Flächen,  wenn  sie  EUipsoide  sind, 
nicht  confocal  sind,  sondern  dafs  die  Differenzen  der  Quadrate  ent- 
sprechender Hauptaxen  sich  wie  die  zugehörigen  Leitfähigkeiten  ver- 
halten ^**^*^).  Von  den  allgemeinen  Sätzen  von  Lame  und  Chasles 
über  confocale  Flächen  bleiben  einige  auch  für  die  so  definirten 
allgemeineren   Flächenscharen   bestehen,    andere   sind  zu  modificiren. 

Eine  Note  von  0.  Bonnet®*^^  behandelt  die  Wärmeleitung  in 
zugleich  heterogenen  und  anisotropen  Mitteln.  DuhameVs  Satz  von 
den  drei  Hauptaxen  der  Leitfähigkeit  gelte  auch  hier*^;  aber  ihre 
Bichtungen  seien  nur  unter  Bedingungen,  die  auf  Grund  eines 
Satzes  von  Bertrand  *^^^),  *^'*)  leicht  aufzustellen  seien,  die  Normalen 
eines  dreifach  orthogonalen  Flächensystems.  Dagegen  könne  man 
umgekehrt  zu  jedem  solchen  System  eine  derartige  Abhängigkeit 
der  Leitfähigkeit  vom  Ort  und  von  der  Richtung  angeben,  dafs  die 
Hauptaxen  der  Leitfähigkeit  gerade  in  die  Normalenrichtungen  dieses 
Systems  fallen;  es  sei  dazu  hinreichend,  dafs  in  jedem  Punkt  die 
Entwickelung  der  Leitfähigkeit  nach  Kugelfunctionen  der  Richtung 
kein  Glied  zweiter  Ordnung  enthalte.  Die  so  gefundene  Lösung  sei 
noch  nicht  die  allgemeinste,  schon  weil  sie  für  die  drei  Hauptleit- 
fähigkeiten immer  übereinstimmende  Werte  ergiebt;  man  könne  noch 


6925)  J.  de  math.  4,  1839,  p.  63.         6926)  p.  68. 
6927)  Par.  C.  R.  27,  1848,  p.  49. 
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eine  beliebige  gerade  Function  der  drei  Richtungscosmus  hinzufügen. 
Die  Gleichung  der  stationären  Warmeströmung  laute  im  Falle  der 
Existenz  solcher  „surfaces  isoconductrices^': 

[mit  den  Bezeichnungen  Lame's,  §  90].  Z.  B.  reducire  sie  sich  im 
Falle  der  elliptischen  Coordinaten  wieder  auf  die  einfache  Form 
§  103,  (61),  wenn: 

(2)  K^igl-^gir^,,, 

sei. 

G.  Stokes*^*®)  ninmit  die  Wärmebewegung  in  homogenen 
Krystallen,  im  Anschlüsse  an  Senarmont's  Versuche  und  Duhamel's 
Theorie *^^),  '^  noch  einmal  vor,  betrachtet  aber  die  Hypothese 
der  Molecularstrahlung  als  „verj  questionable^^  und  will  daher  eine 
neue  Ableitung  geben.  Er  führt  sogleich  den  „flux  of  heat^'  als 
einen  Elementarbegriff  und  seine  Zerlegung  nach  den  Coordinaten- 
richtungen***^)  ein.  Die  von  einem  Element  aufgenommene  Wärme- 
menge setzt  er  der  Temperaturerhöhung  proportional^**®);  den  Pro- 
portionalitätsfactor  könne  man  in  erster  Annäherung  constant  nehmen. 
Mit  derselben  Annäherung  könne  man  die  flux-Componenten  als 
lineare  Functionen  der  Ableitungen  der  Temperatur  nach  den  Coor- 
dinaten ansehen**'^).  So  kommt  er  auch  seinerseits  zu  der  Differential- 
gleichung §  55,  (20)  und  zu  der  Überzeugung  von  der  Existenz 
dreier  thermischer  Hauptaxen**'^).  Wird  auf  die  letzteren  trans- 
formirt,  so  nehmen  die  Ausdrücke  der  flux-Componenten  die 
Form  an: 

(3)  -  /ir  =  «11  äS  +  ^1«  äy  +  ^"  ä^'  ^^^  ^>* ^*>' 

für  ein  Medium  mit  zwei  zu  einander  senkrechten  Symmetrieebenen 
mufs   «la  =  «88  =  «31  =  0  sein*^'*).     Für   die  Integration  der  Diffe- 


6928)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6,  1851,  p.  215;  papers  3,  p.  203. 

6929)  nr.  1,  p.  205.  —  nr.  8,  p.  211  setzt  er  auseinander:  die  über- 
flüssigen Constanten,  die  in  den  Ausdrücken  der  flux-Componenten,  aber 
nicht  in  der  Wärmebewegungsgleichung  auftreten,  entsprächen  einer  Vor- 
stellung von  der  Wärme  (nicht  nur  „indestructibility",  sondern  auch 
„identity'*),  die  notwendig  in  der  Idee  des  flux,  aber  nicht  notwendig  in 
der  Vorstellung  aufeinanderfolgender  Temperaturverteilungen  enthalten 
sei.     Vgl.  die  spätere  Darstellung  bei  Lam^*'**^. 

6930)  nr.  2,  p.  206.         6931)  nr.  4,  p.  208. 
6932)  nr.  5,  p.  209.         6933)  nr.  6,  p.  209. 
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rentialgleichuDgen  reducire  man  am  einfachsten  durch  eine  affine 
Transformation  auf  den  Fall  der  Isotropie****).  Zum  Sehlufs  ver- 
folgt er  die  Consequenzen  der  Yorstellimg  noch  etwas  weiter,  dafs 
^12  9  ^8  9  ^4  i^^cht  Null  seien;  er  findet,  dafs  sie  eine  Art  von 
Rotations-  oder  Spiralbewegung  der  Wärme  von  einer  Quelle  aus 
bedeuten  würde,  was  doch  „very  stränge"  wäre**^^). 

B.  Minnigerode*^'^)  kritisirt  Lame's  Darstellung***^).  Lame 
habe  angenommen,  dafs  ein  Erystall  nach  entgegengetetzten  Rich- 
tungen ungleiche  Wärmeleitungsfähigkeit  (conductibilite  angulaire) 
besitzen  könne;  man  sollte  also  erwarten,  dafs  sich  aus  Lamers 
Differentialgleichung  die  Verschiedenheit  der  Wärmeleitung  nach 
verschiedenen  Richtimgen  ableiten  lassen  müsse,  was  nicht  der  Fall 
sei.  In  der  Tat  folge  aus  dem  Superpositionsprindp,  dafs  die 
Differentialgleichung  nicht  linear  sein  dürfe,  wenn  sie  Verschieden- 
heit der  Wärmeleitung  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ergeben 
solle.  £r  nimmt  daher  Lame's  Rechnung  noch  einmal  vor  und 
zeigt  ***^),  dafs  die  Coefficienten  von  dufcx  in  der  Fluxcomponente  f 
und  von  dujdy  in  der  Componente  f^  notwendig  einander  gleich 
und  von  der  Temperaturverteilung  unabhängig  ausfallen,  wenn  die 
angulare  Wärmeleitungsfähigkeit  in  entgegengesetzten  Richtungen 
dieselbe  ist,  dafs  aber  andernfalls  weder  das  eine  noch  das  andere 
gilt.  Er  selbst  beschränkt  aber  seine  weiteren  Untersuchungen  auf 
den  schon  von  Duhamel ^^**) ,  *^  behandelten  Fall,  in  welchem 
solche  Gleichheit  überall  stattfindet**^®).  Sie  betreffen  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  in  einer  auch  für  anisotrope  Medien 
gültigen  Form;  die  Gestalt,  die  die  Resultate  für  isotrope  Medien 
annehmen,  ist  bereits ^®^)  besprochen.  Dafs  man  den  allgemeinen 
Fall  durch  eine  affine  Transformation  auf  den  isotropen  zurückführen 
kann,  erwähnt  er  erst  nachträglich ^^^*). 

J.  Boussinesq^^*®)   hält  Lame's  Annahme,   dafs  die  conducti- 
bilite   angulaire    in    entgegengesetzten   Richtungen    verschieden    sein 


6934)  nr.  10,  p.  218.         6935)  nr.  19,  p.  226. 
6936)  Dias.  Gott.  1862.         6937)  nr.  2,  p.  7. 

6938)  Erst  späterhin  (nr.  11,  p.  17)  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs 
die  unsymmetrischen  Coefßcienten  des  Wärmeflusses  in  die  Differential- 
gleichung überhaupt  nicht  eintreten. 

6939)  nr.  16,  p.  20. 

6940)  Pariser  th^se  1867 ;  in  gedrängterer  Darstellung  J.  de  math.  (2)  14, 
1869,  p.  265,  mit  Zusätzen.  Auszug  aus  der  thäse  Par.  C.  R.  65,  1867, 
p.  104,  aas  der  Abhandlung  ib.  66,  1868,  p.  1194;  69,  1869,  p.  329.  J.  de 
math.  p.  267  bemerkt  er,  er  habe  die  Untersuchungen  von  Duhamel  erst 
nachti^glich  kennen  gelernt. 
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könne,  für  unwahrscheinlich;  er  verzichtet  daher ••*^)  überhaupt  auf 
eine  moleculartheoretische  AuäiELSsung  der  Vorgänge  und  setzt  so- 
gleich die  Ausdrücke  der  fluz-Componenten  als  lineare  Functionen 
der  Ableitungen  der  Temperatur  mit  9  willkürlichen  Coef&cienten 
an  *•**).  Als  holoedrisch  bezeichnet  er  einen  Krystall,  wenn  in  ihm 
drei  Axenrichtungen  von  der  Art  existiren,  dafs  jede  Stromcomponente 
zugleich  mit  der  entsprechenden  Coordinate  ihr  Zeichen  wechselt  *^^; 
für  solche  Axen  sind  die  a  mit  ungleichen  Indices  alle  gleich 
Null.  Dann  setzt  er  die  Differentialgleichung  der  W&rmebewegong 
an^*^);  daGs  sie  unter  geeigneten  Nebenbedingungen  nur  eine  Lösung 
hat,  beweist  er  durch  ein  Verfahren,  das  auf  eine  Anwendung  des 
Green'schen  Satzes  hinauskonunt***^).  Er  zeigt  ••*•),  dals  man  sie 
durch  orthogonale  Coordinatentransformation  auf  eine  Form  bringen 
kann,  in  der  keine  gemischten  Ableitungen  vorkonunen;  für  ein 
solches  Coordinatensystem  müssen  dann  die  Ausdrücke  der  flux-Com- 
ponenten  die  Form  (3)  haben.     Das  Ellipsoid: 

(4)  ^  +  y:  +  i!.«i 

^    ^  «11  «ff  «81 

nennt  er  mit  Lame**^)  Hauptellipsoid^**^;  verbreitet  sich  die  Wärme 
von  einer  punktförmigen  Quelle  aus,  so  sind  die  isothermen  Flächen 
zum  Hauptellipsoid  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Die 
Wärmeleitungsgleichung  hat  in  bezug  auf  irgend  drei  conjugirte 
Durchmesser  des  Hauptellipsoids  dieselbe  Form,  wie  sich  vermöge 
der  affinen  Transformation  des  Ellipsoids  in  eine  Kugel  leicht  be- 
weisen lasse****).  Wird  das  Mittel  zu  Anfang  in  allen  Punkten 
einer  unbegrenzten  Geraden  erwärmt,  so  sind  die  isothermen  Flächen 
Cylinder;  wird  es  zuerst  in  allen  Punkten  einer  unbegrenzten  Ebene 
erwärmt,  so  sind  sie  Ebenen*^*).  Geht  man  von  dieser  letzteren 
Vorstellung  aus,  so  kann  man  das  Hauptellipsoid  auch  als  eine  Art 
von  Wellenfläche  auffassen. 

Zunächst  betrachtet  er  dann  die  Wärmeleitung  in  einem  Stabe***®). 
Der  flux  durch  ein  Flächenelement  von  der  Normalenrichtung  /*,  g, 
h  ist: 


6941)  Wie  Stokes  '*'"),  den  er  übrigens  nicht  gekannt  zu  haben  scheint. 

6942)  Thäse  §  1,  p.  12.         6943)  §  2,  p.  18. 
6944)  §  3,  p.  15.         6945)  §  5,  p.  21. 

6946)  J.  de  math.  p.  268  citirt  er  hier  Lam^*"*). 

6947)  §  6,  p.  23  bezw.  §  1,  p.  268. 

6948)  §  7,   p.  24;   J.  de   math.   p.  268   beruft   er   sich   auch  hierfOr 
auf  Lam^. 

6949)  §  8,  p.  27.         6950)  §  9,  p.  30. 
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iflnf-  ^i%9  +  «siÄ)  gl  +  + ;  (5) 

man  kann  also  eine  durch: 

fi'9i'K='  i^if—  «12^  +  öTijÄ)  : .  . .  (6) 

bestimmte  Richtung  von  der  Eigenschaft  angeben,  dalB  der  Wärme- 
flnÜB  durch  das  Element  nur  vom  Temperaturgefalle  in  dieser 
Bichtung  abhängt.  Umgekehrt  verhalten  sich  f,  g,  h  wie  lineare 
Functionen  von  /*^,  ^^  h^.  Ein  Stab,  dessen  Längsaxe  in  die  Richtung 
fv  9it  \  fällt,  wird  dann  durch  Ebenen  senkrecht  zu  der  Richtung 
/*,  ^,  Ä  in  Element«  geteilt;  die  Wärmebüanz  eines  solchen  Elements 
läfst  sich  ebenso  aufstellen  wie  die  eines  isotropen  Elements  von  der 
Leitfähigkeit: 

«««ssn +  ++(«„/;  +  +)•     '  ^^ 

Werden  hier  für  /"j,  ^j,  \  die  CQordinaten  rr,  y,  z  und  der  Ausdruck 
dann  gleich  1  gesetzt,  so  erhält  man  das  „ellipsoide  des  points  iso- 
thermes" ^®^^)  oder  „des  conductibilites  lineaires"****^;  in  holoedrischen 
Mitteln  fällt  es  mit  dem  Hauptellipsoid  zusammen,  von  der  von 
Lame^^^^)  als  ellipsoide  des  conductibilites  bezeichneten  Fläche  ist 
es  verschieden.  Im  allgemeinen  berührt  es  das  Hauptellipsoid  in 
zwei  Punkten  ^^^').  Dieselben  Resultate  leitet  Boussinesq  dann  noch 
auf  andere  Weise  ab,  indem  er  die  Bedingung  an  die  Spitze  stellt, 
dafs  durch  die  Seitenflächen  des  Stabes  keine  Wärme  austreten  solL 
Sind  m,  n,  p  die  Richtungscosinus  einer  Normalen  an  der  Oberfläche, 
so  muTs: 

(du  du  du\         i      i  r,  /Q\ 

(«11  ä^  +  «uä]^  -  «M  37)  »•  +  +  =  0  (8) 

sein,  also  das  Oberflächenelement  parallel  zu  der  Richtung®***): 

du   .         du  du  x^x 

Das  ist  nur  dann  für  alle  Oberflächenelemente  möglich,  wenn  diese 
Richtung  die  des  Stabes  ist.  Durch  Auflösung  der  so  erhaltenen 
Gleichungen  erhält  man  die  Ableitungen  der  Temperatur  durch  /*^, 
^1,  /ij,   also  durch  den  Wärmeflufs  in  Richtung  der  Stabaxe  ausge- 

6951)  §  10,  p.  34.         6962)  J.  de  math.  §  2,  p.  373. 

6958)  §  11,  p.  36. 

6954)  §  12,  p.  37  —  J.  de  math.  §  5,  p.  283  führt  er  beide  Betrachtungs- 
arten  auch  für  den  Fall  durch,  dafd  die  Wärmeabgabe  nach  aufsen  Dicht 
yemachlässigt  werden  kann. 
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drückt  und  kann  so  die  Wfirmebilanz  für  Elemente  aufstellen,  die 
aus  dem  Stab  durch  Ebenen  senkrecht  zu  seiner  Axe  herausgeschnitten 
sind.  Nachher  deutet  er  die  gefundenen  Formeln  noch  geometrisch**^): 
denkt  man  sich  aus  dem  unbegrenzten  Körper  Stabe  von  allen  mög- 
lichen Richtungen  herausgeschnitten,  so  kann  man  zu  jeder  Ebene 
eine  Richtung  angeben,  so  dais  ein  Stab  von  dieser  Richtung  Ton 
der  Ebene  in  einem  Isothermenelement  geschnitten  wird.  Ist  dann 
die  Ebene  eine  Tangentialebene  des  Hauptellipsoids,  so  liegt  ihr 
Schnittpunkt  mit  der  zugehörigen  Stabrichtung  auf  dem  zweiten 
Ellipsoid,  und  die  beiden  Ellipsoide  sind  dadurch  auf  einander  ab- 
gebildet«^*'). 

Es  folgt  die  Untersuchung  der  Wärmebewegung  in  einer 
Platte  **^^.  Auch  hier  kann  durch  Einführung  eines  schiefwinkligen 
Coordinatensystems  erreicht  werden,  dafis  die  beiden  in  die  Platten- 
ebene fallenden  flux-Componenten  die  Ableitung  der  Temperatur  nach 
der  dritten  Coordinatenrichtung  nicht  mehr  enthalten.  Werden  auch 
noch  die  beiden  in  der  Platte  liegenden  Axen  geeignet  gewählt,  so 
erhält  die  Differentialgleichung  dieselbe  Foim,  wie  für  eine  isotrope 
Platte «^^®).  Die  Isothermen  sind  dann  Ellipsen«^*);  und  wenn  man 
zu  jeder  Stellung  der  Platte  im  Körper  diese  Ellipsen  construirt, 
so  schliefsen  sie  sich  zu  Ellipsoiden  zusammen,  die  zu  dem  Ellipsoid 
der  isothermen  Punkte«**^)  concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
sind.  Auch  diese  Resultate  leitet  er  noch  auf  eine  andere  Art 
ab*****).  Weiter  zeigt  er,  dafs  ein  dem  Hauptellipsoid  parallel  zu  /"j, 
Qif  \  umschriebener  Cylinder  die  Platte,  deren  Stellungscosinus  /*, 
g,  h  sind,  in  einer  Isotherme  schneidet***^).  Die  Stromlinien  in  der 
Platte  sind  im  allgemeinen  Falle  eine  Art  von  Spiralen,  die  den 
Nullpunkt  zum  asymptotischen  Punkt  haben****);  Kreise  sind  sie 
nur,  wenn  die  Platte  den  gemeinsamen  Durchmesser  der  beiden 
Ellipsoide  enthält. 

P.  Morin*** )   teilt   auf  die   Veröffentlichung   des  Auszugs   aus 


6956)  §  13,  p.  39;  J.  de  math.  sind  die  bez.  Formeln  §  3,  p.  274 
▼orauBgeschickt. 

6956)  Die  Abbildung  ist  ein-zweidentig;  die  zu  treffende  Wahl 
zwischen  den  beiden  Punkten  wird  J.  de  math.  §  3,  p.  277  und  §  8,  p.  296, 
sowie  Par.  C.  R.  69,  1869,  p.  331  besprochen. 

6957)  §  14,  p.  43,  bezw.  §  6,  p.  288.         6958)  §  15,  p.  48. 
6959)  §  16,  p.  48,  bezw.  §  7,  p.  290.         6960)  §  18,  p.  53. 

6961)  §  19,  p.  53. 

6962)  J.  de  math.  §  8,  p.  294;  Par.  C.  R.  66,  1868,  p.  1196  auch  für 
die  Wärmebewegung  in  drei  Dimensionen. 

6963)  Par.  C.  R.  66,  1868,  p.  1332. 
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Boussinesq's  Untersuchungen  hin  mit,  dafs  er  entsprechende  Resultate 
schon  einige  Jahre  vorher  erhalten  habe.  Er  giebt  eine  Darstellung 
der  geometrischen  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Ellipsoiden,  die 
durch  Herbeiziehung  eines  zweiten  Mediums,  das  in  seinen  Eigen- 
schaften das  Spiegelbild  des  ersten  ist,  in  manchen  Punkten  über- 
sichtlicher ist,  als  die  von  Boussinesq.  Bas  Hauptellipsoid  heifst 
auch  bei  ihm  ellipsoide  principal,  das  andere  einfach  ellipsoide 
exterieur. 

A.  Beer^^^)  fährt  die  Annahme  der  Existenz  dreier  „thermischen 
Axen^'  von  Anfang  an  ein,  wobei  er  von  der  Möglichkeit  des  Auf- 
tretens rotatorischer  Coefficienten  überhaupt  nicht  redet,  und  stellt 
dann  die  Wärmebilanz  für  ein  Parallelelepiped  auf,  dessen  Kanten 
zu  diesen  Axen  parallel  sind.  Zur  Formulierung  der  Oberflächen- 
bedingungen bedient  er  sich  des  Hauptellipsoids^^^).  Dafs  man  die 
Gleichung  durch  eine  afQne  Transformation  auf  die  für  ein  isotropes 
Mittel   gültige   zurückführen  kann,   hebt  er  ausdrücklich  hervor***^). 

J.  Moutier^^*^)  weist  ausdrücklich  noch  einmal  [vgl.  **^),  ^•^), 
6939)^  6941)^  6966)j  ^^^^f  ^^^  ^^^  ^^u  die  Lösuug  der  Wärmeleitungs- 
probleme für  ein  unbegrenztes  anisotropes  Mittel  aus  denjenigen  fär 
ein  isotropes  durch  affine  Transformation  ableiten  könne. 

E.  Betti  giebt •^*®)  zunächst  eine  Verallgemeinerung  seiner^*®) 
Gleichung  §  103  (15)  auf  den  Fall,  dafs  der  Körper  weder  homogen, 
noch  isotrop  ist;  den  zur  Ableitung  von  §  103  (18)  erforderlichen 
Grenzübergang  führt  er  sorgfältig  aus.  Ist  das  Medium  homogen 
und  besitzt  es  centrische  Symmetrie,  so  ist  die  erforderliche  Green'sche 
Function  eine  durch  affine  Transformation  zu  erhaltende  Ver- 
allgemeinerung der  durch  §  103  (17)  gegebenen.  Schliefslich  be- 
antwortet Betti  hier  die  von  Beltrami  aufgeworfene  Frage  nach  der 
physikalischen  Bedeutung  der  in  den  Formeln  auftretenden  Gröfsen: 
es  handelt  sich  um  einen  Grenzübergang  zu  dem  Falle,  dafs  das 
Product  aus  Dichtigkeit  und  specifischer  Wärme  gegenüber  der  Leit- 
fähigkeit unendlich  klein  ist. 

Lange  nach  seiner  Abhandlung ^*'^)  kommt  auch  Minnigerode 
auf  die  Wärmeleitung  in  Krystallen  zurück  •^•*).  Er  setzt  seine 
Einwendungen   gegen  Lame's  Darstellung   noch  einmal  ausführlicher 


6964)  Einleitung öo"),  HI,  p.  79. 

6966)  nr.  4,  p.  83.         6966)  nr.  6,  p.  86. 

6967)  Bull.  80C.  philomat.  (7)  8,  1884,  p.  184. 

6968)  Collect,  in  mem.  D.  Chelini,  ed.  Cremona  et  Beltrami,  Mediol. 
1881,  p.  232. 

6969)  N.  Jahrb.  f.  Mineralogie  1,  1886,  p.  1. 
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auseinander;  weiterhin  ^*^)  untersucht  er,  bei  welchen  ErTStall- 
systemen  die  rotatorischen  CoefBcienten  auftreten  können. 

£.  Caryallo*^^)  geht  von  den  folgenden  Voraussetzungen  aus, 
die  er  übrigens  nicht  als  Hypothesen,  sondern  als  selbstyerstftndlicli 
aufzufassen  scheint:  die  Wärmeleitung  beruht  auf  einem  Wanne- 
austausch zwischen  einzelnen  Molekeln,  proportional  ihrer  Temperatur- 
differenz; der  flux  durch  ein  Flftchenelement  ist  mit  Duhamel  als  die 
Wärmemenge  zu  definiren,  die  infolge  der  ersten  Annahme  von  der 
einen  Seite  des  Elements  auf  das  andere  übertritt;  die  yorkommenden 
Summationen  dürfen  durch  Integrationen  ersetzt  werden.  Er  zeigt, 
dafs  unter  diesen  Voraussetzungen  von  den  9  Coefficienten  6  ein- 
ander je  paarweise  gleich  werden,  auch  wenn  man  nicht  annimmt, 
daHs  die  in  der  ersten  Annahme  vorkommende  Function  der 
Distanz  und  der  Richtung  mit  der  letzteren  zugleich  ihr  Vorzeichen 
ändere. 

Die  Darstellung  von  6.  Elti**^*)  war  mir  nicht  zugänglich. 

J.  Eowalski^'^^)  leitet  aus  dem  Entropieprincip  noch  einmal 
ab,  dafs  die  Coefficienten  k  Bedingungen  der  Form 

hl  >  0, 

genügen  müssen. 

Th.  Liebisch**^*)  fafst  die  Gleichungen  (3)  als  lineare  Glei- 
chungen zwischen  zwei  Vectorgrölsen  auf.     Er  stellt  dem  Ellipsoid: 

(10)  f=^a,,xjx,=  l 
das  andere: 

(11)  <p=^.aj^XjX^^l 

gegenüber  ••'*),  wo  die  a  die  zu  den  a  reciproken  Coefficienten  be- 
deuten; die  Hauptaxen  des  ersten  bezeichnet  er  als  „Hauptaxen  der 
Leitfähigkeit",  die  des  letzteren  als  ,JIauptaxen  des  Widerstandes**  ••'*). 

6970)  §  4,  p.  9.         6971)  Paris  bog.  math.  15,  1887,  p.  167. 

6972)  propagazione  del  calore  nei  cristalli,  Gemona  1889. 

6973)  Prace  mat.  üb.  2,  1890,  p.  100;  mir  nur  doreb  das  Referat 
Fortschr.  Phjs.  46,,  p.  880  zogänglich 

6974)  Physikalische  Erystallographie,  Leipz.  1891,  11,  nr.  3,  p.  121.  — 
In  dem  späteren  „Grondrifs  der  phys.  Krystallogr.*',  Leipz.  1896,  U,  nr.  2, 
p.  207,  beschi^nkt  sich  Liebisch  auf  den  Fall^  dafs  die  rotatorischen 
Coefficienten  alle  gleich  Null  sind.  —  Ob  die  Note  von  E.  Jannetaz 
(Bull,  min^ral.  16,  1892,  p.  133)  Theoretisches  enthält,  kann  ich  nicht 
angeben. 

6975)  §  6,  p.  128.         6976)  nr.  9,  p.  131. 
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Das  Hauptellipsoid  tritt  bei  ihm  erst  nachlier  anf^^^');  es  ist  zu  dem 
Ellipsoid  /*—  1  reciprok  in  Bezug  auf  die  Einheitskugel.  Damit 
ergibt  sich  eine  einfache  Darstellung  der  von  Boussinesq***^)  abge- 
leiteten geometrischen  Beziehungen  zwischen  beiden  Flächen *^^^. 
Die  Strömimgscurven  behandelt  er*^*)  im  Anschlufs  an  Stokes**^*), 
die  Verhältnisse  der  verschiedenen  Krystallsysteme®^  im  Anschlufs 
an  Minnigerode  ®^®). 

Ch.  Soret*^®^)  giebt  eine  Zusammenstellung  der  bis  dahin  er- 
haltenen Resultate.  Dafs  die  flux-Componenten  lineare  Functionen 
der  Ableitungen  der  Temperatur  sind,  bezeichnet  er  mit  Stokes**'^) 
als  ,4&  supposition  la  plus  simple  qne  Ton  puisse  faire'S  Den 
Factor,  mit  dem  man  die  Temperaturdifierenz  auf  den  beiden  Seiten 
einer  unendlichen  planparallelen  Platte  von  der  Dicke  1  multipli- 
ciren  mufs,  um  den  Wärmeflufs  durch  sie  zu  erhalten,  nennt  er**®*) 
„coefficient  de  conductibilite  normale'^  Seine  Abhängigkeit  von  der 
Richtung  läfst  sich  dadurch  ausdrücken,  dafs  er  zum  Quadrat  des 
Radiusvectors  eines  Ellipsoides  imigekehrt  proportional  ist.  Dann 
bringt  er  die  Resultate  von  Boussinesq***®);  fttr  die  Discussion  der 
verschiedenen  Krystallsysteme  verweist  er  auf  Minnigerode  *^®)  und 
Liebisch  •^**).  Das  Ellipsoid  (10)  hängt  nur  von  den  Hauptleit- 
fähigkeiten, nicht  von  den  rotatorischen  Goefficienten  ab;  aus  ihm 
könne  man  das  Hauptellipsoid  ableiten  und  durch  Yergleichung  mit 
dem  „ellipsoide  des  conductibilites  lineaires^^,  das  durch  die  Ver- 
suchsanordnimg  von  de  Senarmont  bestimmt  werde,  die  rotatorischen 
Goefficienten  ermitteln*^'). 

P.  Curie  bemerkt  in  einer  Besprechung  des  Soret'schen  Buches*^, 
man  könne  die  zum  Studium  des  Halleffectes  verwendeten  Methoden 
auch  zur  Untersuchung  der  Frage  nach  dem  Vorhandensein  oder 
Nichtvorhandensein  der  rotatorischen  Goefficienten  verwenden,  z.  B. 
die  Schmalseiten  einer  langen  Platte  auf  verschiedene  Temperatur 
bringen   und   dann   den  Verlauf  der  Isothermen   in   der  Gegend   der 


6977)  nr.  10,  p.  133.         6978)  nr.  11,  p.  134. 

6970)  nr.  12,  p.  136.    Aus  seiner  Darstellung  geht  hervor,  dafs  es  sich 
um  „TT-Curven*'  handelt. 

6980)  nr.  13,  p.  139.  —  Der  speciell  mit  „Wärmeleitung"  überschriebene 
dritte  Abschnitt  enthält  nichts,  was  für  uns  in  Betracht  käme. 

6981)  Elements  de  cristallographie  phjsique,  Paris  1893,  p.  482;  ab- 
gedruckt J.  de  phys.  (3)  2,  1893,  p.  241. 

6982)  nr.  2,  p.  243. 

6983)  nr.  19,  p.  257;  vgl.  auch  Genöve  arch.  27,  1892,  p.  373  (Auszug 
Par.  C.  R.  114,  1892,  p.  636). 

6984)  Genäve  arch.  20,  1898,  p.  353. 
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sds^ti  i«:  *Tir:g*r  Zöc  o/eä^äoci,    W«xlzl  aus  zu  ezM 

Mkib^  Flaase  toce.  Erk^zzagsKssarrzB.  slz&s   -«aesi  ErsaeEmin   &&  dm 

SsQ  »nett,  oiditi  am  V«rla2ife  ^«r  Lccöenc^c.  voel  aMr  im  cnt- 
lfftgiHL;mK2X«a  FalLft.  FiTiffctter.  aib«r  weDig«r  s*i:^«r  »  es.  Toa 
eis^m  Pimkti^  ^äta  Eaade»  aoj  n  «ai^ign;  besser,  di«  Plane  m 
aendxzuH/i^tL  ood  dL^  beädoL  T^hI«  «twas  roa  e^zaaier  zu  rQcken 
oad  TOD.  ^iatm  Ponk:  des  Spaites  ans  za  eritrszec'**^ .  EadEch 
kXmyk  z&aA  aadli  eiiie  FUae  parallel  i^ir  Ax«  d-o-  rotafioriscfaeii 
C>>iifEeient«n  neluiieii:  die  IsotherzB«!  mufften  dann  nncrminetiiscli 
MiB  g^S7^^  denjenigen  ÜLrer  DnrehmesMr.  der  zn  dieser  Axe  parallrl  ist. 
W,  Voigt*^;  bereitet  die  Discossion  der  WiiRn«^Ieitiingspn>bI«ne 
dopirb  «ine  allgemeine  üntenacfanng  der  Bewegimg  imponderabler 
Flnida  innerbalb  ponderabler  Körper  Tor.  Er  geht  zn  diesem  Zweck 
r<m  den  bjdrodjnamisclien  Gleichungen  aus  and  wendet  sie  auf 
den  Fall  an,  dals  der  Baum,  innerhalb  dessen  die  Flüssgkeit  äch 
berwegt,  Ton  einem  feinen  Netzwerk  Ton  regelmäfsigem  und  gleich- 
f5rmigem  Gefäge  durchzogen  wird,  das  der  Bewegong  einen  Wider- 
stand entgegenuetzt.  Die  Componenten  dieses  Widerstandes  setzt  er 
der  huthtt  der  Flfissigkeit  proportional  und  in  erster  Am^emng 
linearen  Functionen  der  Geschwindigkeitscomponenten  gleich.  Werden 
dann  mit  X^  F,  Z  die  Componenten  der  übrigen  Solseren  Kräfte 
bezeichnet  f  so  erhält  er: 

(12)  j^  +  ^(«11 M  +  «11^  -r  «!»"■;  =  -3l,  •  •  • 

nnd  dazu: 

'S'----  +  l?  =  0' 

sowie  die  Cbergangsbedingong: 

(^^)  Qkl'^k "^  Kl ^)  +  •  •  •]  +  9kb*k cos  K, x)  +  "-]  +  -^Y  =  Ö- 

Bind   die   inneren   Kräfte  0,   so  kann  keine  Ranmdichte   ^,   sondern 

6985;  ib.  p.  366;  engl.  phil.  mag.  (6)  37,  1894,  p.  338. 

698Ö;  W.  Voigt  rGött.  Nachr.  1896,  p.  244;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  60, 
p.  869;  findet  das  „principiell  nicht  unbedenklich,  da  keinerlei  Veranlassung 
▼orliegt,  die  Wärmeströmung  nächst  dem  Spalte  als  zu  ihm  parallel  an- 
zusehen; und  doch  ist  dies  Voraussetzung  für  das  Eintreten  einer  Un- 
Stetigkeit  der  Iffothermen'\ 

6987;  Compendium  der  theoretischen  Physik  1,  Leipz.  1895,  U,  §  12,  p.  289. 
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nur  eine  Flächendichte  a  auftreten.  Er  nimmt  dann  an,  daOs  — 
etwa  wegen  der  bedeutenden  Gröfse  der  x  —  die  Beschleunigungs- 
componenten  gegen  die  übrigen  Glieder  vemchlässigt  werden  können; 
das  finde  jedenfalls  statt,  wenn  das  Eluidum,  um  das  es  sich  handelt, 
„imponderabel^^  sei,  d.  h.  keine  Trägheit  besitze.  Die  CoefQcienten 
%  nennt  er  Widerstandscoefficienten ,  die  A  in  den  durch  Auflösung 
von  (12)  entstehenden  Gleichungen: 

QU^X,,X  +  X,,Y+X^Z,'-'  (15) 

Leitfähigkeitscoefficienten.     Weiter®*®*)  führt  er  die  Zerlegungen  ein: 

^8  =■  ^1  —  "^i»     ^M  =  ^11  +  ^1»  •  •  •  (16) 

and  ebenso: 

jC53  =  Xi  — TTi,     X3J  =  Xi +7ri,.--;  (17) 

das  Ellipsoid: 

nennt  er  Widerstandsellipsoid,  das  andere  (10)  mit  Boussinesq  Ellip- 
soid der  Leitfähigkeiten.  Speciell  bespricht  er  den  Fall,  dafs  nur 
zwei  Componenten  in  Betracht  kommen  und  die  Strömungsrichtong 
mit  der  Kraftrichtung  immer  einen  constanten  Winkel  einschliefst  •***). 
Weiter  führt  er  die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  Potentials  der 
wirkenden  Kräfte  ein®*^);  er  zeigt  ®**^)  unter  Berufung  auf  Lama, 
dafs  es  unendlich  viele  Systeme  schiefer  Axen  giebt,  für  die  die 
gemischten  Ableitimgen  aus  der  Differentialgleichung  des  Potentials 
herausfallen  —  conjugirt«  Durchmesser  des  Hauptellipsoids.  Dann 
behandelt  er  stationäre  Zustände ®^^)  unter  der  Annahme,  dafs  in 
jedem  Volumen-  und  Oberflächenelement  Quellen  oder  Senken  vor- 
handen sind;  den  zugehörigen  Eindeutigkeitsbeweis  fährt  er  im  An- 
schlufs  an  Kirchhoff s  Mechanik.  Er  erwähnt  *^^)  den  Zusanunen- 
hang  mit  der  Potentialtheorie  und  die  dadurch  ermöglichte  doppelte 
physikalische  Deutung  derselben  Formeln,  dann**^)  die  Methode  der 
wiederholten  Spiegelung.  Auch  setzt  er  auseinander**^^),  dafs  die 
rotatorischen  Glieder  nur  Einflufs  haben,  wenn  an  der  Grenze  nicht 
O  selbst,  sondern  cO/cn  oder  cO/cn  -^  hO  vorgeschrieben  ist 
Handelt  es  sich  dabei  um  Bewegungen  in  nur  zwei  Dimensionen,  so 
kann   man   aus   einer  für  t  =-  0   geltenden  Lösung  eine   andere  für 


6988)  p.  292.         6989)  p.  294.         6990)  p.  295. 
6991)  p.  297.         6992)  §  18,  p.  302.         6998)  p.  304. 
6994)  p.  304.         6996)  p.  305. 
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den  allgemeinen  Fall  geltende  ableiten,  die  aber  im  allgemeinen  ein 
unendlich  vieldeutiges  Potential  liefert  und  daher  nur  in  einem  an- 
gemessen begrenzten  Bereich  der  Ebene  brauchbar  ist  •***). 

Nicht  stationäre  Zustände  behandelt  Voigt  ^^^  im  AnschluTs  an 
Amsler^**^  und  Minnigerode  ^•*^);  er  leitet  namentlich  die  Funda- 
mentalgesetze für  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in  einem  solchen 
Fluidum  ab«»»«). 

Die  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Wärmeleitung*»*»)  geht 
aus  von  der  Energiegleichung: 

(19)    C{dB)dx^  f{Xdu  +'")d(o+  nX'du+  -  •  ')dr  +  d^^; 

in  ihr  bedeutet  (de)  die  im  Yolumenelement  enthaltene  Energiemenge^ 
X .  .  .  und  X' .  .  .  die  Componenten  der  auf  das  Oberflächen-  und 
das  Volimienelement  wirkenden  £[räfte,  u,  v,  w  die  Verrückungs- 
componenten,  d^Sl  (nicht  notwendig  ein  vollsiÄndiges  Differential 
einer  Function  der  Coordinaten  und  der  Zeit)  die  zugeführte  Wärme- 
menge. Wegen  der  Langsamkeit  der  Wärmeströmung  gegenüber  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Deformationen  dürfen  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen der  Elasticitätstheorie  angewendet  werden; 
daraus  ergiebt  sich,  daDs  die  Wärmezufuhr  zu  jedem  einzelnen 
Volimienelement  als  auf  umkehrbarem  Wege  erfolgend  angesehen 
werden  kann.  Enthalten  die  Druckcomponenten  Glieder,  welche  von 
den  DeformatioDsgeschwindigkeiten  abhängen,  so  fallen  diese  bei  der 
Umformung  nicht  her^s'^^);  doch  wird  dieser  Fall  als  praktisch 
vorläufig  von  keiner  Bedeutung  nicht  weiter  verfolgt.  Lidem  Voigt 
dann  die  Gleichung  (19)  auf  einen  unendlich  niedrigen  Cylinder  und 
auf  ein  elementares  Tetraeder  anwendet,  erhält  er  die  Beziehungen 
zwischen  den  Wärmestromcomponenten  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen imd  damit  den  AnschluTs  an  die  früheren  Entwicklungen  ^^^). 
Bei  der  Einführung  der  äuDseren  Leitfähigkeit''^*),  deren  praktisch 
bedenklichen  Charakter  hervorzuheben  er  nicht  unterläfst^^^),  unter- 
scheidet er  zunächst  zwei  Fälle,  die  im  Effect  aber  doch  auf  die- 
selbe Gleichung  führen.  Bei  der  Integration  beschränkt  er  sich  auf 
die  Durchführung  der  einfachsten  Fälle  ^«<>*). 

In  einer  bald  folgenden  Abhandlung  zerschneidet  Voigt ''^^) 
die  Platte  durch  einen  Schnitt  parallel  derjenigen  Richtung,  für  die 


6996)  §  14,  p.  308.         6997)  p.  312.         6998)  p.  817. 

6999)  m,  §  9,  p.  647.         7000)  p.  649.         7001)  p.  560. 

7002)  p.  667.         7003)  p.  660.  7004)  p.  668. 

7006)  Gott.  Nachr.  1897,  p.  286;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  60,  1897,  p.  354. 
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der  Leitfähigkeitscoefficient  bestimint  werden  soll,  dreht  dann  einen 
Teil  um  die  Normale  zur  Schnittebene  durch  180  Grad  und  kittet 
die  beiden  Teile  wieder  aneinander.  Für  den  so  erhaltenen  Zwilling 
ist  der  Schnitt  jedenfalls  eine  Symmetrieebene;  werden  die  zum 
Schnitt  senkrechten  Grundflächen  auf  verschiedene  Temperaturen 
gebracht,  so  mufs  die  Wärmeströmung  in  der  Nähe  des  Schnittes 
zu  ihm  parallel  verlaufen;  die  Isothermen  müssen  dann  auf  dem 
Schnitte  unter  einem  Winkel  zusammenstofsen,  der  sich  aus: 

du   .         du      ^  ,^^v 

ergiebt,  wenn  die  Coordinatenaxen  in  die  Schnittrichtung  und  dazu 
senkrecht  gelegt  sind. 

Ausführlich  ist  die  Wärmeströmung  in  Eüry stallen  auch  von  J. 
Boussinesq  behandelt.  Er  beginnt  mit  der  Auseinandersetzung ''^j 
dafs  man  auch  von  seinen  Anschauungen  aus  den  flux  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  bis  auf  unendlich  kleine  Ghröfsen  höherer  Ord- 
nung entgegengesetzt  gleich  setzen  müsse.  Ebenso  ergiebt  sich  auch 
fär  ihn,  dafs  die  Wärmezimahme  eines  Yolumenelements  angesehen 
werden  kann  als  algebraische  Summe  der  Wärmemengen,  die  durch 
seine  Oberfläche  gehen,  indem  die  „actions  etrangeres'^  sich  wieder 
bis  auf  zu  vernachlässigende  Gröfsen  wegheben '*^^).  Dann  leitet  er 
ab,  dafs  die  flux-Componenten  als  stetige  Functionen  des  Ortes  an- 
zusehen sind^^^),  auch  beim  Übergang  von  einem  Material  zimi 
andern  ^®^).  Ihre  Abhängigkeit  von  der  Richtung  erhält  er'®^®) 
durch  das  Cauchy'sche  Tetraeder  ^*®^).  Erst  nachdem  er  die 
nächsten  Consequenzen  dieses  Satzes  entwickelt  hat,  gelangt  er 
zu  den  Ausdrücken  der  flux-Gomponenten  durch  die  Ableitungen 
der  Temperatur,  indem  er  sie  als  Anfangsglieder  abgebrochener 
Maclaurin'scher  Reihen  betrachtet  ^®^^).  Die  zugehörige  quadratische 
Form  mufs  definit  positiv  sein'®^*).  Den  Fall  der  Isotropie  sieht 
er  natürlich  auch  als  einen  nur  im  Durchschnitt  erfüllten  an'®^®); 
und  in  demselben  Sinne  fafst  er  auch  die  etwaige  Existenz  dreier 
thermischer  Symmetrieaxen  auf^®^*). 

Dann  giebt  er  die  Formeln  für  die  Transformation  der  flux- 
Componenten  auf  ein  beliebiges  anderes  rechtwinkliges  Coordinaten- 


7006)  Theorie  analytiqne  de  la  chaleur  1,  Paris  1901,  nr.  46,  p.  99, 

7007)  nr.  46,  p.  100.         7008)  Bis  nr.  49,  p.  106. 
7009)  nr.  50,  p.  107.         7010)  nr.  61,  p.  108. 
7011)  nr.  65,  p.  116.         7012)  nr.  66,  p.  118. 
7013)  nr.  67,  p.  118.         7014)  nr.  69,  p.  121. 
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System  ^^^^).  In  einem  beliebigen  Medium  müsse  man  die  Richtung 
des  Wärmeflusses  („courant  de  chaleur^^)  von  der  des  stärksten 
Temperaturabfalls  unterscheiden,  ebenso  die  zugehörigen  Leitfähig^ 
keitscoef&cienten;  der  „coefflcient  de  conductibilit^  suivant  la  pente 
des  temperatures^'  hänge  in  der  Weise  von  der  Richtung  ab^  da(s 
er  umgekehrt  proportional  sei  zu  dem  Quadrat  des  zugehörigen 
Durchmesser  eines  Ellipsoids,  dessen  Axen  als  Halbazen  der  Leit- 
fähigkeit gelten  können '®^^.  Daraus  ergiebt  sich  dann^^^^  der  Be- 
weis des  Satzes,  dafs  ein  symmetrisches  Medium,  auf  drei  geeignete 
paarweise  rechtwinklige  Axen  bezogen,  nur  die  drei  von  Duhamel 
eingefahrten  Coefficienten  aufweist.  In  diesem  Falle  existirt^®^®)  ein 
^,Potential  der  Wärmeströmung**,  dessen  Ableitimgen  nach  den  Coordi- 
naten  die  Stromcomponentcn  sind;  gleich  const.  gesetzt  giebt  es  die 
Gleichung  des  eben  genannten  Ellipsoids.  Besser  sei  es^^^^),  das  zu 
diesem  reciproke  „ellipsoide  principal**  zu  benutzen.  Im  Falle  sym- 
metrischer Structur  ist  die  Richtung  des  „courant  de  chaleur^*  zur 
Stellung  der  Tangentialebene  der  Isotherme  conjugirt  in  Bezug  auf 
das  Hauptellipsoid;  bei  nicht  symmetrischer  Structur  mufs  man  noch 
das  „ellipsoide  des  conductibitites"  hinzunehmen™*®).  Weiterhin'®*^) 
bespricht  Boussinesq  noch  Lamers  ellipsoide  des  conductibilit^s^*^*), 
dessen  Gleichung  aber  sehr  verwickelt  und  das  zu  nichts  zu 
brauchen  sei^®**). 

Nach  diesen  allgemeinen  Sätzen  recapitulirt  er'®*')  seine 
Theorie ^*^)  der  Wärmeleitung  in  anisotropen  Stäben  und  Platten; 
speciell  giebt  er  Ausftihrungen  für  einaxige  Krystalle '^**). 

Erst  nach  allen  diesen  Vorbereitungen  kommt  er  zur  Auf- 
si^llung  der  Differentialgleichung'®*^),  indem  er  die  in  der  Energie- 
bilanz eines  Volumenelementes  vorkommenden  Gröfsen  durch  die 
Temperatur  und  ihre  Ableitungen  ausdrückt.  Das  Volumenelement 
nimmt  er  zuerst  in  der  Gestalt  eines  rechtwinkligen  ebenflächigen 
Parallelepipeds'®*^),  dann  in  beliebiger  Gestalt'®*').  Auch  die  Grenz- 
bedingungen behandelt  er  ausführlich'"^*®);  er  nimmt  sie  auch  für 
den  Fall  in  Anspruch,  dafs  Convection  zu  berücksichtigen  ist'®**). 
Als  Übergangsbedingungen  giebt  er'®»®)  die  beiden: 

7016)  nr.  62,  p.  124.  7016)  nr.  64,  p.  129.  7017)  nr.  66,  p.  130. 

7018)  nr.  66,  p.  183.  7019)  nr.  68,  p.  136.  7020)  nr.  71,  p.  143. 

7021)  nr.  76,  p.  149.  7022)  nr.  77,  p.  151.  7023)  nr.  82,  p.  156. 

7024)  nr.  86,  p.  159.  7026)  nr.  87,  p.  162.  7026)  nr.  88,  p.  166. 

7027)  nr.  89,  p.  167.  7028)  nr.  91,  p.  170. 

7029)  nr.  94,  p.  176.  7030)  nr.  97,  p.  178. 
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sowie  Verallgemeinerungen   für  den  Fall,  dafs  in   der  Grenzschicht 
Quellen  vorhanden  sind. 

Dann  wendet  er  sich  zur  Frage  nach  der  Existenz  und  Ein- 
deutigkeit der  Lösungen.  Indem  er  für  die  mathematische  Physik 
das  „postulatum  de  la  Variation  graduelle  des  toutes  les  fonctions 
qu'elle  emploie,  sauf  paifois  en  des  endroits  exceptionnels  ...  on  a 
des  instants  exceptionnels"  ausdrücklich  als  solches  formulirt^®*^), 
heruft  er  sich  für  den  Existenzheweis  auf  die  Verfolgung  des  Vor- 
ganges von  einem  Zeitmoment  zum  nächsten  [d  h.  im  Grunde  auf 
die  Methode  der  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
diu'ch  mechanische  Quadratur,  deren  Anwendung  hier  in  der  That 
kein  Hindernis  entgegensteht];  den  Eindeutigkeitsbeweis  führt  er^®**) 
analytisch  [wie  Amsler*^^^)  und  Minnigerode  ^^®^)].  Dabei  erwähnt 
gj.7083^^  dafs  der  Versuch  einer  Fortsetzung  in  der  Zeit  nach  rückwärts 
auf  UnStetigkeiten  führe  [vgl.^^^),  «^»)].  Für  den  Satz,  dafs  unter 
geeigneten  Bedingungen  unbegrenzte  Annäherung  an  einen  stationären 
Zustand  stattfinde,  beruft  er  sich  zunächst^®**)  auf  eine  „loi  physi- 
que  generale"  und  auf  seinen  cours  d'analyse*^®^),  skizzirt  aber  dann 
doch  einen  mathematischen  Beweis '^^^^),  [in  welchem  freilich  der 
erforderliche  Grenzübergang  von  Differenzengleichungen  zu  Differen- 
tialgleichungen noch  durchzuführen  sein  würde]. 

Was  er  dann^''^^)  „echauffement  elementaire"  nennt,  entspricht 
der  „instantaneous  source*^  (§  102,  21)  der  Engländer;  mit  seiner 
Hilfe  gelingt  ihm^^^^)  die  Erledigung  des  allgemeinen  Falles,  dafs 
die  Ergiebigkeiten  der  Wärmequellen  und  die  Oberflächentemperatur 
gegebene  Functionen  der  Zeit  sind,  und  dafs  ev.  auch  noch  in  den 
Oberflächen-  und  Grenzschichten  Wärmequellen  vorhanden  sind. 
Sind  die  Oberflächentemperatur  und  die  Ergiebigkeiten  der  Quellen 
periodische  Functionen  der  Zeit,  so  wird  auch  die  Temperatur  des 
Innern  asymptotisch  gleich  einer  solchen  Function  ^®^). 

Als  „allgemeines  Problem  der  Erkaltung"  bezeichnet  er^®'*)  den 
Fall,  dafs  keine  Wärmequellen  vorhanden  sind.  Er  betrachtet  die 
Differentialgleichung  samt  den  Grenzbedingungen  als  Grenzfall  eines 
Systems  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleichungen,  stellt  deren 
determiuirende  Gleichung  auf"^®)  und  setzt  auseinander'^^^),  dafs  von 


7031;  nr.  98,  p.  183. 

7032)  nr.  UU,  p   185;  für  den  stationären  Zustand  nr.  102,  p.  191. 

7033)  nr.  100,  p.  188.        7034)  nr.  101,  p.  189.       7035)  nr.  103,  p.  193. 
703G)  nr.  109,  p.  202.        7037)  nr.  110,  p.  204 

7038)  nr.  112,  p.  208.        7039)  nr  119,  p.  229. 
7040)  nr.  120,  p.  131.        7041)  nr.  121,  p.  235. 
Jahresbericht  d.  Detttschon  Mathem.- Vereinigung.    X.  86 
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ihren  Lösungen  beim  Grenzübergang  nur  diejenigen  Bedeutung  be- 
halten, die  nicht  sehr  grofse  absolute  Beträge  haben,  da  man  sonst 
keine  „Variation  graduelle^^  bekomme.  Dafs  in  den  dann  noch 
tibrig  bleibenden  ParticularlÖsungen  keine  trigonometrischen  Func- 
tionen der  Zeit  auftreten  können,  schlieüst  er^^*)  für  den  Fall 
symmetrischer  Structur  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes  aus  einem 
für  diesen  Fall  gültigen  „Reciprocitätstheorefti^^  [das  auf  den  doppelten 
Ausdruck  der  Polare  einer  quadratischen  Form  hinauskommt] ;  ebenso, 
dafs  auch  im  Falle  des  Vorhandenseins  mehrfacher  Wurzeln  der 
determinirenden  Gleichung  die  Zeit  in  den  zu  ihnen  gehörenden 
einfachen  Lösungen  nicht  auTserhalb  der  Zeichen  der  Ezponential- 
functionen  auftreten  kann'^*).  Dabei  bleibt  freilich  die  Frage  offen, 
ob  nicht  mit  wachsender  Molekelzahl  der  Grad  einer  bestimmten 
Wurzel  der  determinirenden  Gleichung  über  alle  Grenzen  wachsen 
kann;  er  begnügt  sich  in  dieser  Beziehung  mit  der  Bemerkung ''^^): 
„les  considerations  precedentes  ne  conduisent  pas  a  le  penser^S 
Endlich  zeigt  er  noch^^^),  dafs  auch  im  unsymmetrischen  Falle  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Gleichimg  bis  auf  eine  notwendig 
positiv  sein  müssen. 

Hierauf  leitet  er  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes  die  Inte- 
graltheoreme noch  einmal  ab^^*);  gehören  zu  einer  Wurzel  der 
determinirenden  Gleichung  mehrere  „Solutions  simples^S  so  kann 
man  diese  so  wählen,  dafs  die  Integraltheoreme  auch  für  sie  gelten. 
Daran  schlieÜBt  er  die  Bestimmung  der  Coef&cienten  in  der  Ent- 
wicklung einer  willkürlichen  Function  nach  diesen  Lösungen'^'), 
doch  ohne  sich  auf  den  Beweis  der  Möglichkeit  einer  solchen  Ent- 
wicklung einzulassen.  Übrigens  zeigt  er,  dals  man  zur  Bestinmiung 
dieser  CoefQcienten  nur  die  Oberflächenwerte  der  zu  entwickelnden 
Function  und  der  Functionen,  nach  denen  entwickelt  werden  soll, 
zu  kennen  braucht.  Weiter'^®)  bespricht  er  im  Anschlufs  an  Fourier 
den  „vorletzten'^  Zustand  des  Systems,  bei  dem  die  Glieder,  die  von 
der  kleinsten  von  Null  verschiedenen  Wurzel  der  determinirenden 
Gleichung  abhängen,  gerade  noch  merklich  sind,  alle  andern  aber 
nicht  mehr.  In  allen  bekannten  Beispielen  gehöre  zu  dieser  kleinsten 
Wurzel  nur  eine  einzige  einfache  Lösung,  und  diese  habe  im  ganzen 
Körper  dasselbe  Vorzeichen;  dafs  beides  allgemein  gelte,  versucht  er 


7042)  nr.  123,  p.  138.  Später   (nr.  127,  p.  249)  recapitulirt  er  auch 
Poisson's  Beweis**'*). 

7043)  nr.  124,  p.  241.  7044)  p.  242.         7045)  nr.  125,  p.  244. 

7046)  nr.  126,  p.  246.  7047)  nr.  128,  p.  250.       7048)  nr.  129,  p.  262. 


k 
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durch   einen  physikalischen  SchluTs  plausibel  zu  machen'®**).     End- 
lich leitet  er  noch  den  Satz  ab'®^),  dafs  die  Mittelwerte  von: 

/du\*  .         d*u 

Kdi)    ^^    ^di 

einander  gleich  seien. 

Weiterhin'®*^)  folgen  Auseinandersetzungen  über  Wärmebewegung 
in  Körpern  ohne  Symmetrieebenen,  die  er  selbst  nur  als  aper9us 
angesehen  wissen  will.  Der  Beweis,  dafs  keine  trigonometrischen 
Functionen  der  Zeit  auftreten  können,  versage  für  diesen  Fall;  und 
wenn  man  sich  auch  fELr  diese  Tatsache  auf  die  Erfahrung  berufen 
könne,  so  könne  man  doch  die  Integraltheoreme  nicht  mehr  be- 
weisen. Man  müsse  also  zur  Goefficientenbestimmung  auf  die  all- 
gemeinen Sätze  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zurückgehen. 
Dafs  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Goefficienten  der  abgebrochenen 
Reihe  im  Grenzfalle  in  die  Goefßcienten  der  unendlichen  Reihe  über- 
gehen, scheint  er  entweder  als  selbstverständlich  oder  als  physi- 
kalisch gleichgültig  zu  betrachten.  In  speciellen  Fällen  könne  man 
übrigens  doch  das  allgemeine  Verfahren  anwenden'^*);  so  wenn  die 
Temperaturen  nur  von  einer  Coordinate  abhängen;  wenn  die  Tem- 
peratur auf  jeder  einzelnen  Begrenzungsfläche  constant  ist;  wenn  die 
Schnittlinien  der  Isothermen  mit  den  Begrenzungsflächen  für  alle 
einfachen  Lösungen  dieselben  sind. 

Zum  Schlufs  des  Bandes '^^')  weist  er  auf  andere  Probleme  hin, 
für  die  dieselben  Differentialgleichimgen  gelten,  namentlich  auf  das 
der  Filtration  einer  Flüssigkeit.  An  dieses,  meint  er,  hätte  man 
anknüpfen  müssen,  um  zu  einem  Verständnis  der  Wärmeleitungs- 
erscheinungen zu  gelangen,  wenn  eben  nicht  die  materielle  Theorie 
der  Wärme  überhaupt  durch  die  Thermodynamik  umgestossen  worden 
wäre'®^).  Das  führt  er  dann  noch  ein  wenig  aus;  namentlich  zeigt 
er,  wie  diese  Vorstellung  zu  der  Annahme  führen  würde,  dafs  man 
immer  mit  einem  Potential  zu  thun  habe. 

In  einer  besonderen  Schrift  ist  die  Wärmeleitung  in  Kry stallen 
von  M.  Casamassima  behandelt'®^*).  Er  leitet  den  Ausdruck  für 
den  Wärmcflufs  durch  ein  beliebiges  Oberflächenelement  im  Anschlufs 
an  Lame^^^)   ab   und   kommt  so'®^^)   zu  den  Ausdrücken  mit  neun 


704Ü)  nr.  130,  p.  254.  7050)  nr.  131,  p.  257. 
7051)  nr.  151,  p.  315.  7052)  nr.  152,  p.  317. 
7053)  nr.  154,  p.  321.         7054)  nr.  166,  p.  324. 

7055)  Compendio  della  teoria  della  propagazione  del  calore  nei  cristalli, 
Roma  1901. 

7056)  nr.  6,  p.  9. 
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Goefficienten,  die  er  übrigens  als  Functionen  des  Ortes  angesehen 
wissen  will.  Die  Differentialgleichung  gewinnt  er  durch  AuÜBtellmig 
der  Wärmebilanz  für  ein  beliebiges  Volumenelement  ^^^^).  Nachher 
schliefst  er  sich  aber  doch  gegen  Lame  an  Minnigerode  *^*)  an^^^). 
Die  Transformation  auf  krummlinige  Coordinaten  führt  er  im  An- 
schlufs  an  Jacobi  durch '"^*). 

Der  dritte  Abschnitt'®*®)  handelt  von  der  Integration.  Die 
Existenzbeweise  findet  er  ungenügend  und  läfst  sie  daher  ganz  bei 
Seite;  für  den  Eindeutigkeitsbeweis  schliefst  er  sich  an  Poincare 
an'®*^),  für  die  Behandlung  des  allgemeinen  Integrationsproblems  ^®*^ 
an  Betti.  Dabei  kommt  er  zu  einer  Verallgemeinerung  der  Formel 
103,  (18).  Weiterhin'®®*)  entninunt  er  einer  später  zu  besprechen- 
den Abhandlung  von  Marcolongo  die  Particularlösung: 

(23)  c-^'-^''' 

Dann  folgt  er  wieder  Minnigerode;  für  die  Wärmeleitung  in  Lamel- 
len'®*^),  sowie  für  die  Isothermen,  die  zu  einer  punktförmigen  Quelle 
gehören '®««) ,  Duhamel  »^). 

Ganz  neuerdings'®*')  kommt  Boussinesq  noch  einmal  auf  die 
Frage  zurück,  ob  auch  für  den  allgemeinsten  Fall,  dafs  nämlich  die 
Coefficienten  Functionen  der  Zeit  und  des  Ort^s  sind,  ü  durch  die  Be- 
dingungen vollständig  bestimmt  ist.  Er  setzt  die  Gleichungen  in  der 
Form  an: 

(24)  |_2=-._  +  ..._fc.„ 
mit 

(25)  F,  =  a^  +  f^-  +  c^-^-,... 

und  der  Oberflächenbedingung: 

(26)  F„  =  ku. 

Q  wird  positiv  vorausgesetzt,  ä;  und  k^  können  beliebige  Vorzeichen 


7067)  nr.  7,  p.  10.         7058)  nr.  11,  p.  17.         70Ö9)  nr.  14,  p.  22. 
7060)  p.  35.         7061)  nr.  21.  p.  37.         7062)  nr.  26,  p.  60. 
7063)  nr.  26,  p.  68.         7064)  Von  nr.  27,  p.  62  an. 

7065)  rV,  p.  68.  Er  bringt  die  allgemeinste  Hermite'sche  Formel  der 
linearen  Transformation  der  Thetafunetionen,  während  man  hier  doch  nur 
einen  speciellen  Fall  von  ihr  braucht,  der  keine  zahlentheoreti sehen 
Functionen  erfordert. 

7066)  V,  p.  79. 

7067)  Darb.  bull.  (2)  28,  1904,  p.  86;  Auszug  Par.  C.  R.  138,  1904, 
p.  402. 
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haben.  Er  argumentirt  dann  zunächst  so'^®):  ist  fftr  <  =»  0  das  u 
überall  positiv,  so  kann  es  nirgends  in  endlicher  Zeit  Null  werden; 
denn  sonst  müTste  es  von  da  an  an  der  betrachteten  Stelle  wieder 
wachsen.  Eine  solche  Lösung  nennt  er  fundamental  und  bezeichnet 
sie  mit  ti^.     Ist  dann  u  eine  andere  Lösung,  so  ist: 

V  =  w/wj  (27) 

überall  endlich  und  stetig  und  genügt  den  Bedingungen: 

wenn  g^  das  bedeutet,  was  aus  F^^  hervorgeht,  wenn  man  darin  u 
durch  V  ersetzt.  Durch  Litegration  über  den  ganzen  Körper  und 
Umformung  vermittelst  partieller  Litegration  erhält  er: 

\ßu]  ^-^dx 2 1*«?  (S  U  +  •  •  •)  iU.  (29) 

Solange  die  Ableitungen  von  v  nach  den  Coordinaten  nicht  überall 
0  sind,  folgt  hieraus,  dafs  der  Mittelwert  von  x  merklich  abnehmen 
mufs;  dann  würde  er  aber  schliefslich  negativ  werden,  was  doch 
nicht  sein  kann.     Also  mufs: 

Hm  V  (30) 

vom  Ort  unabhängig  sein.  Wird  also  u^  nach  „Solutions  simples'^ 
entwickelt  und  ist  U^  das  erste  Glied  dieser  Entwicklung,  so  kommt: 

u^^yXJ^  für  sehr  grofse  t.  (31) 

Er  zeigt  noch''®''®),  dafs  diese  Schlufsweise  sich  auch  auf  den  Fall 
anwenden  läfst,  dafs  die  Coefficienten  Functionen  der  Zeit  sind  — 
an  Stelle  von  exp  ( — mt)  tritt  dann: 

r-'exvi^-^ftdt^  —  (32) 

und  dafs  für  jede  andere  Lösung  w  >  Wj  ist^®^^). 

§  107.    Fortschreiten  des  Frostes. 

Grenzbedingungen  besonderer  Art  treten  auf  bei  dem  Problem 
des  „Fortschreitens  des  Frostes'*  oder  umgekehrt  des  Auftauens,  d.  h. 
der  Frage  nach  der  Wärmeleitung  in  einem  aus  zwei  verschiedenen 


7068)  nr.  3,  p.  88.    7069)  nr.  6,  p.  91. 
7070)  nr.  7,  p.  93.    7071)  nr.  8,  p.  94. 
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fibereinandergeschichteten  Phasen  bestehenden  Mittel,  wenn  an  der 
Grenze  der  beiden  Phasen  infolge  der  Temperatorandeningen  aach 
Änderungen  des  Aggregatzustandes  vorkommen.  Es  ist  im  Druck, 
soviel  mir  bekannt,  zuerst  von  L.  Saalschütz^^*)  behandelt  worden, 
der  es  durch  die  Differentialgleichung: 

.  V  du         9C*u 

mit  den  Nebenbedingnngen: 

,^.         M  ■=  1  für  a;  =  0;     m  =  0,     t^  =  —  ^^  für  a;  =  ä; 

(2)  ^     ex  et  ' 

Ä  — 0  für  ^  =  0 
formulirt     Er  betrachtet: 

(3)  „  =  i_*,     Ä  =  2V'F 

als  erste  Annäherung;  iim  eine  zweite  zu  erhalten,  benutzt  er  für  h 
die  erste  Näherung,  für  u  die  Potenzreihenentwicklung: 

(4)  «-i+2'(-^^*^"'w- 

ll=:Ü 

Einsetzen  liefert  für  tf;  eine  lineare  Differentialgleichung  unendlich 
hoher  Ordnung,  die  bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  b  durch 
bir^'i  befriedigt  wird.     So  erhält  er  schliefslich: 

(5)  „  =  i_J^J^iZ,     G(x)^V^fc-^dx. 

0 

Eine  Wiederholung  des  Verfahrens  giebt  nur  eine  Modification  einer 
[hier  gleich  1  genommenen]  Constanten.  So  kommt  er  zu  der 
Lösung: 

(6)        « - 1  - A*,!F .  "-2"vr. 

imter  a  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

(7)  aG{a)^a^yne-^' 

verstanden;  er  giebt  eine  Tafel  der  durch  diese  Gleichung  definirten 
Function  a  von  a^®^*).     Den  allgemeinen  Fall,  dafs  die  Temperatur 

7072)  Astron.  Nachr.  56,  1862,  §  12,  col.  26. 
7078)  Tabelle  VI,  col.  288. 
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der  Oberfläche  mit  der  Zeit  veränderlich  ist,  behandelt  er  durch  eine 
Art  von  mechanischer  Quadratur'®^*). 

G.  Forbes^^*^^)  setzt  den  Wärmeflufs  durch  eine  Eisschicht  der 
Temperaturdifferenz  u  proportional  und  umgekehrt  proportional  der 
Dicke  X  des  Eises;  andererseits  setzt  er  die  in  der  Zeiteinheit  ge- 
bildete Eismenge  diesem  Wärmeflufs  proportional.  Aus  der  so  ge- 
bildeten Differentialgleichung  folgt  dann,  dafs  x*  «=  ist  dem  Product 
aus  ut  in  einen  constanten  Factor  X;,  der  die  Leitfähigkeit  vertritt. 
Mit  Hilfe  der  so  bestimmten  Leitfähigkeit  A;  des  Eises  könne  man 
dann  auch  die  Leitfähigkeit  anderer  Körper  bestimmen,  indem  man 
sie  zwischen  eine  Kältemischung  und  das  Eis  einschaltet;  ist  a  die 
Dicke  der  angewendeten  Schicht  der  zu  untersuchenden  Substanz,  so 
ergiebt  sich  eine  Differentialgleichung  der  Form: 

Es  kommt  also  nur  die  Temperaturdifferenz  zwischen  Kältemischung 
und  Eis  in  Betracht;  die  Temperatur  an  der  Grenze  zwischen  Sub- 
stanz und  Eis  fällt  heraus. 

W.  Hergesell™'^)  benutzt  ein  veränderliches  Coordinatensystem, 
so  dafs  die  Grenze  zwischen  Wasser  und  Eis  immer  bei  a;  =  0  bleibt. 
Die  Differentialgleichungen  werden  dann,  wenn  o)^ ,  o^  (^i  g>i  '^  Q^  ^2) 
die  Geschwindigkeit  des  Fortschreitens  ist: 

und  die  Übergangsbedingungen: 

«1  =  0,     «8  =  0,     K^  +  h^  =  Qi^i  +  92(o^         (10) 

(nämlich  gleich  der  Menge  des  in  der  Zeiteinheit  schmelzenden 
Eises).  Sollen  dabei  u^  und  Mj  von  t  unabhängig  sein,  so  ergeben 
sich  Lösungen  durch  Exponentialfunctionen. 

J.  Stefan'^^^  benutzt  ein  festes  Coordinatensystem  und  ver- 
nachlässigt den  Dichtigkeitsunterschied  zwischen  Wasser  und  Eis. 
Als  Nebenbedingungen  hat  er: 

u=lfüra:  =  0;     w  =  0,     c||  =  A  |^  für  a:  = /*;      (11) 

7074)  §  14,  col.  30. 

7076)  Edinb.  roy.  proc.  8,  1872  76,  p.  63;  vom  Febr.  1873. 

7076)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  15,  1882,  III,  §  2,  p.  83. 

7077)  Wien.  Ber.  OB«^,  1889,  p.  476;  Ausz.  Wien.  Anz.  26,  1889,  p.  91. 
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dabei  bedeutet  c  die  specifische  Wärme  der  Volumeneinheit,   k  ihre 
Schmelzwärme.     Er  versucht  direct  durch: 

a 

(12)  u^Ä  je"** dz 

zu  genügen;  das  verlangt: 


a 


(13)  l^Ä  Ce-'^dZj     h='2ayt,     ^cc-^'=2aA; 

0 

also  muTs  a  Wurzel  der  Gleichung  (7)  sein,  mit  c/(2X)  statt  a*. 
X  »B  0  giebt  bekannte  Resultate,  X  sehr  grofs  gegen  c  giebt  als 
erste  Annäherung '^^®): 

(14)  «*=^. 

Weiter  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  das  Wasser  nach  der  einen 
Seite,  das  Eis  nach  der  anderen  sich  ins  unendliche  ausdehnen ^^*) 
und  dafs  für  f  =  0: 

(15)  t*  =  a  für  rr  <  0,     m^  =  —  o^  f ür  a:  >  0 
ist.     Im  Wasser  gilt  dann  die  Gleichung  (l),  im  Eis: 

('«)  -Ä -*.£■■ 

und  an  der  Trennungsfläche: 

(17)  _Ä:^«  =  _Ä-|!lL  +  i|*. 

^     ^  cx  ^  cx  dt 

Die  Behandlung  ist  ähnlich  wie  die  des  vorigen  Falles.  Stefan 
macht  darauf  aufmerksam'®^),  dafs  die  Formeln  auch  für  den  Fall 
X  =  0  Bedeutung  behalten,  der  der  Vorstellung  eines  Materials  ent- 
sprechen würde,  in  dem  specifische  Wärme  und  Leitungsvermögen 
unstetige  Functionen  der  Temperatur  sind. 

Ein  zweiter  Aufsatz  Stefanos '®®^)  betrachtet  den  Fall,  dafs: 

(18)  u  =  f{t)  für  a:  =  0 

vorgeschrieben  ist.  Die  dritte  Bedingung  (2)  kann  dann  mit  Hilfe 
der  für  a;  =  Ä  geltenden  Gleichung: 


7078)  p.  476.    p.  478  bespricht  er  noch  einige  Aufgaben  aus  anderen 
Gebieten,  die  auf  denselben  Ansatz  führen. 

7079)  p.  479.         7080)  p.  488.         7081)  ib.  p.  97Ö. 


§  107.    Fortschreiten  des  Frostes.  1369 

umgeformt  werden  in: 

n  -  i  ©'•  w 

Stefan  discutirt  noch  einmal  die  fllr  f{t)=^  1  geltende  Lösung  (12); 
eine  zweite  einfache  Lösung  sei^^®*j: 

'*  =  *^(''^"'""""-l)'     Ä-^-»»'-  (21) 

Wolle  man  die  allgemeine  Lösimg  hahen,  so  sei  es  am  besten,  von 
den  nach  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihen  (§  103  (76))  aus- 
zugehen''*^);  man  könne  dann  aus  den  Nebenbedingungen  durch 
successive  Differentiation  beliebig  viele  weitere  Gleichungen  erhalten, 
so  beliebig  viele  Differentialquotienten  von  F  durch  die  von  f  aus- 
drücken und  dann  die  übrigen  vernachlässigen.  Beschränke  man 
sich  dabei  auf  die  beiden  ersten  Glieder,  so  erhalte  man  eine 
Formel,  die  sich  so  deuten  lasse ^®®*),  dafs  die  augenblickliche  Ge- 
schwindigkeit des  Wachsens  von  h  nicht  von  der  augenblicklichen, 
sondern  von  einer  früheren  Temperatur  der  Oberfläche  abhänge. 

Über  die  wesentlichen  Besultate  dieser  Untersuchungen  berichtet 
Stefan  auch  noch  an  anderer  Stelle'^*);  dabei  fügt  er  bei,  dafs  in 
ihnen  ein  Punkt  nicht  berücksichtigt  sei,  nämlich  die  Verschiedenheit 
der  Dichte  von  Eis  und  Wasser.  Kann  das  Wasser  nicht  seitlich 
ausweichen,  so  mufs  das  Eis  gehoben  werden-,  man  mufs  dann  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  unter  x  den  Abstand  eines  Punktes 
von  der  beweglichen  Oberfläche  des  Eises  verstehen.  Will  man  statt 
dessen  eine  feste  Anfangsebene  einführen,  so  hat  man  x  durch 
Xj-f-f/zi,  h  durch  hj^-\- sJf^  zu  ersetzen;  an  Stelle  der  Gleichungen  (l) 
und  (2)  treten  dann: 

^=.Jhp^  +  kl^,      Ki^  =  l^^.  (22) 

et  et    dx   *      cx\'  ox^  dt  ^     ^ 

Werden  diese  Substitutionen  auch  in  den  Integralgleichungen  aus- 
geführt, so  ergiebt  sich,  dafs  die  Litegration  der  nicht  linearen 
Gleichungen  (22)  auf  die  der  linearen  Gleichungen  (l),  (2)  zurück- 
geführt werden  kann.  Das  kommt  in  Betracht  fttr  den  Fall,  dafs 
die  Anfangstemperatur  des  Wassers  von  0  verschieden  ist. 


7082)  p.  078.         7083)  p.  080.         7084)  p.  981. 
7086)  Monatsh.  1,  1890,  p.  1. 
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H.  Web  er '^®)  teilt  eine  Bebandlung  desselben  Problems  aus 
Fr.  Neumann 's  Vorlesungen  der  sechziger  Jahre  mit.  Er  nimmt 
die  Orenzbedingungen  an: 

(23)  u=Ci>Ofürx-=0,     M==C,<Ofiirx  =  oo; 

von  Volumenänderungen  sieht  auch  er  ab.  Ist  zur  Zeit  t  der  Frost 
his  X  '^  h  Yorgeschritten,  so  gelten  fOr  x  ^^  h  die  Bedingimgen  (9). 
Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichungen  sei  nicht  möglich,  da  die 
Übergangsbedingung  nicht  linear  und  homogen  ist,  so  dafs  das 
Superpositionsprincip  nicht  gilt.  Aber  man  könne  eine  particuläre 
Lösung  mit  einigen  disponiblen  Constanten: 

(24)  M,=  ^  +  PgG(z), 

ansetzen  und  sie  den  Übergangs-  imd  Oberflächenbedingungen  an- 
passen; man  erhalte  dann  für  a  die  transcendente  Gleichung: 

er«  Of9 

die  jedenfalls  eine  reelle  positive  Wurzel  habe,  während  der  Nach- 
weis, dafs  sie  nicht  mehr  als  eine  solche  Wurzel  habe,  eine  „etwas 
complicirtere   Untersuchung  über  die  Maxima  der  linken  Seite   von 

(25)  nötig  machen  würde^^  Der  Anfangszustand  ist  bei  der  so  ge- 
fundenen Lösung  nicht  beliebig. 

§  108.     Untersuchungen  über  die  Gesetze  der  Leitung 

elektrischer  Ströme. 

Über  die  Beziehungen  zwischen  der  Zusammensetzung  des 
Stromkreises  einer  galvanischen  Batterie  und  der  Stärke  ihrer  che- 
mischen und  elektromagnetischen  Wirkungen  waren  bis  in  die 
zwanziger  Jahre  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  grofse  Anzahl  von 
Experimentaluntersuchungen     ohne     wesentlichen     Erfolg     angestellt 

7086)  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik, 
nach  Riemann's  Vorlesungen  neu  bearbeitet,  11,  Braunschw.  1901,  §  49, 
p.  118  —  Auch  W.  Voigt,  Compendium  I,  lll,  §  9,  p.  561  citirt  die  Grenz- 
bedingung aus  den  „im  Druck  befindlichen^^  —  übrigens  bis  jetzt  noch 
nicht  erschienenen  —  Vorlesungen  von  Fr.  Neumann. 
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worden '*^^.  Auch  G.  S.  Ohm  kam  bei  seiner  ersten  Unter- 
suchung'^ zu  einer  falschen  Formel  für  die  Beziehung  zwischen 
der  Länge  des  Schliefsungsdrahtes  und  der  Stromstärke,  bei  gleich- 
bleibender elektromotorischer  Kraft.  Doch  gelangte  er  bald,  eben- 
falls auf  experimentellem  Wege,  zu  der  richtigen  Formel'^*)  und 
dann  auch  zu  einer  theoretischen  Auffassung  der  Erscheinungen '^•**). 
In  seiner  systematischen  Darstellung'^^)  stellt  er  dann  die  Theorie 
an  die  Spitze  und  leitet  aus  ihr  die  ursprünglich  experimentell  ge- 
fundenen Formeln  nachträglich  deductiv  ab.  Diese  seine  Theorie 
stützt  sich  auf  drei  Hypothesen  oder,  wie  er  es  nennt,  Principien, 
die  er  als  der  Erfahrung  entnommen  ansieht: 

Übergang   der  Elektricität'®^*)  findet  im  Leiter  nur  von  einem 


7087)  Über  diese  älteren  Ansätze  vergleiche  man  den  Bericht  bei 
M.  Brillouin,  Propagation  de  rälectricitä.    Paris  1904,  chap.  1,  11,  p.  12. 

7088)  J.  Chem.  Phys.  44,  1826,  p.  110;  Ann.  Phys.  Chem.  4,  1826, 
p.  79;  ges.  Abb.  p.  8. 

7089)  J.  Chem.  Phys.  46,  1826,  p.  136;  ges.  Abb.  p.  26.  Vgl.  Brillouin 
nr.  27,  p.  26.  —  Dafs  Ohm  in  der  That  auf  inductivem  und  nicht,  wie 
man  ea  manchmal  dargestellt  findet,  auf  deductivem  Wege  zu  seinen 
Bresultaten  gelangt  war,  hebt  schon  W.  Beetz  (Fortschr.  der  Physik  1,  p.  444) 
im  Anschlufs  an  Peclet  (Par.  G.  R.  20,  1846,  p.  68  gegen  Pouillet's  An- 
sprüche hervor;  später  die  Gedächtnisreden  von  G.  M.  Bauern  fein  d  (Progr. 
techn.  Hochsch.  München  1881,  p.  11)  und  E.  Lommel  (Festr.  Akad.  München 
1889,  p.  8 ff.;  vgl.  auch  seine  Vorrede  zu  Obm's  ges.  Abb.  p.  VHI),  sowie 
Brillouin  nr.  36,  p.  34.  Vgl.  auch  die  Geschichte  der  Elektricität  von 
E.  Hoppe,  Leipz.  1885,  nr.  197,  p.  261  (die  von  Th.  Albrecht,  Wien 
1886,  war  mir  nicht  zugänglich),  übrigens  war  es,  selbst  wenn  man  gar 
nicht  auf  die  vorbereitenden  Abhandlungen  Rücksicht  nehmen  wollte,  aus 
mehreren  Stellen  der  zusammenhängenden  Darstellung,  trotz  deren  de- 
ductiver  Einkleidung,  unschwer  zu  erkennen.  —  Auch  die  Begründung 
der  Verleihung  der  Copley- Medaille  (Lond.  Roy.  Proc.  4,  1881,  p.  336; 
abgedruckt  bei  Lommel  p.  XIX)  hebt  das  „both  theoretically  and  ex- 
perimentally^^  hervor,  obwohl  sie  die  in  der  zweiten  Beziehung  wichtigste 
Abhandlung  —  eben  die  hier  genannte  —  nicht  kennt.  —  Eine  zutreffende 
Würdigung  der  Leistung  Ohm^s  auch  bei  Th.  du  Moncel,  Lumi^re  älectr.  9, 
1883,  p.  422. 

7090)  Ann.Phys.Chem.  6, 1826,p.459;  7,  1826,p.4ö,  117;  ges.Abh.  p.37. 

7091)  Die  galvanische  Kette  mathematisch  behandelt,  Berl.  1827; 
Neudruck  Leipz.  u.  Wien  1887;  ges.  Abb.  p.  61;  engl,  von  W.  Francis, 
Taylor's  scientif.  mem.  2,  1841,  p  401 — 437;  itaL  von  A.  Perugia,  II  cim.  4, 
1846;  5,  1847,  p.  177,  303,  430;  franz.  von  Gaugain,  Paris  1860.  Die  ital. 
Übersetzung  enthält  p.  309  zwischen  die  Nummern  29  u.  30  eingeschoben 
eine  wohl  von  Ohm  selbst  herrührende  „aggiunta  inedita",  die  in  die  ges. 
Abb.  nicht  aufgenommen  und  erst  ganz  neuerdings  auch  in  deutscher  Rück- 
übersetzung erschienen  ist,  übrigens  keine  uns  angehenden  Dinge  enthält. 

7092)  Mit    welchen    Terminis    der   jetzigen    Elektricitätslehre    man 
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Element  zum  nächsten   statt  und  ist  proportional  der  Differenz  der 
in  ihnen  wirkenden  „elektrischen  Kräfte",  analog  wie  in  der  Wärme- 
eigentlich die  von  Ohm  gebrauchten  ,^lektricität*S   ,,Elektricität6menge'S 
, J)ichtigkeit  der  Elektricitätsmenge^',  ^elektrische  (elektroskopische)  Kraff^ 
(diese  beiden  sind  bei  ihm  gleichbedeutend)  übersetzen  mu&,  wenn  man 
seine  AuHassuDg   zutreffend  wiedergeben  will,   ist  nicht  auf  den  ersten 
Blick  zu  sehen.    Brillouin  findet  nr.  88,  p.  86  wohl  mit  Recht,  dafs  0hm*8 
eigene  Definition  (nr.  1,  p.  105)  „manque  de  nettet^^\  aber  ich  stimme  doch 
K.  VonderMühll  (Basel  Verhandl.  10,  1896,  p.  87;  Ann,  Phys.  Chem.  N.  F. 
47,  1892,  p.  163)  zu,  wenn  er  auseinandersetzt:  man  dürfe  Ohm  keinen 
Vorwurf  daraus  machen,  dafs  er  im  Jahre  1826  mit  „Elektricitöt'^  und 
„Dichtigkeit  der  Elektricität"  etwas  anderes  bezeichne,  als  was  man  jetzt 
„Dichtigkeit   der   freien  Elektricität^^   nennt.     Man  dürfe  nur  verlangen, 
dafs  deutlich  gesagt  werde,   was  unter  diesen  Worten  verstanden  werden 
solle,  und  das  sei  bei  Ohm  in  der  That  der  Fall.    Aus  der  Art,  wie  er 
seine  „elektroskopische  Kraft"  mit  dem  Probescheibchen  und  dem  Elektro- 
skop   bestimme  [vgl.  z.  B.  ges.  Abh.  p.  17  und  66],   gehe  unzweifelhaft 
hervor,  dafs  er  darunter  nichts  anderes  verstehe,  als  das  Potential  der 
freien  Elektricität.     „Elektricitätsmenge^*  sei  dann  bei  ihm  „das  Product 
der  elektroskopischen  Kraft  in  die  Gröfse  des  Raumes,   über  den  sie  ver- 
breitet ist^',  also  schliefslich  „Dichtigkeit  der  Elektricität"  nichts  anderes, 
als  wieder  die  elektroskopische  Kraft  selbst.  —  Indem  man  bei  0hm*8 
eben   angeführter  Definition    der  „Elektricitätsmenge"  den  Zusatz  ,,ohne 
dafs   wir   dadurch   irgend   etwas   über  die  materielle  Beschaffenheit  der 
Elektricität  festzusetzen  beabsichtigen"  übersah,  hat  man  schon  zu  Ohm^s 
Lebzeiten  die  Sache  so  aufgefafst,  als  ob  Ohm  das  Wort  Elektricitäts- 
menge  im  Sinne  der  Elektrostatik  gebrauche,  und  daraus  rückwärts  ge- 
schlossen, unter  seiner  „elektroskopischen  Kraft"  sei  dasselbe  zu  verstehen, 
wie    in    der   Elektrostatik    unter   „Dichtigkeit   der   Elektricität".      Dann 
schienen    freilich    verschiedene    seiner    Auffassungen     mit    anerkannten 
Resultaten  in  Widerspruch  zu  stehen.    An  und  für  sich  aber  ist  die  eine 
Anpassung   ebenso   berechtigt  als  die  andere.     Erst  da  (nr.  21,  p.  146; 
vgl.  VonderMühll  p.  167),  wo  Ohm  versucht,  seine  Ergebnisse  mit  den- 
jenigen  der  Elektrostatik  in  Beziehung   zu    setzen,   tritt  Confusion  ein, 
indem  er  sein  Resultat:  „dafs  die  bewegte  Elektricität  in  das  Innere  der 
Körper  dringt  und  ihre  Menge  sich  deshalb  nach  dem  körperlichen  Räume 
richtet",  dem  der  Elektrostatik  gegenüberstellt:  „dafs  die  ruhende  Elek- 
tricität an  der  Oberfläche  der  Körper  sich  sanmielt  und  ihre  Menge  des- 
wegen von  der  Flächengröfse  abhängig  ist",  —  ohne  zu  bemerken,  da& 
in   den   beiden  Teilen  dieser  Antithese  das  Wort  „Elektricität[smenge]" 
in  ganz  verschiedenem  Sinne  zu  nehmen  ist.    Den  damit  gesetzten  Unter- 
schied zwischen  Ruhe-  und  Bewegungszustand  zu  erklären,  müht  er  sich 
vergeblich  ab.    Es  bleibt  also  in  der  That,  mit  Brillouin  nr.  43,  p.  38  zu 
reden,    zwischen  Ohm^s  Auffassungen   und    denjenigen    der  Elektrostatik 
„un  profond  foss^",  den  erst  ELirchhoff  überbrückt  hat.    Ohm's  Auffassung 
steht  übrigens  der  modernen  insofern  näher,  als  die  der  alten  Elektrostatik, 
als  auch  bei  ihm,  wie  bei  Maxwell,  Elektricitätsmenge  nicht  ein  primärer, 
sondern  ein  abgeleiteter  Begriff  ist.  —  Dafs  der  Wert  der  Spannung  an 
einer  bestinmiten  Stelle  des  Raumes  nicht  nur  von  der  dort  befindlichen 
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lehre  der  Wärmestrom  proportional  ist  der  Temperaturdifferenz '^*'); 
für  die  Zerstreuung  der  Elektricität  in  die  Luft  gilt  das  von 
Coulomb  angegebene  Gesetz'®^);  an  der  Berührungsstelle  zweier  ver- 
schiedener Leiter  tritt  eine  constante  Differenz  der  elektroskopischen 
Kräfte  auf^^^*).     So  gelangt  er  zu  der  Differentialgleichimg'^^): 

Elektricität,  sondern  von  der  gesamten  Elektricitätsverteilung  im  Räume 
abhängt,  war  den  experimentellen  Elektrikern  damals  und  noch  Jahrzehnte 
später  nicht  geläufig. 

7093)  Diese  Analogie  ist  für  Ohm  durchaus  der  leitende  Gedanke; 
von  ihr  aus  ist  auch  seine  eben  besprochene  Definition  der  Elektricitäts- 
menge  als  der  in  einem  Volumenelement  enthaltenen  Wärmemenge  nach- 
gebildet zu  verstehen.  Vgl.  Brillouin  nr.  65,  p.  47:  weil  die  Voraus- 
setzungen Fourier's,  auf  die  Elektricitätslehre  übertragen,  direct  auf  die 
vorher  experimentell  festgestellten  Gesetze  der  constanten  Ströme  führten, 
habe  sie  Ohm  so  leicht  angenommen,  während  ihn  eine  etwas  eingehendere 
Prüfung  vielleicht  würde  haben  zögern  lassen.  Ohm  sei  eben  „un  vrai 
Naturforscher*^  gewesen,  den  keine  mathematische  Schwierigkeit  be- 
unruhigt habe.  —  Übrigens  glaubt  Ohm  [unberechtigter  Weise]  aus  der 
Übereinstimmung  der  Sätze  der  Elektricitätsleitung  mit  denjenigen  der 
Wärmeleitung  auf  einen  inneren  Zusammenhang  beider  Klassen  von  Er- 
scheinungen schliefsen  zu  können.  —  Brillouin  findet  weiter  (nr.  39,  p.  36), 
die  fundamentale  Hypothese  sei  hier  weit  weniger  natürlich,  als  in  der 
Wärmetheorie.  Dort  sei  sie  nur  „la  reduction  microscopique  du  fait 
d'observation*^;  der  Wärmeaustausch  durch  Strahlung  zwischen  zwei  ent- 
fernten endlichen  Körpern  gehe  in  der  That  annähernd  nach  demselben 
Gesetze  vor  sich,  wie  es  Fourier  für  den  Wärmeaustausch  zwischen  zwei 
benachbarten  Molekeln  annehme.  Dagegen  in  der  Elektricitätslehre  sei 
die  direct  beobachtbare  Erscheinung  sehr  verschieden  von  der  hypo- 
thetischen molecularen.  Freilich  könne  man  in  gewissem  Sinne  analoge 
Einwände  auch  in  der  Wärmetheorie  erheben:  die  Reduction  auf  mole- 
culare  Dimensionen  sei  auch  dort  „tout-a-fait  arbitraire  et  sans  justifi- 
cation*'.  —  Was  Ohm  nr.  6,  p.  111  zur  Hebung  einer  von  Laplace  und 
Poisson  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  der  Wärmebewegung  aus  der 
MoJecularhj'pothese  gefundenen  Schwierigkeit  beibringt,  kommt  darauf 
hinaus,  dafs  ein  in  den  Gleichungen  zunächst  auftretender  Coefficient 
keine  reine  Zahl  ist,  sondern  selbst  noch  eine  gewisse  Dimension  hat. 

7094)  Bei  der  Berufung  auf  dieses  Gesetz  liegt  freilich  bei  Ohm  ganz 
direct  eine  Verwechslung  seines  Begriffes  der  Elektricitätsmenge  mit  der 
elektrostatisch  definirten  vor;  vgl.  Brillouin  nr.  43,  p.  39.  Dafs  diese  Ver- 
wechslung keine  Fehler  in  den  Resultaten  hervorgebracht  hat,  liegt  daran, 
dafs  Ohm  sich  auf  lineare  Leiter  beschränkt  und  den  Factor,  an  dessen 
Bedeutung  die  Divergenz  sich  zeigen  müfste,  mit  in  einen  Proportionalitäts- 
factor  zieht. 

7095)  Unter  „Spannung**  versteht  Ohm  teils  diese  Potentialdifferenz 
selbst,  teils  (nr.  10,  p.  117)  „die  Ursache  des  Auftretens  einer  solchen 
Differenz",  über  die  er  sich  übrigens  keine  nähere  Vorstellung  bildet. 

7096)  nr.  11,  p.  121.  —  Ohm  hat  in  der  Gleichung  (1)  noch  einen 
Coefficienten ,   von  dem  er  nicht  ausschliefst,  dafs  er  vielleicht  für  ver- 
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(1)  ^  =  x^-.+|SV 

in  der  u  die  „elektroskopische  Kraft",  cu/dx  die  „Gröfse  [Intensität] 
des  Stromes"  bezeichnet.  Für  den  Übergang  von  einem  Leiter  zum 
anderen  erhält  er  als  Übergangsbedingung  ^^^'^i 

»  «.(a—ir:).- 

Für  die  stationäre  Strömung  ergiebt  sich,  wenn  die  Elektricitäts- 
zerstreuung  nach  auTsen  vernachlässigt  werden  kann^^®): 


:s, 


(3)  h^  -  0, 

also: 

(4)  ti  =  oi-  +  5; 

andernfalls  ^^^): 

also: 

(6)  w  =  q(^'+Cje-/^*. 

Das  Integral  der  vollständigen  Gleichung  (l)  giebt  er  in  der  von 
Laplace  gefundenen  Form  §  37  (8)  und  formt  es  dann  unter  Be- 
rufung auf  Poisson^*®*)  in  die  nach  den  Sinus  der  geraden  und  den 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  des  Arguments  fortschreitende 
Reihe  um'^*^).  Dabei  benutzt  er  die  Entwicklung  §  16  (18),  indem 
er  ihre  Coefficienten  durch  Integrale  bestimmt. 

Ein  späterer  Aufsatz  Ohm's'^^®^)  giebt  noch  an,  dafs  man  durch 
Überlegungen  derselben  Art,  wie  sie  zur  Differentialgleichung  (1) 
führen,  auch  die  Spannungsdifferenz  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedener  Leiter  erklären  könne. 

Auf    nichtlineare    Leiter     sind    Ohm's    Ansätze     zuerst    durch 


Bchiedene  Körper  yerschiedene  Werte  haben  möge,  analog  der  specifischen 
Wärme  in  der  Wärmetheorie.  Dabei  tritt  übrigens  der  erwähnte  Doppel- 
sinn des  Wortes  „Elektricitätsmenge"  störend  auf.  VonderMühll  erklärt 
(p.  168),  eine  solche  Annahme  sei  mit  den  heutigen  Vorstellungen  nicht 
vereinbar.  Brillouin  (nr.  43,  p.  39)  meint,  Ohm's  Resultate  seien  infolge- 
dessen nur  für  permanente  Ströme  gültig. 

7097)  nr.  18,  p.  124.    7098)  nr.  15,  p.  127. 

7099)  nr.  22,  p.  145.    7100;  nr.  23,  p.  149. 

7101)  Kastner's  Archiv  für  die  gesamte  Naturlehre  17,  1829,  p.  1; 
ges.  Abh.  p.  290.     VgL  Brillouin  nr.  50,  p.  42. 
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6.  Kirchhoff  übertragen  worden'^®*).  Er  grenzt  zunächst  für  den 
Fall  der  Bewegung  in  der  Ebene  durch  zwei  Curven  gleicher 
Spannung  und  zwei  Normalen  zu  ihnen  ein  Rechteck  ab;  durch 
dieses  Rechteck  fliefst  nach  Ohm: 

wo  ds  ein  Element  der  Niveaulinie,  dn  ein  solches  der  Normalen 
bezeichnet.  Kirchhoff  zeigt,  dafs  dieses  Resultat  auch  für  ein  be- 
liebiges Linienelement  ds  und  seine  Normale  n  gilt.  Für  jedes 
quellenfreie  Gebiet  muTs  also: 

'^äs  =  0,  (8) 


/ 


dn 

sein,  m.  a.  W.  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  mufs  ein 
vollständiges  Differential  sein,  u  mufs  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung: 

^y.  +  ^*i  =  0  rio> 

genügen.  Auch  die  Übergangsbedingung  (2)  giebt  er  in  entsprechend 
verallgemeinerter  Form^^®').  Sind  Quellen  vorhanden,  so  genügt  für 
eine  unbegrenzte  Ebene  der  Ausdruck: 

»  =  ^o-2K^ogr„  (11) 

allen  Bedingungen '****),  wenn: 

2-^-=^  (12) 

ist,  ebenso  auch  für  eine  begrenzte,  wenn  die  Begrenzung  aus  Strom- 
linien besteht.  In  anderen  Fällen  kann  man  häufig  aufserhalb  der 
Begrenzung  zu  den  gegebenen  Quellen  noch  andere  annehmen,  sodafs 
der  Ausdruck  (11)  auch  den  Grenzbedingimgen  genügt.  Für  kreis- 
förmige Begi'enzung  sei  das  immer  möglich;  Kirchhoff  führt  die 
Rechnung  für  eine  Scheibe  mit  zwei  Quellpimkten  durch  ^^^^). 

An  Kirchhoff  anschliefsend   stellt   dann  W.  Smaasen^^^)  dem 


7102)  Ann.  Phys.  Cham.  64,  1845,  p.  497;  ges.  Abh.  p.  1. 

7103)  p.  4.         7104)  p.  6.  7106)  p.  9. 

7106)  Ann.  Phys.  Chem.  69,   1846,  p.  161.     Smaasen*s  ursprüngliche 
Publication  (in  Utrecht)  war  mir  nicht  zugänglich. 
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Terminus  „fluz  de  chaleur*'  den  entsprechenden  „Elektricitfttsfluz^  an 
die  Seite  und  findet  für  ihn  im  dreidimensionalen  Haume  den  Wert: 


(13)  r--x(^cosa  +  ^C08^  +  ^co8yj; 


du        ^    .   du 

daraus  ergiebt  sich  als  Bedingung  des  „dynamischen  Gleichgewichts^ 
[der  stationären  Strömung]: 

(")  Ö  +  0  +  w  -  «. 

speciell  für  die  Ebene  wieder  die  Gleichung  (10),  bezw.  wenn  man 
die  „äuTsere  Leitfähigkeit^^  berücksichtigt: 

/--N  d^u       d*u         3 

(1.^)  Fx^  +  d^*-^''' 

Man  könne  die  sich  bewegende  Eiektricität  betrachten  als  zerteilt  in 
„eine  Unendlichkeit  secundärer  Ströme  längs  der  orthogonalen  Tra- 
jektorien  der  Niveauflächen" '^®^.  Weiter  stellt  er  eine  Art  ron 
Superpositionsprincip  auf^*^):  wenn  die  Eiektricität  gleichzeitig 
durch  mehrere  Elektroden  eintritt,  ist  das  entstehende  Potential  eine 
lineare  Function  derjenigen  Potentiale,  die  man  erhalten  würde,  wenn 
je  nur  eine  Elektrode  vorhanden  wäre. 

Für  den  Fall,  dafs  u  nur  Function  von  r  ist,  reducirt  sich  die 
Gleichung  (15)  auf: 

(16)  g)"+r-^g)'-A-g)  =  0, 

d.  h.  auf  den  einfachsten  Fall  der  Besserschen  Differentialgleichung. 
Smaasen  scheint  die  Litteratur  dieser  Gleichung  nicht  gekannt  zu 
haben,  vielmehr  sieht  er  sie  als  einen  Grenzfall  der  Riccati'schen 
Differentialgleichung  an,  führt  an  einer  von  Lobatto  gegebenen 
Lösung  dieser  letzteren  durch  ein  bestimmtes  Litegral  den  Grenz- 
übergang aus  und  findet  so^^^^): 

0 

ein  zweites  Integral  erhält  er  dann  durch  eine  Quadratur.  Das 
durch  Superposition  von  zwei  solchen  Lösungen  erhaltene  Besultat 
ist  auch  für  den  Fall  il  =  0  noch  brauchbar '^^®).  Aufserdem  giebt 
er   für   denselben  Fall   noch   eine  Lösung   mit  Hilfe  von  Functionen 


7107)  §  2,  p   168.         7108)  §  4,  p.  166. 
7109)  §  6,  p.  171.         7110)  §  7,  p.  173. 
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complexen  Arguments:  merkwürdigerweise  hält  er  sie  für  nicht  so 
streng  wie  die  erste  ^^^^).  Die  Resultate  benutzt  er  zur  Bestinamung 
des  Widerstandes  einer  unbegrenzten  Ebene '^^*). 

In  einem  zweiten  Aufsatze '^^')  behandelt  er  entsprechende  Auf- 
gaben fClr  drei  Dimensionen,  indem  er  von  der  speciellen  Lösung 
1/r  ausgeht.  Den  Satz,  dafs  das  Problem  nur  eine  Lösung  hat, 
bezeichnet  er'*^*)  als  physikalisch  einleuchtend. 

Schon  vor  dieser  letzten  Abhandlung  Smaasen's  hatte  L.  Ridolfi 
eine  neue  Ableitung  der  Resultate  Kirchhoff's  und  Smaasen's  zu 
geben  versucht  ^^^^).  Er  schliefst  aus  dem  Ohm'schen  Gesetze  sofort, 
dafs  die  Elektrizitätsmenge,  die  durch  ein  kleines  Flächenstück  senk- 
recht zur  Verbindungslinie  der  Punkte  (ic,  y,  z)  und  {x  +  dx^  y  +  dy, 
z-\-  dz)  geht,  den  Wert  (7)  hat;  so  erhält  er  Smaasen's  Gleichung  (13). 
Dann  setzt  er  auseinander ^^^^),  dafs  das  Potentialgefälle  senkrecht 
zu  den  Niveauflächen  am  gröfsten  ist,  und  dafs  man  auf  Grund 
dieser  Eigenschaft  die  „linea  di  massimo  flusso  o  di  corrente^'  punkt- 
weise construiren  könne.  Die  Gleichung  (14)  erhält  er  nachträglich 
als  Continuitätsgleichung^*^^).  Als  Nebenbedingungen  nimmt  er  an, 
dafs  an  der  Oberfläche  eines  Leiters: 

f^  =  0  (18) 

sei,  und  dafs  im  Unendlichen  alle  drei  ersten  Ableitungen  des 
Potentials  Null  seien.  Auch  er  behandelt  hauptsächlich  Strömung 
in  einer  Ebene  ^^^®);  er  führt  die  Entfernungen  des  Aufpunktes  von 
den  Elektroden  als  unabhängige  Variable  in  die  Differentialgleichung 
ein  [was  freilich  einen  bestinmiten  Sinn  nur  hat,  wenn  deren  gerade 
zwei  sind].  Der  so  erhaltenen  Differentialgleichung  genügt  ein  Aus- 
druck der  Form  (ll)  unter  der  Bedingung  (12).  Zur  Bestimmung 
der  Coefiicienten  ersetzt  er  die  punktförmigen  Elektroden  durch 
kleine  Kreise  und  nimmt  an,  dafs  auf  jedem  solchen  Kreise  ein  be- 
stimmter Potential  wert  vorgeschrieben  ist;  so  erhält  er  die  erforder- 
liche Anzahl  linearer  Gleichungen'^^*).    Die  Stromlinien  werden  dann: 

V  E^  arc  tg  1^^  =  const.  (19) 

Er  führt  die  Rechnung  für  den  Fall  von  nur  zwei  Elektroden  durch. 


7111)  §  8,  p.  175.         7112)  §  9,  p.  179. 
7113)  ib.   72,  1847,  p.  435.         7114)  §  4,  p.  440. 
7115)  II  eimento  6,  1847,  p.  193.         7116)  §  2,  p.  195. 
7117)  §  3,  p.  197.         7118)  §  4,  p.  198.         7119)  p.  203. 
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Um  die  Resultate  mit  Beobachtungen  vergleichen  zu  können,  mxds 
man  die  Ebene  durch  eine  Stromlinie  begrenzen.  Zu  diesem  Zwecke 
nimmt  er  an,  dafs  die  Elektroden  alle  auf  einem  Kreise  liegen; 
dann  stellt  die  Gleichung  (19)  bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten 
diesen  Kreis  dar.  Sind  nur  vier  Elektroden  vorhanden,  so  ist  bei 
geeigneter  Verfügung  über  die  Verhältnisse  ihrer  Ergiebigkeiten  noch 
ein  anderer  Kreis  Stromlinie;  die  allgemeine  Gleichung  der  Strom- 
linien stellt  nämlich  dann  eine  [bicirculare]  Curve  4.  0.  dar,  und 
wenn  von  ihr  ein  Kreis  sich  abspaltet,  so  bleibt  noch  ein  zweiter 
Kegelschnitt,  von  dem  sich  [natürlich]  herausstellt,  dafs  er  ebenfalls 
ein  Kreis  ist.  Da  dieser  Kreis  zwei  Elektroden  ein-,  zwei  aus- 
schlieist,  so  giebt  er  eine  Lösung  mit  nur  zwei  Elektroden  im 
Linem. 

Strömung  in  drei  Dimensionen  behandelt  er  in  derselben  Art  ^***). 
Er  glaubt  irrtümlicherweise,  die  Gleichung  (12)  folge  hier  nicht  aus 
dem  Verhalten  im  Unendlichen,  bringt  sie  aber  dann  doch  durch  die 
Forderung  herein,  dafs  die  Resultate  unabhängig  sein  sollen  von 
dem  gemeinsamen  Radius  der  kleinen  Kugeln,  durch  die  er  die 
eigentlich  punktförmigen  Elektroden  ersetzt  hat.  Die  Bestimmung 
von  Flächen,  die  ganz  aus  Stromlinien  bestehen,  findet  er  zu 
schwierig '^*^);  er  beschränkt  sich  daher  auf  den  Fall  von  nur  zwei 
Elektroden,  in  dem  die  Stromlinien  auf  Rotationsflächen  liegen. 
Schliefslich  giebt  er  ohne  Beweis  die  Formeln  für  eine  Kugel- 
schale ^i"). 

R.  Felici'^^*)  findet  —  sehr  wenig  in  Ohm's  eigenem  Sinne  — 
in  Ohm's  Untersuchungen  ein  neues  Beispiel  dafür,  dafs  es  zweck- 
mäfsig  sei,  eine  Hypothese  erst  analytisch  zu  verfolgen,  um  sie 
nachträglich  experimentell  zu  prüfen.  Er  giebt  dann  für  den  Fall 
einer  homogenen  Kugel  vom  Radius  a,  mit  zwei  Elektroden  in  der 
Oberfläche,  die  folgende  Lösung ^^**): 

(20)  „  =  i-_J.  +  J_/Vi-_l)^, 

in  der  r,  r^,  r^  die  Entfernungen  des  Aufpunktes  vom  Kugel  mittel- 


7120)  §  6,  p.  209.  Was  er  p.  213  über  die  „Integrabilität"  der 
Gleichungen  der  Projeetionen  der  Stromlinien  auf  die  Coordinatenebenen 
sagt,  beruht  auf  MifsverständniBsen. 

7121)  p.  215.         7122)  §  6,  p.  218. 

7123)  ib.  p.  289.  Der  Aufsatz  ist  nur  mit  H.  F.  gezeichnet,  aber 
Felici  bekennt  sich  ann.  mat.  fis.  5,  1864,  p.  270  zu  ihm. 

7124)  p.  299. 
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punkte  und  von  den  Elektroden  bedeuten,  setzt  aber  gleich  a  »  oo, 
sodafs  das  letzte  Glied  wegfällt.  Für  den  Gesamtwiderstand  ergiebt 
sich  dann  ein  von  der  Entfernung  der  Elektroden  unabhängiger 
Wert.  Er  ist  übrigens  der  Meinung,  dafs  man  dem  u  unmöglich 
die  ihm  von  Ohm  beigelegte  Bedeutung  lassen  könne;  die  Berufung 
auf  die  Analogie  der  Verhältnisse  mit  denjenigen  der  Wärmeleitung 
treffe  nicht  ganz  zu,  namentlich  nicht  im  Falle,  daüs  keine  Zer- 
streuung in  die  Luft  stattfindet;  die  aus  der  Theorie  sich  ergebende 
Stromstärke  sei  keineswegs  immer  mit  der  durch  chemische  oder 
elektromagnetische  Wirkungen  des  Stromes  experimentell  gemessenen 
proportional  [?].  Man  müsse  also  für  den  gröfsten  Teil  des  Stromes 
andere  Differentialgleichungen  aufstellen.  Er  scheint  auch,  wenn 
ich  ihn  recht  verstehe,  zu  meinen,  dafs  die  auftretende  Gröfse  u 
nicht  wie  ein  Potential  blofs  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt sei.  Was  das  u  freilich  eigentlich  sei,  wisse  man  nicht;  er 
schlägt  daher  die  allgemeine  Bezeichnung  „elektrischer  Zustand^^ 
dafür  vor. 

Kirchhoff  hat  dann  seine  Formeln  auch  selbst  auf  den  Raum 
übertragen '^*^) ,  im  Anschlufs  an  seine  Untersuchungen  über  Strom- 
verzweigung in  linearen  Leitern.  Dafs  u  durch  die  Bedingungen 
eindeutig  bestimmt  ist,  zeigt  er  im  Anschlufs  an  Gaufs  mit  Hilfe 
des  Green'schen  Satzes  ^^^^).  Hauptsächlich  hat  er  aber  diesmal  den 
Satz  im  Auge,  dafs  sich  ein  aus  mehreren  Körpern  zusammengesetztes 
System  wie  ein  linearer  Leiter  behandeln  läfst.  Anhangsweise  giebt 
er  noch  an'^^^,  dafs  man  die  Bedingungen,  denen  u  unterworfen 
ist,   durch   die  eine  ersetzen  könne:   die  gesamte  Joule'sche  Wärme: 

soll  ein  Minimum  sein.  Dafs  dieses  W  wirklich  Minimum  ist,  wenn 
seine  erste  Variation  Null  ist,  glaubt  er  daraus  schliefsen  zu  können, 
dafs  seine  zweite  Variation  positiv  ist.  Schliefslich  transformirt  er 
dieses   W  noch  in  ein  Oberflächenintegral  ^*^). 

Nachher  kommt  er  noch  einmal  auf  die  Ableitung  der  Formeln 
selbst  zurück ''^^^).  Indem  er  Ohm  dahin  versteht,  dafs  unter  dessen 
„elektroskopischer    Kraft"    die   Dichtigkeit    der  Elektricität    gemeint 


7125)  Ann.  Phys.  Chem.  75,  1848,  p.  189;  ges.  Abh.  p.  83. 

7126)  p.  37.         7127)  p.  43.         7128)  p.  47. 

7129)  Ann.  Phys.  Chem.  78,   1849,  p.  606;  ges.  Abh.  p.  49  „memoire 
oourt,  mais  fondamental"  sagt  Brillouin  nr.  57,  p.  50. 
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sei^*^),  findet  er,  Ohm's  Ableitung  setze  im  Widerspruch  mit 
Sätzen  der  Elektrostatik  voraus,  dafs  die  Elektricität  in  einem 
Leiter  sich  in  Buhe  befinde,  wenn  sie  dessen  Rauminhalt  mit  gleich- 
mäfsiger  Dichtigkeit  erfüllt.  Er  wolle  daher  eine  andere  Ableitung 
geben,  die  aufser  den  Gesetzen  der  Elektrostatik  nur  gewisse  An- 
nahmen über  Fragen  zu  Hilfe  nehme,  die  in  der  Elektrostatik  offen 
blieben.  Dabei  geht  er  davon  aus,  „dafs  der  Unterschied  der  Werte 
des  Potentials  in  zwei  sich  berührenden  Leitern  die  Grölse  ist,  die 
die  Spannung  der  beiden  Körper  heifst^^  Sind  drei  Leiter  paar- 
weise miteinander  in  Berührung,  die  dem  Spannungsgesetze  nicht 
genügen,  so  ist  kein  Gleichgewicht  der  Elektricität  möglich.  Wird 
dann  die  Menge  der  durch  ein  Element  in  der  Richtung  der  resul- 
tirenden  Kraft  strömenden  Elektricität  der  Gröfse  dieses  Elements 
und  der  Gröfse  der  Kraft  proportional  gesetzt,  und  wird  femer  an- 
genonunen,  dafs  die  Potentialdifferenz  an  der  Grenze  zweier  Leiter 
von  der  Stärke  eines  die  Berührungsfläche  passirenden  Stromes  ganz 
unabhängig  ist'^*^),  so  erhält  man  für  das  Potential  dieselben  Glei- 
chungen, wie  sie  aus  Ohm's  Vorstellung  für  die  „elektroskopische 
Kraft^  sich  ergeben.  Die  Gleichung  (14)  sagt  dann  aus,  dafs  die 
Dichte  der  Elektricität  im  Innern  des  Leiters  wie  im  Ruhezustande 
überall  gleich  Null  ist^***).  Zum  Schlufs  spricht  Kirchhoff  noch 
davon,  wie  die  Vorstellungen  zu  modificiren  sind,  wenn  man  nicht 
das  Coulomb'scbe,  sondern  das  Weber'sche  Gesetz  zu  Grunde  legt: 
man  müsse  nur  annehmen,  „dafs  bei  Berechnung  der  Kraft,  welche 
eine  Scheidung  der  beiden  Elektricitäten  in  einem  Raumelemente  v 
hervorbringt,  die  Elektricitäten  in  v  als  ruhend  angesehen  werden 
müssen". 

Eine  weitere  Abhandlung  von  R.  Felici'^^')  giebt  für  die 
elektrische  Strömung  in  einer  Vollkugel,  deren  Oberfläche  zwei 
Elektroden  trägt,  die  Formel: 


7180)  p.  63. 

7131)  Brillouin  nr.  58,  p.  51  bemerkt  hierzu:  solange  man  beim 
Coulomb 'sehen  Gesetze  der  Elektrostatik  stehen  bleibe,  sei  die  Annahme 
einer  Potentialdifferenz  an  der  Grenze  zweier  Leiter  unzulässig.  Man 
müsse  hier  notwendig  vom  Einflufs  der  Materie  auf  die  Elektricität  reden. 
Kircbhoff*8  Analyse  gehe  nicht  so  tief:  er  sei  zufrieden,  wenn  die  Hypo- 
these eine  mathematische  Form  habe,  die  die  Gleichungen  des  Problems 
hinzuschreiben  erlaube. 

7132)  „Sans  doute  le  r^sultat  ...  est  d'apparence  paradoxale;  mais 
Texistence  des  ^lectricit^s  positive  et  nägafcive  n*est-elle  pas  elle-mßme  un 
paradoxe?"    (Brillouin  nr.  61,  p.  66.) 

7183)  Ann.  mat.  fis.  1,  1850,  p.  312. 


i 


§  108.  Untersuchungen  über  d.  G esetze  d.  Leitung  elektrischer  Ströme.     1381 

«  =  1  _  1  +   1  log  {'•  +  '•'-''  :  '•-i-^T-^l,         (22) 
r^        r.    '2a     ^Ir  +  rj  +  a     r  +  ^i+^J  '^ 

die  leicht  zu  yerificiren  sei.  Die  Gesamtintensität  des  durch  die 
Kugel  gehenden  Stromes  werde  dann  am  bequemsten  in  derjenigen 
Ebene  berechnet,  die  den  Abstand  der  beiden  Kugeln  voneinander 
senkrecht  halbirt;  es  ergiebt  sich,  dafs  sie  nur  vom  Verhältnisse  des 
Abstandes  der  Elektroden  zum  Kugelradius,  nicht  von  diesen  beiden 
Grölsen  einzeln  abhängt.  Der  Grenzübergang  zum  Halbraum  liefert 
wieder  das  frühere  Resultat  ^^•*). 

Ein  Nachtrag'**^)  bringt  die  Ableitung  der  Gleichung  (22): 
FeUd  setzt,  auch  für  den  allgemeineren  Fall,  dafs  die  Elektroden 
irgendwo  in  der  Kugel  liegen,  die  Entwicklung  an: 

«  =  7,--^+2''"^«  (23) 

und  bestimmt  die  Kugelfunctionen  aus  der  Oberflächenbedingung  (18); 
die  Summation  gelingt  mit  Hilfe  eines  Integrals,  das  sich  auswerten 
läfst,  wenn  die  Elektroden  in  der  Oberfläche  liegen. 

H.  Helmholtz'^**)  giebt  den  allgemeinen  Satz:  eine  beliebige 
Verteilung  elektromotorischer  Kräfte  im  Innern  eines  Leiters  kann 
ersetzt  werden  durch  eine  solche  Belegung  seiner  Oberfläche,  dafs 
sie  in  allen  angelegten  Leitern  dieselben  abgeleiteten  Ströme  giebt. 
Für  den  Beweis  beruft  er  sich  einmal  auf  Kirchhoff's  Eindeutigkeits- 
beweis, dann  auf  Smaasen's  Superpositionsprincip'^^®),  das  dieser 
zwar  nur  für  einen  speciellen  Fall  aufgestellt  habe,  dessen  AU- 
gemeingültigkcit  sich  aber  leicht  aus  Kirchhoff's  Gleichungen 
folgern  lasse. 

Diese  letztere  Bemerkung  fährt  er  bald  darauf  noch  näher  aus: 
es  hänge  daran,  da[s  alle  Gleichungen  linear  und  homogen  sind^^*^). 
Dann  spricht  er  seinen  Satz,  den  er  jetzt  „das  Princip  der  elektro- 
motorischen Oberflächen"  nennt,  noch  einmal  aus  imd  stellt  den 
Beweis  ausführlich  dar"»«).  Auch  auf  Kirchhoff's  Satz'"*^)  kommt 
er  zu  reden;  er  meint '^*^),  Kiichhoff^s  Beweis  gelte  nur  für  den 
Fall,  dafs  jede  elektromotorisch  wirksame  Fläche  den  ganzen  körper- 
liehen  Leiter  in  zwei  vollständig  getrennte  Stücke  zerlegt,  sodafs  im 
Innern  nirgends  geschlossene  Stromcurven  vorkommen.  Doch  könne 
man  den  allgemeineren  Fall  mit  Hilfe  seines  Satzes  ^^"*)  auf  den  von 


7134)  p.  816.         7136)  ib.  6,  1864,  p.  270. 

7136)  Berl.  Ber.  1862,  p.  466;  Abb.  3,  p.  562. 

7137)  Ann.  Phys.  Chem.  89,  1868,  p.  211;  Abi 
71.38)  p.  481.         7139)  p.  486. 


l.    d,   p.  OD'J. 

p.  211;  Abb.  1,  p.  476. 
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Eirchhoff  behandelten  zurückführen.  Aulserdem  führt  er  hier  neben 
den  Potentialen  einfacher  Schichten,  die  an  der  Fläche  selbst  stetig 
sind,  aber  eine  nach  der  Coulomb-Poisson'schen  Gleichung  unstetige 
Ableitung  nach  der  Normalen  haben,  noch  die  Potentiale  von  Doppel- 
schichten ein^^^),  die  selbst  unstetig  sind.  Durch  diese  Umformung 
der  Aufgaben  der  Stromverteilung  erlange  man  den  grolsen  Vorteil, 
dafs  man  ihre  Lösung  auf  die  von  schon  gelösten  elektrostatischen 
Aufgaben  zurückführen  könne  ^^^^);  übrigens  sei  auch  das  Umgekehrte 
möglich,  doch  wolle  er  diese  Bemerkung  jetzt  nicht  weiter  ver- 
folgen. Mit  Hilfe  der  Doppelschichten  sei  ihm  dies  in  einigen 
Fällen  gelungen,  in  denen  einfache  Schichten  nicht  hingereicht  hätten. 
Als  Beispiel  behandelt  er  die  elektrische  Strömimg  in  einer 
leitenden  Kugel '^"):   Ist  R  der  Radius  der  Kugel, 

(24)  r„  =  iF(«,,.,,f) 

das  Potential  einer  auf  ihr  ausgebreiteten  einfachen  Schicht  auf 
einen  äufseren  Punkt,  so  ist  es  für  einen  inneren  Punkt: 

(25)  ^i=i^{'''f^i)- 

Ebenso  ist  das  Potential  einer  Doppelschicht  von  der  Dicke  z/i?  auf 
einen  äufseren  bezw.  inneren  Punkt,  wenn: 

(26)  R/q  =  u,      q/E  =  V 
gesetzt  wird: 

(27)  P„=^2'^'-JIt  =  ^^-JE, 

(28)  P,=  2|J^i^  =  -2(F(.)  +  A|^)^^f. 

Soll  nun  die  gewissen  in  der  Kugel  verbreiteten  elektromotorischen 
Kräften  entsprechende  Oberflächenbelegung  gesucht  werden,  so  be- 
stimme man  erst  die  diesen  Kräften  entsprechenden  elektrischen 
Massen  und  das  Potential  W]  die  Gleichung  (27)  liefert  dann  F 
durch  Integration,  die  Gleichung  (28)  liefert  P^  imd  die  gesuchte 
elektrische  Spannung  [Potentialdifferenz]  ist  W — P^.  Helmholtz 
führt  die  Rechnung  für  den  Fall  durch,  dafs  die  Elektricität  durch 
Oberflächenpunkte  in  die  Kugel  einströmt. 

Es  folgt  dann  noch''^*')  das  „Theorem  von  der  gleichen  gegen- 


7140)  p.  4B9.         7141)  p.  492. 
7142)  p.  494.         7143)  nr.  4,  p.  496. 
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seitigen  Wirkung  zweier  elektromotorischer  Fl&chenelemente'^,  das 
sich  ähnlich  wie  der  entsprechende  Satz  von  Green  für  die  statische 
Elektricität  beweisen  lasse. 

W.  Weber'***)  polemisirt  gegen  Ohm,  indem  er  von  der  [m.  E. 
wie  oben  auseinandergesetzt  irrtümlichen]  AuiTassung  ausgeht,  Ohm 
habe  unter  „elektroskopischer  Kraft^  die  Dichtigkeit  der  Elektricität 
verstanden.  Demgemäfs  hebt  er  hervor,  es  sei  unzulässig,  das  Vor- 
handensein freier  Elektricität  anderswo  als  auf  der  Oberfläche  der 
Leiter  anzunehmen.  Auch  von  der  Analogie  zwischen  Wärme-  imd 
Elektricitätsleitung  will  er  nichts  wissen:  die  Kräfte,  welche  die 
letztere  hervorbringen,  wirkten  nicht  blofs  von  der  nächsten  Um- 
gebung aus,  sondern  auch  aus  gröfseren  Entfernungen.  Weiter'^**) 
beruft  er  sich  auf  den  „bekanntlich  von  Poisson  bewiesenen"  Satz, 
dafs  man  die  Wirkxmg  äuTserer  Kräfte  auf  einen  Leiter  immer 
durch  eine  Belegung  seiner  Oberfläche  ersetzen  könne;  er  zeigt,  dafs 
eine  solche  in  einem  geschlossenen  Stromkreise  keinen  Strom  er- 
zeugen kann,  wenn  nicht  aufserdem  noch  an  irgend  einer  SteUe  eine 
von  der  Verteilung  der  freien  Elektricität  unabhängige  elektro- 
motorische Kraft  wirkt.  Dann  fährt  er  fort'^***):  bei  einem  linearen 
Leiter  sei  es  allerdings  gestattet,  die  Verteilung  der  freien  Elektricität 
an  der  Oberfläche  durch  eine  Verteilung  in  der  Axe  zu  ersetzen;  er 
überzeugt  sich  durch  eine  besondere  Rechnung  davon,  dafs  das  auch 
für  die  Nachbarschaft  des  Aufpunktes  richtig  ist.  Weiter"'"^  will 
er  ausrechnen,  wie  man  die  Dichtigkeit  auf  einem  linearen  Leiter 
verteilt  annehmen  müfste,  um  in  ihm  einen  Constanten  Strom  zu 
bekommen;  er  behandelt  zunächst  den  Fall,  dafs  die  Elektricität  nur 
in  einzelnen  Punkten  des  Leiters  concentrirt  ist,  und  nimmt  dann 
die  Anzahl  dieser  Punkte  sehr  grofs,  ohne  doch  den  Grenzübergang 
zu  einem  continuirlichen  Leiter  wirklich  auszuführen. 

Nachher  setzt  er  seine  eigenen  Anschauungen  auseinander'^'*^): 
jede  Ungleichmäisigkeit  des  Stromes  in  verschiedenen  Teilen  des 
Leiters   müfste   zu   einer  Anhäufung  freier  Elektricität  führen,   imd 

7144)  Leipz.  Abhandl.  1,  1852,  p.  270;  Ann.  Phys.  Chem.  82,  1861, 
p.  337 ;  Werke  3,  nr.  28,  p.  370. 

7145)  nr.  29,  p.  372. 

7146)  nr.  30,  p.  37ü.  Die  p.  378  durchgeführte  Rechnung  zeigt,  dafs 
für  einen  kreisförmigen  Leiter  die  elektromotorische  Kraft  nicht  in  allen 
Punkten  eines  Querschnitts  denselben  Wert  hat,  wenn  die  Dichtigkeit 
eine  lineare  Function  der  Abscisse  ist;  das  soll  gegen  Ohm  sprechen, 
würde  es  auch  in  der  That,  wenn  Ohm  eben  nicht  vom  Potential  statt, 
wie  W.  annimmt,  von  der  Dichtigkeit  redete. 

7147)  nr.  31,  p.  382.         7148)  nr.  82,  p.  887. 
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die  Teilnahme  der  freien  Elektricität  der  Oberfläche  an  der  Strömung 
könne  mit  einer  imver&nderten  Verteilung  der  Elektricität  an  der 
Oberfläche  wohl  bestehen.  Dabei  berichtet  er'***)  über  Kirchhoff '8 
während  des  Druckes  erschienene  Abhandlung''*'^:  er  stimmt  ihr 
im  allgemeinen  zu  und  ist  nur  damit  nicht  zufrieden,  dais  Eirchhoff 
die  Gesetze  der  Kette  auf  die  der  Elektrostatik  zurückführen  wolle, 
während  es  sich  doch  um  elektrodynamische  Erscheinungen  handle. 
Dementsprechend  zeigt  er'*^),  dafs  man  von  seinen  Überlegungen 
aus  zu  einer  Bestimmung  der  in  seinem  „elektrodynamischen  Grund- 
gesetze^ vorkommenden  Constanten  c  würde  kommen  können,  wenn 
es  gelänge,  aufser  Stromstärke  imd  Gesamtwiderstand  der  Kette  noch 
die  an  zwei  Punkten  des  Schliefsungsbogens  vorhandene  Potential- 
differenz in  absolutem  Mafse  zu  messen.  Endlich'*^*)  spricht  er 
von  der  Beziehung  der  ,, Geschwindigkeit  der  Strömung^^  zu  der 
„Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  des  Stromes^^;  von  dieser  könne 
man  nur  reden,  wenn  eine  Änderung  in  der  Stromintensität  eintrete, 
sie  ergebe  sich  dann  aus  seinen  Formeln,  sobald  das  c  bekannt  sei. 
Die  erstere  aber  würde  man  nur  bestimmen  können,  wenn  man 
wüfste,  wieviel  Elektricität  in  der  Länge  1  des  Leiters  enthalten  sei. 
Er  meint,  man  würde  vielleicht  dazu  durch  eine  genauere  Unter- 
suchung der  Umstände  gelangen  können,  von  welchen  der  Wider- 
stand abhängt. 

Von  Felici's  Untersuchungen  über  inducirte  Ströme  ist  zu- 
nächst eine  vorbereitende  Abhandlung  zu  nennen,  in  der  die 
Differentialgleichung  und  die  Grenzbedingung  als  bekannt  angesetzt 
imd  dann  der  Satz  ausgesprochen  wird'*^*),  vorbehaltlich  ex- 
perimenteller Prüfung  seiner  Consequenzen,  dalJB  jede  Linie,  längs 
deren  die  ,4nducirte  elektromotorische  Krafb'^  Null  sei,  auch  eine 
„linea  di  ugual  stato  electrico^^  sein  müsse,  „wenn  die  Form  des 
Körpers  die  Richtung  der  inducirten  Ströme  nicht  modificire",  also 
einmal,  wenn  der  Körper  praktisch  als  unendlich  grofs  zu  betrachten 
sei,  dann,  wenn  seine  Begrenzung  [er  denkt  offenbar  zunächst  an 
eine  Platte]  mit  Stromlinien  des  unendlich  ausgedehnten  Körpers 
zusammenfalle.  Er  bespricht  zwei  Fälle  mit  kreisförmigen  Strom- 
linien, indem  er  u  als  Function  des  Parameters  der  letzteren 
darstellt. 

Von    der    ausführlicheren   Abhandlung    ist  für  uns   der   zweite 


7149)  nr.  38,  p.  390.    7150)  nr.  34,  p.  892. 

7151)  nr.  35,  p.  894. 

7152)  Ann.  sei.  mat.  fis.  4,  1863,  nr.  5,  p.  177. 
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Teil  von  Interesse.  Er  stellt  hier'*^^)  Ohm's  Grundannahmen  [ganz 
in  Ohm^s  eigenem  Sinne,  obwohl  Felici  das  Gegenteil  glaubt]  als 
Erfahrungstatsachen  hin;  das  u  will  er  dabei  nur  als  „elektrischen 
Zustand^  bezeichnen  und  dieser  Bezeichnung  ihren  möglichst  all- 
gemeinen Sinn  lassen,  verweist  aber  wegen  ihrer  Bedeutung  auf 
„eine  Abhandlung  von  Kirchhoff^^  Dann  giebt  er,  unter  Verweisung 
auf  Smaasen'^^),  Kirchhoff  ^^**)  und  ßidolfi^^^'*),  den  Ausdruck  der 
Stromcomponenten  durch  die  Ableitungen  des  u^^^)  und  die 
Differentialgleichung  der  stationären  Strömung.  In  einer  Note^^^^) 
setzt  er  auseinander:  daraus,  dafs  W&rme  und  Elektricität  sehr  ver- 
schiedene Erscheinungen  zeigten,  dürfe  man  nicht  schliefsen,  sie 
könnten  nicht  dui'ch  dieselben  Differentialgleichungen  dargestellt 
werden,  und  also  auch  nicht  deswegen  Ohm's  Formeln  von  vorne- 
herein fär  falsch  erklären.  Übrigens  sei  die  Richtigkeit  der  Formeln 
für  die  Elektricitätsleitung  viel  vollständiger  experimentell  dargetan 
als  fOr  die  Wärmeleitung. 

Von  Anwendungen  bringt  er  zunächst  in  einem  gleichzeitig  an 
anderer  Stelle  ^^^^)  erschienenen  Aufsatze  die  auf  eine  unbegrenzte 
Scheibe  im  AnschluDs  an  Eirchhoff.  Er  giebt  die  Gestalt,  die  die 
Differentialgleichung  annimmt,  wenn  man  die  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  als  unabhängige  Veränderliche  einfuhrt,  nämlich: 

„la  quäle  avra  per  integrale"  [?!]: 

a^  Ä  +  Ä^  logfi  +  A^  logr,.  (30) 

-4  =  0,  .4^  =»  —  -4j  fuhrt  auf  die  von  Eirchhoff  gegebene  Form. 
Von  ihr  aus  könne  man  für  die  begrenzte  Scheibe  zu  dem  Ansätze 
kommen  "^^'') : 


OD 


u=iriog^^-  +  V{V"'cosa^(i/;-fi)-V^8infe/if;-f,)).     (31) 

Aus  der  Randbedingung  (18)  folgt  dann  mit  Hilfe  der  Gleichung 
§  15  (2),  dafs  e^  und  s^  die  Polar winkel  der  Elektroden  und  dafs 
die    ttj   und   hj  ganze   Zahlen   sein   müssen;    auch   ergeben   sich  die 


7153)  Ann.    univ.  tose.    3,,    1854,   nr.  31,   p.  110   „non  essende  ab- 
bastanza  nota  ancora  fra  i  fisici  la  teoria  dell'  Ohm^^  p.  109. 

7154)  nr.  34,  p.  111.         7155)  p.  112. 

7156)  Ann.  sei.  mat.  fis.  5,  1864,  nr.  3,  p.  38.         7167)  p.  89. 


1386    I- Hauptteil.  14.Ab8chn.  Unters,  üb.  Leitung  d.  Wärme  u.Elektricität. 

Werte  der  Coefficienten  Äj  und  Bj.  Die  so  erhaltene  Reihe  läfst 
sich  dann  mit  Hilfe  der  Formeln  §  15  (18)  summiren'^^).  Felid 
giebt  auch  noch  die  Vereinfachung  an,  die  eintritt,  wenn  höhere 
Potenzen  der  Distanz  der  Elektroden  yemachlässigt  werden'***). 

Diese  Resultate  nimmt  er  dann  auch  in  seine  ausführlichere 
Abhandlung  auf'*^).  Weiter  bebandelt  er  dort  den  Fall  einer 
homogenen  Kugel'***),  unter  Hinweis  auf  seine  Vorgänger;  auch 
führt  er  den  Grenzübergang  zu  dem  Falle  durch,  dafs  man  die 
Elektroden  einander  unendlich  nahe  rücken  läfst '**^). 

Für  den  Fall,  dals  äufsere  elektromotorische  (inducirende) 
Kräfte  wirken'***),  müsse  man  zunächst  die  „Flächen  elektro- 
motorischer Kraft  Null"  bestimmen,  dann  zu  dem  so  gefundenen 
Flächensysteme  zwei  andere  zu  ihm  und  zu  einander  orthogonale 
[das  hält  er  also,  scheint  es,  für  immer  möglich],  jedes  so  bestimmte 
Volumenelement  als  polarisirt,  sozusagen  als  eine  „pila  elementare'^ 
ansehen,  mit  einer  elektromotorischen  Krafb  proportional  der  in- 
ducirten;  zu  jedem  solchen  Elemente  den  zugehörigen  „elektrischen 
Zustand"  des  ganzen  Körpers  bestimmen;  alle  diese  von  den  ver- 
schiedenen Elementen  ausgehenden  Zustände  superponiren;  zu  dem 
gefundenen  resultirenden  Zustande  die  Stromcomponenten  nach  dem 
Ohm'schen  Gesetze  bestimmen;  und  schliefslich  diese  zu  den  direct 
inducirten  Strömen  hinzuaddiren ;  alles  das  vorbehaltlich  der  Prüfung 
durch  das  Experiment.  Speciell  sei  der  Fall  zu  beachten,  dafs  die 
äufseren  Kräfte  ein  Potential  haben,  das  selbst  der  Differential- 
gleichung und  den  Grenzbedingungen  genügt'***);  dann  fallen  die 
Flächen  constanten  „elektrischen  Zustands"  mit  den  Niveauflächen 
dieses  Potentials  zusammen,  und  der  „Zustand"  wird  gleich  dem 
Werte  des  Potentials.  Damit  komme  man  freilich  zunächst  nicht 
weit,  wegen  der  Grenzbedingungen;  aber  in  vielen  Fällen  könne  man 
von  diesen  abseben. 

Damit  behandelt  er  das  Problem  der  Induction  in  einer  unter 
einem  Magnetpole  rotirenden  unbegrenzten  Scheibe;  Niveaulinien  und 
Stromlinien  seien  hier  Systeme  von  Kreisen,  die  sich  in  je  einem 
Punkte  berühren'**").  Von  da  gelangt  er  zu  dem  Falle  beliebig 
vieler    inducirender    Magnete '***).      Für    genauere    Untersuchungen, 


7158)  Vgl.  die  Note  Ann.  univ.  tose.  4,  1865,  p.  24. 

7159)  Ann.  sei.  mat.  fis.  5,  p.  41. 

7160)  Ann.  univ.  tose.  3,,  nr.  84,  p.  113. 

7161)  nr.  35,  p.  115.    7162)  nr.  37,  p.  116. 

7163)  nr.  38,  p.  117;  nr.  39,  p.  118.    7164)  p.  119. 

7165)  nr.  41,  p.  123;  nr  46,  p.  126.    7166)  nr.  44,  p  216. 
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meint  er''^*^,  mtlfste  man  die  Zeit  berücksichtigen,  die  die  Induction 
zur  Entwicklang  ihrer  elektromotorischen  Kraft  und  nachher  wieder 
zum  Abklingen  braucht. 

Auch  A.  Popow'^^)  versteht  Ohm  dahin,  dafs  er  mit  seinem 
u  die  Dichtigkeit  oder,  wie  Popow  sich  ausdrückt,  die  „Anhäufung 
der  elektrischen  Materie"  gemeint  habe.  Er  verlangt  statt  dessen  '^*^, 
man  müsse,  wie  in  der  Lehre  von  der  Wärme  oder  in  der  von  der 
Elasticität  „den  Molekeln  die  Eigenschaften  der  ganzen  Körper  bei- 
legen"; diese  seien  hier  ganz  andere  als  dort.  Die  elektrisch  leiten- 
den Körper  entsprächen  den  diathermanen,  verhielten  sich  aber  ganz 
anders.     Eine  eigene  Theorie  führt  er  nicht  durch. 

Von  B.  Riemann's  Auffassung  der  Elektricitätsleitung  sind 
damals  nur  einige  Andeutungen  veröffentlicht  ^^^^);  eine  ausführlichere 
Darstellung  ist  erst  1876  aus  dem  Nachlasse  bekannt  geworden ^^^^). 
Sei  Q  die  Dichtigkeit,  u  das  durch  An  dividirte  Potential,  also: 

j^u^-4q,  (32) 

so  setzt  Biemann  die  Componenten  der  elektromotorischen  Kräfte 
bezw.  gleich: 

WO  ß  eine  von  der  Natur  des  Leiters  abhängige  Constante  bedeutet. 
Ihnen  sind  die  Strömungscomponenten  §,  ij,  ^  proportional.  Die 
Continuitätsgleichung : 

1^  +  11  +  ^" +|f  =  0  (34) 

dt    *   cx  *   dy       cz  ^     ^ 

giebt  dann  bei  geeigneter  Wahl  der  Einheiten  ^^''*): 

ll  +  9  -  ^2?  =  0.  (36) 


7167)  nr.  49,  p.  131. 

7168)  Arch.  wissensch.  Kunde  y.  Kufsland  13,  1854,  p.  461.  Der 
Übersetzer  [Erman?]  findet  p.  463,  die  Haupteinwände  Popows  seien  schon 
von  Ohm  selbst  widerlegt. 

7169)  p.  466. 

7170)  Ber.  deutsch.  Naturf.  31,  1864;  Werke  p.  49;  ital.  v.  A.  Roiti, 
n.  eim.  (2)  1,  1868,  p.  17. 

7171)  Werke  p.  367. 

7172)  Ein  im  Manuscript  wieder  gestrichener  Artikel  (p.  370;  ähnlich 
ührigens  auch  schon  p.  50)  erläutert  noch  die  Vorstellung,  die  zu  diesen 
Gleichungen  führt:  dafs  die  ponderablen  Körper  dem  Aufnehmen  oder 
dem  Enthalten  von  Elektricität  mit  einer  zur  Dichtigkeit  proportionalen 
„antielektrischen  Kraft^^  widerstehen. 


1388    LHauptteil.  li.Absohn.  Unten,  flb.  Leitung  d.Wätmen.Elekiricitiit. 
Für  den  Fall,  dalä  u  nur  Function  von  x  sein  und  den  Bedingungen: 

(36)  ll  =.  1  für  <  =-  0,      a>x>-a, 

(37)  lj-0,     |-J-Ofär«>0.     x=.±a 

genügen  soll^"*),  giebt  er  zwei  Lösungen,  die  eine  in  der  Gestalt 
der  Beihe: 

(88)  „-«„-2ae-'2'(fe^«p(-(«-i)*$->in(«-«^^, 
die  andere  für  kleine  i  brauchbare: 

wo: 

OD 

(40)  1/; (A)  -  i  e-  -^^  -  A  A" ^'  dX. 

Wie  man  von  Ohm's  grundlegenden  Vorstellungen  aus  die  alten 
Termini  „Quantität"  und  „Intensität^^  des  Stromes  aufzufassen  habe, 
setzt  ein  Anonymus'^'*)  dem  englischen  Publikum  auseinander: 
ein  Strom  hat  geringe  „Intensität^'  und  grofse  „Quantität",  wenn 
er  groüse  Stromstärke  und  zugleich  groJOsen  inneren  Widerstand  hat; 
kleine  Quantität  imd  grofse  Intensität  bei  kleiner  Stromstärke  und 
kleinem  inneren  Widerstände.  Ohm's  eigener  Gebrauch  des  Wortes 
„Intensität"  oder  „Stromstärke"  entspreche  mehr  der  Quantität  als 
der  Intensität  im  alten  Sinne. 

Zu  eingehender  Beschäftigung  mit  diesen  Fragen  wurden  die 
Engländer  um  diese  Zeit  durch  die  Pläne  zur  Legung  transatlantischer 
Kabel  veranlafst.  Von  einem  sich  auf  diesen  Gegenstand  beziehenden 
Briefwechsel  zwischen  G.  Stokes  und  W.  Thomson  ist  der  ihn 
eröffnende  Brief  des  ersteren  nicht  veröffentlicht,  wohl  aber  zwei 
folgende  des  letzteren '^'^).  Im  ersten  leitet  er  die  Differential- 
gleichung (1)  mit  |S  =»  0  ab  und  integrirt  sie  unter  den  Neben- 
bedingungen : 

7178)  nr.  6,  p.  374. 

7174)  Phil,  mag  (4)  6,  1863,  p.  363,  mitgeteilt  von  H.  Bence  Jones. 
Woher  weife  Beetz,  Fortechr.  der  Phys.  9,  p.  473,  dafs  der  Verfasser  ein 
deutBcher  Gelehrter  war? 

7176)  Lond.  roy.  proc.  7,  1866,  p.  382;  phil.  mag.  (4)  11,  1866,  p.  146; 
math.  phys.  paper«  2,  p.  61;  vom  Okt.  1864. 
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tt«Ofarir  =  0,      ^<Oimd<>!r,  .     . 

(41) 

u=l„a?=-0,     o<^<r 

im  AnschluTs  an  Fourier^^^)  und  unter  Hinweis  auf  die  geplante 
Veröffentlichung^^^)  seiner  allgemeinen  Untersuchungen  über  die 
Leitung  der  Wärme  und  der  Elektricität  durch: 

w=--^    /    /e-'V^co8(2n0  — a?yw)dnd0.  (42) 


(43) 


t-T  ü 

Für  sehr  kleine  Werte  von  T  giebt  das  näherungsweise: 

für  gröfsere,    wenn   die  Integration  nach  n  zuerst  ausgeführt  wird: 

T 
0 

während  für  0  <  ^  <  T  in  dem  letzteren  Litegral  nicht  T,  sondern 
t  als  obere  Grenze  zu  nehmen  ist.  Diese  letztere  Formel  könne 
man  „synthetisch^  aus  der  elementaren  Lösung  §  102  (21)  ableiten, 
die  einer  momentanen  Mitteilung  von  Elektricität  entspreche.  Die 
Zeit,  in  der  die  Stromstärke  an  einer  bestimmten  Stelle  ihr  Maximum 
erreicht,  wird  durch: 

tm^^^x^G  (45) 

bestimmt  ^^^^);  von  einer  „Fortpflanzimgsgeschwindigkeit^^  könne  man 
also  in  diesem  Falle  nicht  reden.     Wenn  aber: 

u  =  sin  2  w<   für   a?  =  0  (46) 

vorgeschrieben  sei,  zeige  die  „wohlbekannte  Lösung*^  [vgl.  §  53  (2)], 
dafs  eine  bestimmte  Phase  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 

^Yn  fortpflanze.  Eine  Schlufsbemerkung^^'')  besagt:  wenn  die 
äufsere  Isolation  unvollständig  ist,  tritt  an  die  Stelle  der  Glei- 
chung (l)  ohne  j3,  die  Gleichung  mit  |3,  die  aber  durch  die  Substitution: 

u  =  e-/^'t7  (47) 

auf  die  erstere  zurückgeführt  werden  könne. 

Das    wird    dann    im    zweiten    Briefe    noch    näher    ausgeführt: 


7176)  p.  66.         7177)  p.  66. 
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man  könne  einerseits  die  Lösung  in  der  G^talt  der  Fourier 'sehen 
Keihe  ansetzen: 

(48)  u  =  e-^*^Äje-^'  sinjx; 
andererseits  sei  die  „schliefsliche''  Potential  Verteilung: 

(49)  ^^«.^Ei^'J^V?. 

Wenn  man  also  die  Ä  aus  der  Bedingung: 

(60)  ^  Äj  sinjx  =  —  1*« 

bestimme,  so  erhalte  man  in: 

(51)  w  =  Wo+t*« 

die  Lösung  für  den  Fall,  dafs  das  eine  Ende  eines  langen  Drahtes 
mit  der  Batterie,  das  andere  mit  der  Erde  verbunden  ist.  Damit 
seien  die  wichtigsten  mit  der  Construction  submariner  Kabel  zu- 
sammenhängenden praktischen  Fragen  auf  Probleme  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  zurückgeführt. 

Aufserdem  ergänzt  er  hier  noch  die  Auseinandersetzungen  des 
ersten  Briefes  durch  die  Bemerkung'^'®):  um  den  Fall  zu  behandeln^ 
dafs  u  am  einen  Ende  eine  gegebene  Function  der  Zeit  ist,  während 
das  andere  auf  Null  gehalten  wii*d,  genüge  es  nicht,  ein  Spiegelbild 
in  der  Entfemimg  — n  anzunehmen,  sondern  man  müsse  „the  general 
principle  of  successive  images^^  anwenden  und  folglich: 

0      v  =  —  <x> 

ansetzen. 

Stokes  antwortet'^'*):  die  Lösung  mit  einem  einfachen  Integral 
könne   man   am   einfachsten   erhalten,   wenn   man   zimäcbst   ansetze: 

OD 

(53)  M  ==   I  (o  (f,  a)  sin  ax  dx. 

Da  für  X  =^  0  nicht  auch  u  ^^^  0  sein  soll,  so  könne  man  hieraus 
c^u/cx^   nicht  durch  Differentiation  unter  dem  Zeichen  erhalten  (er 


7178)  p.  68. 

7179)  Lond.  roy.  proc.  7,  1865,  p.  390;  Thomson 's  math.  phys.  papers  2^ 
p.  69;  Stokes*  papers  4,  p.  61. 
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verweist  hier  auf  seine  später  zu  besprechenden  Untersuchungen 
über  die  kritischen  Werte  der  Summen  periodischer  Reihen;,  sondern 
der  richtige  Ausdruck  sei,  wenn: 

u^f(i)    für    a;  =  0  (54) 

vorgeschrieben  sei: 


OD 

d 


OD 

*Ji  =    /  I  ^  f{t)  —  ««0)  {t,  a) }  sin  aa;  da,  (55) 


Die  Gleichung  (l)  (mit  j3  =  0)  giebt  dann  zur  Bestimmung  von  a> 
eine  lineare  Differentialgleichung;  deren  Auflösung  liefert: 


G) 


t 
'^e--'*  ff(t)(^'*dL  (56) 

Als  untere  Grenze  kann  zun&chst  eine  willkürliche  Function  von  u 
angesetzt  werden;  die  Bedingung  t«  »  0  für  t  ^^  0  verlangt,  dafs  0 
genommen  wird.  Setzt  man  dann  in  (53)  ein,  so  lassen  sich  die 
Integrationen  in  Bezug  auf  a  ausführen,  und  man  erhält  wieder  die 
Formel  §  102  (26). 

W.  Thomson  hat  weiter  noch  die  Verhältnisse  in  einem  Kabel 
verfolgt,  das  aus  einer  Anzahl  voneinander  isolirter  Leitungen  he- 
steht^^^®).  Die  Potentiale  Uj  der  einzelnen  Drähte  sind  dann  lineare 
Functionen  der  Ladungen  von  ihnen  allen: 

Thomson  meint,  im  Falle  kreisförmiger  Querschnitte  würden  sich 
die  Coefficienten  cd  „leicht"  mit  Hilfe  des  Princips  der  elektrischen 
Bilder  bestimmen  lassen.  Dazu  giebt  das  Ohm'sche  Gesetz,  wena 
mit  yj  die  Stromstärken,  mit  kj  die  Widerstandscoeffidenten  be- 
zeichnet werden: 

du.  dq^  dYi  ,     . 

Man  erhält  also  ein  System  partieller  Differentialgleichungen'^®^): 


7180)  Lond.  roy.  proc.  8,  1866,  p.  121;  math.  pbys.  papers  2,  p.  79; 
Auszug  Brit.  assoc.  rep.  f.  1865;  math.  phys.  papers  2,  p.  77.  Er  be- 
zeichnet die  aus  den  Formeln  sich  ergebende  gegenseitige  Beeinflussung 
der  verschiedenen  Leitungen,  um  sie  von  der  Faraday'schen  Induction  zu 
unterscheiden,  als  „peristaltische  Induction*^,  da  man  „elektrostatische 
Induction"  nicht  wohl  sagen  könne. 

7181)  p.  82. 


1392    LHauptteil.  li.Abschn.  Uniers. üb. Leitung  d. Wärme n.Elektricit&t. 

und  von  ihm  im  Falle  constanter  Coefficienten  „elementare^  Lösungen, 
indem  man  qj  =>  ÄjU  ansetzt  und  die  Äj  so  bestimmt,  dals  die 
Gleichungen  die  Form: 

annehmen,  was  auf  eine  determinirende  algebraische  Gleichung  flLr 
k  fähre.  Er  zeigt  dann,  dafs  die  Anwendung  der  Green'schen 
Gleichung: 

(61)  f  hy^ds^  f  h^i^s 

auf  den  vorliegenden  Fall  zu  dem  Satze  fahrt '^®*):  Das  durch  eine 
bestimmte  Ladung  von  2  in  1  hervorgebrachte  Potential  ist  gleich 
dem  durch  eine  ebenso  grofse  Ladung  von  1  in  2  hervorgebrachten 
Potential;  imd  daJOs  also: 

(62)  (Oj^  =  G)^j 

sein  mufs. 

In  dem  fCb:  die  Praxis  gerade  wichtigen  Falle  symmetrischer 
Verteilung  hat  die  determinirende  Gleichung  lauter  paarweise  gleiche 
Wurzeln.  Man  habe  zwar  auch  fCir  diesen  Fall  allgemeine  Methoden, 
aber  es  sei  doch  von  Literesse,  specielle  Fälle  direct  zu  unter- 
suchen ^^^').  Sind  nur  zwei  Drähte  vorhanden,  so  kann  man  die 
Gleichungen  schreiben: 


(63)                         Wi«(?i  +  /'ft, 

^2-^1+  Qi\ 

wird  dann: 

(64)                             tti=-'^  +  (o, 

U^-~  d"  —  O 

substituirt,  so  kommt: 

(65)                ^,t  =  (l+^)S' 

?"  =  (!       Z-)?':, 
Ot       ^         '^rrc*' 

was  sich  nach  den  vorher  angegebenen  Methoden  behandeln  läfst, 
wie  er  noch  unter  verschiedenen  Annahmen  über  die  Grenzbedingungen 
durchführt  Man  erhält  so  je  nach  der  gewählten  Form  der  Dar- 
stellung sowohl  Reihen,  die  für  kleine,  als  auch  solche,  die  für 
grofse  Werte  der  Zeit  gut  convergiren;  und  zwar  seien  glücklicher- 


7182)  p.  83.     Vgl.  Hehnholtz^"»)-         7188)  p.  85. 


§  108.  üntersnchtingen  über  d.  Gesetze  d.  Leitung  elektrischer  Ströme.     1393 

weise  bei  wachsendem  t  die  letzteren  schon  brauchbar,  bevor  die 
ersteren  aufhörten  es  zu  sein.  Man  könne  die  letzteren  auch  durch 
Anwendung  der  in  Stokes'  vorhin  genannten  Untersuchungen  ge- 
lehrten Methode  auf  das  elementare  Integral: 

exp  ( —  mt)  sin  mx  (66) 

erhalten. 

Zwei  Briefe  von  Thomson  an  eine  englische  Zeitschrift'^®*)  sind 
hauptsächlich  durch  den  Nachdruck  bemerkenswert,  mit  dem  Thomson 
trotz  anscheinend  entgegenstehender  experimenteller  Resultate  sein 
unerschüttertes  Vertrauen  zu  seiner  Theorie  ausspricht  „which  like 
every  theorj  is  merely  a  combination  of  established  truths^S  Auch 
enthalten  sie  ei^ie  Tabelle  numerischer  Werte '^*).  Über  die  mög- 
lichen Ursachen  der  Divergenz  zwischen  Theorie  und  Experiment 
giebt  er  Andeutungen,  die  er  aber  selbst  nur  als  provisorisch  an- 
gesehen wissen  wilL 

F.  Kell  er '^^)  geht  aus  von  der  Integration  der  Oleichung  (l) 
mit  (3  =  0  durch: 


=  yV/^~  "'  ^("^  +  2  y  V^)  ^^-  (^^) 


Soll  sie  einem  begrenzten  Intervall  angepafst  werden,  so  ist  die 
Function  f  den  Grenzbedingungen  gemäfs  über  die  Grenzen  des 
Intervalls  hinaus  fortzusetzen.  Zu  diesem  Zwecke  spaltet  er  zunächst 
einen  Bestandteil  /i  ab,  der  der  Differentialgleichung: 

genügt,  also  von  der  Form  /'j  =  wa;  +  «  ist.  Die  Constanten  werden 
so  bestinmit,  dais  an  den  beiden  Grenzen  die  vorgeschriebenen 
Potentiale  0  und  1   sich  ergeben,  also: 

fi^l—x.  (69) 

Der  andere  Bestandteil  f^  muHs  dann  den  Bedingungen: 


7184)  Athenaeum  1856,  p.  1219,  1388;  math.  phys.  papers  2,  p.  02. 

7186)  p.  95.  —  Aus  einer  etwas  späteren  Darstellung  der  Resultate 
Thomson's  ohne  Formeln  (Nichors  cyclopaedia,  2^  ed.,  1860,  art.  velocity 
of  electricity;  math.  phys.  papers  2,  p.  131)  ist  für  uns  nur  die  Bemerkung 
p.  1S4  wichtig,  dafs  die  Gesetze  der  Elektricitätsleitung  dieselben  sind, 
wie  die  der  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  einen  mit  porösem  oder 
schwammigem  Material  angefüllten  Ganal. 

7186)  Ann.  di  mat.  2,  1869,  p.  306. 
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(70)  ^j  =  —  l  +  a;för<  =  0,     /i=Ofüra;  =  Oundförx— 1 

genügen.  Wird  f^  nach  den  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  x 
entwickelt  und  in  (67)  eingesetzt,  so  läfst  sich  die  Integration  nach 
y  ausfahren.     Oleichnng  (7)  giebt  dann  die  Stromstärke. 

Wird  der  Strom  geöffiiet,  nachdem  der  stationäre  Znstand  er- 
reicht ist,  so  hat  man  die  Bedingungen  ^^^^): 

(71)  tt-=0    fär    aj«l,         f**-=0    für    x  =  0; 

man  kann  dann  nach  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  x 
entwickeln.  Keller  behandelt  auch^^^)  den  Fall,  dals  nach  Eintritt 
des  stationären  Zustandes  der  Strom  umgekehrt  wii-d;  man  hat  dann 
nur  in  der  ersten  Bedingimg  (70)  rechts  noch  einen  Factor  2.  Den 
aus  den  Formeln  bei  constant  gehaltener  Stromstärke  sich  ergebenden 
Wert  von  dxjct  betrachtet  er  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
eines  mit  Hilfe  des  Stromes  gegebenen  telegraphischen  Signals  ^^^^). 

Auch  erwähnt  er  die  Umformung  der  gefundenen  Keihen  durch 
Transformation  ^^*^),  unter  Berufung  auf  Cauchy •**'),  sowie  schliefs- 
lieh  noch  die  allgemeinere  Gleichung  (l)^^**^). 

Ein  Zusatz  bringt  numerische  Tabellen  ^^^^)  und  die  Berechnung 
des  „magnetischen  Effekts^^,  d.  h.  des  Produktes  aus  der  Intensität 
in  die  Drahtlänge,  das  der  Potentialdifferenz  der  Enden  proportional 
sei'^»»). 

E.  B.  Chri Stoffel'^**)  findet  die  bis  dahin  entwickelte  Theorie 
unvollständig,  da  sie  auf  die  gegenseitige  Influenz  der  in  ver- 
schiedenen Teilen  des  Körpers  fliefsenden  Ströme  keine  Rücksicht 
nehme.  Das  sei  wohl  bei  guten  Leitern  zulässig,  aber  nicht  bei 
schlechten.  Man  müsse  vielmehr  einerseits  den  Übergang  der  Elektricität 
von  einem  Volumenelement  zum  anderen  durch  Leitung,  andererseits 
die  durch  das  Potential  der  gesamten  vorhandenen  Elektricität  in 
jedem  Volumenelement  fortwährend  veranlafste  Scheidung  der  beiden 
Elektricitäten  berücksichtigen.  Bei  der  Behandlung  der  ersteren 
schliefst  er  sich  an  Ohm  an,  versteht  aber  dabei  unter  dessen  h  die 
Dichtigkeit,  sodafs  er  —  durch  Betrachtung  der  Flächen  gleicher 
Dichtigkeit  —  zunächst  eine  Stromcomponente  erhält,  die  dem  Gefälle 
der  Dichtigkeit  proportional   ist,   samt   den   Grenz-   und  Übergangs- 


7187)  §  8,  p.  308.         7188)  §  4,  p.  310. 

7189)  §  5,  p.  311;  nicht  in  allen  Fällen  richtig. 

7190)  §  6,  p.  314.         7191)  p.  816.         7192)  p.  367. 

7193)  nr.  2,  p.  860.         7194)  Dies.  Berol.  1866;  Dove  gewidmet. 
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bedingangen  für  diese  Componente,  wie  in  der  Obm'schen  Theorie  ^^*^). 
Neben  diese  stellt  er  aber  noch  eine  zweite  Stromcomponente  als 
y^mnen  inductivum^^^^^),  die  durch  die  Scheidungskraft  des  Po- 
tentials V  der  übrigen  Elektricität  veranlafst  und  dem  Gef  &lle  dieses 
Potentials  proportional  ist.  Indem  er  dann^^^^  für  ein  elementares 
Parallelepiped  d^  die  Bilanz  aufstellt,  erhält  er  die  Vermehrung  der 
in  einem  solchen  enthaltenen  Elektricitätsmenge  w&hrend  des  Zeit- 
elements dt  ausgedrückt  durch: 

{kJu  +  hJv)dxdt',  (72) 

wird  hier  noch  die  Poisson'sche  Differentialgleichung  berücksichtigt, 
der  V  im  Innern  des  Körpers  genügt,  so  ergiebt  sich  für  den 
stationären  Zustand  („status  permanens")  die  Differentialgleichung^^^): 

Äjz/tt  — 4jrÄtt  =  0.  (73) 

Durch  analoge  tlberlegungen  erhält  er  für  die  Grenze  zweier  ver- 
schiedener Leiter  die  Übergangsbedingungen  ^^^: 

in  ihnen  bedeutet  q  eine  neue  Constante,  q^  den  dt  die  Menge 
Elektricität,  die  in  dem  Oberflächenelement  da  während  des  Zeit- 
elementes dt  durch  die  elektromotorischen  Kräfte  geschieden  wird, 
die  in  diesem  Flächenelement  ihren  Sitz  haben^  Sind  beide  Körper 
gute  Leiter,  so  ist  q  sehr  kleiu,  und  man  erhält  wieder  die  Formeln 
von  Ohm  [d.  h.  mit  der  hier  dem  u  beigelegten  Bedeutung];  anderer- 
seits stimmen  die  Formeln  auch  mit  dem  Coulomb'sohen  Gesetze  des 
Elektricitätsverlustes  in  der  Luft. 

Für  lineare  Leiter  erhält  man^^^)  die  Ohm'schen  Gesetze,  wenn 
h  sehr  viel  kleiner  als  k  ist,  nur  mit  dem  Unterschied,  dafs  an  der 
Grenze  zweier  verschiedener  Leiter  auch  ein  Übergangswiderstand 
auftritt. 

Für  einen  dreidimensionalen  Leiter  liefert  ihm  die  Anwendung 
der  Green'schen  Sätze  einen  Ausdruck  von: 

«,  =  «  +  ^  (75) 

durch   ein  Oberflächenintegral ''^^).     Von  dem  Product  dieses  w  mit 

7196)  nr.  3,  p.  11.         7196)  p.  16.         7197)  nr.  4,  p.  22. 
7198)  p.  23.         7199)  nr.  6,  p.  28. 
7200)  nr.  7,  p.  36.         7201)  nr.  8,  p,  86. 
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k  sind  die  Stromcomponenten  die  Ableitungen;  er  nennt  daher  dieses 
Product  „Druck  der  Elektricität". 

Weiter  zeigt  er'^*),  dafe  man  Differentialgleichungen  derselben 
Form  für  die  Bewegung  einer  imponderablen  Flüssigkeit  erhält, 
deren  Teilchen  sich  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  abstofsen;  auch 
entsprechende  Übergangsbedingungen  könne  man  erhalten«  wenn  man 
Diaphragmen  mit  geeigneten  Eigenschafben  ausstattet. 

Nachdem  er  dann  specielle  Probleme  mit  Hilfe  von  Kogel- 
functionen  behandelt  hat,  kommt  er  noch  einmal  auf  allgemeinere 
Fragen  zurück'*®*).  Er  bestimmt  einige  geometrische  Örter,  z.  B. 
die  der  Punkte,  in  welchen  die  Flächen  v  =  const.  oder  w  «=  const.  ein- 
ander oder  die  Begrenzung  des  Leiters  berühren.  Endlich  betrachtet 
er  noch  speciell  Elektricitätsbewegung  in  schlechten  Leitern,  d.  h. 
in  solchen,  in  welchen  k/h  sehr  klein  ist'*^).  Er  konmit  zu  dem 
Besultat,  dafs  in  ihnen  die  Dichtigkeit  von  der  Oberfläche  nach 
innen  wie  eine  Ezponentialfunction  der  Tiefe  abnehmen  mufs;  dieses 
Besultat  sei  seiner  Theorie  eigentümlich. 

J.  Bolzani""^)  leitet  zunächst  die  fundamentalen  Gleichungen 
noch  einmal  ab,  wobei  er  das  u  als  „elektrische  Spannung^^  be- 
zeichnet; die  Differentialgleichung  gewinnt  er  dann,  indem  er'*^)  die 
Elektricitätsbilanz  für  ein  beliebig  gestaltetes  Volumenelement  auf- 
stellt und  die  Obcrflächenintegrale  in  Volumenintegrale  umwandelt. 
Als  Übergangsbedingungen  nimmt  er: 

(76)  «,-«  =  C,        ^|^  +  ^an;="- 

Für  den  Eindeutigkeitsbeweis  schliefst  er  sich  an  Amsler*^')  an. 
Er  führt  dann  „isoelektrische  Flächen''  ein,  glaubt  aber  dabei ^*^ 
mit  Ghasles,  man  könne  immer  zwei  andere  zu  ihnen  und  zu  ein- 
ander orthogonale  Flächensysteme  construiren.  Weiter  behandelt  er 
einen  linearen  Leiter  für  den  allgemeinen  Fall,  der  aus  beliebig 
vielen  Stücken  verschiedenen  Widerstandes  zusammengesetzt  ist, 
zwischen  denen  beliebige  Spannungsdifferenzen  bestehen.  Für  einen 
Leiter    aus    einem    Stück,    in    welchem    nur    an    einer    Stelle    eine 


7202)  nr.  9,  p.  40.         7208)  nr.  14,  p.  66. 

7204)  nr.  15,  p.  69. 

7206)  Kasan  üniv.  Abhandl.  1864,  p.  1  (mss.);  deutsch,  ohne  die  vier 
ersten  Abschnitte,  die  nach  Angabe  des  Übersetzers  „eine  sehr  gründliche 
Übersicht*'  der  vorangehenden  Arbeiten  enthalten,  Arch.  wissensch.  Kunde 
V.  Kufsland  16,  1867,  p.  45. 

7206)  p.  60.         7207)  p.  62.         7208)  p.  66. 


§  1 08.  Untersuchungen  über  d.  Gesetze  d.  Leitung  elektrischer  Ströme.     1397 

Spannungsdifferenz  besteht,  integrirt  er  die  Differentialgleichung  der 
nicht  stationären  Strömung  durch  eine  trigonometrische  Reihe  ^*^). 
Er  glaubt,  die  Theorie  werde  sich  auf  veränderliche  Ströme  dann 
anwenden  lassen,  wenn  die  Änderungen  nicht  allzuschnell  vor  sich 
gehen ''*^®).  Schliefslich  verspricht  er  noch  die  Untersuchung  des 
Falles,  dals  einem  körperlichen  Leiter  durch  punktförmige  Elektroden 
Strom  zugeführt  wird;  doch  führt  er  nur  die  Umformung  der 
Differentialgleichung  in  Ringcoordinaten  aus^*^^). 

N.  E.  Benard^^^^)  will  zeigen,  dals  man  die  Gleichungen  der 
elektrischen  Strömung  auch  von  der  unitarischen  Hypothese  aus 
herleiten  könne.  Er  stellt  in  Analogie  zu  Fourier's  Theorie  der 
Wärmeleitung  und  auf  Grund  der  Coulomb'schen  Fundamental- 
versuche die  Hypothese  an  die  Spitze:  wenn  zwischen  zwei  be- 
nachbarten Flächenelementen  eine  „difference  d'intensit^  äectrique 
ou  de  tension  electrique"  stattfindet,  so  geht  [in  der  Zeiteinheit] 
vom  einen  zum  anderen  eine  Elektricitätsmenge  über,  die  proportional 
ist  dieser  Differenz,  der  Fläche  der  Elemente  und  einem  Leit- 
fähigkeitscoefficienten;  demgemäfs  setzt  er  den  „flux  electrique": 

F=-a,2r|^.  (77) 

Indem  er  dann  die  Bilanz  für  ein  elementares  Farallelepiped  auf- 
stellt, erhält  er  die  Differentialgleichung  des  Gleichgewichts  in  der 
Form'"»): 

««-3+Ä('^l^)+Ä('l7)-»       ('«) 

und  bemerkt  dann  gleich,  dafs  dieselbe  Gleichimg  auch  für  die 
stationäre  Strömung  gilt.  Die  Differentialgleichung  in  Polar- 
coordinaten  gewinnt  er  ebenfaUs  durch  direct«  Aufstellung  der 
Bilanz  fftr  das  zugehörige  Raumelement '*^*).  Aus  ihr  erhält  er  fOr 
die  Strömung  im  unbegrenzten  Räume  von  einer  kugelförmigen 
Elektrode  vom  Radius  a  aus  die  Werte '*^*): 

\      F=--"-5^.  (79) 


//    = 


7209)  p.  83. 

7210)  p.  95.  Ein  sich  anschliefsender  Abschnitt  „über  den  Wider- 
stand beliebig  gestalteter  Ketten,  f&r  welche  die  isoelektrischen  Flächen 
angegeben  werden  können*^  ist  nicht  mit  übersetzt. 

7211)  p.  109. 

7212)  Nancy  m^m.  1868,  p.  108;  Auszug  Par.  C  R.  47,  1868,  p.  414. 

7213)  nr.  3,  p.  112.    7214)  nr.  4,  p.  118.    7216)  nr.  6,  p.  118. 
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Dann  leitet  er  das  Superpositionsprincip  ab^'^*)  und  behandelt  mit 
seiner  Hilfe  verschiedene  Fälle  von  zwei  Elektroden  im  unbegrenzten 
Baume.  Die  elektrischen  Anziehungen  und  Abstofsungen  versucht 
er  aus  den  Strömungscomponenten  ebenso  zu  berechnen,  wie  in  der 
Hydrodynamik  der  Druck  eines  Strahles  auf  eine  Fläche  berechnet 
wird^'^^,  findet  aber  dann,  dieser  Teil  sei  zu  vernachlässigen  gegen- 
über einer  anderen  Wirkung,  die  er  sich  nach  Art  einer  Welle  mit 
constanter  lebendiger  Kraft  fortgepflanzt  denkt.  Schlielslich  be- 
rechnet er  noch  die  Gleichgewichtsverteilung  auf  einem  Ellipsoid 
mit  Hilfe  elliptischer  Coordinaten^*^®). 

Ein  zweiter  Aufsatz  ^^^)  will  einen  Beitrag  zur  Entscheidung 
der  zwischen  den  Anhängern  der  imitarischen  Hypothese  schweben- 
den Frage  bringen,  ob  die  „Elektricität^  darin  bestehe,  dafs  die  in 
einem  Körper  enthaltene  Menge  Äther  sich  ändere,  oder  in  Schwingungen 
des  Äthers.  In  der  Nahe  einer  Elektricitätsquelle,  meint  er,  finde 
wahrscheinlich  beides  zugleich  statt,  etwa  wie  wenn  ein  Tropfen  in 
eine  gröfsere  Wassermasse  falle.  Andererseits  liefsen  die  Ohm'schen 
Gesetze  keinen  Zweifel  darüber,  dafs  bei  Strömen  „von  kleinen 
Dimensionen^^  thatsächlich  ein  Transport  von  [Äther-]Molekeln  statt- 
finde. Hätte  man  nur  mit  Schwingungen  zu  thun,  so  mülsten  sie 
eine  constante  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  aufweisen;  dagegen 
wolle  er  zeigen,  dafs  bei  der  anderen  Hypothese  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit dem  Abstände  von  der  Quelle  umgekehrt  proportional 
sein  müsse;  ob  das  eine  oder  das  andere  wirklich  der  Fall  sei, 
würden  die  im  Gange  befindlichen  Versuche  von  Bumouf  und 
Guillemin  entscheiden.  Er  leitet  daher  die  Differentialgleichung  der 
Elektricitätsbewegung  in  einem  linearen  Leiter  noch  einmal  ab  und 
gibt  ihre  Lösung  in  den  drei  Integralformen  §  42  (5),  §  47  (3) 
und  §  37  (8).  Die  Art  aber,  wie  er  aus  der  letzteren  die  Richtig- 
keit seiner  Behauptung  deduciren  will,  ist  das  unerhörteste  von 
gedankenlosem  Manipuliren  mit  den  Bechnungssymbolen,  was  man 
sich  denken  kann:  wenn  F  nur  fftr  0  <  ic  "<  1  von  Null  verschieden 
ist,  schliefst  er'**®),  auch: 

+  « 

(80)  u  =  --^  fc-f^F(8  -  2pyKt)  dp 

V^  J 


—  00 


sei  nur  von  Null  verschieden,  solange: 

7216)  p.  119.         7217)  p.  126.         7218)  p.  180. 
7219)  ib.  1869j ,  p.  1.         7220)  nr.  8,  p.  6. 
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0<s  —  2pVKi<l  (81) 

sei,  also  für  eine  gegebene  Stelle  s  nur  während  einer  kurzen  Zeit 
in  der  Nähe  von: 

Und  dabei  ist  p  die  Integrationsvariable,  die  alle  Werte  von 
/  =  —  (x>  bis  t  =  -{-  (X>  zu  durchlaufen  hat!  Die  mittlere  Gre- 
sch windigkeit  der  einzelnen  Molekeln  findet  er  etwa  halb  so  grol's'**^). 
Ebenso  behandelt  er  dann  auch  Strömungen  in  einem  dreidimensio- 
nalen Medium;  er  leitet  ihre  Differentialgleichung  för  kartesische^***) 
und  für  Polarcoordinaten'^**)  unter  Benutzung  der  betreffenden 
Formen  des  Baumelementes  her  und  integrirt  die  letztere  für  den 
Fall,  dafs  die  Bewegung  nur  Function  des  Badiusvectors  ist,  eben- 
falls durch  das  Laplace'sche  Integral^***).  An  diese  knüpft  er  dann 
ebenso  unhaltbare  Folgerungen,  die  auch  durch  die  nachträgliche 
directe  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Molekeln^***) 
nicht  besser  gerechtfertigt  werden.  Zum  Schlufs  bemerkt  er  noch, 
dafs  man  auch  im  allgemeinen  Falle  ähnliche  Resultate  erhalten 
könne,  wenn  man  die  Mittelwerte  für  eine  um  die  Quelle  beschriebene 
Kugel  einführe."*«). 

Um  dieselbe  Zeit  suchte  'J.  M.  Gaugain  die  Fragen  der 
Elektricitätsfortpflanzung  durch  Untersuchungen  an  schlechten  Leitern 
zur  Entscheidung  zu  bringen,  an  denen  auch  der  veränderliche  Zu- 
stand sich  bequem  beobachten  läfst.  Er  meint:  wenn  man  sich  erst 
experimentell  davon  überzeugt  habe,  dafs  für  den  stationären  Zustand 
in  solchen  Leitern  dieselben  Gesetze  gelten  wie  in  guten,  so  sei  man 
berechtigt  anzunehmen,  dafs  auch  die  Gesetze  des  veränderlichen 
Zustandes  für  beide  Klassen  von  Leitern  dieselben  seien.  Li  einem 
ersten  Aufsatze ^^■^)  zeigt  er  zunächst,  dafs  auch  in  einem  solchen 
der  „flux  d'electricite"  der  Potentialdifferenz  der  Enden  direct  und 
der  Länge  umgekehrt  proportional  ist.  Daraus  folgert  er  dann'***): 
ist  ein  solcher  Leiter  zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  das  Potential  auf 
ihm  dem  Abstände  von  der  Erde,  längs  des  Leiters  gemessen,  pro- 
portional.    Weiter  bestätigt   er,    dafs   auch   die   Gesetze   der  Strom- 


7221)  nr.  4,  p.  7.  7222)  nr.  6,  p.  8.         7223)  nr.  6,  p.  10. 

7224)  nr.  7,  p.  13.         7225)  nr.  9,  p.  16. 

7226)  nr.  10,  p.  18.    Vgl.  Poisson'a  Behandlung  der  Schallbewegung, 
§  36  (28). 

7227)  Par.  C.  R.  47,  1868,  p.  736;  Ann.  t^l^gr.  3,  1860,  p.  167. 

7228)  ib.  p.  869,  bezw.  p.  162. 


1400    I.Hauptteil.  14.Ab8clm.  Unters. üb. Leitung d. Wärme n.E]ektricit&i. 

Verzweigung  f&r  solche  Leiter  Gültigkeit  behalten.  Dann  wendet  er 
sich  znm  variablen  Zustand;  er  bezeichnet  als  „duree  de  la  trans- 
mission^  die  Zeit,  die  erforderlich  ist,  damit  ein  bestimmtes  Quantum 
Elektricitat  von  der  Quelle  durch  den  zu  untersuchenden  Leiter  zur 
Erde  übergehe.  Diese  findet  er  dem  Quadrat  der  Länge  des  Leiters 
proportional  und  glaubt  sich  dann  auf  Grund  der  vorhin  auseinander- 
gesetzten Überlegung  berechtigt,  dieses  Resultat  auch  auf  gute 
Leiter  zu  übertragen.  So  konunt  auch  er  zu  dem  fundamentalen 
Resultat,  dals  man  von  einer  bestinmiten  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  Elektricitat  nicht  reden  könne.  Auf  die  Wichtigkeit  dieses 
Resultats  für  die  Telegraphenpraxis  weist  er  ausdrücklich  hin.  In 
einem  dritten  Aufsatze ''^^)  untersucht  er  die  Abhängigkeit  der 
Stromstärke  vom  Querschnitte  des  benutzten  Leiters:  er  findet  sie 
abhängig  vom  Flächeninhalt,  nicht  vom  Umfange  dieses  Querschnittes, 
und  glaubt  daraus  schliefsen  zu  müssen,  Ohm's  Annahme,  dals  der 
Strom  über  den  ganzen  Querschnitt  verteilt  sei,  sei  richtig  trotz  des 
noch  unaufgeklärten  Widerspruchs  zwischen  dieser  Annahme  imd  den 
Sätzen  der  Elektrostatik.  Nachträglich  bemerkt  er  noch,  dafs  das 
den  allgemein  angenommenen  Ideen  widersprechende  „Gesetz  der 
Quadrate  der  Längen^^  implicite  schon  in  einer  von  Ohm  angegebenen 
FormeP^*^)  enthalten  sei;  er  schätze  sich  glücklich,  damit  eine 
neue  Bestätigung  von  Ohm's  Theorie  geliefert  zu  haben,  die  sich 
übrigens  noch  nirgends  als  unzureichend  erwiesen  habe.  Ein  vierter 
Aufsatz  ^**^)  bespricht  die  Bestimmung  der  „charge  dynamique",  d.  h. 
der  Ladung,  die  in  einem  Stücke  des  Leiters  zurückbleibt,  wenn 
nach  Eintritt  des  stationären  Zustandcs  die  Verbindungen  desselben 
mit  der  Elektricitätsquelle  und  mit  der  Ei*de  plötzlich  gelöst  werden; 
sie  sei  gerade  wesentlich  vom  Umfange,  nicht  vom  Flächeninhalte 
des  Querschnittes  abhängig.  Man  müsse  also  annehmen,  dafs  zwar 
alle  Molekeln  eines  Leiters  an  der  Fortpflanzung  der  Elektricitat 
teilnehmen,  aber  nur  die  der  Oberfläche  „mit  Spannung  begabt^^ 
seien.  Endlich  in  einem  fünften  Aufsatze  resumirt  er  seine  Re- 
sultate in  fünf  Sätzen'*'^):  Er  definirt  als  „duree  de  la  propagation** 
die  Zeit,  die  von  der  Verbindung  des  Leiters  mit  der  Quelle  bis 
zum  Eintritt  des  stationären  Zustandes  verstreicht,  und  findet  sie 
1.  unabhängig  von  der  Spannung  der  Quelle;  2.  umgekehrt  pro- 
portional der  Leitfähigkeit;  3.  proportional  dem  Quadrat  der  Länge; 


7229)  Par.  C.  R.  48,  1869,  p.  744;  Ann.  t^l^gr.  3,  1860,  p.  168. 

7230)  Par.  C.  R.  49,  1869,  p.  1006;  Ann.  t^l^gr.  3,  1860,  p.  176. 
7281)  Par.  C.  R.  60,  1860,  p.  396;  Ann.  t^l^gr.  3,  1860,  p.  180. 
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4.  umgekehrt  proportional   der  Fläche   seines  Querschnittes;   endlich 

5.  proportional  der  „Charge  dynamique".  Von  diesen  fünf  Sätzen 
seien  die  beiden  ersten,  aber  nicht  die  beiden  letzten,  in  Überein- 
stimmung mit  Ohm's  Theorie;  aber  auch  diese  widersprächen  nicht 
Ohm's  fundamentaler  Hypothese,  sondern  nur  der  accessorischen 
Annahme,  dafis  das  Potential  in  allen  Punkten  eines  Querschnittes 
dasselbe  sei.  Diese  Annahme  sei  übrigens  in  Widerspruch  mit  den 
Beobachtungen,  wenigstens  wenn  man  das  Wort  Spannung  in  dem 
gewöhnlichen,  auch  von  Ohm  beibehaltenen  Sinne  nehme.  Um  die 
Theorie  mit  den  Beobachtungen  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  sei 
nur  erforderlich,  die  Bedeutung  einiger  CoefQcienten  zu  ändern. 
Übrigens  sei  es  unmöglich,  den  Moment  des  Eintritts  des  stationären 
Zustandes  genau  festzustellen;  die  angeftlhrten  Gesetze  seien  auch 
nicht  direct  aus  Beobachtungen  dieses  Momentes  abgeleitet,  sondern 
specielle  Fälle  von  allgemeineren  Sätzen,  die  sich  leichter  experimentell 
controlliren  liefsen. 

Inzwischen  hatten  E.  E.  Blavier  und  E.  Gounelle"'*)  eine 
Darstellung  der  Theorie  Ohm's  und  seiner  Nachfolger  gegeben,  „da 
diese  Arbeiten  in  Frankreich  noch  wenig  bekannt  seien^S  Sie  er- 
wähnen die  verschiedenen  Vorstellungen,  die  man  mit  dem  Worte 
„Spannung^^  verbinde,  und  geben  dann  als  ihre  eigene  Auffassung: 
,4a  tension  electrique,  sans  qu'on  puisse  la  d^finir  bien  completement, 
se  comprend;  eile  peut  meme  se  mesurer  au  moyen  de  l'Äectroscope". 
Für  die  stationäre  Strömung  im  Räume  geben  sie  zunächst  eine 
Lösung  der  Form  ^Ä^r~^'^^'^^)  und  benutzen  sie  für  den  Fall,  dafs 
die  Elektroden  kleine  Kugeln  sind.  Daran  schliefsen  sie^^^)  eine 
Darstellung  des  Superpositionsprincips  nach  Smaasen;  auch  führen 
sie  Eenard's  Satz'^*^)  von  der  Proportionalität  der  Geschwindigkeit 
der  einzelnen  Teilchen  zimi  Quadrat  der  Entfernung  der  Elektrode 
an'***).  Dann  behandeln  sie  auch  nichtstationäre  Ströme '*••),  zu- 
nächst lineare;  sie  gewinnen  die  Differentialgleichung  und  integriren 
sie  zunächst  für  den  Fall  vollkommener  Isolation  durch  eine  Reihe 
der  Form: 

u--=  ax  +  ß  +^  c"**"«'  {Ä^  sin  m^x  +  B^  cos  m^x).       (83) 


72S2)  Ann.  i^Ugr.  2,  1869,  p.  218. 
7233)  ib.  3,  1860,  p.  26.         7234)  p.  36. 

7235)  p.  40.      Renard 's    entsprechende    Behauptung    für    die    Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ^''^  übergehen  sie  mit  nachsichtigem  Schweigen. 

7236)  p.  135. 
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Soll  u  f&r  x  »  0  und  für  x  =^  tc  von  t  unabhängig  sein,  so  müssen 
die  B^  alle  Null  und  die  m^  ganze  Zahlen  sein;  die  A^  bestimmen 
sich  dann  aus  dem  Anfangszustande.  Wird  das  eine  Ende  x  '^  0 
auf  constantem  Potential  gehalten,  das  andere  x  ==»  n  isolirt^**^,  so 
fallen  die  B^  ebenfalls  weg  und  für  die  m^  sind  die  ungeraden 
Vielfachen  von  1/2  zu  setzen;  ist  dabei  für  /  «  0  überall  u  >»  0, 
so  kommt  man  auf  die  [auch]  von  Fourier  gegebene  Gleichung 
§  15  (Sy*^),  Sie  weisen  darauf  hin"«*),  dafe  diese  Resultate  er- 
klären, wie  man  für  die  „Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elek- 
tricitat^'  so  verschiedene  Zahlen  habe  finden  können.  Man  könne 
sie  auf  zwei  Arten  definiren:  einmal  als  die  Zeit,  die  erforderlich 
ist,  bis  der  Strom  an  dem  von  der  Elektricitätsquelle  entfernten 
Ende  einer  Leitung  sein  Maximum  erreicht,  andererseits  aber  auch 
als  die  Zeit,  die  erforderlich  ist,  bis  er  dort  genügende  Stärke  er- 
reicht, um  auf  einen  Empfangsapparat  zu  wirken.  Die  erstere  sei 
dem  Quadrat  der  Länge  des  Leiters  proportional^*^),  die  letztere 
hänge  ganz  wesentlich  von  der  Natui*  der  benutzten  Apparate  ab. 
Übrigens  beruhten  alle  diese  Resultate  natürlich  auf  ganz  bestimmten 
Voraussetzungen;  wenn  man  etwa  annehmen  wollte,  Übergang  der 
Elektricität  von  einer  Molekel  zur  nächsten  finde  erst  statt,  wenn 
die  Spannungsdifferenz  einen  gewissen  Betrag  erreicht  habe,  so  würde 
man  zu  ganz  anderen  Folgerungen  gelangen. 

Den  Fall  mangelhafter  Isolation  behandeln  sie  direct^*^^),  indem 
sie  nicht  erst  einen  Factor  abspalten,  sondern  sogleich  trigono- 
metrische Reihen  ansetzen;  sie  erhalten  die  Lösung: 

Aufscrdem  besprechen  sie  noch  den  Fall,  dafs  ein  stationär  ge- 
wordener Strom  plötzlich  unterbrochen  wird,  dafs  also  die  Anfangs- 
bedingung: 

(85)  u^x   far    f  =  0 

lautet;  auch  das  führt  auf  Entwicklungen,  die  nach  den  trigono- 
metrischen Functionen  der  ungeraden  Vielfachen  des  halben  Argu- 
ments fortschreiten'^*).  Schliefslich'***)  betonen  auch  sie  die 
Wichtigkeit  aller  dieser  Resultate  fttr  die  Telegraphie. 


7237)  p.  143.         7238)  p.  146.  7239)  p.  147. 

7240)  Man    vergleiche    hierzu  die   präciseren   Auseinandersetzungen 
Gaugain'8  "**). 

7241)  p.  149.         7242)  p.  164.  7243)  p.  166. 
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Von  den  Noten,  die  Gaugain  seiner  Übersetzung  von  Ohm's 
Buch^^*^)  beigefügt  hat,  habe  ich  nur  durch  eine  Besprechung 
Gounelle's^^  Kenntnis.  Die  erste  betrifft  die  Bedeutung  des 
Coefficienten  x  in  der  Gleichung  (l):  wenn  man  mit  Ohm  annehme, 
die  Elektricität  sei  gleichförmig  über  den  Querschnitt  verteilt,  sei  er 
gleich  dem  Quotienten:  „Leitfähigkeit  geteilt  durch  Capacitäf^;  unter 
den  Versuchsbedingungen  Gaugain's  sei  er  ,4e  coefficient  de  charge^S 
d.  h.  „die  Elektricitätsmenge,  die  erforderlich  ist,  um  die  Längen- 
einheit auf  die  Einheit  der  Spannung  zu  bringen^^^*^).  Die  zweite 
betrifft  die  „Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elektricität^^;  Gounelle 
berichtet  hier^^^,  dafs  er  und  Fizeau  zu  Beginn  ihrer  experimentellen 
Untersuchungen  über  dieselbe  Ohm's  Theorie  nur  aus  einigen  Aus- 
zügen gekannt  und  dafs  sie  die  Absicht  gehabt  hätten,  die  Frage 
selbst  mathematisch  zu  behandeln,  als  ihnen  Ohm's  Abhandlung 
zugänglich  geworden  sei.  Auch  giebt  er  einige  Andeutungen  über 
damals  beabsichtigte,  aber  nicht  ausgeführte  Versuch^,  bei  denen  die 
gesamte  durch  das  Galvanometer  gegangene  Elektricitätsmenge  hätte 
bestimmt  werden  sollen.  Endlich  die  dritte  Note  betrifft  die  Gesetze 
der  Stromverzweigung. 

Gaugain  hat  dann  von  den  Resultaten  seiner  Experimental- 
Untersuchungen  noch  eine  zusammenhängende  Darstellung  gegeben  ^'^^). 
Aus  ihr  ist  vielleicht  die  Bestimmung  der  „charge  dynamique"  ^**®) 
zu  erwähnen:  sie  ist  halb  so  grofs  als  die  „charge  statique^^,  d.  h. 
diejenige  Ladung,  die  der  Körper  haben  würde,  wenn  das  Potential 
auf  ihm  überall  so  grofs  wäre,  wie  es  thatsächlich  nur  an  seinem 
einen  Ende  ist.  Ferner  die  Besprechung  des  anscheinenden  Wider- 
spruchs zwischen  den  beiden  Ergebnissen,  dafs  die  Spannung  nicht 
im  ganzen  Querschnitte  constant  ist  und  dafs  die  Stromstärke  zum 
Querschnitte  proportional  ausfällt^***);  er  deutet  eine  Auffassung  an, 
nach  der  sich  beides  vereinigen  liefse,  wenn  man  mit  Ohm's  funda- 
mentaler Hjrpothese  die  Faradaj'sche  einer  Polarität  der  Molekeln 
verbinde.  Der  Begriff  der  „duree  de  propagation'^  erscheint  jetzt 
bei  ihm  schärfer  gefafst'^^):  er  unterscheidet  die  „dur^e  absolue", 
d.  h.   die   Zeit,   die   erforderlich   ist,   bis   ein   bestimmter  Punkt'   des 

7244)  Ann.  tel^gr.  8,  1860,  p.  662. 

7246)  Vgl.  hierzu  auch  Ann.  chim.  phys.  (8)  60,  1860,  nr.  61,  p.  829. 

7246)  Ann.  t^ldgr.  3,  p.  660. 

7247)  Ann.  chim.  phys.  (3)  69,  1860,  p.  6;  Auszug  Ann.  t^l^gr.  4,  1861, 
p.  118. 

7248)  nr.  23,  p.  27.    7249)  nr.  66,  p.  61. 
7260)  nr.  68,  ib.  60,  1860,  p.  827. 


1404    LHaoptteiL  14.Ab8chii.  unten,  üb.  Leitung  d.  Wärme  n.Elektricitftt 

Leiters  eine  bestimmte  Spannung  erreicht  hat,  von  der  ,,diiree  rela- 
tive^, d.  h.  der  Zeit,  bis  ein  bestimmter  Pnnkt  einen  bestimmten 
Bmchteil  der  „tension  limite"  erreicht  hat,  d.  h.  derjenigen  Spannang, 
die  er  im  station&ren  Zustande  aufweist.  Die  häufig  gestellte  Frage 
nach  der  „duree  de  Tetat  variable'*  sei  streng  genommen  mit  „un- 
endlich*'  zu  beantworten;  wenn  man  sie  ersetze  durch  die  Frage 
nach  der  Zeit,  die  erforderlich  ist,  bis  der  stationäre  Zustand  merk- 
lich erreicht  ist,  müsse  man  erst  definiren,  wie  dieses  „merklich**  zu 
verstehen  sei,  und  komme  dann  auf  die  Frage  nach  der  „duree  de 
propagation  relative"  zurück.  Weiter  ^^^^)  macht  er  darauf  auf- 
merksam, dafs  das  „Gesetz  des  Quadrats  der  Länge"  nur  gilt,  wenn 
die  Isolation  als  vollkommen  angesehen  werden  darf. 

Gleichzeitig  berichtet  auch  C.  M.  Guillemin  über  seine  Ver- 
suche zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elek- 
tricität;  zu  erwähnen  ist  für  uns  nur,  dafs  er  die  Gleichung  (84) 
ebenfalls  ableitet  ^'^^).  Auch  aus  einer  etwas  späteren  Abhandlung 
ist  für  uns  nur  die  Äufserung  von  Interesse'*^):  Zur  Zeit,  als  er 
seine  experimentellen  Untersuchungen  begonnen  habe,  hätten  sich 
zwei  Theorien  gegenübergestanden:  die  Ohm'sche  und  eine  andere, 
nach  der  die  Fortpflanzung  der  Elektricität  in  derselben  Weise  vor 
sich  gehe,  wie  die  der  Lichtwellen  in  einem  homogenen  Medium. 
Sie  giebt  E.  Gounelle  Anlafs  zu  einer  scharfen  Erwiderung ^*^): 
schon  damals  hätten  nur  Guillemin  und  solche  Physiker  in  Zweifel 
sein  können,  die  keine  Gelegenheit  gehabt  hätten,  die  Erscheinungen 
an  Telegraphenlinien  zu  studiren.  Man  könne  das  Problem  von  drei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  formuliren:  1.  könne  man  fragen, 
wie  lange  es  dauere,  bis  das  elektrische  Fluidum  an  das  entgegen- 
gesetzte Ende  des  Leiters  gelange.  Diese  Zeit  sei  theoretisch  un- 
endlich klein.  Praktisch  müsse  diese  Frage  durch  die  andere  ersetzt 
werden,  wie  lange  es  dauere,  bis  die  Intensität  hinreichend  stark 
sei,  dafs  man  sie  mit  einem  Instrument  von  möglichster  Empfindlich- 
keit beobachten  könne;  das  hänge  selbstverständlich  ganz  von  der 
Natur  dieses  Instrumentes  ab.  2.  könne  man  nach  der  „duree  de 
r^tat  variable"  fragen.  Diese  sei  theoretisch  unendlich  grofs;  prak- 
tisch müsse  man  entweder  fragen,  wie  lange  es  dauere ,  bis  das 
Potential  oder  die  Stromstärke  a)  um  eine  bestinmite  Differenz  von 

7261)  nr.  73,  p.  839. 

7262)  Paris  th^se  1860;  Ann.  chim.  phys.  (3)  60,  1860,  p.  420.  Wa» 
er  in  der  Fufsnote  p.  421  unter  „allgemeinem*^  und  „particulärem  Integral^ 
dieser  Formel  meint,  verstehe  ich  nicht. 

7263)  Ann.  i6UgT.  6,  1863,  p.  114.         7254)  ib.  p.  313. 
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ihrem  definitiven  Werte  noch  abweiche  —  oder  b)  bis  sie  einen 
bestünmten  Bruchteil  ihres  definitiven  Wertes  erreiche.  Gounelle 
hält  hier  die  Fragestellung  b)  für  zweckmäisiger,  Ouillemin  be- 
vorzuge a).  3.  endlich  könne  man  nach  der  Zeit  fragen,  die  er- 
forderlich ist,  bis  die  Stromstärke  in  irgend  einem  beliebigen,  aber 
bestimmten  Punkte  des  Leiters  einen  bestimmten  Bruchteil  ihres 
definitiven  Wertes  erreiche,  also  die  Frage  2  b)  noch  verallgemeinem; 
diese  Fragestellung  sei  praktisch  die  wichtigste '*^^). 

Was  weiter  folgt  betrifft  experimentelle  Fragen,  zum  Teil  auch 
blofs  Wortstreit.  So  bemängelt  Gounelle  z.  B.'^^*)  den  Ausdruck 
„asymptotischer  Gang  des  Stromes^^,  den  Guillemin  gebraucht  hatte, 
imi  die  Art  der  Annäherung  an  den  definitiven  Zustand  zu  be- 
zeichnen. Schliefslich  fOhrt  Gounelle  einige  Sätze  als  Resultate  der 
Theorie  ohne  Beweis  an:  Wenn  geringe  Verluste  durch  mangelhafte 
Isolation  stattfinden ,  wird  die  nach  2  b)  gemessene  Dauer  des 
variabelen  Zustandes  kleiner,  bei  gröfseren  Verlusten  kann  sie  wieder 
steigen  ^^^"^j;  die  nach  2  a)  gemessene  Dauer  ist  proportional  dem 
Logarithmus  des  Verhältnisses  der  Intensität  des  definitiven  Stromes 
zu  derjenigen  Differenz,  die  man  als  unmerklich  betrachtet ^*^). 
Aufserdem  bespricht  er  noch  den  Einflufs  einer  vorhergegangenen 
Ladung'^**)  und  den  von  Verschiedenheiten  der  Leitfähigkeit,  die 
das  Gesetz  des  Quadrates  der  Länge  verdecken  könnten'*^). 

Eine  beabsichtigte  ausführliche  Darstellung  seiner  theoretischen 
Folgerungen  konnte  Gounelle  nicht  mehr  vollenden'**^). 

Guillemin's  Antwort'**^  bestreitet  so  ziemlich  alles:  Gounelle 
habe  1859  noch  selbst  davon  gesprochen,  dafs  manche  die  Fort- 
pflanzung der  Elektricität  wie  die  des  Lichtes  auffafsten^***);  man 
könne  mit  seiner  Methode  nicht  nur  die  „variabilite  differentielle", 
sondern  auch  die  „variabilite  proportionnelle"  bestinunen '***);  er 
habe  keineswegs  behauptet,  dafs  das  Gesetz  des  Quadrates  der  Länge 
für  die  erstere  streng  richtig  sei'*^);  man  könne  physikalische  Er- 
scheinungen sehr  glücklich  anwenden,  auch  wenn  man  nicht  imstande 


726Ö)  Die  Fragestellung  2  a)  bezeichnet  Gounelle  weiterhin  (p.  336) 
als  die  nach  der  „variabilite  differentieUe^\  2  b)  als  die  nach  der  „variabilite 
proportioneile".  Die  letztere  ist  mit  Gaugain's  „dur^e  de  la  propagation 
relative" ^'^^)  identisch,  die  erstere  aber  nicht  ganz  mit  dessen  „dur^e  de 
la  propagation  absolue". 

7266)  p.  324.         7267)  p.  325.         7268)  p.  326. 

7269)  p.  327.         7260)  p.  328. 

7261)  Vgl.  den  Nachruf  von  Blavier,  ib.  7,  1864,  p.  94. 

7262)  ib.  p.  465.         7263)  p.  478.         7264)  p.  488. 
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sei,  sie  in  Gleichungen  zu  bringen ^^^);  Gounelle  habe  frflher  die 
beiden  Arten  der  variabilit^  selbst  nicht  auseinandergehalten,  die 
Unterscheidung  rOhre  gar  nicht  von  ihm,  sondern  von  Gaugaln 
her^***).  Zum  Schlufs'**')  weist  er  unter  BeruAmg  auf  Ohm's  eigene 
Autorität  darauf  hin,  dafs  die  Theorie  niemals  alle  umstände  be- 
rficksichtigen  könne,  und  dafs  man  kein  Recht  habe,  Beobachtungen 
bloDs  deswegen  zu  verwerfen,  weil  sie  mit  einer  bestinomten  Theorie 
nicht  völlig  im  Einklänge  sind. 

Inzwischen  hatte  auch  Gaugain  seine  Untersuchungen  fort- 
gesetzt^^ und  namentlich  den  Fall  unvollständiger  Isolation  be- 
handelt. Er  weist  darauf  hin''^^),  dafs  diese  die  „duree  de  la 
propagaüon  absolue^^  anders  beeinflusse,  als  die  „relative":  die 
erstere  werde  durch  störende  Einflüsse  immer  vergröfsert,  die  letztere 
könne  vergröfsert  oder  verkleinert  werden.  Weiter  bespricht  er  auch 
seinerseits  die  Versuche  Guillemins;  er  meint'*™),  dieser  scheine  die 
„duree  de  l'etat  variable^^  für  eine  bestimmte,  von  den  benutzten 
Instrumenten  unabhängige  Gröüse  zu  halten,  was  man  nur  verstehen 
könne,  wenn  man  annehme,  Guillemin  schreibe  der  Curve,  die  den 
Stromverlauf  darstelle,  eine  Knickung  zu.  Aufserdem  hebt  er  noch 
hervor,  dafs  Ohm's  Schlüsse  auf  der  Voraussetzung  der  HomogeneYtät 
der  einzelnen  Teile  der  Leitung  beruhten  "^^) ,  und  dafs  auf  die 
Eztraströme  in  ihnen  noch  keine  Rücksicht  genommen  sei'*^*). 

Ein  folgender  Aufsatz'*'*)  bringet  Vorbereitungen  zur  Unter- 
suchung der  Verhältnisse  in  unterseeischen  Kabeln.  Wenn  man  die 
Umhüllung  als  absolut  nichtleitend  betrachten  dürft^e,  würde  sich  der 
Einflufs  des  umgebenden  Wassers  nur  durch  eine  Änderung  des 
„coefficient  de  charge*'  bemerklich  machen;  das  sei  zwar  nicht  der 
Fall,  man  müsse  aber  jeden  dieser  Einflüsse  für  sich  untersuchen. 
Er  habe  daher  nur  mit  Dielektricis  experimentirt,  die  sicher  als 
vollständig  nichtleitend  behandelt  werden  dürften.  Als  Resultat 
habe  sich  ergeben,  dafs  die  Ausbreitung  der  Ströme  in  körperlichen 
Leitern  genau  nach  denselben  Gesetzen  vor  sich  gehe,  wie  die 
„Gondensation",  d.  h.  die  Verteilung  der  Elektricität  im  Gleich- 
gewichtszustande [weil  beide  derselben  Differentialgleichung  genügen]; 


7266)  p.  494.         7266)  p.  607.         7267)  p.  609. 

7268)  Ann.  chim.  phys.  (3)  63,   1861,  p.  201;  der  uns  intereseirende 
Teil  (von  p.  213  an)  auch  Ann.  t^l^gr.  7,  1864,  p.  126. 

7269)  nr.  141,  p.  221.         7270)  nr.  150,  p.  227. 
7271)  nr.  164,  p.  231.         7272)  nr.  156,  p.  232. 

7273)  Ann.  chim.  phys.  (3)  64,   1802,  p.  174;  mit  einigen  Kürzungen 
Ann.  t^l^gr.  6,  1863,  p.  410. 
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man  müsse  nur,  um  von  der  letzteren  auf  die  erstere  zu  kommen, 
den  „Coefficienten  der  inductiven  Capacität*^  durch  die  Leitfähigkeit 
ersetzen.  Das  weist  er  zunächst  experimentell  ffSa  den  Raum 
zwischen  zwei  concentrischen  Cjlindem  nach,  als  dessen  Leitfähigkeit 
sich  ergiebt '*'*): 

^""^^  (86) 


a  log  (R/r)  ' 

dabei  bedeutet  l  die  Länge  des  Cylinders,  k  die  Leitfähigkeit,  a  die 
Capacität  und  Ky  r  den  äüTseren  und  inneren  Radius.  Dann  wendet 
er  sich  zu  excentrischen  Cjlindem  ^'^^).  Er  meint,  man  könne  mit 
ihrer  Hilfe  zwischen  den  beiden  Theorien  der  Influenz  von  Coulomb 
und  Faradaj  entscheiden:  nach  der  ersteren  geschehe  die  Influenz 
a  distance  und  infolgedessen  immer  geradlinig,  nach  der  letzteren 
finde  sie  von  Molekel  zu  Molekel  statt  und  könne  sich  daher  auch 
in  krummen  Linien  ausbreiten.  Faraday  betrachte  Isolation  und 
Leitung  nur  als  zwei  Extrema  einer  und  derselben  Eigenschaft;  da 
man  nicht  zweifeln  könne,  dafs  die  letztere  nach  den  Ohm'schen 
Gesetzen  vor  sich  gehe,  brauche  man  blofs  zu  untersuchen,  ob  für 
die  Ausbreitung  der  Influenz  dasselbe  gelte,  um  für  oder  gegen 
Faraday  zu  entscheiden.  Er  teilt  dann  eine  ihm  von  Blavier'*'*)  als 
Consequenz  der  Ohm'schen  Theorie  angegebene  Formel  für  den 
Widerstand  des  Raumes  zwischen  zwei  solchen  Cylindem  mit: 

S^y(B  +  r  +  a)lR  +  r-a)(R'-r  +  a){R-r  —  a), 

in  der  a  den  Abstand  der  beiden  Cylinderaxen  voneinander  bedeutet. 
Aus  seinen  Experimenten  ergebe  sich,  dafs  dieselbe  Formel  auch  für 
die  Influenzwirkung  in  einem  solchen  cylindrischen  Hohlräume  gelte. 
Entsprechend  behandelt  er  dann  auch  noch  ebene'*'')  und  sphä- 
rische'*'®) Condensatoren;  für  die  letzteren  leitet  er  die  erforderlichen 

7274)  nr.  177,  p.  188;  Par.  C.  R.  6-2,  1861,  p  810.  Seine  Versuche 
beweisen  nämlich,  dafs  die  Capacität  eines  solchen  Condensators  von 
seinen  Dimensionen  in  derselben  Weise  abhängt,  wie  die  Leitfähigkeit 
eines  ebenso  gestalteten  Leiters. 

7276)  nr.  183,  p.  193;  Par.  C.  R.  62,  1861,  p.  873. 

7276)  nr.  199,  p.  208.  Blavier  hat  seine  auf  Gleichung  (18)  von  §  16 
beruhende  Ableitung  der  Formel  (87)  J.  de  phys.  3,  1876,  p.  116,  161  ver- 
öffentlicht (mir  nur  durch  das  übrigens  hinreichend  ausftlhrliche  Referat 
Fortschr.  Phys.  81,  p.  662  zugänglich). 

7277)  nr.  203,  p.  206;  C.  R.  62,  1861,  p.  1272.  Man  könne  hier  freilich 
den  Einfiufs  der  Umgebung  nicht  vernachlässigen. 

7278)  nr.  230,  p.  222;  C.  R.  63,  1861,  p.  689. 
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Formeln  elementar  ab.  Zorn  S^afs  resnmirt  er  die  Ergebmase 
«leiner  Versuche  6ahm'*^*)j  dai&  durch  sie  bewiesen  sei,  dals 
Elektricitätsleitang  and  Infinenz  denselben  «jeaetzen  gehorefaton; 
damit  sei  man  freilich  noch  nicht  berechtigt,  auf  Tollige  Idantitit 
beider  Klassen  von  Erscheinungen  zn  schliefen,  aber  das  Ergebnis 
spreche  wenigstens  nicht  gegen  Faradaj's  AnfSassongen. 

Die  Fortsetzung'^  betrachtet  hauptsächlich  die  Abh&ngigkeit 
der  Ladung,  die  ein  Condensator  bei  gegebener  Spanmmgsdifferenz 
seiner  Belegungen  aufnimmt,  Ton  der  Natur  seines  Dielektrikums. 
Er  findet,  dals  die  Ladung,  die  ein  Condensator  mit  festem  Di- 
elektrikum von  einer  bestimmten  Elektncitfttsquelle  aufnimmt,  wesent- 
lich Ton  der  Zeit  abhängt,  während  deren  er  mit  ihr  Terbanden 
war^**^).  Auch  sei  die  Verteilung  der  Elektridtät  in  einem  solchen 
Condensator  dieselbe,  wie  wenn  das  Dielektrikum  ein  Leiter  wiie, 
der  Ton  den  Belegungen  durch  sehr  dünne  vollkonmien  nichtleitende 
Schichten  getrennt  wäre;  sodaijs  man  ihn  also  nicht  als  einen  ein- 
fachen, sondern  als  einen  Doppelcondensator  ansehen  müTste,  wie 
eine  „par  cascade^'  geladene  Batterie.  Wolle  man  diese  Erscheinung 
erklären,  so  komme  man  um  die  Annahme  eines  eigentlichen  Über- 
gangs Widerstandes,  entsprechend  der  ..äusseren  Leitfähigkeit"  der 
Wärmeleitungslehre,  nicht  herum '^^j.  AuTserdem  müsse  man  noch 
die  „innere  Leitfähigkeit"  des  Dielektrikums  berücksichtigen,  zu  der 
auch  das  gehöre,  was  er  früher  „conductibilite  superficielle"  genannt 
habe,  und  seine  ,4iiductiye  Capacität"  [Dielektricitätsconstante?]. 
Zunächst  nimmt  er  dann  die  Untersuchung  der  inneren  Leitfähigkeit 
noch  einmal  vor^'^),  hierauf  die  Bestimmung  der  Maximalladung, 
die  zu  erreichen  möglich  ist'***).  Weiter  wendet  er  sich  zur  ^' 
ductiven  Capacität";  er  meint'****),  man  könne  diese  GröDse  aus  der 
unteren  Grenze  der  Ladungen  bestimmen,  die  der  Condensator  bei 
sehr  kurzer  Zeit  seiner  Verbindung  mit  der  Elektricitätsquelle  auf- 
nimmt; und  da  er  diese  Grenze  nahezu  unabhängig  von  der  Natur 
des  Dielektrikums  findet,  so  kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  die  Annahme 
einer    solchen    besonderen    Eigenschaft    neben    der   Leitfähigkeit  sei 

7279)  nr.  242,  p.  228. 

7280)  Ann.  chim.  phjB.  (4)  2,  1862,  p.  264;  ohne  die  Einleitung  und 
mit  einem  Zusatz  am  Schlosse  Ann.  täl^gr.  8,  1866,  p.  129.  Man  vgl 
auch  die  vorläufige  Mitteilung  Ann.  t^l^gr.  6,  1863,  p.  461,  sowie  die 
beiden  Noten  Paris  C.  R.  66,  1863,  p.  799  u.  1086. 

7281)  Ann.  chim.  phys.  nr.  249,  p.  270;  Ann.  täl^gr.  6,  p.  462. 

7282)  nr.  260,  p.  272,  bezw.  8,  nr.  1,  p.  l-JD. 

7283)  §  II,  p.  278,  bezw.  182.    7284)  §  IE,  p.  281,  bezw.  140. 
7286)  §  IV,  p.  296,  bezw.  156. 
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entbehrlich^^;  aUe  Erscheinungen  liefsen  sich  durch  die  Annahme 
erklären,  dafs  ein  Dielektrikum  aus  einer  nichtleitenden  Masse  be- 
stehe, in  die  leitende  Teilchen  eingebettet  seien.  Er  glaubt  diese 
Annahme  der  Theorie  Faraday^s  vorziehen  zu  sollen,  der  eine 
„moleculare  Polarisation"  annehme  ^*®^. 

Als  seine  augenblickliche  Auffassung  giebt  er  jetzt  die  folgende  ^*^): 
die  Annahme  einer  Femewirkung  vertrage  sich  nicht  mit  der  von  Faraday 
festgestellten  Thatsache,  dafs  die  Induction  [Influenz]  in  krummen 
Linien  geschehen  könne,  und  nur  schwer  mit  seinem  eigenen  Resultat, 
dafs  alle  Fragen  der  statischen  Verteilung  sich  durch  dieselben  Formeln 
beantworten  liefsen,  wie  die  der  Leitung.  Man  müsse  also  annehmen, 
auch  die  erstere  werde  durch  ein  Zwischenmedium  vermittelt.  Er 
kommt  dann  zu  der  Annahme,  diese  Vermittlung  der  Leitung  geschehe 
durch  die  ponderablen  Molekeln,  die  der  Influenz  durch  den  Äther. 
Doch  müsse  man  sich  vorstellen,  dafs  ein  Dielektrikum  ans  gar 
nicht  leitenden,  schlecht  leitenden  und  gut  leitenden  Teilchen  auf- 
gebaut sei.  Aufserdem  bespricht  er  hier  noch  die  Bückstands- 
bildung^"^*);  er  findet  die  Differenz  zwischen  der  Anfangsladung  und 
dem  Rückstande  constant  und  meint  ^*^^),  dieses  Resultat  sei  in 
Übereinstimmung  mit  seiner  Theorie. 

Endlich  ein  letzter  Aufsatz^*®®)  konmit  noch  einmal  auf  die 
Definition  der  Spannung  zurück.  Eine  solche  „qui  soit  tiree  de  la 
nature  intime  des  choses"  sei  zur  Zeit  nicht  möglich;  man  müsse 
die  Spannung  als  eine  nur  durch  ihre  Wirkungen  bekannte  Eigen- 
schaft ansehen  und  könne  sie  nicht  anders  definiren  als  durch  An- 
gabe einer  Methode,  nach  der  sie  zu  messen  sei.  Wenn  man  mehrere 
solche  Methoden  angebe,  müsse  man  natürlich  zeigen,  dafs  man  that- 
sächlich  immer  dieselbe  Gröfse  mifst.  Er  meint  nun,  die  mit  dem 
Probescheibchen  gemessene  Spannung  und  die  „aptitude  de  produire 
nn  courant"  seien  nicht,  wie  Ohm  geglaubt  habe,  identisch;  er 
schlägt  daher  vor,  das  Wort  Spannung  für  die  letztere  zu  reserviren 


7286)  nr.  297,  p.  802,  bezw.  nr.  42,  p.  162. 

7287)  nr.  801,  p.  305,  bezw.  nr.  46,  p.  164. 

7288)  nr.  804,  p.  806,  bezw.  nr.  49,  p.  166. 
7288»)  §  V,  p.  311,  bezw.  171. 

7288^)  nr.  310,  p.  314,  bezw.  nr.  66,  p.  174.  Die  vorläufige  Mitteilung 
enthält  auch  noch  eine  Besprechung  der  Verhältnisse  bei  unterseeischen 
Kabeln,  namentlich  des  „courant  de  d^rivation^*,  der  durch  die  Umhüllung 
eines  solchen  geht;  er  glaubt  auch  hier  einen  besonderen  Übergangs- 
widerstand an  der  Grenze  zwischen  Kabel  imd  Umhüllung  annehmen  zu 
müssen  (Ann.  t^lägr.  6,  §  IV,  p.  476). 

7289)  Ann.  chim.  phjs.  (4)  4,  1865,  p.  214;  Ann.  t^Ugr.  8,  1866,  p.  408. 
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und  die  ersiere  als  ^epaiBsenr  de  la  conche  electriqne^  zn 
ohne  mit  diesem  Namen  eine  bestimmte  theoretische  VorsteUung 
verbinden  zu  wollen.  Die  erstere  sei  in  verschiedenen  Ponkten  eines 
geladenen  Leiteis  verschieden,  die  letztere  müsse  überaU  gleich  sein, 
denn  sonst  würde  man  ein  perpetnnm  mobile  eihalten  können***^ 
Übrigens  ergebe  sich  die  Unters<4ieidnng  schon  aus  den  Resultaten 
seiner  ersten  Abhandlung,  da  die  StromintensitAt  vom  Flächeninhalt, 
die  ^Charge  djnamiqne^  vom  ümfuig  and  der  Gest-alt  des  Quer- 
schnittes abh&nge^^.  Fasse  man  nur  einen  bestimmten  Punkt  des 
Leiters  ins  Auge,  so  sei  in  diesem  freilich  die  JSpannung^  der 
,J>ichtigkeit"  proportionaL  Nachdem  so  der  Sinn  des  Wortes 
„Spannung^  festgelegt  sei,  könne  man  eine  vielbesprochene  Frage 
dahin  entscheiden,  daCs  die  Spannung  der  „electricite  dissimulee"  in 
der  That  Null  sei'*"}. 

Weiter  untersucht  er  Condensatorentladungen^^.  Er  definirt 
einerseits  den  flux  als  die  Veränderung  der  Ladung  in  der  Zeit- 
einheit, andererseits  setzt  er  ihn  der  Spannung  und  diese  der  Ladung 
proportional;  so  kommt  er  zu  der  Differentialgleichung: 

(88)  -  if  =  kq 

und  zu  ihrem  Integral.  Das  gelte  aber  nur,  wenn  das  Potential 
längs  des  Entladungsdrahtes  dem  Abstände  von  dessen  Ende  pro- 
portional sei^*^);  bis  dieser  Zustand  hergestellt  sei,  gelten  die  „sehr 
complicirten^,  von  Ohm  angegebenen  Formeln.  Doch  könne  aus  der 
Vernachlässigung  dieses  Umstandes  kein  wesentlicher  Fehler  ent- 
stehen. Was  die  Constante  k  betreffe,  so  sei  sie  gleich  der  Leit- 
fähigkeit, dividirt  durch  die  „condensirende  Krait^'  [Capacität?]  des« 
Drahtes'***).  Strömt  die  Elektricität  aus  einem  isolirten  Reservoir 
in  ein  anderes,  ebenfalls  isolirtes,  so  wird  die  Differentialgleichung '*••): 

7290)  nr.  822,  p.  228,  bezw.  nr.  11,  p.  418. 
7291;  nr.  818,  p.  219,  bezw.  nr.  7,  p.  414. 

7292)  nr.  820,  p.  221.  bezw.  nr.  9,  p.  415.  Die  Frage  hat  for  uns  gar 
keinen  rechten  Sinn  mehr:  es  liegt  überall  (besonders  auch  nr.  825,  p.  226^ 
bezw.  nr.  14,  p.  422)  die  Auffassung  zugrunde,  als  ob  zwischen  dem  Werte 
der  Spannung  an  einer  Stelle  und  der  an  dieser  Stelle  vorhandenen 
Elektricitätsmenge  ein  enger  Zusammenhang  bestehen  müsse,  während 
die  Spannung  (das  Potential)  doch  von  allen  vorhandenen  Elektricitäts- 
mengen  abhängt. 

7293)  nr.  337,  p.  240,  bezw.  nr.  26,  p.  481. 

7294)  nr.  338.  p.  243,  bezw.  nr.  27,  p.  484. 

7295)  nr.  341,  p.  246,  bezw.  nr.  30,  p.  489. 

7296)  nr.  345,  p.  249,  bezw.  nr.  34,  p.  492. 
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|f  =  Ä(«-2«),  (89) 

wenn  die  beiden  Beservoire  hinlänglich  weit  voneinander  entfernt 
sind,  sodafs  sie  keine  Influenzwirknngen  aufeinander  ausüben; 
anderenfalls  sei  noch  ein  Factor  beizufElgen,  der  von  dem  Verhältnis 
der  influenzirten  zur  iniiuirenden  Ladung  abhänge.  Endlich  behandelt 
er  noch  den  Fall  eines  Doppelcondensators^^^),  d.  h.  den  Fall  von 
4  Platten,  von  denen  1  und  2  und  ebenso  3  und  4  durch  je  eine 
Luftschicht  getrennt  sind,  während  2  und  3  hinlänglich  weit  von- 
einander entfernt  und  durch  einen  schlechten  Leiter  verbunden  sind; 
die  Differentialgleichung  lautet  hier  ebenso,  nur  die  Constanten 
haben  andere  Bedeutung. 

J.  Lagarde^^  verfolgt  die  Anwendung  der  Theorie  auf  die 
im  Telegraphenbetriebe  vorkommenden  Probleme  weiter.  Es  komme 
dabei  hauptsächlich  der  Fall  unvollkommener  Isolation  in  Betracht 
Er  untersucht  daher  zuerst  f&r  diesen  FaU  die  durch: 

u  =  Cd^'  +  Cic-/*',       J^kaß{Ce^''-'  C^e'fi')        (90) 

gegebene  stationäre  Stromverteilung;  dabei  bedeutet  Je  die  Leitfähig- 
keit, CD  den  Querschnitt  und  ß  hängt  von  der  Leitfähigkeit  des  um- 
gebenden Mediums  ab.  Wesentlich  sei,  dafs  man  das  k  einer 
Telegraphcnleitung  nicht  aus  Laboratoriumsversuchen  entnehmen 
könne,  sondern  es  zusammen  mit  ß  aus  Versuchen  an  der  Leitung 
selbst  entnehmen  müsse,  etwa  indem  man  ihr  eines  Ende  mit  der 
Elektricitätsquelle  verbinde,  das  andere  das  eine  Mal  isolire,  das 
andere  Mal  mit  der  Erde  verbinde  ^*®^).  ^  Weiter  bespricht;  er  dann 
die  Verwendung  der  für  den  veränderlichen  Zustand  geltenden 
Formeln,  zunächst  für  den  Fall  vollkommener  Isolation'*^).  Er 
leitet  mehrere  der  von  Gounelle  ohne  Beweis  angegebenen  Formeln 
aus  den  Reihenentwicklungen  her  [einfacher  wäre  es  gewesen,  sie 
direct  aus  der  Differentialgleichung  abzuleiten];  u.  a.  giebt  er  die 
Formeln  für  den  Fall,  dafs  ein  geladener  Draht  gleichzeitig  an 
beiden  Enden  zur  Erde  abgeleitet  wird^^^).  Entsprechend  behandelt 
er  dann  auch  den  veränderlichen  Zustand  bei  unvollkommener 
Isolation  ^'*^*).      Seine   Resultate    gelten    zunächst  nur  für  den   Fall, 

7297)  nr.  849,  p.  266,  bezw.  nr.  38,  p.  498. 

7298)  Ann.  t^l^gr.  7,  1864,  p.  108. 

7299)  p.  111.  Es  handelt  sich  dabei  im  wesentlichen  nur  um  die 
ümkehxung  einer  hyperbolischen  Cotangente;  Lagarde  bespricht  ausführ- 
lich die  dazu  erforderlichen  Rechnungen. 

7300)  p.  511.         7301)  p.  616.         7302)  ib.  8,  1865,  p.  5. 
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daOB  der  Widerstand  der  Batterie  yemachlAssigt  werden  kann;  wenn 
das  nicht  der  Fall  ist,  verlege  man  am  bequemsten  den  Anfiangs* 
punkt  der  Absdssen  am  ein  bestinmites  Stück  hinter  den  Anfangs- 
punkt  der  Leitung  zurück  ^^*').  Freilich  könne  dabei  er.  die 
Gapadtftt  Schwierigkeiten  machen  ^*^). 

Vorher  schon  hatte  B.  Lipschitz  allgemeine  Sstze  über  die 
Stromverzweigung  in  körperlichen  Leitern  entwickelt^**).  Man 
könne  sie  nach  Kirchhoff  und  Helmholtz  so  auffossen,  da(8  man 
die  Elektroden  durch  einfache  elektrische  Massen  ersetze  und  dann 
für  das  Innere  des  Leiters  eine  Potcntialfunction  fordere,  deren  Ab- 
leitung nach  der  Normalen  auf  der  ganzen  Oberflftche  überall  gleich 
der  entsprechenden  Ableitung  des  Potentials  jener  Massenpunkte  sei 
Die  gesuchte  Spannung  sei  dann  für  jeden  Punkt  des  Leiters  gleich 
dem  Potential  der  Massenpunkte,  vermindert  um  die  gefundene 
Potcntialfunction.  Dabei  müsse  man  aber  die  Summe  der  inneren 
Massen,  also  auch  das  Integral  jener  Ableitung  über  die  Oberflftche, 
gleich  Null  annehmen.  Die  Aufgabe  lasse  sich  auf  eine  ^^Fundamental- 
aufgäbe^  [die  Bestimmung  einer  Green'schen  Function  des  gegebenen 
Körpers]  zurückführen;  wird  deren  Lösung  als  bekannt  yoransgesetat, 
so  erfordert  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  noch  die  Be- 
stimmung eines  Doppelintegrals.  Dafs  statt  dessen  in  Helmholtz's 
Behandlung  der  Aufgabe  für  die  Kugel  nur  ein  einfaches  Int^ral 
auftrete,  liege  daran,  dafs  dieser  das  Potential  der  angenommenen, 
die  Elektroden  vertretenden  Massen  selbst  als  bekannt  voraussetae, 
nicht  nur  die  Oberflftchenwerte  seiner  Ableitung  nach  der  Normalen. 

Der  Ausführung  schickt  er  noch  weitere  Bemerkungen  voraus  ^*^ : 
den  Eindentigkeitsbeweis  könne  man  ähnlich  wie  Kirchhoff  führen, 
in  dem  Sinne,  dafs  die  geforderte  Potcntialfunction  im  Innern  bis 
auf  eine  additive  Constante,  für  den  Aufsenraum  vollständig  be- 
stinmit  sei.  Dagegen  bedürfe  der  Beweis  der  Existenz  der  Lösung 
noch  einiger  Ausführungen.  Zunächst  könne  man  zeigen,  dafs  nur 
eine  Function  ^*^)  T  existirt,  die  sowohl  für  den  Innen-,  als  für  den 
Aufsenraum  Potcntialfunction  ist,  und  aufserdem  an  der  Trennungs- 
fläche der  Bedingung: 
(91)  r,-T,-47riV^ 

genügt,   unter  N  eine   gegebene   Fimction   verstanden,   während   die 

7808)  p.  19.  7804)  p.  22. 

7806)  J.  f.  Math.  68,  1861,  p.  1.         7306)  §  2,  p.  7. 

7807)  Die  „Function",  von  der  hier  die  Rede  ist,  besteht  aus  zwei 
Teilen  zweier  verschiedener  analytischer  Fanctionen,  die  eine  für  den 
Innen-,  die  andere  für  den  Aufsenraum. 
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Ableitung  nach  der  Normalen  beim  Durchgang  durch  die  Fläche 
stetig  bleibt;  nämlich  das  Potential  einer  Doppelschicht  vom  Momente. 
Es  konmit  also  nur  darauf  an,  die  Existenz  einer  Doppelschicht  von 
beliebig  vorgeschriebenem  Moment  nachzuweisen.  Dazu  wird  zunächst 
aus  dem  Green'schen  Satze  abgeleitet,  dafs  zwischen  den  Potentialen  t 
und  T  zweier  Doppelschichten  von  den  Momenten  v  und  N  die 
Identität  besteht'^: 

/v||d«../2f|^d«..  (92) 

Der  Existenzbeweis  selbst  stützt  sich  dann  auf  die  Überlegung,  dafs 

unter    den    Potentialen    U    von    Doppelschichten,    für    die  JA  dm 

—  A  das  Moment  der  Doppelscliicht  —  einen  vorgeschriebenen 
Wert  hat,  eines  existiren  müsse,  das  das  Integral: 

Ä-J^j-lf+a^/j^da),  (93) 

in  dem  g  eine  gegebene  Function  auf  der  Oberfläche  bedeutet,  zum 
Minimum  macht^^^*).  Ist  dann^^***)  l  das  Moment  derjenigen  Be- 
legung, deren  Potential  u  der  Oberflächenbedingung: 

on         cn  ^     ^ 

genügt,  so  ist: 


U^igXd(a  (96) 


diejenige  Potentialfunction  des  äufseren  Baumes,  deren  Ableitung 
nach  der  Normalen  gleich  g  ist. 

Ist  der  ganze  unendliche  Baum  als  leitend  anzusehen,  mit  Aus- 
nahme einer  nicht  geschlossenen  Fläche,  so  läfst  sich  die  Aufgabe 
noch  ebenso  behandeln;  doch  meint  Lipschitz^^^^),  im  Beweis  der 
Existenz  einer  Doppelschicht,  deren  Potential  die  Gleichung: 

Vi  =  9  (96) 

befriedigt,  müTsten  wesentliche  Modificationen  eintreten,  wenn  man 
ihn  so  führen  wolle,  dafs  der  Fall  einer  nicht  geschlossenen  Fläche 
mit  umfafst  wird. 


7308)  p.  11. 

7S09)  p.  13.  Natürlich  gelten  gegen  diesen  Beweis  alle  Einwände, 
die  gegen  die  entsprechenden  Schlufsweisen  in  ähnlichen  Fällen  zu 
machen  sind. 

7810)  p.  16.         7311)  p.  19. 
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Eine  von  G.  Kirch  ho  ff  an  E.  du  Bois-Beymond  mitgeteilte 
und  in  einem  Aufsatze  des  letzteren  veröffentlichte  „Theorie  der 
elektromotorischen  Molekeln^^  ^'^^)  behandelt  zunächst  den  Fall,  dafii 
in  einem  unbegrenzten  Baume  ein  Körper  sich  befindet,  der  selbst 
wieder  aus  zwei  verschiedenen  Teilen  zusammengesetzt  ist,  so  zwar, 
dafs  die  drei  Potentialdifferenzen  nicht  0  zur  Summe  haben.  Die 
Bestimmung  der  entstehenden  Ströme  verlangt  dann  die  Integration 
der  Differentialgleichung  (14)  unter  den  Nebenbedingungen: 

(97)  Uq  —  Uj  =  (0,  l)  an  der  Grenze  von  0  und  1,  .  . . 

während  die  Ableitungen  von  u  nach  der  Normalen  an  den  drei 
Grenzflächen  stetig  sein  sollen.  Die  Aufgabe  wird  gelöst  durch  das 
Potential  von  drei  geeignet  bestimmten  magnetischen  Doppelschichten, 
die  auf  den  drei  Grenzflächen  ausgebreitet  sind;  und  diese  Doppel- 
schichten können  wieder  ersetzt  werden  durch  einen  Strom  von  der 
Intensität: 

(98)  .  i.  {(0,1) +  (1,2) +  (2,  3)} 

längs  der  Curve,  in  der  alle  drei  Gebiete  zusammentreffen.  Sind 
solcher  Molekeln  eine  grofse  Anzahl  aneinanderstofsender  vorhanden, 
so  lassen  sich  die  Elementarströme  zu  einem  Solenoid  zusammen- 
fassen und  dieses  läfst  sich  durch  zwei  magnetische  Blätter,  unter 
geeigneten  Voraussetzungen  auch  einfach  durch  zwei  Magnetpole, 
ersetzen.  Ist  das  Solenoid  unendlich  ddnn  gegen  seine  Länge,  so 
ist  seine  Oberfläche  von  Stromlinien  eHÜllt;  es  ist  also  dann  für 
die  Stromverteilung  gleichgültig,  ob  diese  Oberfläche  leitet  oder  nicht. 
A.  Beer^^^')  stellt  die  Annahme  an  die  Spitze,  dais  die  elek- 
trischen Quanta,  die  durch  ein  beliebiges  Flächenelement  in  der 
Zeiteinheit  hindurchströmen,  der  Gröfse  der  elektromotorischen  Kraft 
an  der  betreffenden  Stelle  proportional  seien.  Für  diese  elektro- 
motorische Kraft  setzt  er  dann  sofort  den  Differentialquotienten  des 
Potentials  nach  der  Normalen  des  Elements  —  zunächst  für  das 
Element  einer  Niveaufläche;  und  indem  er  für  ein  von  zwei  Niveau- 
flächen imd  einer  Stromröhre  begrenztes  Raumelement  die  Bilanz 
der  Elektricität  aufstellt,  gelangt  er  zu  dem  Satze,  dafs  bei  stationärer 
Strömung  das  Potential  im  Innern  eines  Leiters  überall  die  Differential- 
gleichung (14)  erfüllen  mufs,  dafs  also  die  elektrischen  Massen,  von 


7312)  Berl.  Bei.  1864,  p.  324. 

7813)  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetismas 
und  die  Elektrodynamik,  herausgeg.  von  J.  Plücker,  Braunechw.  1866, 
nini,  §  li  P.  310. 
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denen  es  herrührt,  im  Innern  oder  auf  der  Oberfläche  des  Leiters 
gesucht  werden  müssen.  Weiter  schliefst  er,  dafs  die  Elektricität 
überall  längs  der  Kraftlinien  strömt  und  dafs  die  Stärke  der 
Strömung  gleich: 

ist,  unter  k  die  Leitfähigkeit,  unter  n  die  Normale  der  Niveaufläche 
verstanden;  sodafs  also  jede  stationäre  Strömung  aufgefaDst  werden 
könne  als  ein  Complex  linearer  Ströme,  die  durch  die  Kraftröhren 
(„fadenförmigen  Räume",  wie  er  sie  nennt)  flieüsen.  Daran  an- 
scbliefsend  bespricht  er,  daüs  die  Resultate,  die  sich  für  offene  Ketten 
ergeben,  mit  dem  Fundamentalsatze  der  Lehre  von  der  Contact- 
elektricität  im  Einklänge  stehen ^'^^).  Das  Ohm'sche  Gesetz  erscheint 
bei  ihm  erst  nachträglich  ^'^^),  indem  er  von  den  allgemeinen  Formeln 
zu  dem  Falle  eines  linearen  Leiters  heruntersteigt  Für  die  Strömung 
im  unendlichen  Räume  zwischen  zwei  punktförmigen  Elektroden  findet 
er  einfach  ^•^*): 

F.  C.  Webb^'^')  meint,  Ohm  habe  allen  Körpern  eine  „inductive 
Capacität"  proportional  ihrer  Oberfläche  zugeschrieben.  Wenn  das 
der  Fall  wäre,  würde  die  Dichtigkeit  der  Spannung  oder  dem 
,  Potential  überall  proportional  sein  müssen  und  ein  Terminus  zur 
Bezeichnung  beider  Eigenschaften  genügen.  Demgemäfs  habe  Ohm 
seinen  Ausdruck  „elektroskopische  Kraft"  ohne  Unterschied  für  die 
Spannung  und  für  die  Dichtigkeit  gebraucht.  Er  bespricht  zum 
Beweise  dessen  einige  Stellen,  an  welchen  bei  Ohm  thatsächlich  un- 
mittelbar nacheinander  zuerst  das  eine  und  dann  das  andere  mit 
diesem  Ausdrucke  gemeint  sei,  und  einige  Fälle  der  Anwendung  auf 
elektrische  Kabel,  in  welchen  die  Verwechslung  nichts  schade. 

J.  Loschmidt'^^**)  vergleicht  die  Ohm'schen  Gesetze  der 
Elektricitätsleitung  mit  den  Poiseuille'schen  Gesetzen  der  Flüssigkeits- 
bewegung in  engen  Röhren;  er  findet,  dafs  auch  variable  Ströme  in 
beiden  Fällen  dieselben  Erscheinungen  zeigten,  wenn  Geschwindigkeits- 
uud  Dichtigkeitsänderungen,  sowie  deren  Ableitungen  nach  den  Coordi- 
naten  überall  sehr  klein  bleiben. 

Wie  wenig  übrigens  noch  um  diese  Zeit  die  Grundanschauungen 

7314)  p.  318.         7316)  §  2a,  p.  820.         7316)  §  4,  p.  864. 
7817)  Phil.  mag.  (4)  33,  1867,  p.  822. 

7318)  Wien.  Her.  68,,   1868,  p.  696;  Zeitschr.  Math.  Phys.  14,   1869, 
p.  344. 
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Ohm's  allgemein  angenommen  waren,  zeigt  eine  ÄuTsenmg  von 
D.  Macaluso^'^^),  der  sich  über  das  von  ihm  experimentell  gefundene 
Resultat  wundert,  dafs  der  Widerstand  einer  Flüssigkeit  nicht  blofs 
von  der  Gröfse  und  dem  Abstände  der  Elektroden  abhängt.  J.  £.  H. 
Gordon''*)  stellt  das  richtig. 

Die  Darstellung  der  Theorie  in  E.  V  erdet 's  Vorlesungen'"*) 
beginnt  mit  einem  Bericht  über  Ohm.  Verdet  findet,  Ohm's  Prin- 
cipien  seien  discutabel  und  ständen  in  keiner  Beziehung  zu  bekannten 
Sätzen  der  Lehre  von  der  statischen  Elektricität;  aber  die  An- 
wendung dieser  Principien  auf  körperliche  Leiter  durch  Kirchhoff'^^) 
und  Smaasen'*^)  habe  zu  Resultaten  geführt,  die  dui-ch  die  Erfahrung 
bestätigt  worden  seien.  Er  selbst  meint''**),  man  müsse  vom 
Coulomb'schen  Gesetze  ausgehen,  führt  das  aber  nicht  aus,  sondern 
fährt  fort"*'):  wenn  Ohm's  Theorie  nur  die  Formeln  für  die 
Elektricitätfibewegung  in  linearen  Leitern  geliefert  hätte,  würde  sie 
wenig  Beachtung  verdienen,  denn  zu  diesen  hätte  man  auch  auf 
anderem  Wege  gelangen  können;  von  gröfserer  Bedeutung  seien  die 
Consequenzen,  die  sich  aus  ihr  für  die  Verteilung  der  freien  Elek- 
tricität in  einem  offenen  oder  geschlossenen  Leiter  und  für  die 
Ströme  in  nichtlinearen  Leitern  ergeben  hätten.  Er  giebt  daher 
eine  Darstellung  der  letzteren  „en  changeant  un  peu  les  methodes 
afin  d'y  introduire  plus  de  rigueur  et  de  generalite""**);  er  stellt 
nämlich  die  Stromcomponenten  durch  Summen  über  moleculare 
Wirkungen  dar,  etwa  in  der  Art,  wie  es  Poisson**'^)  und  Lame**^*) 
in  der  Lehre  von  der  Wäi-meleitung  thun.  Weiterhin  referirt  er 
über  die  Untersuchungen  von  Kirchhoff  und  Smaasen  und  die  in 
§  109  zu  besprechenden  von  Quincke;  er  findet"**),  Smaasen's 
Methode  zur  Bestimmimg  des  Widerstandes  eines  nichtlinearen  Leiters 
sei  directer  als  diejenige  Kirchhoff 's,  verlange  aber  längere  Rech- 
nungen. Schliefslich  berichtet  er  über  Kirchhoff's  Ableitung  des 
Ohm'schen  Gesetzes  aus  den  Principien  der  Elektrostatik"**). 

7319)  Giern,  sei.  nat.  ed  econ.  7,  1871;  mir  nur  durch  den  Auszog 
Phil.  mag.  (4)  42,  1871,  p.  389  zugänglich. 

7320)  Phil.  mag.  (4)  42,  1871,  p.  444. 

7321)  Oeuvres  4,  1872,  nr.  152,  p.  247;  herausgeg.  v.  D.  Gernez. 
Yerdet  behauptet,  Ohm  verstehe  unter  „Spannung  oder  elektromotorischer 
Kraft^^  das  Verhältnis  der  elektrischen  Ladung  einer  Molekel  zu  ihrem 
Yolumen  „also  wenn  man  will  die  Dichtigkeit^^ 

7322)  nr.  168,  p.  267.         7323)  nr.  169,  p.  268. 
7324)  nr.  171,  p.  279.         7326)  nr.  187,  p.  311. 

7826)  nr.  192,  p.  324.  Er  sagt  zwar  nur  „tentative",  scheint  aber 
dann  doch  mit  allem  einverstanden  zu  sein. 
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A.  Herwegen  ^''^)  bebandelt  im  Anschlufs  an  Lipscbitz 
specielle  Probleme  mit  Hilfe  von  Entwicklungen  nach  Engel- 
functionen. 

J.  Cl.  Maxwell^'*®)  stellt  das  Ohm'scbe  Gesetz,  das  er  als 
Erfabmngsresultat  zu  betrachten  scheint,  an  die  Spitze  seiner  Dar- 
legungen. Er  erschliefst  aus  ihm  zunächst  die  Gesetze  der  Strom- 
verzweigung. Weiterhin  wendet  er  sich  dann  zur  Elektricitätä- 
bewegung  in  körperlichen  Leitern^**®);  er  definirt  die  Strom- 
componente  nach  einer  willkürlichen  Kichtung  und  zeigt  mit  Hilfe 
eines  elementaren  Tetraeders,  wie  sie  sich  aus  den  Componenten  t/, 
v^  w  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Eichtungen  ableitet.  Die 
Flächen  J'  =  A  sind  „surfaces  of  flow",  wenn  keine  Strömung  durch 
sie  stattfindet,  wenn  also: 

«f-  +  „|f.  +  «,|-^.  =  0  (101) 

ex         cy  dz  ^       ' 

ist^^*^).  Aus  zwei  [unabhängigen]  solchen  Familien  läfst  sich  jede 
dritte  in  der  Weise  ableiten,  dals  A"  =  qp  (A,  A')  sein  mufs.  Vier 
solche  Flächen  mit  den  Parametern  X,  A  -f  dA,  A',  A'-f-  dA'  schliefsen 
eine  Stromröhre  (tube  of  flow)  ein;  man  kann,  wenn  A  gegeben  ist, 

A'  so  bestimmen,  dafs  das  Doppelintegral  jjdXdX'  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  die  Stromröhre  gehende  Elektridtätsmenge  vorstellt. 
Ist  dieser  Wert  »1,  so  hat  man  eine  „Einheitsstromröhre"; 
wählt  man  die  Einheit  genügend  klein,  so  kann  man  „die  Details 
des  Stromes  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit  durch  solche  Bohren 
darstellen"  '^'^)  und  daher  von  der  „Anzahl  der  Stromlinien"  sprechen, 
als  einem  Mafse  für  die  Stärke  des  Stromes.  Die  Schicht  zwischen 
zwei  benachbarten  Stromflächen  bezeichnet  er  als  „current-sheet"  ^'•^). 
Dann  gewinnt  er  vor  allem  die  Kontinuitätsgleichung  durch 
Differentiation  der  Ausdrücke  der  Stromcomponenten  durch  A  und 
A'^''^);  er  macht  darauf  aufmerksam,  dals  man  an  diesen  Namen 
nicht  notwendig  die  Vorstellung  von  etwas  zu  knüpfen  brauche,  das 


7327)  Dias.  Bonn  1873.  p.  7  stellt  er  die  Methoden  von  Helmholtz"»^ 
und  Lipschitz  ^'^'^)  einander  gegenüber:  Helmholtz  nehme  das  Potential 
der  gedachten  inneren  elektrischen  Massen  als  vollständig  gegeben  an, 
Lipscbitz  brauche  nur  die  Oberflächenwerte  seiner  Ableitung  nach  der 
Normalen. 

7828)  Treatise  on  electricity  and  magnetism,  vol.  1,  Oxford  1873 
(deutsch  V.  B.  Weinstein,  Berl.  1883;  &anz.  v.  Seligmann-Lui,  Paris  1886), 
chap.  VI,  nr.  274,  p.  329. 

7329)  chap.  VII,  nr.  286,  p.  338.         7330)  nr.  288,  p.  840. 

7331)  nr.  293,  p.  341.       7332)  nr.  294,  p.  342.       7838)  nr.  295,  p.  842. 
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„subject  to  the  condition  of  continuoas  existence  in  time  and  spaoe^ 
sei.  Im  vorliegenden  Falle  habe  man,  wenn  man  die  in  der  Hydro- 
dynamik übliche  Ableitung  der  Gleichung  benutzen  wolle,  kein 
Mittel,  um  die  beiden  Factoren  q  und  u,  von  denen  nur  das  Product 
definirt  sei,  voneinander  zu  trennen.  Daran  schliefst  er  noch  die 
Ableitung  derselben  Gleichung  durch  die  Aufstellung  der  Elektricitäts- 
bilanz  fär  ein  beliebig  gestaltetes  Raumelement  und  Umformung 
eines  Oberflächenintegrals  in  ein  Baumintegral  ^^.  Die  dann 
folgenden  Ableitungen  der  Beziehungen  zwischen  den  Componenten 
des  Stromes  und  denjenigen  der  elektromotorischen  Bjraft  beziehen 
sich  sogleich  auf  anisotrope  Körper  und  sollen  daher  bei  diesen 
besprochen  werden. 

Weiterhin  setzt  er  ein  Verfahren  zur  nähenmgsweisen  Be- 
stimmung des  Widerstandes  eines  gegebenen  Conductors  aus- 
einander''''*), das  sich  an  akustische  Untersuchungen  von  J.  W.  Strutt 
[Lord  Rayleigh]  über  Resonanz  anschliefst.  Es  handelt  sich  dabei 
um  den  Fall,  dafs  für  einen  Teil  der  Oberfläche  ein  constanter 
Potentialwert,  für  einen  anderen  ein  ebenfalls  constanter  anderer, 
für  den  Best  der  Oberfläche  die  Bedingung  (18)  vorgeschrieben  ist 
und  nun  die  Differentialgleichung  unter  diesen  Oberflächenbedingungen 
integrirt  werden  soU;  er  meint,  nur  wenn  man  so  präcisire,  habe 
der  Ausdruck  „Widerstand  des  ganzen  Leiters^^  einen  bestimmt 
definirten  Sinn.  Das  Verfahren  besteht  dann,  dafs  zuerst  eine  Reihe 
„vollständig  leitender^^  Flächen  eingeschaltet  wird;  dadurch  kann  der 
Widerstand  nicht  vergröfsert  werden.  Der  Widerstand  eines  solchen 
in  Schichten  geteilten  Körpers  ist: 

""''  "'  -Jß-^WTs  ■' 

die  innere  Integration  ist  über  die  einzelne  eingeschaltete  Fläche  zu 
erstrecken,  q  bedeutet  den  specifischen  Widerstand,  VF  den  ersten 
Differentialparameter  der  Function  F.  Sind  alle  eingeschalteten 
Flächen  Niveauflächen,  so  ist  dieses  R^  gleich  dem  gesuchten  B^ 
sonst  kleiner.  Das  einfachste  Beispiel  bietet  ein  Draht  von  ver- 
änderlichem Querschnitt,  wenn  die  Flächen  S  Ebenen  senkrecht  zu 
seiner  Axe  sind.  Schaltet  man  andererseits  Flächen  von  der  Leit- 
fähigkeit Null  ein,  so  mufs  dadurch  der  Widerstand  vergrölsert 
werden,  aufser  wenn  die  eingeschalteten  Flächen  Stromflächen  sind; 
so   erhält  man   eine   obere   Grenze   fttr  -R'''^).     Das   wendet   er   auf 

7334)  nr.  296,  p.  344.         7336)  nr.  306,  p.  363. 

7336)  nr.  807,  p.  866.     Maxwell    erhält   hier   durch    eine   kleine  Ab- 
weichung von  Rayleigh's  Verfahren  eine  kleinere  obere  Grenze. 
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einen  Körper  mit  einer  überwiegenden  Dimension  an,  indem  er 
Ebenen  durch  die  Axe  und  Rotationsflächen  um  sie  einschaltet;  ist 
y  ^=^  b{x)  die  Gleichung  der  erzeugenden  Curve  der  letzteren,  so 
erhält  er: 


mit: 


^-llog(l+4)  (103) 

A^f^ä.,      B^J^Q'ä..  (104) 

Er  verwendet  das  zur  Bestinmiung  einer  Correction  für  die  in  Rech- 
nung zu  ziehende  Länge  eines  Leitirngsdrahtes^*^^. 

Für  die  Grenze  zweier  isotropen  Medien  erhält  er  als  Über- 
gangsbedingung ^'^) : 

4«.»(|--l)^3^,  (105) 

wenn  c  die  Oberflächendichtigkeit  der  Übergangsschicht,  k  und  k^ 
die  Leitfähigkeiten  der  beiden  Media  bedeuten  und  die  Normale 
nach  dem  ersteren  gerichtet  ist.  So  erhält  er  das  Brechnngsgesetz 
der  Stromlinien: 

jctg0  =  jcitg0i,  (106) 

in  dem  x,  x^  die  specifischen  Widerstände  bedeuten.  Das  führt  er 
unter  Benutzung  von  Entwicklungen  nach  Eugelfunctionen  für  eine 
kugelförmige  Trennungsfläche  durch  ^'*®);  das  Resultat  verwendet  er  zur 
Behandlung  des  Problems  eines  Mediums,  in  dem  Kugeln  von  ver- 
schiedenem Widerstand  in  Entfernungen,  die  grofs  gegen  ihre  Radien 
sind,  eingebettet  sind''*^). 

Für  weitere  Entwicklungen  zieht  er  das  Spiegelungsprincip 
heran  ^^^),  zunächst  für  den  Fall  einer  ebenen  Trennungsfläche 
zwischen  zwei  Medien  verschiedener  Leitfähigkeit  A^,  k^\  ist  im 
ersten  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  S  vorhanden,  so  findet  in 
ihm  dieselbe  Strömung  statt,  wie  wenn  in  ihm  eine  Quelle  von  der 
Ergiebigkeit: 

und  im  zweiten  Medium  im  Spiegelbilde  der  ersten  eine  Quelle  von 
der  Ergiebigkeit  S  vorhanden  wäre;  im  zweiten  Medium  dagegen 
eine  solche  Strömung,  wie  wenn  an  Stelle  der  ersten  Quelle  eine 
solche  von  der  Ergiebigkeit: 

7837)  nr.  308,  p.  368.         7838)  chap.  IX,  nr.  310,  p.  361. 
7339)  nr.  311,  p.  362.       7340)  nr.  314,  p.  366.       7341)  m 


,  p.  901. 

7341)  nr.  316,  p.  366. 
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vorhanden  wäre.  (In  der  Elektrostatik  ist  ^»0,  in  der  Hydro- 
dynamik k^  =  oo).  Inversion  im  Eamne  lasse  sich  auf  solche 
Probleme  nicht  anwenden,  wohl  aber  conforme  Abbildung  in  der  Eben». 

6.  Poloni^^')  knüpft  an  Smaasen's  Behandlung  des  Falles 
zweier  Elektroden  im  unbegrenzten  Räume  ^^^')  an.  Um  aus  ihr  die 
Lösung  für  den  Baum  zwischen  zwei  concentrischen  Kugeln  ab- 
zuleiten, geht  er  im  Anschlufs  an  eine  von  ü.  Dini  für  fanctionen- 
theoretische  Probleme  entwickelte  Methode  vom  Green'schen  Satze 
und  den  nach  Eugelfunctionen  fortschreitenden  Beihen  aus.  Durch 
eine  Umformung  gelingt  es  ihm  aus  der  Green'schen  Formel  die 
nicht  gegebenen  Oberflächenwerte  der  Ableitung  zu  entfernen  und 
so  die  Lösung  zu  erhalten^***).  Wird  der  Radius  der  inneren  Kugel 
=  0  genommen,  so  erhält  man  wieder  die  Formel  von  Felici'^**) 
und  för  den  Fall,  dafs  die  Elektroden  auf  der  Oberfläche  sich  be- 
finden, den  Satz"**),  dafs  der  Gesamt  widerstand  der  Kugel  nur  von 
dem  Verhältnisse    ihres  Abstandes    zum  Kugeldurchmesser  abhängt. 

Eine  Darstellung  der  Theorie  der  linearen  Ströme  von 
C.  Bonzoni^***)  war  mir  nicht  zugänglich. 

A.  Ob  erb  eck'***)  wird  durch  Untersuchungen  über  Elektrioitäts- 
leitung  in  Flüssigkeiten  auf  die  Aufgabe  geführt,  die  Differential- 
gleichung (l)  mit  /3  =  0  unter  den  Bedingungen: 

(109)     ti  =  Ofür^  =  0,     w-=+l  für  a:  =  0,    u  =  — Ifüra:  —  « 

zu  integriren;  er  löst  sie  unter  Berufung  auf  Biemann's  Vorlesungen 
durch  Entwicklung  in  eine  Sinusreihe. 

W.  G.  Adams'*^')  behandelt  Strömung  im  unbegrenzten  Baume 
zwischen  zwei  Elektroden  geometrisch  mit  Hilfe  der  Spiegelungs- 
methode; er  kommt  zum  Schlüsse,  dafs  in  einem  hinreichend  grofsen 
Gefäfse  die  Gestalt  der  Stromlinien  von  der  Lage  der  Elektroden 
wenig  abhänge,  solange  sich  diese  nur  nicht  zu  nahe  an  den  Enden 
befinden.     Auch  den  Fall  von  vier  Elektroden  bespricht  er'**®). 

K.  Domalip'^^)  setzt  noch  einmal  die  Analogie  zwischen  der 


7342)  N.  cim.  (2)  11,  1874,  p.  281. 
7843)  ib.  12,  1874,  p.  11.         7344)  nr.  8,  p.  16. 
7345)    Sulla    teoria    matematica    delle    conenti 
Padova  1874. 


)va  1874. 

7346)  Ann.  Phys.  Chem.  165,  1875,  p.  599. 

7847)  Lond.  roy.  proc.  24,  1876,  p.  26;  vom  Febr.  1876. 

7348)  p.  29.         7849)  Wien.  Ber.  71,,  1876,  p.  286. 


p.   lO. 

conenti    elettriche    linearis 
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Fourier'schen  Theorie  der  Wärmeleitung  und  der  Ohm'schen  Theorie 
der  Elektricitätsleitung  auseinander;  er  glaubt  aus  ihr  Schlüsse  aui' 
die  elektromotorische  Kraft  von  Thermoelementen  ziehen  zu  können. 
W.  V.  Bezold^'^)  will  „allgemeine  Gesetze  aufstellen,  welche 
für  alle  Arten  stationärer  Ströme  gültig  sind^',  um  zu  zeigen,  daüs 
verschiedene  Sätze  der  Lehre  von  der  Elektricitätsleitung  nicht 
sowohl  im  Wesen  der  Elektricität  wurzeln,  als  vielmehr  dem 
stationären  Strom  überhaupt  eigen  sind.  Er  definirt  zunächst  eine 
Anzahl  Termini:  was  man  sonst  stationär  nennt,  nennt  er  „einfach 
stationär^^;  dagegen  „periodisch  stationär'^  eine  Bewegung,  bei  der 
innerhalb  jeder  Periode  sich  derselbe  Zustand  in  genau  gleicher 
Weise  wiederholt.  Er  bemerkt,  dafs  bei  discontinuirlichen  Medien 
eigentlich  immer  nur  von  periodisch  stationärer,  nicht  von  einfach 
stationärer  Bewegung  die  Rede  sein  könne,  gebraucht  aber  doch  die 
atomistische  Ausdrucksweise,  unter  die  sich  auch  der  Fall  von  un- 
endlich vielen  Punkten  subsumiren  lasse.  Demgemäfs  mifst  er  die 
Stromintensität  durch  die  Anzahl  der  Atome,  die  in  der  Zeiteinheit 
durch  den  Querschnitt  gehen.  Er  kommt  dann  für  stationäre  Ströme 
zu  der  Differentialgleichung^*^^): 

in  der  v  die  Stromgeschwindigkeit,  V  das  Potential  der  be- 
schleunigenden Kraft,  —  5  die  durch  die  retardirende  Kraft  hervor- 
gebrachte Verzögerung  bedeutet.  Daraus  berechnet  er  die  vom 
Strome  geleistete  Arbeit''^*),  namentlich  den  auf  die  Überwindung 
des  Widerstandes  verwendeten  Anteil.  Weiter'*^')  zeigt  er  durch 
Integration  über  den  ganzen  Stromkreis,  dafs  ein  geschlossener 
Strom  nur  möglich  ist,  wenn  entweder  die  Widerstände  überall 
gleich  Null  sind  oder  das  Potential  eine  unstetige  Function  des 
Ortes.  Dann  setzt  er  noch  auseinander^'^):  die  Gleichung  (110) 
gestatte  allgemeine  Integration  in  zwei  Fällen:  wenn  (ft;  «=  0, 
|  =  9(v)/'(5)  ist;  und  wenn  |=st;^/*(5)  ist.  Im  ersteren  FaUe  er- 
halte man  eine  Verallgemeinerung  des  Ohm'schen  Gesetzes;  im 
letzteren ^*^^)  Formeln,  die  z.  B.  für  die  Bewegung  der  Luft  in 
weiten  Röhren  gelten. 

Um   diese  Zeit  sind  die  Vorlesungen  Riemann's^*^^)  aus  dem 

7360)  Münch.  Ber.  7, 1877,  p.  188;  Ann.  Phys.  Chem.  N.F.  3,  1878,  p.  12. 

7361)  §  2,  p.  19.         7362)  §  3,  p.  20.         7863)  §  4,  p.  22. 
7354)  §  6,  p.  32.         7366)  §  7,  p.  36. 

7366)  Schwere,  Elektricitöt  n.  Magnetismus,  herausgeg.  v.  K.  Hatten- 
dorff,  Hannover  1876,  2.  Ausgabe  1880. 
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5dM!fdiRLa!ikri&^  »nftreceii.  ron  der  «kc  Sm»  cskt  FS^e 
▼Mir  T^üdu»  axif  di«  mildert  öbertR'Sec.  als  VBcekclm.  sodmfe  ^ 
r»fiiHr»ti^  StnHBtBtecstSt  überall  Null  ist:  toh  dieser  Aaschasaag 
ars^  «»{u(  Kaa  ofas«  Selnrxerigkeit  eis.  vieso  die  Dicktigkeit  im 
lanem  wifare&d  der  Stn^mig  doeh  überall  Xnll  sein  kdnne.  Die 
H^kMidiin^krlfte  nelh  er  sieh  als  selir  grofs  g^gen  dicjaugcB 
Molef:nIarkTSfte  r^ir.  roa  denen  die  fortwährende  Beweguig  der 
eiektriiwrben  Teilehec  abhingt:  damifhin  kamt  er  die  StromiaAeBStlt 
überall  der  SduHdangskraft  proportional  setzen.  Der  Factor  ist  der 
»fped&ielK  Widerstand,  sein  reciproker  Wert  die  LeitfUiigkeit 
Infolge  der  scheidong  sammelt  sieh  ex.  freie  Elektricitit  an;  ist  F 
deren  Potential,  and  sind  S,  R,  Z  die  Componenten  der  Scheidiings- 
kraft,  so  werden  die  Ausdrücke  der  Stromcomponenten  ***•) : 

111»  y  «t/ll-f  i) 

Im  Innern  des  Leiters  ist  dann  ^von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an": 

an  der  Oberfl&che: 

an  der  Trennnngsflftche  zweier  verschiedener  Mittel  hat: 

7567;  $  64,  p.  216.         7368)  §  66,  p.  220. 
736'J;  f  66,  p.  221.         7860)  §  67,  p.  226. 
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beiderseits  denselben  Wert.  Dafs  stets  eine  und  nur  eine  diesen 
Bedingungen  genügende,  im  übrigen  stetige  Lösung  Y  existirt,  glaubt 
er  aus  der  Notwendigkeit  der  Existenz  eines  Minimums  des  Integrals: 

scbliefsen  zu  können '*^^),  das  die  von  der  freien  Elektricität  ge- 
leistete Arbeit  vorstellt'^**).  Aus  Y  berechnen  sich  dann  die  Ober- 
flächen- und  Raumdichten  wie  in  der  Elektrostatik.  Treten  die 
Scheidungskräfte  nur  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  auf,  so 
mufs  ihr  Moment  an  dieser  dem  Differentialquotienten  des  Potentials 
der  freien  Elektricität  entgegengesetzt  gleich  sein^***).  Durch 
Specialisirung  kommt  er  dann  schliefslich  zum  Ohm'schen  Gesetz  für 
einen  linearen  Leiter''**). 

G.  Kirchhoff '**^)  nimmt  die  Theorie  der  Bewegung  der 
Elektricität  in  unterseeischen  oder  unterirdischen  Kabeln  noch  einmal 
vor,  unter  Zugrundelegung  derselben  Hypothesen  wie  seiner  Zeit 
Thomson'*'^),  aber  unter  Berücksichtigung  der  dielektrischen  Polari- 
sation im  Anschlufs  an  Helmholtz  (§  110).  Ist  A;  eine  die  di- 
elektrische Polarisirbarkeit  des  Leiters  bestimmende  Constante,  so 
sind  die  „Componenten  des  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
elektrischen  Moments": 

a  =  -Ä||;  (116) 

sie  liefern  zum  Ausdruck  des  Potentials  9  einen  Bestandteil: 

Dieser  genügt  der  Differentialgleichung: 

^F=-47rÄ;9)  (118) 

und  an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Mittel  der  Übergangs- 
bedingung: 

|21  +  |Z.  =  -  4  «  k  !"■  +  fc,  ^•?' } .  (119) 

Daraus  folgt  dann: 

^(p^  —  ^ne  —  4.nkJ(p  (120) 

und  mit  Rücksicht  auf  (34 j: 

7361)  §  58,  p.  226.  7362)  §  59,  p.  231. 
7363)  §  60,  p.  232.  7364)  §  61,  p.  234. 
7365)  ßerl.  Ber.  1877,  p.  598;  Abhandl.  p.  182. 
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(121)  (1  +  Ank)^^  +  4:7ck  J(p  =  0, 

sowie  die  Übergangsbedingangen: 

(122)  (pi  —  (p2=  —  4:nh^ 

(1  +  i„k,)S-,P^  +  (1  +  4«Äi)|.  1^ 

(123)  ^  ^^ctSn^^^    -^        '^^dtdn, 

in  deren  erster  i^  die  Contactkraft  repräsentirt;  die  zweite  Iftlst  sieb, 
wenn  die  Dielektricitätsconstante  fi  durch: 

(124)  ^=-^^* 
eingefClhrt  wird,  auch  schreiben: 

Ist  ^9  =  0  für  ^=0,  so  bleibt  es  immer  Null.  Für  den  Fall 
i^  =  0  giebt  Eirchhofif  später  zu  besprechende  Lösungen  durch  Ent- 
wicklungen nach  Cylinderfunctionen. 

0.  Heaviside'**®)  stellt  die  Gleichungen  (90)  noch  einmal  auf 
und  leitet  aus  ihnen  die  Relation  ab: 

(126)  -^-^  =  Ä»a.V», 

in  der  die  Lidices  0  und  1  sich  auf  Anfang  und  Ende  des  Leiters 
—  oder  überhaupt  auf  irgend  zwei  Punkte  desselben  —  beziehen. 
Doch  könne  man  aus  ihnen  auch  [wie  schon  Lagarde^'^^)  gezeigt 
hatte]  k  und  ß  getrennt  bestimmen.  Er  meint,  Messungen  nur  an 
einem  Enden  gäben  inuner  den  Widerstand  zu  klein,  die  Isolation 
zu  schlecht. 

E.  Mascart^^®'')  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Differential- 
gleichung (60)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  x  durch  rn^x  und  i 
durch  mt  ersetzt.  Daraus  könne  man  schlielsen,  dafs  in  einem  un- 
endlich langen  Drahte  das  Potential  nur  Function  von  y  —  ^/V^  söi 
und  dann  sofort  wie  in  der  Wärmeleitungslehre  ***^)  die  Lösung  Elf  jf 
und  aus  ihr  durch  Differentiation  die  von  W.  Thomson ^•*^)  gegebene: 

^«PT\  dErf  dy 

ableiten. 


7866)  Phil.  mag.  (6)  6,  1878,  p.  436. 
7367)  Par.  C.  E.  86,  1878,  p.  966. 
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A.  Cornu^'®^)  fragt,  inwiefern  man  denn  eigentlich  berechtigt 
sei,  die  Analogie  zwischen  Wärme-  und  Elektricit^ätsleitimg,  die  für 
den  stationären  Zustand  gut  bewiesen  sei,  auch  auf  variable  Zustände 
zu  übertragen.  Die  praktischen  Elektriker  redeten  doch  von  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit elektrischer  Wellen;  dals  man  solche  aus 
der  Formel  nicht  erhalte,  liege  an  deren  ersten  Voraussetzungen,  bei 
denen  die  Zeit  der  Strahlung  von  Molekel  zu  Molekel  vernachlässigt 
werde.  [Vgl.  die  thermische  Untersuchung  von  Stefiui**^)].  Eine 
weitere  Frage  sei,  ob  die  aus  der  Formel  [vgl.  §  53  (2)]  folgende 
Abnahme  der  Amplitude  periodischer  Ströme  mit  der  Entfernung 
bewiesen  werden  könne.  Man  komme  durch  solche  Überlegungen  zu 
derselben  Form  der  Gleichungen,  wie  sie  Eirchhoff,  Maxwell  und 
Lorenz  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  erhalten  hätten. 

L.  Ditscheiner'^^)  kommt  noch  einmal  auf  die  Theorie  der 
Nobili'schen  Farbenringe  zurück.  Er  meint,  man  müsse  die  Dicke 
der  Metallplatte  und  die  Lage  der  Elektroden  berücksichtigen,  dürfe 
auch  nicht  von  vorneherein  voraussetzen,  dafs  das  Potential  in  der 
Platte  constant  sei.  Es  handelt  sich  dann  um  die  Litegration  der 
Differentialgleichung  (14)  unter  den  Nebenbedingungen: 

1^  =»  0  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  (128) 

^^Jii-^^Jn^     r,-t;,==ir  (129) 

an  der  Trennungsebene  zwischen  Metall  und  Flüssigkeit. 

Zur  Behandlung  dieser  Aufgabe  geht  er  zunächst  aus  von  der  für 
den  unendlichen  Raum  geltenden  Lösung  (rj"^ — ^'i'^)'*'^);  ^^  ^  erhält 
er  durch  Spiegelung  die  Lösung  für  den  Halbraum  und  durch 
wiederholte  Spiegelung  die  Lösung  für  den  Raum  zwischen  zwei 
parallelen  Ebenen  in  Gestalt  einer  unendlichen  Reihe '*'^).  Liegen 
die  Elektroden  beide  in  dei*selben  Begrenzungsebene  und  lälst  man 
den  Abstand  der  beiden  Ebenen  gegen  Null  abnehmen,  so  gehen  die 
Summen  in  Integrale  über,  und  man  erhält  die  für  die  Strömung 
in  der  Ebene  gültigen  logarithmischen  Formeln.  Femer  behandelt 
er  Strömung  in  einem  durch  eine  Ebene  in  zwei  Teile  ungleicher 
Leitfähigkeit  geteilten  unendlichen  Räume,  ebenfalls  mit  Hilfe  des 
Spiegelungsprincips '*^*).  Für  die  Intensität,  die  den  Spiegelbildern 
der  Elektroden    in    diesem  Falle  beigelegt  werden  mufs,    findet  er 


7368)  ib.  p.  1120.         7869)  Wien.  Her.  78,  1878,  p.  98. 
7870)  p.  96.         7371)  p.  97.         7872)  p.  98. 
Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigung.    X.  90 
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dieselben  Werte,  wie  sie  Quincke  t  §  109)  fnr  die  Ebene  gegeben  hatte  '•***). 
Damit  sei  das  Problem  der  Nobili'sehen  Ringe  für  den  Fall  gelitat, 
dais  sowohl  die  Metallplatte  als  die  Flüssigkeitsschieht  hinllnglidi 
dick  sind.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  ist  noch  die  Bedingung  (129) 
zu  berücksichtigen'''^),  was  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den 
Grenzflächen  geschehen  kann.  Von  den  znnSchst  erhaltenen  Summen 
—  mn  deren  Convergenz  er  sich  übrigens  keine  Sorgen  macht  — 
geht  er  anch  hier  zu  Integralen  über*'*^). 

6.   Ferraris '''*^^)    geht    bei   Behandlnng    der   stationftren   elek- 
trischen StrGme  vom  Energieprincip  aus.  das  er  in  der  Form  schreibt: 

(130)  Ä  =  fiXu  +  Yv  +  Ztc)dx  =  ^  p(ii*+  r^-h  IT*)  Jt, 

in  der  links  die  Arbeit  der  elektrischen  KrSfle,  rechts  die  Joule'sche 
Wirme  steht.  Auch  er  zeigt,  dals  dieses  Sl  einen  grolseren  Wert 
erhftlt,  wenn  man  f&r  ti,  r,  tc  die  durch  das  Ohm'sche  Gesetz  ge- 
forderten Werte  einsetzt,  als  für  irgend  andere  Werte,  die  der 
Gleichung  (14)  und  den  Grenzbedingungen  genügen.  Speciell  be- 
handelt er  den  Fall,  dafs  in  einem  Teile  des  Körpers  keine  anderen 
Kräfte  thStig  sind,  als  diejenigen,  die  von  der  freien  Elektricitftt  her- 
rühren ^'^^^  es  ergiebt  sich  dann  der  Satz:  Sind  die  Stromintensitaten 
in  allen  Punkten  von  5  gegeben,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Integral: 

(131)  Äi  ==  C{u^  +  t?*  +  O  ilT 

für  die  zustandekommende  Strömung  kleiner  als  für  irgend  welche 
andere  Functionen,  die  den  Oberflachen-  und  Stetigkeitsbedingungen 
genügen.  Der  „bekannte  Dirichlef  sehe  Satz^  von  der  Existenz  eines 
Minimums  des  Integrals: 

bei  vorgeschriebenen  Unstetigkeitsbedingungen  an  Trennungsflächen 
sei  ein  specieller  Fall  hiervon.  Diesen  Satz  wendet  er  dann  auf  die 
Stromverzweigung  in  linearen  Leitersystemen  an;  zum  Schlufs  weist 
er  noch  darauf  hin,  dais  die  im  NachlaCs  von  Gaufs  vorgefundenen 
Minimaltheoreme  sich  aus  den  seinigen  als  specielle  Fälle  ergeben*'^). 


7373)  p.  101.    In  einer  Note  bespricht  er  die  Frage,  wie  weit  man 
kugelförmige  Elektroden  durch  ihre  Mittelpunkte  ersetzen  könne. 

7374)  p.  106.    7376)  p.  110. 

7376)  Line.  mem.  (8)  4,  1879,  p.  168;  opere  1,  p.  149. 

7377)  nr.  3,  p.  161.    7378)  nr.  8,  p.  161. 
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Wie  wenig  die  von  den  mathematischen  Physikern  ausgebildeten 
Begriffe  noch  Ende  der  siebziger  Jahre  bei  den  Empirikern  all- 
gemeinen Eingang  gefanden  hatten,  zeigt  eine  sehr  merkwürdige 
Discussion,  die  sich  damals  in  der  Zeitschrift  „Electrician^  entspann. 
Th.  du  Moncel'^'*)  hatte  die  Frage  besprochen,  ob  es  zweckmäfsig 
sei,  die  beiden  Worte  „Spannung  (tension)"  und  „Potential"  neben- 
einander zu  gebrauchen.  Er  glaubt,  es  sei  dazu  nur  erforderlich, 
beide  Begriffe  gehörig  zu  definiren,  um  sie  auseinanderhalten  zu 
können.  Unter  „Spannung  des  Stromes"  will  er  verstehen:  „die- 
jenige Eigenschaft  des  Fluidums,  die  sozusagen  der  elektrischen  Be- 
wegung den  Anstofs  giebt"  oder[?]  „die  Quantität  Elektricit&t,  die 
in  freiem  Zustande  gehalten  wird,  wenn  die  Verbindung  zwischen 
den  Polen  der  Batterie  aufgehoben  wird".  Es  sei  sozusagen  die 
Qualität  der  Elektricität  und  habe  keine  Beziehung  zu  ihrer  Quantität. 
Potential  dagegen  verhalte  sich  zur  Elektricität  wie  Temperatur  zur 
Wärme  und  sei  durch  —  ^mr"^  auszudrücken;  man  könne  es 
auch  mit  Abria  durch  die  Angabe  einer  Torsionswage  definiren. 

Daraufhin  protestirt  D.  0.  FitzOerald  gegen  den  Ausdruck 
„Spannung  eines  Stromes"'*^).  Constante  Ströme  unterscheiden  sich 
nur  durch  ihre  „Gröfse"  und  durch  ihre  „Dichtigkeit";  letztere  sei 
dasselbe,  was  man  in  England  mit  „intensity*^  oder  „quantity", 
französisch  mit  „intensite"  bezeichne.  Potential  sei  dasselbe  wie 
Spannung  und  klinge  nur  gelehrter.  Freilich  sei  der  Term  Spannung 
ofb  falsch  gebraucht  worden,  namentlich  wenn  behauptet  worden  sei, 
die  Spannung  in  stark  gekrümmten  Teilen  einer  Fläche  sei  gröDser 
als  in  weniger  stark  gekrümmten. 

0.  Lodge'*^^)  wundert  sich,  dafs  es  immer  noch  Elektriker 
gebe,  die  die  Notwendigkeit  einer  eigenen  Bezeichnung  für  das,  was 
man  Potential  nenne,  nicht  einsehen  wollten.  Ob  der  Name  g^t 
oder  schlecht  gewählt  sei,  sei  nebensächlich;  er  sei  aber  allgemein 
eingeführt.  Man  könne  ja  dafür,  wenn  man  wolle,  auch  „Spannung" 
sagen;  nur  müsse  man  diesen  Ausdruck  dann  gehörig  definiren  und 
nicht  so  unbestimmt  gebrauchen  wie  andere  „meaningless  abomi- 
nations",  z.  B.  Stromdichte.  Immer  habe  das  aber  den  Nachteil, 
dafs  derselbe  Terminus  noch  in  vielen  anderen  Bedeutungen  ge- 
braucht werde,  namentlich  für  die  Kraft,  mit  der  eine  Ladung  sich 
vom  Leiter   zu   entfernen   strebe.     Tm  Innern   eines  Hohlkörpers    sei 


7879)  L'^lectricit^;    mir   nur   durch  die  englische  Übersetzung  Elec- 
trician  2,  1879,  p.  131  zugänglich. 

7380)  Electrician  2,  1879,  p.  189.         7881)  ib.  p.  164. 

90* 
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Jahre  1861  veröffentlicht  worden.     Der  V.  Abschnitt,  der  die  gal 
nischen  Ströme  behandelt,  beginnt  ^'^^  mit  der  von  der  dualistisdien 
Auffassimg   aus    durchgeführten  Berechnung  der  ElektrioitfttBmenge, 
die  von   einer  Seite  eines  Flftchenelements   im  Zeitelement  auf  die 
andere  übertritt;   wird  sie   durch  das  Zeitelement  und  das  Flftchen- 
element  dividirt,  so  wird  die  „specifische  Stromintensit&t^^  erhalten. 
Ihre  Zerlegung  in  Componenten  nach  den  drei  Coordinatenaxen  er- 
scheint dabei  als   directe  Consequenz   der  entsprechenden  Zerlegung 
der  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Elektricitätsteilchen.     Durch  die 
Aufstellung  der  Elektricitätsbilanz  für  ein  elementares  Parallelepiped 
gewinnt  er  dann   die   Continuitätsgleichung  in   der  Form  (34)^*'*). 
Weiter  bespricht  er  die  „elektrischen  Scheidungskräfte"  ^'*^;  er  stellt 
sich  vor,  dafs  die  elektrischen  Teilchen  fortwährend  in  sehr  rascher 
Bewegung    sich    befinden,     dafs     aber,     solange    keine    besonderen 
Scheidimgskräfte  auftreten,  von  der  einen  Seite  einer  Fläche  ebenso- 
yiele  Teilchen  auf  die  andere  übertreten,  als  umgekehrt,  sodafs  die 
resultirende  Stromintensität  überall  Null  ist;  von  dieser  Anschauung 
aus    sehe    man    ohne   Schwierigkeit    ein,   wieso    die  Dichtigkeit   im 
Innern   während  der  Strömung   doch   überall  Null  sein  könne.     Die 
Scheidungskräfte    stellt    er    sich    als    sehr    grofs    gegen    diejenigen 
Molecularkräfte    vor,    von    denen    die    fortwährende    Bewegung    der 
elektrischen  Teilchen  abhängt;  daraufhin  kann  er  die  Stromintensitftt 
überall  der  Scheidungskraft  proportional  setzen.     Der  Factor  ist  da* 
specifische    Widerstand,    sein    reciproker    Wert     die    Leitfähigkeit 
Infolge  der  Scheidimg  sammelt  sich  ev.  freie  Elektricität  an;  ist  F 
deren  Potential,  und  sind  3,  H^  Z  die  Componenten  der  Scheidungs- 
kraft, so  werden  die  Ausdrücke  der  Stromcomponenten^*®®): 

(111)  u  =  k(^+s),... 

Im  Innern  des  Leiters  ist  dann  „von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an^': 

an  der  Oberfläche: 

(113)  (||  +  4l:  +  --  =  05 

an  der  Trennungsfläche  zweier  verschiedener  Mittel  hat: 

(11^) <^+^)l;+--- 

7357)  §  64,  p.  216.    7368)  §  66,  p.  220. 
7369)  §  66,  p.  221.    7860)  §  67,  p.  226. 
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beiderseits  denselben  Wert.  Dafs  stets  eine  und  nur  eine  diesen 
Bedingungen  genügende,  im  übrigen  stetige  Lösung  Y  existirt,  glaubt 
er  aus  der  Notwendigkeit  der  Existenz  eines  Minimums  des  Litegrals: 

///M(II+^)'+-l'"  (•»' 

schliefsen  zu  können ''^^),  das  die  von  der  freien  Elektricitat  ge- 
leistete Arbeit  vorstellt '^®^.  Aus  Y  berechnen  sich  dann  die  Ober- 
flächen- und  Raumdichten  wie  in  der  Elektrostatik.  Treten  die 
Scheidungskräfte  nur  in  einer  imendlich  dünnen  Schicht  auf,  so 
mufs  ihr  Moment  an  dieser  dem  Differentialquotienten  des  Potentials 
der  freien  Elektricitat  entgegengesetzt  gleich  sein^***).  Durch 
Specialisirung  kommt  er  dann  schliefslich  zum  Ohm'schen  Gesetz  für 
einen  linearen  Leiter^'**). 

G.  Kirchhoff'^*^)  ninmit  die  Theorie  der  Bewegung  der 
Elektricitat  in  unterseeischen  oder  unterirdischen  Kabeln  noch  einmal 
vor,  unter  Zugrundelegung  derselben  Hypothesen  wie  seiner  Zeit 
Thomson '*^^),  aber  unter  Berücksichtigung  der  dielektrischen  Polari- 
sation im  Anschlufs  an  Helmholtz  (§  110).  Ist  A;  eine  die  di- 
elektrische Polarisirbarkeit  des  Leiters  bestimmende  Constante,  so 
sind  die  „Componenten  des  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
elektrischen  Moments": 

„  =  -A.||;  (116) 

sie  liefern  zum  Ausdruck  des  Potentials  ^>  einen  Bestandteil: 

Dieser  genügt  der  Differentialgleichung: 

AY=^  —  ^n}i^>  (118) 

und  an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Mittel  der  Übergangs- 
bedingung: 

|21  +  ;7.  =  _  4«  Iä,!"'  +  ^,,i^^  \  .  (119) 

Daraus  folgt  dann: 

J(p  =  —  ^TtB  —  4cnkJ(p  (120) 

und  mit  Rücksicht  auf  (34): 

7361)  §  58,  p.  226.  7362)  §  59,  p.  231. 
7363)  §  60,  p.  232.  7364)  §  61,  p.  234. 
7366)  ßerl.  Ber.  1877,  p.  598;  Abhandl.  p.  182. 
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(121)  (1  +  4:7tk)^^  +  4:7tk/1q>  =  0, 

sowie  die  Übergangsbedingangen: 

(122)  9>i  — 9)j=  —  4n;Ä, 

in  deren  erster  i^  die  Contactkraft  repräsentirt;  die  zweite  l&Ist  sieb, 
wenn  die  Dielektricitätsconstante  fi  durch: 

/^^^\  l  +  4,nk 

(124)  (^---T^- 

eingeföhrt  wird,  auch  schreiben: 

Ist  Jq>  =  0  für  ^  =  0,  so  bleibt  es  immer  Null.  Für  den  Fall 
/»  —  0  giebt  Eirchhofif  später  zu  besprechende  Lösungen  durch  Ent- 
¥ricklungen  nach  Cylinderfunctionen. 

0.  Heaviside'**®)  stellt  die  Gleichungen  (90)  noch  einmal  auf 
und  leitet  aus  ihnen  die  Relation  ab: 

(126)  ^^  =  fc*„»(3., 

in  der  die  Lidices  0  und  1  sich  auf  Anfang  und  Ende  des  Leiters 
—  oder  überhaupt  auf  irgend  zwei  Punkte  desselben  —  beziehen. 
Doch  könne  man  aus  ihnen  auch  [wie  schon  Lagarde^^^)  gezeigt 
hatte]  k  und  ß  getrennt  bestimmen.  Er  meint,  Messungen  nur  an 
einem  Enden  gäben  inuner  den  Widerstand  zu  klein,  die  Isolation 
zu  schlecht. 

E.  Mascart^^®^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Differential- 
gleichung (60)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  x  durch  m^x  und  i 
durch  mt  ersetzt.  Daraus  könne  man  schlielsen,  dafs  in  einem  un- 
endlich langen  Drahte  das  Potential  nur  Function  von  y  —  x/Yt  sei 
und  dann  sofort  wie  in  der  Wärmeleitungslehre  ***^)  die  Lösung  Erf  jf 
und  aus  ihr  durch  Differentiation  die  von  W.  Thomson ^•*^)  gegebene: 

ableiten. 


7866)  Phil.  mag.  (6)  6,  1878,  p.  436. 
7367)  Par.  C.  E.  86,  1878,  p.  966. 
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A.  Cornu^**^)  fragt,  inwiefern  man  denn  eigentlich  berechtigt 
sei,  die  Analogie  zwischen  Wärme-  und  Elektricit'ätsleitung,  die  für 
den  stationären  Zustand  gut  bewiesen  sei,  auch  auf  variable  Zustände 
zu  übertragen.  Die  praktischen  Elektriker  redeten  doch  von  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit elektrischer  Wellen;  dafs  man  solche  ans 
der  Formel  nicht  erhalte,  liege  an  deren  ersten  Voraussetzungen,  bei 
denen  die  Zeit  der  Strahlung  von  Molekel  zu  Molekel  vernachlässigt 
werde.  [Vgl.  die  thermische  Untersuchung  von  Steftui**^)].  Eine 
weitere  Frage  sei,  ob  die  aus  der  Formel  [vgl.  §  53  (2)]  folgende 
Abnahme  der  Amplitude  periodischer  Ströme  mit  der  Entfenlnng 
bewiesen  werden  könne.  Man  konmie  durch  solche  Überlegungen  zu 
derselben  Form  der  Gleichungen,  wie  sie  Kirchhoff,  Maxwell  und 
Lorenz  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  erhalten  hätten. 

L.  Ditscheiner'***)  kommt  noch  einmal  auf  die  Theorie  der 
Nobili'schen  Farbenringe  zurück.  Er  meint,  man  müsse  die  Dicke 
der  Metallplatte  imd  die  Lage  der  Elektroden  berücksichtigen,  dürfe 
auch  nicht  von  vorneherein  voraussetzen,  dafs  das  Potential  in  der 
Platte  constant  sei.  Es  handelt  sich  dann  um  die  Litegration  der 
Differentialgleichung  (14)  unter  den  Nebenbedingungen: 

1^  =-  0  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  (128) 

^1 15=^4-5'     ^'1-^2=  JS:  (129) 

an  der  Trennungsebene  zwischen  Metall  und  Flüssigkeit. 

Zur  Behandlung  dieser  Aufgabe  geht  er  zunächst  aus  von  der  fOr 
den  unendlichen  Baum  geltenden  Lösung  (r~^ — rj'^)''*'®V,  aus  ihr  erhält 
er  durch  Spiegelung  die  Lösung  für  den  Halbraum  und  durch 
wiederholte  Spiegelung  die  Lösung  für  den  Raum  zwischen  zwei 
parallelen  Ebenen  in  Gestalt  einer  unendlichen  Reihe '*'^).  Liegen 
die  Elektroden  beide  in  derselben  Begrenzungsebene  und  läüst  man 
den  Abstand  der  beiden  Ebenen  gegen  Null  abnehmen,  so  gehen  die 
Summen  in  Integrale  über,  und  man  erhält  die  für  die  Strömung 
in  der  Ebene  gültigen  logarithmischen  Formeln.  Femer  behandelt 
er  Strömung  in  einem  durch  eine  Ebene  in  zwei  Teile  ungleicher 
Leitfähigkeit  geteilten  unendlichen  Räume,  ebenfalls  mit  Hilfe  des 
Spiegelungsprincips ^*'^*).  Für  die  Intensität,  die  den  Spiegelbildern 
der  Elektroden   in    diesem  Falle  beigelegt  werden  mufs,    findet  er 


7368)  ib.  p.  1120.        7869)  Wien.  Her.  78,  1878,  p.  98. 
7870)  p.  96.         7871)  p.  97.         7872)  p.  98. 
Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereiuigong.    X.  90 
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dieselben  Werte,  ¥rie  sie  Quincke  (§  109)  für  die  Ebene  gegeben  hatte  '•^^. 
Damit  sei  das  Problem  der  Nobili'schen  Hinge  f&r  den  Fall  gelöst, 
daijB  sowohl  die  Metallplatte  als  die  Flüssigkeitsscbicbt  hinlänglich 
dick  sind.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  ist  noch  die  Bedingung  (129) 
zu  berücksichtigend'^'^),  was  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den 
Grenzflächen  geschehen  kann.  Von  den  zunächst  erhaltenen  Summen 
—  um  deren  Convcrgenz  er  sich  übrigens  keine  Sorgen  macht  — 
geht  er  auch  hier  zu  Integralen  über''^''^). 

G.   Ferraris^''*)    geht   bei  Behandlung    der   stationären   elek- 
trischen Ströme  vom  Energieprincip  aus,  das  er  in  der  Form  schreibt: 

(130)  Ä  =  Hxu  +Yv  +  Zw)  dt  =  I  q(u^+v^+  it*)  dt, 

in  der  links  die  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte,  rechts  die  Joule'sche 
Wärme  steht.  Auch  er  zeigt,  dafs  dieses  Ä  einen  gröfseren  Wert 
erhält,  wenn  man  fCLr  u,  t*,  ir  die  durch  das  Ohm'sche  Gesetz  ge- 
forderten Werte  einsetzt,  als  for  irgend  andere  Werte,  die  der 
Gleichung  (14)  und  den  Grenzbedingungen  genügen.  Speciell  be- 
handelt er  den  Fall,  dafs  in  einem  Teüe  des  Körpers  keine  anderen 
Kräfte  thätig  sind,  als  diejenigen,  die  von  der  freien  Elektricität  her- 
rühren'*'^; es  ergiebt  sich  dann  der  Satz:  Sind  die  Stromintensitäten 
in  allen  Punkten  von  S  gegeben,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Integral: 

(131)  Äi  =  f(u^  +  v*  +  w^)  dt 

für  die  zustandekommende  Strömung  kleiner  als  für  irgend  welche 
andere  Functionen,  die  den  Oberflächen-  und  Stetigkeitsbedingungen 
genügen.  Der  „bekannte  Dirichlef  sehe  Satz'^  von  der  Existenz  eines 
Minimums  des  Integrals: 

bei  vorgeschriebenen  ünstetigkeitsbedingungen  an  Trennungsflächen 
sei  ein  specieller  Fall  hiervon.  Diesen  Satz  wendet  er  dann  auf  die 
Stromverzweigung  in  linearen  Leitersjstemen  an;  zum  SchluTs  weist 
er  noch  darauf  hin,  dafs  die  im  NachlaCs  von  Gaufs  vorgefundenen 
Minimaltheoreme  sich  aus  den  seinigen  als  specielle  Fälle  ergeben  '''^). 


7373)  p.  101.    In  einer  Note  bespricht  er  die  Frage,  wie  weit  man 
kugelförmige  Elektroden  durch  ihre  Mittelpunkte  ersetzen  könne. 

7374)  p.  106.         7375)  p.  110. 

7876)  Line.  mem.  (8)  4,  1879,  p.  168;  opere  1,  p.  149. 
7377)  nr.  3,  p.  161.    7878)  nr.  8,  p.  161. 
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Wie  wenig  die  von  den  mathematischen  Physikern  ausgebildeten 
Begriffe  noch  Ende  der  siebziger  Jahre  bei  den  Empirikern  all- 
gemeinen Eingang  gefunden  hatten,  zeigt  eine  sehr  merkwürdige 
Discussion,  die  sich  damals  in  der  Zeitschrift  „Electrician^  entspann. 
Th.  du  Moncel^*'^*)  hatte  die  Frage  besprochen,  ob  es  zweckmäfsig 
sei,  die  beiden  Worte  „Spannung  (tension)"  imd  ,JPotential"  neben- 
einander zu  gebrauchen.  Er  glaubt,  es  sei  dazu  nur  erforderlich, 
beide  Begriffe  gehörig  zu  definiren,  um  sie  auseinanderhalten  zu 
können.  Unter  „Spannung  des  Stromes"  will  er  verstehen:  „die- 
jenige Eigenschaft  des  Fluidums,  die  sozusagen  der  elektrischen  Be- 
wegung den  Anstofs  giebt^^  oder[?]  „die  Quantität  Elektricit&t,  die 
in  freiem  Zustande  gehalten  wird,  wenn  die  Verbindung  zwischen 
den  Polen  der  Batterie  aufgehoben  wird".  Es  sei  sozusagen  die 
Qualität  der  Elektricität  und  habe  keine  Beziehung  zu  ihrer  Quantität. 
Potential  dagegen  verhalte  sich  zur  Elektricität  wie  Temperatur  zur 
Wärme  imd  sei  durch  —  ^mr"^  auszudrücken;  man  könne  es 
auch  mit  Abria  durch  die  Angabe  einer  Torsionswage  definiren. 

Daraufhin  protestirt  D.  0.  FitzOerald  gegen  den  Ausdruck 
„Spannung  eines  Stromes"'*®^).  Constante  Ströme  unterscheiden  sich 
nur  durch  ihre  „Gröfse"  und  durch  ihre  „Dichtigkeit";  letztere  sei 
dasselbe,  was  man  in  England  mit  „intensity"  oder  „quantiiy", 
französisch  mit  „intensite"  bezeichne.  Potential  sei  dasselbe  wie 
Spannung  und  klinge  nur  gelehrter.  Freilich  sei  der  Term  Spannung 
oft  falsch  gebraucht  worden,  namentlich  wenn  behauptet  worden  sei, 
die  Spannung  in  stark  gekrümmten  Teilen  einer  Fläche  sei  gröfser 
als  in  weniger  stark  gekrümmten. 

0.  Lodge^^®^)  wundert  sich,  dafs  es  immer  noch  Elektriker 
gebe,  die  die  Notwendigkeit  einer  eigenen  Bezeichnimg  für  das,  was 
man  Potential  nenne,  nicht  einsehen  wollten.  Ob  der  Name  gut 
oder  schlecht  gewählt  sei,  sei  nebensächlich;  er  sei  aber  allgemein 
eingeführt.  Man  könne  ja  dafür,  wenn  man  wolle,  auch  „Spannung" 
sagen;  nur  müsse  man  diesen  Ausdruck  dann  gehörig  definiren  und 
nicht  so  unbestimmt  gebrauchen  wie  andere  „meaningless  abomi- 
nations",  z.  B.  Stromdichte.  Immer  habe  das  aber  den  Nachteil, 
dafs  derselbe  Terminus  noch  in  vielen  anderen  Bedeutungen  ge- 
braucht werde,  namentlich  für  die  Kraft,  mit  der  eine  Ladung  sich 
vom  Leiter   zu   entfernen   strebe.     Tm  Innern   eines  Hohlkörpers    sei 


7879)  L'älectricit^;   mir   nur   durch  die  englische  Übersetzung  Elec- 
trician  2,  1879,  p.  131  zugänglich. 

7380)  Electrician  2,  1879,  p.  189.         7881)  ib.  p.  164. 

90* 
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das  Poteatial  dasselbe  wie  auf  seiner  ObeEfliche,  aber  wenige 
Elektriker  würden  sagen  wdlen,  dals  im  Innern  Spammn^  rmt- 
banden  seL 

FitzGerald  erwidert^^:  nicht  Potential,  sondern  eben 
Spannung  sei  der  bereits  allgemein  eingeführte  Ausdruck;  Stnmr 
dicbtigkeit  sei  übrigens  ein  wohl  definirter  und  z.  B.  für  die  SMiio- 
Chemie  fundamentaler  BegiiC  Die  Aussage,  dals  im  Innen  eines 
Hohlkörpers  keine  Spannung  vorhanden  sei,  bedeute  nur,,  dafs  das 
Dielektaiknm  in  einem  solchen  Hohlräume  nicht  zum  ^induetiven 
Kreise"  gehdre.  Beror  man  eine  Wirkung  auf  ein  Elektrometer 
ablesen  könne,  müsse  man  es  erst  in  einen  solchen  Kreis  einscthaltsn^ 
ebenso  wie  im  correspondirenden  Fall  das  Galvanometer  in  den 
^onductiven  Kreis".  Endlidi:  eine  in  einem  Punkte  vereinigts 
ElektrieitStsmenge  könne  er  sich  nicht  vorstellen. 

Darauf  Lodge^*^:  Kit  der  Stromdichtigkeit  habe  FitsGerald 
Becht;  im  übrigen  nidtt  Abria's  Definition  sei  überhaupt  fidadi. 
SchlieEslich  falst  er  FitzGerald's  Auffassung  in  sieben  „GlanbsBS- 
artikel"  zusammen  und  erklärt  sie  alle  „modestlj  but  peremptorily 
and  irrevocablj"  für  iBeüscIl 

Darauf  wieder  FitzGerald^^:  wenn  die  MathematikBr^'*) 
der  Summe  ^^*nr~^  den  Namen  Potential  geben  wollten,  könne 
man  nichts  dagegen  haben,  aufser  wenn  sie,  wie  aus  Lodge's  letstem 
Briefe  hervorzugehen  scheine,  selbst  noch  nicht  vollständig  einig 
darüber  seien.  Anders  sei  es,  wenn  sie  überhaupt  keine  bestimmte 
Definition  gaben  und  dann  das  Wort-  im  Sinne  von  Spannung  ge- 
brauchten. Wer  vom  scbulmäisigen  Studium  der  ElektricitiLtslehro 
in  die  Praxis  trete,  müsse  vor  allem  viel  verlernen,  z.  B.  den  Satz, 
dals  die  Capacität  einer  Kugel  gleich  ihrem  Radius  sei  Man  müsse 
überhaupt  die  ganze  „scholastische"  Elektricitätslehre,  einschlieüalidi 
des  Satzes  vom  reciproken  Quadrat  der  Entfernung,  über  den  Hauftn 
werfen;  es  gebe  in  der  Natur  keine  Kraft,  die  der  sog.  elektro- 
motorischen Kraft  entspreche  oder  so  variire  wie  diese. 

Eine  Bemerkung  von  C.  A.  Faure'*^)  hebt  hervor,  dafs  die 
Definition    des   Potentials   in    einem   Punkte    nicht   das  Vorhanden- 


7382)  ib.  p.  176.         7888)  ib.  p.  186. 

7384)  ib.  p.  199. 

7885)  Darunter  sind  in  dieser  glänzen  Discussion  immer  die  mathe- 
matischen —  wenn  man  will,  die  mathematisirenden  —  Physiker  zu  ver- 
stehen. 

7386)  ib. 
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sein  eines  Körpers  oder  das  von  Elektricität  in  diesem  Pankte 
verlange. 

Du  Moncel"®^  findet:  die  Notwendigkeit  eines  eigenen  Wortes 
für  den  Begriff  Potential  gehe  gerade  daraus  hervor,  dafs  FitzGerakL 
sich  erst  darüber  wundere,  dafs  er  (D.  M.)  den  Ausdruck  „Spannung 
eines  Stromes^^  gebrauche,  und  dann  doch  zeige,  dafs  die  Gleichungen 
unter  Einführung  der  Spannung  einfacher  und  verst&ndlicker  werden. 
Er  habe  übrigens  niemals  behauptet,  Potential  und  Spannung  seien 
zwei  verschiedene  Dinge,  sondern  nur,  das  Wort  tension,  wie  es  in 
Frankreich  gebraucht  werde,  sei  sieht  scharf  definirt.  Manchmal 
genüge  freilich  der  Potentialbegriff  allein  nicht  zur  Eikl&rung  der 
Erscheinungen,  z.  B.  bei  dem  von  Fite-Gerald  erwähnten  Problem 
des  Ausströmens  aus  einer  Spitze.  Hier  müsse  man  in  der  That 
von  Spannung  reden.  Übrigens  scheine  aus  FitzGerald's  Bemerkungen 
hervorzugehen,  dafs  man  besser  thue,  von  „Gröfse^  und  „Dichti^eit^ 
eines  Stromes  zu  reden  statt,  wie  in  Frankreich  üblich  sei.  von 
„Quantität"  und  „Spannung"'««). 

B.  Baynes"®*)  berichtet,  er  sei  erst  nach  längerer  Mühe  zu 
einer  erträglich  klaren  Vorstellung  von  Potential  gelangt,  nämlich 
daüs  darunter  verstanden  werde  „the  property  [eines  elektrisirten 
Körpers]  of  requiring  work  to  be  done  when  an  eleotrified  body  is 
moved  in  its  presenoe".  Dann  giebt  er  an,  wie  diese  Arbeit  ge- 
messen werden  könne:  das  Potential  wird  ihm  so  „work  per  [unit 
o£]  electricitjr**.  Er  sagt  aber  dann  doch:  „potential  is  work"  und 
begründet  das  damit,  dafs  die  auf  eine  Elektridtätseinheit  über- 
tragene Arbeitsmenge  nicht  eine  Grölse  von  anderer  Art  [Dimension] 
sein  könne,  als  die  auf  50  Einheiten  übertragene.  Dabei  legt  er 
Gewicht  auf  die  Unterscheidung  von  „isf^  und  „wird  gemessen 
durch";  die  Hauptschwierigkeiten  fCLr  Anfänger  entständen  aus  der 
Kichtbeachtimg  dieser  Unterscheidung.  Das  Wort  „Spannung^^  will 
er  nur  für  „Kraft  per  Flächeneinheit"  gebraucht  wissen.  Die 
Oapacität  eines  Körpers  sei  erst  bestimmt,  wenn  seine  Umgebung 
gegeben  sei.  Nach  einigen  Auseinandersetzungen  über  Einheiten 
macht  er  schliefslich  darauf  auftnerksam,  dafs  die  sog.  elektro- 
motorische Kraft  keine  Kraft  in  dem  Sinne  sei,  in  dem  dieses  Wort 
sonst  gebraucht  werde;  man  solle  daher  lieber  „Potentialdifferenz" 
sagen. 


7887)  L'^lectricitä;  Electrician  2,  p.  208. 

7388)  Hier  scheint  eine  neue  Verwechslung  vonuliegen. 

7389)  Electrician  2,  p.  281. 
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J.  T.  Sprague  meint  dazu^*^):  wenn  ein  mathematiach  ge- 
schalter Mann  wie  Bajnes  so  lange  gebrancht  habe,  um  sich  den 
Potentialbegriff  erträglich  Uar  zu  machen,  solle  man  diesen  Begriff 
lieber  ganz  üallen  lassen.  Die  Mathematiker  von  heute  seien  über- 
haupt yiel  zn  metaphysisch'^^).  Das  Wort  ^otential^  sei  geradezu 
typisch  f&r  ein  System,  das  eine  Ehescheidung  zwischen  Wissen- 
schaft und  Natur  anstrebe.  Wenn  man  von  der  Capacität  einer 
Fläche  [des  von  einer  Fläche  begrenzten  Raumes]  spreche,  vergesse 
man  die  duale  Natur  der  Elektricität:  die  wahre  Elektncität  ezistire 
nicht  auf  einer  leitenden  Fläche,  sondern  in  dem  Baume  zwischen 
zwei  solchen,  diese  dienten  einfach  als  Gondensatoren,  wie  die 
Elektroden  in  einer  Zersetzungszelle.  Daher  sehe  es  auch  so  aus, 
als  ob  statische  und  dynamische  Elektricität  zu  zwei  verschiedenen 
Welten  gehörten;  das  ganze  Gerüste  der  Lehre  von  der  ersteren 
könne  man  für  die  letztere  nicht  gebrauchen.  Was  man  „elektro- 
motorische Kraft^  oder  „Spannungsdifferenz"  nenne,  sei  einfach  die 
Quadratwurzel  aus  der  aufgewendeten  oder  verfügbaren  Energie  [?]. 
Die  Capacität  einer  Kugel  in  einem  geschlossenen  Räume  hänge  von 
den  Dimensionen  dieses  Raumes  ab. 

0.  Lodge^'^  findet  Baynes'  Aufsatz  „interesting  and  amusing^. 
Er  habe  ganz  Recht,  wenn  er  zwischen  yßst''''  und  „wird  gemessen 
durch^^  zu  unterscheiden  verlange,  wenn  er  auch  den  Unterschied 
vielleicht  etwas  zu  metaphysisch  aufüasse.  Fitz  Gerald  gegenüber 
bemerkt  er,  die  Mathematiker  seien  an  sich  über  die  Bedeutung 
des  Wortes  Potential  ganz  einig;  was  man  noch  discutire,  sei  nur 
die  pädagogische  Frage,  wie  man  die  Sache  Anfängern  am  besten 
klar  machen  könne.  Was  ein  Ding  wirklich  „ist'S  bezw.  ob 
einer  bestimmten  Wortverbindimg  überhaupt  eine  „objective  entity" 
entspreche,  sei  immer  schwer  zu  sagen,  wenn  man  sich  nicht  mit 
ganz  vagen  Wendungen  begnügen  wolle.  Von  gewissen  physikalischen 
GröDsen  habe  man  allerdings  eine  mehr  oder  minder  bestimmte 
erfahrungsmälsige  Vorstellung  „what  it  really  feels  like'\  so  z.  B. 
von  Kraft  durch  den  Muskelsinn;  wenn  man  zu  solchen  Begriffen 
wie  Potential  komme,  höre  dergleichen  auf.  Baynes  habe  freilieh 
Recht,  wenn  er  sage,  zwischen  der  Arbeit  auf  eine  Einheit  und  der 
auf  50   Einheiten   könne  kein   Unterschied   der  Art   nach   bestehen; 


7890)  ib.  p.  247. 

7801)  Hier  redet  er   von   vierter  Dimension   und  anderen  nicht  znr 
Sache  gehörigen  Dingen. 
7892)  ib.  p.  248. 
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wohl  aber  sei  ein  solcher  unterschied  zu  machen  zwischen  „Arbeit 
an  und  für  sich"  und  „Arbeit  per  Einheit  von  irgend  etwas";  z.  B. 
sei  Arbeit  per  Zeiteinheit  gleich  power,  Arbeit  per  Längeneinheit 
gleich  Kraft,  Druck  per  Flächeneinheit  sei  Druckintensität  u.  s.  w. 
Ganz  ebenso  sei  „potentielle  Energie  per  Elektricitätseinheit"  nicht 
Energie,  sondern  eben  Potential. 

FitzGerald^'^^)  erläutert  du  Moncel  gegenüber,  dafs  er  nur 
den  Gebrauch  des  Ausdrucks  „Spannung  eines  Stromes"  beanstandet 
habe,  nicht  den  von  Spannung  überhaupt.  Wenn  Potential  und 
Spannung  dasselbe  bedeuten  sollten,  so  habe  nicht  der  erstere  Aus- 
druck, sondern  der  letztere  das  Vorrecht  der  Priorität.  Auch  dieser 
sei  übrigens  den  Physikern  nur  von  den  Mathematikern  aufoctrojirt 
worden,  sei  ganz  künstlich  und  drücke  nur  die  Quadratwurzel  aus 
der  „elektrischen  Kraft"  aus,  die  allein  in  der  Natur  existire.  Er 
skizzirt  dann  eine  ihm  eigentümliche  Auffassung  des  Parallelismus 
zwischen  Strömungserscheinungen  („conductive  circuit")  und  Influenz- 
erscheinungen („inductive  circuit");  der  Widerstand,  der  sich  dem 
Ausströmen  von  Elektricität  aus  einer  Fläche  entgegenstelle,  sei 
proportional  zu  dem  Räume,  den  die  in  der  Begrenzung  errichteten 
Normalen  der  Fläche  einschliefsen.  Daraus  erkläre  sich  das  leichte 
Ausströmen  der  Elektricität  aus  Spitzen. 

Die  Redaction  des  Electrician  teüt  dann  zwei  Briefstellen 
mit'^^),  eine  von  W.  Thomson,  der  für  scharfe  Definitionen  auf 
einen  seiner  älteren  Aufsätze  verweist,  und  eine  von  Hopkinson, 
der  erklärt,  Sprague  sei  im  Irrtum,  wenn  er  behaupte,  Elektrostatik 
und  Elektrodynamik  seien  für  den  Mathematiker  zwei  getrennte 
Welten. 

L.  Cumming^^^^)  begrüfst  jeden  Versuch,  die  physikalische 
Terminologie  von  Mehrdeutigkeiten  zu  reinigen.  Potential  müsse  so 
deflnirt  werden,  dafs  die  Definition  auch  für  Grravitation  imd 
Magnetismus  passe;  das  sei  bei  der  von  Baynes  gegebenen  Definition 
nicht  der  Fall.  Auch  mit  der  weiteren  Ausführung  bei  Baynes  ist 
er  nicht  einverstanden,  namentlich  nicht  mit  dem  Schlüsse:  wenn 
die  elektrische  Kraft  nicht  überall  zur  Oberfläche  des  Leiters  normal 
wäre,  würde  die  Elektricität  auf  ihm  nicht  im  Gleichgewicht  sein 
können.  Damit  werde  schon  vorausgesetzt,  was  doch  erst  bewiesen 
werden  solle,  nämlich  dafs  die  Ableitung  des  Potentials  ein  Mafs 
für     die     Kraft     sei.       Dann     kommen     wieder    Discussionen     über 


7393)  filectricit^;  engl.  Electrician  2,  1879,  p.  249. 

7394)  ib.  p.  253.         7395)  ib.  p.  2ö8. 
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Dimensionen;  zum  Schlüsse  meint  er:  er  begnüge  sich  mit  reinen 
Wortdefinitionen;  Baynes  verlange  Sachdefinitionen.  Dabei  habe  er 
(C.)  Logiker  wie  J.  St.  Mill  für  sich,  der  erkläre,  eine  sog.  Saoh- 
definition  sei  nichts  weiter  als  eine  Wortdefinition  plus  Behauptung 
einer  Thatsache.  „Spannung^*  will  er  nur  für  den  Zwahgsznstand 
im  Dielektrikum  gebrauchen. 

FitzGerald^'^  beslÄtigt  Lodge,  dafs  er  nicht  nur  an  dem 
Ausdruck  „die  Oapacität  einer  Kugel  im  leeren  Räume  ist  gleich 
ihrem  Badius*^  Anstofs  genommen  habe,  sondern  die  Thatsache,  die 
damit  ausgedrückt  werden  solle,  selbst  nicht  für  richtig  halte.  Ein 
im  Räume  allein  befindlicher  Körper  kann  seiner  Meinung  nach 
überhaupt  nicht  geladen  werden.  Dann  kommt  er  wieder  auf  die 
Analogie  zwischen  dem  Ohm'schen  Gesetze  J  »  EjR  und  dem  G^ 
setze  des  „inductiven  Kreises"  (der  statischen  Ladung)  Q  »»  ^/^ij 
in  dem  B^  den  „inductiven  Widerstand"  bezeichne;  er  citirt  Stellen 
aus  seinen  älteren  Aufsätzen,  um  zu  beweisen,  dafs  er  diese  Auf- 
fassung schon  lange  gehabt  habe.  Mit  einzelnen  Auffassungen  von 
Baynes  sei  er  einverstanden,  andere  könne  er  nur  in  abstracto  be- 
wundem. 

Li  einem  zweiten  Aufsatze  ^*^')  verteidigt  er  seinen  Satz: 
„Spannung  oder  Potential  eines  Punktes  ist  gleich  der  doppelten 
potentiellen  Energie,  die  in  der  Elektricitätseinheit  aufgehäuft  ist, 
wenn  sie  unter  dieser  Spannung  steht" 

Baynes'**®)  erwidert  Lodge:  man  müsse  „work  on"  und  „work 
per  Unit  of  electricity"  unterscheiden;  letzteres  sei  „change  rate  of 
work".  Aber  man  dürfe  auch  nicht  sagen:  work  per  unit  of  lengtb 
,4st"  Kraft,  sondern  nur  „die  Kraft  wird  durch  diese  Arbeit  ge- 
messen". 

J.  Cl.  Maxwell ''^)  setzt  auseinander:  wenn  die  verschiedenen 
Zweige  einer  Wissenschaft  einzeln  soweit  entwickelt  seien,  dals  sie 
einander  treffen,  sei  es  ganz  natürlich,  dafs  die  Definitionen  einiger 
Zurechtrückung  bedürften,  wenn  sie  zur  Übereinstimmung  gebracht 
werden  sollten.  Für  die  Elektrostatik  allein  würde  Baynes'  Vor- 
schlag, Potentialdifferenz  statt  elektromotorische  Kraft  zu  sagen, 
ganz  zweckmäfsig  sein;  aber  in  anderen  Gebieten  habe  man  nut 
elektromotorischen  Ejräften  in  Fällen  zu  thun,  in  welchen  kein 
Potential  existire.  Er  ziehe  es  daher  vor,  den  Begriff  „elektro- 
motorische Kraft"    möglichst    frühzeitig    einzuführen   und  zu   sagen: 

7396)  ib.  p.  260.         7397)  ib.  p.  261.         7398)  ib.  p.  262. 
7899)  ib.  p.  271;  nicht  in  den  papers. 
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was  eine  Verschiebung  der  Elektricitftt  bewirkt  oder  zu  bewirken 
strebt,  heilst  elektromotorische  Kraft;  die  elektromotorische  Kraft 
längs  eines  bestimmten  Weges  von  Ä  nach  B  wird  gemessen  durch 
die  Arbeit,  die  änfsere  Ejräffce  an  der  Elektricitätseinheit  leisten 
mülsten,  um  sie  auf  diesem  Wege  von  B  nach  A  zu  bringen. 
Damit  sei  fireiüch  nicht  erklärt,  was  elektromotorische  Kraft  „ist^^; 
wer  das  verlange,  soUe  zuerst  sagen,  was  Elektricität  selbst  ist. 
Wer  finde,  dafs  er  mechanische  Kratt  „bj  feeling  what  it  is  like^ 
besser  verstehe,  könne  dasselbe  leicht  auch  hier  erreichen.  Wenn 
Gleichgewicht  bestehe,  sei  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  zwei 
Punkten  vom  Wege  unabhängig;  dann  könne  man  einen  beliebigen 
Punkt  Z  zum  Nullpunkt  wählen  und  das  Potential  in  irgend  einem 
anderen  Punkte  A  als  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  Z  und 
A  definiren.  Die  Mathematiker  hätten  es  bequem  gefunden,  diesen 
Punkt  Z  ins  Unendliche  zu  verlegen;  die  Praktiker  fänden  diesen 
Bezugspunkt  nicht  leicht  zugänglich  und  zögen  es  daher  vor  das 
Potential  der  Erde  als  null  anzundbütnen. 

Wenn  man  hierauf  von  der  Elektrostatik  zu  anderen  Kapiteln 
komme,  sei  dieser  Potentialbegriff  nur  mehr  unter  Einschränkungen 
anwendbar.  Das  Potential  ¥rürde  dann  auftreten  als  Integral  eines 
Differentialausdrucks,  der  nicht  immer  integrabel  sei,  und  auch  wenn 
er  integrabel  sei,  nicht  immer  eine  eindeutige  Function  liefere.  Im 
letzteren  Falle  könne  man  die  Sache  so  wenden,  dafs  das  Potential 
in  jedem  einzelnen  Medium  eindeutig,  aber  an  der  Grenze  zweier 
verschiedener  Medien  nicht  mehr  stetig  definirt  sei'*^). 

Zum  Schlüsse  bemerkt  er  noch:  Clausius  nenne  das,  was  er 
hier  Potential  genannt  habe,  Potentialfunction  utld  verstehe  unter 
Potential  das,  was  in  England  potentielle  Energie  heifse.  Was 
manchmal  „elektrische  Kraft  in  einem  Punkte'*  genannt  werde,  würde 
man  besser  als  „elektromotorische  Kraft  per  Längeneinheit,  gemessen 
in  bestimmter  Richtung'*  bezeichnen;  noch  besser  scheine  ihm,  in 
solchen  Fällen  das  Wort  ,Jntensität"  zu  gebrauchen.  „Tension** 
werde  im  Englischen  selten  anders  gebraucht,  als  f&r  die  durch 
Dehnung  erzeugte  Spannung;  im  Französischen  sei  der  Sprach- 
gebrauch sehr  schwankend. 

Lodge'*®^)  findet  Fitz  Gerald  gegenüber:  Wenn  man  zur  De- 
finition des  Potentials  die  Thatsache  benutzen  wolle,    daÜB  in  einer 


7400)  Die  hier  sich  anschliefsenden  Auseinandersetzungen  über  Contact- 
kräfte  berühren  uns  nicht. 

7401)  ib.  p.  278. 
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Ladung  (f  rom  Potential  V  die  Energie  1  2  ^  F  aufgespeichert  ist, 
so  sei  das  ein  grolser  Umweg,  so  etwa,  wie  wenn  man  die  Höhe 
eines  Hanses  definiren  wolle  dorch  die  Energie,  die  in  einer  bis  in 
dieser  Höhe  gehobenen  Masse  aufgespeichert  ist.  Ein  wirklicher 
Fehler  aber  liege  bei  FitzCrerald  vor,  wenn  er  daran  anschliefsend 
behaupte,  das  Potential  einer  Flftc-he  sei  einfach  das  Potential  der 
dort  aufgespeicherten  Ladung:  Potential  könne  vielmehr  auch  da 
▼orhanden  sein,  wo  gar  keine  Ladung  sich  befinde. 

Eine  zweite  Note*^*J  betrifit  Fitz  Geralds  „Ketzerei^,  dais  ein 
Körper  im  tmendlichen  Räume  keine  Capacität  habe.  Sie  werde 
vielleicht  von  vielen  Anhängern  der  Faradav-Maxwell*schen  Theorie 
geteilt.  Der  Fehler  liege  in  einer  falschen  Auf&ssung  des  Wortes 
unendlich.  Die  verlangte  entgegengesetzt  gleiche  Ladung  sei  eben 
im  Unendlichen  zu  suchen:  ob  man  aber  sage,  dort  sei  eine  solche, 
oder,  dort  sei  überhaupt  nichts,  mache  gar  keinen  Unterschied,  weil 
eine  solche  Ladung  im  Unendlichen  auf  endlich  entfernte  Punkte 
keine  Wirkung  ausübe.  Man  mache  sich  die  Verhältnisse  am  besten 
durch  einen  Grenzübergang  klar,  indem  man  sich  die  Kugel  zuerst 
mit  einer  concentrischen  grofseren  Kugel  umgeben  denke  und  dann 
den  Radius  der  letzteren  über  alle  Grenzen  wachsen  lasse. 

J.  T.  Sprague'*^)  bespricht  noch  einmal  „die  Constanten  des 
Btromes'\  Er  meint,  wichtiger  als  im  Falle  des  Potentialbegriffii 
sei  flie  Verfolgung  der  Divergenz  ziisischen  natürlichen  Wahr- 
heiten und  dem  mathematischen  Ausdrucke  ihrer  Resultate  in 
Fällen,  in  welchen  mehr  darauf  ankomme.  Man  sei  allgemein 
der  Meinung,  die  Gesetze  des  elektrischen  Stromes  seien  andere  als 
die  der  Strömung  einer  ponderablen  Flüssigkeit  in  einer  Röhre;  er 
sei  überzeugt,  dafs  beide  identisch  seien.  Namentlich  bestreitet  er 
den  Satz,  dafs  der  Widerstand  von  der  Stromstärke  unabhängig  seL 
Auch  wiederholt  er  seine  Behauptung  ^'^*),  elektromotorische  Kraft 
sei  nichts  anderes  als  die  Quadratwurzel  aus  der  Energie.  Was  dann 
noch  kommt,  ist  mir  ganz  unverständlich;  „ist  proportional  zu^  und 
„ist  gleich"  werden  fortwährend  verwechselt.  Er  schliefst  mit  der 
Erklärung,  mathematische  Formeln  seien  keine  Theorien  und  brauchten 
keinnn   wirklich  existirenden  Thatsachen  zu  entsprechen. 

Fitz  Gerald'*^)  kommt  noch  einmal  auf  die  Frage  der  in 
einer  elektrostatischen  Ladung  aufgespeicherten  Energie  zurück. 
Lodge  gebe  die  Richtigkeit  der  Gleichung  T'  =  2  W\Q  jetzt  zu; 
dann    könne   man   sie   aber  wenigstens   praktisch   als   Definition   des 


7402)  ib.         7408)  ib.  p.  274.         7404)  ib.  p.  283. 
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Potentials  nehmen,  wenn  auch  vom  logischen  Standpunkte  aus,  wie 
Lodge  auseinandersetze,  vielleicht  Einwände  zu  machen  seien.  Er 
bleibt  dann  bei  seiner  Behauptung,  dafs  das  Potential  in  einem 
Punkte  einer  Fläche  einfach  das  Potential  der  dort  vorhandenen 
Ladung  sei  Vom  Potential  im  Innern  einer  geschlossenen  Fläche 
zu  reden,  habe  überhaupt  keinen  physikalischen  Sinn;  vom  Potential 
in  Punkten  auTserhalb  der  geladenen  Fläche  könne  man  erst  reden, 
wenn  ihnen  eine  Ladung  mitgeteilt  sei.  Dabei  stellt  er  sich  freilich 
das  Dielektrikum  polarisirt  vor. 

Ein  zweiter  Brief'*®^)  will  vom  Grenzübergang  zu  unendlich 
grofsem  Badius  einer  äufseren  umschliefsenden  Kugelfläche  nichts 
wissen;  ein  solcher  habe  keine  physikalische  Bedeutung. 

Baynes'*^)  antwortet  CunMning:  dafs  die  elektrische  Kraft 
im  Falle  des  Gleichgewichts  in  allen  Punkten  eines  Leiters  zu  dessen 
Oberfläche  normal  sein  müsse,  sei  einfach  eine  Folge  der  gewöhn- 
lichen Grundsätze  der  Mechanik.  Unter  einem  Körper  in  einem 
Punkte  sei  ein  Körper  zu  verstehen,  dessen  Oberfläche  durch  diesen 
Punkt  geht  Dafs  seine  Definition  von  Potential  modificirt  werden 
müsse,  wenn  man  sie  auf  Schwere  und  Magnetismus  anwenden 
wolle,  giebt  er  zu.  Dafs  „i5t"  und  „wird  gemessen  durch"  ver- 
wechselt werde,  komme  auch  bei  W.  Thomson  vor. 

Sprague'**^^  findet,  Hopkinson  habe  ihn  mifsverstanden ;  er 
habe  nicht  behauptet,  Elektrostatik  und  Elektrodynamik  seien  zwei 
getrennte  Welten,  sondern  sich  im  Gegenteil  gegen  die  übliche  Art 
der  mathematischen  Behandlung  gewendet,  die  sie  dem  gesunden 
Menschenverstände  so  erscheinen  lasse  ^*®®).  Dann  kommt  er  wieder 
auf  sein  Resultat  „elektromotorische  Kraft  ==  Quadratwurzel  aus  der 
Energie";  in  der  von  Baynes  gezogenen  Consequenz  „also  Potential 
=  Elektricität"  kann  er  nichts  Abschreckendes  finden. 

Ein  zweiter  Brief '^^®^)  kommt  auf  die  Frage  „charge  and  in- 
finity"  zurück.  Wenn  Lodge  schliefse:  das  Resultat  ist  nicht  richtig, 
bezw.  nicht  orthodox,  also  mufs  in  den  Schlüssen  ein  Fehler  stecken, 
so  behaupte  er  umgekehrt:  die  Schlüsse  sind  in  Ordnung,  also  mufs 
die  „orthodoxe"  Elektricitätslehre  falsch  sein.  Das  mathematische 
Unendlich    gehöre    zur   Welt    der  Mathematiker,    nicht    zu  unserer; 


7405)  ib.         7406)  ib.  p.  284.         7407)  ib. 

7408)  Hier  redet  er  wieder  von  der  vierten  Dimension  u.  dergl.;  die 
Mathematiker,  meint  er,  scheinen  überhaupt  nicht  zu  dieser  Welt  zu  ge- 
hören. 

740Ö)  ib.  p.  285. 
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alle  Argumente  über  seine  Beziehungen  zu  anderen  GröDsen  seien 
ohne  physikalischen  Wert.  Jede  Ladung  sei  „von  der  Natur  eines 
Condensators^';  es  seien  dazu  zwei  Leiteroberflftchen  mit  einem  Di- 
elektrikum dazwischen  erforderlich.  Wie  wolle  man  sich  die  zweite 
Fläche  im  Unendlichen  vorstellen?  Maxwell  habe  ganz  Recht,  wenn 
er  sage,  dieser  Bezugspunkt  sei  nicht  leicht  zugänglich. 

Fitz-Gerald^^^^)  macht  Spragae  gegenüber  darauf  anfmerksam, 
daüs  die  Energie  eines  Stromes  nicht  einfach  JE^,  sondern  I^jR  Bei. 
Ebensowenig  könne  man  Elektricität  einfach  als  Energie  erklärai. 
Die  bei  Spragae  herrschende  Ganfasion  sei  überhaupt  ein  Symptom 
dafCbr,  wie  übel  es  um  die  elektrische  Theorie  bestellt  sei. 

Lodge^^^^)  zweifelt,  ob  es  Fitz  Gerald  mit  seinen  Auseinander- 
Setzungen  ^^^)  überhaupt  ernst  sei.  Die  Stärke  einer  Ladung  hänge 
doch  nicht  vom  Potential  allein  ab,  sondern  vom  Product  aas 
Potential  und  Capacität.  Der  Satz:  Energie  =  1/2  QV  habe  gar 
nichts  zu  thun  mit  der  Behauptung,  dafs  in  dem  betrachteten  Punkte 
eine  Ladung  vorhanden  sein  müsse,  wenn  man  von  Potential  in  ihm 
solle  reden  können.  Man  könne  ihn  ja,  wenn  man  wolle,  als 
Definition  nehmen;  aber  das  sei  dann  doch  nur  ein  anderer  Ausdruck 
für  die  gewöhnliche  Definition.  Tension  werde  von  den  Mathe- 
matikern in  einem  anderen  Sinne  gebraucht.  Übrigens  komme  es 
nur  darauf  an,  dafs  man  sich  der  Verschiedenheit  der  beiden  Be- 
griffe bewalst  bleibe,  nicht  wie  man  sie  nennen  wolle.  Die  Faradaj- 
Maxwell'sche  Theorie  sei  überhaupt  nicht  so  entfernt  von  den  That- 
sachen,  wie  Fitz  Gerald  glaube,  und  entschieden  einfacher  und  weit- 
tragender, als  die  vagen  Definitionen  und  mjstificirenden  Schluls- 
weisen  der  „nicht  scholastischen^^  Elektriker. 

Eine  zweite  Note^^^^)  bemerkt,  schon  in  einem  mäfsig  grofsen 
Zimmer  sei  die  Capacität  einer  Kugel  innerhalb  der  Grenzen  der 
Beobachtungsfehler  gleich  ihrem  Badius;  eine  dritte  ^*^')  giebt  zu, 
dafs  er  das  Wort  ;,orthodoi"  besser  vermieden  hätte  und  verzichtet 
auf  weitere  Discussion  mit  Sprague. 

Cumming'*^*)  setzt  noch  auseinander,  wie  man  die  Definition 
von  Potential  gestalten  müsse,  wenn  man  Schwere,  Elektricität  und 
Magnetismus  zusammen  behandeln  wolle.  Er  beginnt  mit  der 
Definition  der  Feldstärke,  dann  führt  er  Kraftlinien  ein;  so  kommt 
er  zum  Potential.  Dessen  NuUpimkt  sei  unendlich  entfernt  von 
aller   anziehenden   Materie ;   gerade   so,   wie   der   absolute  Nullpunkt 


7410)  ib.  p.  296.         7411)  ib.         7412)  ib.  p.  297. 
7413)  ib.         7414)  ib.  p.  299. 
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der  Temperatur  die  Temperatur  des  interstellaren  Baumes  sei[?]^*^*). 
Wenn  man  ihn  nur  sehr  weit  entfernt  annehme,  würden  alle 
Resultate  wenigstens  näherungsweise  gültig.  Kraft  wird  definirt  als 
,,rate  of  change  of  potential^^  Zahl  der  Kraftlinien,  Potential  eines 
KiÖrpers  auf  einen  anderen  u.  s.  w.  ergeben  sich  dann  in  der  ge- 
wöhnlichen Darstellung. 

Wolle  man  hierauf  speciell  zur  Elektricitätslehre  übergehen,  so 
komme  zweierlei  in  Betracht:  ihre  duale  Natur  und  die  Unter- 
scheidung zwischen  Leitern  und  Nichtleitern.  Auch  auf  die  Ab- 
hängigkeit der  elektrostatisch  definirten  Einheit  der  Elektricitfttsmenge 
vom  Dielektrikum,  in  dem  man  operirt,  müsse  man  achten  ^^^*). 

PitzGerald^*^')  meint,  Lodge  scheine  seine  Auseinander- 
setzungen nicht  gelesen  zu  haben.  DaTs  die  Capacität  einer  Kugel 
in  einem  grofsen  Räume  nahezu  gleich  ihrem  Radius  ist,  bestreitet 
er  gar  nicht,  wohl  aber  die  physikalische  Zulässigkeit  des  Grenz- 
überganges zur  ganz  isolirten  Kugel.  Er  wirfb  die  Frage  auf,  was 
die  Capacität  eines  Paares  sehr  weit  voneinander  entfernter  ebener 
Flächen  sein  werde. 

Ein  zweiter  Brief^*^)  beschäftigt  sich  noch  einmal  mit  der  in 
einer  elektrostatischen  Ladung  aufgespeicherten  Energie.  Ein  Haupt- 
grund der  Meinungsverschiedenheit  liege  darin,  dafs  Lodge  keine 
Ladung  in  den  polarisirten  Molekeln  des  Dielektrikums  annehme. 
Einen  anscheinend  aus  dieser  Auffassung  entspringenden  Widerspruch 
will  er^*")  durch  die  Erklärung  hinwegräumen,  dafs  in  der  Natur 
kein  unverzweigter  inductiver  Kreis  vorkomme.  Zum  Schlufs  wendet 
er  sich  hauptsächlich  dagegen,  dafs  das  Wort  Potential  von  Praktikern 
gebraucht  würde,  die  nicht  imstande  seien,  seine  Definition  zu  ver- 
stehen. 

Sprague  giebt  zu^**^),  dafs  er  in  seiner  Definition  der  elektro- 
motorischen Kraft  als  Quadratwurzel  aus  der  Energie  allerdings 
einen  Factor  weggelassen  habe;  er  könne  aber  jetzt  nicht  darauf 
zurückkommen  und  müsse  Fitz  Gerald  und  Lodge,  die  ihn  von  zwei 
verschiedenen  Seiten  her  angegriffen  hätten,  den  Streit  unter  sich 
ausfechten    lassen.      Im    übrigen    bleibe    er    dabei,    dafs    zu    einer 


7415)  Er  meint  (p.  303),  dafs  der  Mensch  für  das  Potential  nicht  wie 
für  die  Temperatur  eine  directe  Empfindung  habe,  hänge  vielleicht  damit 
zusammen,  dafs  man  für  gewöhnlich  nur  mit  Körpern  zu  thun  hat,  die 
alle  auf  gleichem  Potential  sind  [?!]. 

7416)  p.  304.         7417)  ib.  p.  807.         7418)  ib. 
7419)  ib.  3,  1879,  p.  8.         7420)  ib.  2,  p.  808. 
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Ladung   immer    zwei  Leiter    und   ein   Dielektrikum  dazwischen  ge- 
hörten. 

Lodge  erklärt  ^^^^),  er  sehe  jetzt,  dafs  Fitz  Gerald  seine  Auf- 
stellungen wirklich  ernst  meine,  wisse  aber  immer  noch  nicht,  ob 
es  sich  nicht  nur  um  eine  Frage  der  Nomenklatur  handele,  da 
Fitz  Gerald  nicht  allgemein  angenommene  Ausdrücke  gebrauche,  ohne 
zu  erklären,  was  er  darunter  verstehe.  Mit  Cumming's  Darstellung 
sei  er  einverstanden.  FitzGerald's  Darstellung  aber  mache  den  Ein- 
druck, als  ob  dieser  mit  seiner  Theorie  selbst  noch  nicht  ganz  im 
Reinen  sei.  Er  (Lodge)  halte  seine  eigenen,  aus  Faradaj  und 
Maxwell  geschöpften  Auffassungen  fOr  klar  und  hoffe  sie  demnftohst 
im  Zusammenhange  darstellen  zu  können;  wenn  dann  Praktiker,  wie 
Fitz  Gerald  und  Sprague,  sie  mit  den  Resultaten  ihi*er  Erfahrung 
vergleichen  wollten,  würde  er  sie  sehr  gerne  erneut  prüfen.  Vor- 
läufig glaube  er,  dafs  sie  finden  würden,  sie  sei  gar  nicht  so  sehr 
von  ihrer  eigenen  verschieden,  wie  sie  jetzt  glaubten. 

Ein  zweiter  Brief  setzt  auseinander:  den  einen  Pol  einer 
Batterie  mit  einem  Körper  hier,  den  anderen  mit  einem  im  Un- 
endlichen^***) zu  verbinden,  sei  zwar  „experimentallj  impracticable", 
aber  nicht  „inconceivable". 

Sprague  erwidert'***):  Lodge  weiche  seiner  Fra^e  aus;  er 
verlange  eben  zu  wissen,  wieso  das  conceivable  sei. 

Nun  setzt  die  Bedaction  des  Electrician  auseinander'*^): 
selbst  wenn  man  mit  Elektricität  nur  handwerksmäfsig  zu  thun  habe, 
sei  es  doch  unzweckmäfsig,  undefinirte  oder  unzweckmäfsige  Aus- 
drücke zu  gebrauchen.  Aus  der  bisherigen  Discussion  gehe  hervor, 
dals  es  unter  den  Elektrikern  mindestens  zwei  wohl  abgegrenzte 
Schulen  gebe:  die  scholastische  oder[!]  mathematische  und  die 
physikalische  oder  Ingenieurschule;  als  dritte  könnte  man  vielleicht 
die  empirische  oder  quasi -wissenschaftliche  Schule  rechnen,  die  bis 
vor  kui*zem  die  medicinischen  Anwendungen  und  einige  kleinere 
Gebiete  beherrscht  habe.  Der  Nutzen  einer  Discussion,  wie  die  ge- 
führte sei,  dafs  jede  Partei  die  andere  besser  würdigen  lerne.  In 
Zukunft  werde  man  wohl  „Potential"  für  den  damit  bezeichneten 
Begriff  ausschliefslich  gebrauchen,  daneben  Spannung  vielleicht  im 
Sinne   von   „strain  im  Dielektrikum  per  Flächeneinheit".     Jedenfalls 


7421)  ib.  8,  p.  8. 

7422)  ib.  p.  9.     Er  meint,    vielleicht  könne  man  zu  diesem  Bezugs- 
punkte gelangen,  wenn  man  sich  den  Hals  abschneide. 

7423)  ib.  p.  20.         7424)  ib.  p.  90. 
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sei  ein  Ergebnis  der  Discussion,  dafs  „elektromotorische  Kraft"  all- 
gemein als  „misnomer^^  anerkannt  sei;  doch  verdiene  Marwell's  Be- 
merkung, dafs  es  Fälle  gebe,  in  welchen  man  von  elektromotorischer 
Kraft,  aber  nicht  von  Potential  reden  könne,  sorgfältigste  Über- 
legung. 

Lodge  bemerkt  dazu'**^):  nicht  alles,  was  elektromotorische 
Kraft  sei,  sei  auch  Potentialdifferenz.  Man  könne  ersteren  Ausdruck 
ganz  wohl  gebrauchen,  auch  wenn  man  sich  bewuTst  sei,  dafs  es 
sich  dabei  nicht  um  eine  Kraft  derselben  Art  wie  die  ponderomoto- 
rischen'***)  handele.  Allenfalls  könne  man  einfach  „E.  M.  F."  sagen 
oder  die  nicht  mechanische  force  mit  ph  schreiben. 

Damit  ist  nun  aber  FitzGerald  ganz  und  gar  nicht  ein- 
verstanden'**^): die  Streitfrage  sei  einfach  die:  Lodge  und  seine 
Schule  wollten  die  elektromotorische  Kraft  durch  die  Energie  messen, 
die  alte  Schule  durch  das  Quadrat  der  Energie'**®).  Ihre  Anklage 
gegen  die  neue  Schule  laute  nicht  auf  verzeihliche  Ungenauigkeit  in 
Worten,  sondern  auf  einen  grundsätzlichen  Fehler,  der  das  ganze 
System  verderbe. 

Lodge '**^)  lehnt  die  Wendung  „Lodge  und  seine  Schule"  ab. 
Er  sei  überhaupt  kein  Mathematiker  von  Beruf,  sondern  habe  sich 
mit  Physik  zuerst  nur  als  Amateur  beschäftigt.  In  FitzGerald's 
Brief  verstehe  er  nicht  alles,  doch  soviel  könne  er  sagen:  die 
modernen  Physiker  seien  wenigstens  untereinander  erträglich  einig; 
nicht  so  ihre  Gegner.  FitzGerald  habe  ganz  Becht,  dafs  die  elektro- 
motorische Kraft  eine  ganz  andere  sei  als  diejenige,  die  die  Wir- 
kungen elektrischer  Anziehung  und  Abstofsung  hervorbringe;  die 
letztere  sei  eine  Kraft  im  gewöhnlichen  mechanischen  Sinne  des 
Wortes.  Im  ganzen  erscheine  die  Kluft  zwischen  den  beiderseitigen 
Anschauungen  nach  dem  letzten  Briefe  FitzGerald's  gröfser  als  vorher. 

Sprague  entgegnet'*^):  er  und  FitzGerald  ständen  keineswegs 
allein,  sondern  sie  sprächen  die  Auffassung  einer  grofsen  Anzahl 
denkender  Elektriker  aus;  sie  alle  seien  auch  untereinander  einig, 
was  man  von  der  „artificial  school"  nicht  behaupten  könne.  Ver- 
schiedener Meinung  seien  er  und  FitzGerald  nur  über  die  Frage, 
was  Elektricität  „in  its  own  essence"  sei;  nicht  über  die  Gesetze 
ihrer  Wirkungen.  FitzGerald  halte  die  Elektricität  für  eine  „actual 
entity",    er    für    eine   Energieform.     Aber   sie   vermieden   beide   alle 


7425)  ib.  p.  116.         7426)  Diesen  Term  schreibt  er  Chrystal  zu. 
7427)  ib.  p.  127.         7428)  So  nach  der  Berichtigung  p.  161. 
7429)  ib.  p.  139.         7480)  ib.  p.  151. 
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f^ference  to  infinity'^  und  gebrauchten  nur  ein  vollständig  definirtas 
und  begrenztes  Feld.  „Elektromotoiische  Kraft^  sei  nur  ein  flbr  die 
Beohnung  bequemer  Ausdruck;  thatsächlich  existire  keine  solche 
Kraft  in  der  Natur. 

Fitz  Gerald ^*'^)  stellt  die  beiden  Gleichungen: 

(133)  E^QR,       F^Q^R^ 

nebeneinander  und  meint,  die  Frage  sei,  ob  der  Name  „elektro« 
motorische  Kraft'^  dem  E  oder  dem  F  zukomme;  beides  zaglaidi 
gehe  jedenfalls  nicht  an.  Er  seinesteils  halte  E  für  eine  nicht  in 
der  Natur  vorkommende,  sondern  nur  künstlich  gebildete  GröAe. 
Das  Wort  Kraft  habe  in  der  Wissenschaft  eine  ganz  bestimmte  Be- 
deutung; man  könne  sich  eine  solche  immer  als  Druck  oder  als  Zug 
vorstellen.  Widerstand  sei  gleich  Kraft,  dividirt  durch  die  geleistete 
Arbeit.  £r  bleibe  dabei,  da£s  die  elektromotorische  Kraft  der  ge- 
leisteten Arbeit  (also  z.  B.  dem  Quadrat  der  Anzahl  der  Elemente 
in  einer  Batterie)  proportional  gesetzt  werden  müsse.  Schliefslich 
bespricht  er  noch  von  seiner  Auffassung  aus  das  Coulomb'sche  GesetK. 
Die  „Mathematiker"  haben  hierauf  nicht  mehr  geantwortet; 
dagegen  geht  die  Debatte  zwischen  den  „Physikern"  noch  einige 
Monate  weiter.  Zunächst  beginnt  FitzGerald  eine  zusammen- 
hängende Darstellung  seiner  Theorie  ^^'^)  mit  der  Absicht  zu  zeigen: 

1.  die  „Elektricität"  —  wie  man  diesen  Ausdruck  auch  gebranoben 
wolle  —  könne  nicht  als  eine  Kraft  oder  eine  Energieform  an- 
gesehen werden,  sondern  habe  eine  „Substantive  Existenz"  als  eine 
„physical   entity",    wie  in  der  alten  unitarischen  Theorie  FrankUn's; 

2.  Ohm's  „elektroskopische  Kraft",  das  „Potential"  oder  die  „Spannung^ 
späterer  Autoren,  könne  nicht  als  eine  Kraft  angesehen  werden, 
„elektromotorische  Kraft"   sei   ein  misnomer  für  „Potentialdiflferenz"; 

3.  endlich  wolle  er  neue  einfache  Gleichungen  aufstellen,  deren 
Glieder  einzeln  physikalische  Bedeutung  hätten.  Er  macht  vor  allem 
darauf  auimerksam^^^),  dafs  das  Wort  „Elektricitäf^  selbst  schon  in 
sehr  verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  werde.  Historisch  habe 
es  zunächst  die  Bedeutung  von  „elektrischer  Quantität"  [Elektricitits- 
menge].  Wenn  man  es  so  fasse,  sei  Elektricität  sicher  keine  „Kraft" 
oder  „Energie";  correct  sei  dann  nur  zu  sagen:  „die  elektrische 
Energie  ist  das  Product  der  Elektricitätsmenge  in  das  elektrische 
Potential".  Die  immer  wieder  auftretenden  Versuche,  den  Eindruck, 
dafs   Elektricität   eine  Kraft   oder   eine  Art  Energie   sein   müsse,  zu 


7481)  ib.         7482)  ib.  4,  1880,  p.  8.         7433)  p.  20. 
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stützen,  zeigten  solchen  Mangel  an  logischer  Methode  und  Genauig- 
keit, dafs  es  fast  unmöglich  sei,  diesen  Eindruck  durch  Berufung 
auf  experimentelle  Thatsachen  zu  bekämpfen  ^^*^).  Ohne  strenge 
Definitionen  sei  nicht  durchzukommen.  Erst  dann  könne  man  die 
AufÜEtösungf,  die  den  sogenannten  dynamischen  Theorien  der  Elektricität 
zu  Grunde  liegen,  ordentlich  formuliren:  nämlich  die  Bestreitung  der 
objectiven  Existenz  von  irgend  etwas,  das  dem  entspricht,  was  an- 
scheinend durch  das  Voltameter  oder  Galvanometer  gemessen  wird 
und  sich  als  Et/E  oder  als  T/B^  ausdrückt  [Elektricitätsmenge]. 
Er  stellt  dann  drei  logisch  mögliche  Auffassungen  nebeneinander^^^): 

1.  Es  giebt  etwas,  was  durch  E/B  gemessen  wird  [den  Factor  t 
läfst  er  hier  weg];  dieses  etwas  ist  materiell -oder  analog  zur  Materie 
und  kann  Elektricität  genannt  werden. 

2.  Es  giebt  so  etwas,  aber  es  ist  in  keiner  Weise  zur  Materie 
analog,  sondern  eine  Energieform. 

3.  Es  giebt  überhaupt  keine  physikalische  Gröfse,  deren  Mafs 
E/R  ist,   sondern  nur  die  Energie,  die  durch  I?/R  gemessen  wird. 

Die  zweite  Auffassung  vertrage  sich  nicht  mit  dem  Joule'schen 
Gesetze,  es  handle  sich  also  nur  um  die  Entscheidung  zwischen  der 
ersten  und  dritten.  Er  schaltet  aber  erst  einen  Abschnitt  über  die 
Grundbegriffe  der  Mechanik  ein,  namentlich  über  gleichförmige  Be- 
wegung unter  der  Wirkung  eines  Widerstandes,  der  in  jedem  Augen- 
blicke den  bewegenden  Kräften  entgegengesetzt  gleich  ist^**®). 

Dazwischen  kommt  dann  ein  Artikel  von  Sprague  „über  die 
wesentliche  Natur  der  Elektricität"'*'^.  Er  bestreitet  die  objective 
Existenz  von  irgend  etwas,  das  dem  E/R  entspreche,  behauptet  aber, 
er  habe  in  seiner  Theorie  eine  „agency",  die  alles  das  besorge,  was 
man  gewöhnlich  dem  E/R  im  Unterschiede  vom  E*/R  zuschreibe. 
Soviel  ich  sehe,  besteht  das  darin,  dafs  er  sich  den  Leiter  etwa  wie 
eine  Folge  von  Rädern  vorstellt,  deren  jedes  die  Bewegung  auf  das 
nächste  überträgt;  die  Drehung  ist  das  Mafs  der  Stromstärke.  Es 
schreitet  dabei  also  nichts  zur  Materie  analoges  in  der  Strom- 
bahn fort. 

FitzGerald  erklärt  diese  Vorstellung  für  ganz  berechtigt'*^). 
Ein    mit    Ignoramus    zeichnender    Autor    meint'*'*),    aufser 


7434)  p.  33,         7435)  p.  34.         7436)  p.  13G. 

7437)  ib.  p.  141.         7438)  ib.  p.  153. 

7439)  ib.  p.  175.  FitzGerald  bemerkt  dazu  (ib.  p.  184):  durch  diede 
Auffassung  werde  die  seinige  nur  bestätigt;  aber  mit  dem  Manipuliren 
mit  Dimensionen  müsse  man  vorsichtig  sein. 

Jahreabericht  d,  Doutschen  Mathem.-Vereinigaug.    X.  91 


1442    IHanptteil.  li.Abgchn.  Unten. €b. Leitung d.W&rmen.£lektrieilit 

Materie  und  Energie  gebe  es  doch  noch  andere  physikalische  GrGlseiL 
Der  SchluTs,  durch  den  er  beweisen  will,  die  Elektricitftt  habe  die 
Dimension  einer  Masse,  ist  freilich  ein  reiner  Zirkelschlufs. 

FitzGerald  fährt  nun  mit  der  Darstellung  seiner  Theorie 
fort^^^).  Er  redet  jetzt  von  der  magnetischen  Arbeit,  vom  Extra- 
strom, von  der  elektromagnetischen  Betardation,  und  sldxzirt  eine 
Moleculartheorie;  sehliefslich  entschuldigt  er  sein  Abbrechen  mit 
anderweitigen  dringenden  Arbeiten'**^). 

Für  S.  E.  Phillips'**«)  ist  schon  bei  FitzGerald  zu  viel 
Mathematik.  Er  ist  der  Meinung,  im  Strome  werde  doch  sicher 
etwas  von  Ort  zu  Ort  übertragen. 

Sprague'**')  findet,  die  Unterschiede  zwischen  ihm  und 
FitzGerald  seien  nur  noch  nebensächlich;  er  sei  auch  der  Meinung, 
dafs  daiy'enige,  was  wir  messen  und  Elektricitftt  nennen,  moleeulare 
Rotationen  seien.  Er  teile  übrigens  die  Ansicht,  dals  es  auleer 
Materie  und  Energie  noch  andere  Kategorien  gebe;  Ignoramus  habe 
ihn  in  dieser  Beziehung  mlTsverstanden.  Elektricitftt  sei  ihm  y^t, 
function  or  action  of  all  matter*^;  übrigens  werde  das  Wort  in 
mindestens  zwei  verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht.  Mit  seinem 
„elektrischer  Strom  ist  wirklich  Strom"  umgehe  Phillips  nur  die  Frage. 

Die  Erwiderung  von  Phillips'***)  bringt  nichts  wesentliches 
mehr;   Sprague's  Schlufswort'**^)  betrifft  elektrochemische  Fragen. 

P.  van  der  Vliet'***)  leitet  zuerst  die  Differentialgleichung 
der  stationären  Strömung  mit  Abgabe  nach  aufsen  und  ihr  Integral 
noch  einmal  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  ab.  Dann'**')  giebt  er 
seine  eigene  Theorie,  nach  der  die  Energie  der  Elektricitfttsbewegung 
wfthrend  ihrer  Ausbreitung  allmfthlich  in  andere  Formen,  namentlich 
in  Wftrme,  übergeführt  werde.  Das  u  ist  bei  ihm  „das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegimg";  er  setzt  seine  Ableitung  nach 
der  Abscisse  ihm  selbst  proportional,  sodafs  er  als  Lösung  zunftch^t; 

(134)  w  =»  Wq  eip  (—  rx) 

erhält.  Die  so  definirte  Welle  werde  dann  am  anderen  Ende  des 
Leiters  reflectirt.  Auf  Gnmd  früher  von  ihm  durchgeführter  Be- 
trachtungen   glaubt  er  annehmen  zu  müssen,    die  elektrostatischen 


7440)  ib.  p.  177.         7441)  p.  247.         7442)  ib.  p.  184. 
^448)  ib.  p.  224.         7444)  ib.  p.  288.         7446)  ib.  p.  247. 

7446)  J.  rusB.  phys.  Ges.  10,  1879,  p.  111;  deutsch  Repert.  Phyi.  20» 
1884,  p.  418;  Centralbl.  f.  Elektrot.  6,  1884,  p.  610;  franz.  lam.  ^lectr.  14« 
1884,  p.  847. 

7447)  nr.  8,  p.  422. 
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Wirkungen  der  ursprünglichen  und  der  reflecürten  Welle  seien  zu 
summiren,  die  elektrodynamischen  zu  subtrahiren;  die  Stromintensit&t 
sei  dem  Quadrate  der  letzteren  proportional.  Er  meint,  das  sei  mit 
Versuchen  an  ungeschlossenen  Leitungen  besser  in  Übereinstimmung 
als  die  alte  Theorie. 

6.  Greenhill^**®)  will  die  Green'schen  Functionen  für  ein 
Parallelepiped  mit  Hilfe  der  Spiegelungsmethode  aufstellen;  zunSohst 
diejenige,  die  an  einem  Punkte  x^^  y^^  Zi  im  Linem  unendlich  und 
an  der  Oberfläche  null  ¥mrd.  Er  entnimmt  von  Kdtteritzsch^^') 
ihre  Darstellung  durch  die  [freilich  nur  bei  bestinmiter  Anordnung 
der  Glieder  convergente]  Summe: 

+  {2fnb  +  (-  iyy,-yy+  (2nc  +  (-  lyg.-zyf'^, 

die  über  alle  ganzzahligen  Werte  von  7,  m,  n  und  über  die  Werte  0 
und  1  von  A,  jit,  v  zu  erstrecken  ist,  und  ihre  Umformung  ver* 
mittelst  der  Relation: 

OD 

^  ^  A""'4^  (136) 


Yw  Yn 


0 


in  das  Integral  eines  Products  von  Thetafunctionen;  dann  ninunt 
er  an  den  Thetafanctionen  diejenige  lineare  Transformation  vor, 
die  zum  reciproken  Wert  des  Periodenverhältnisses  führt.  Schliels- 
lich  veriflcirt  er,  dafs  der  so  erhaltene  Ausdruck  wirklich  der 
Differentialgleichung  genügt.  Weiter  stellt  er  einen  Ausdruck  auf, 
der  sich  von  (135)  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  alle  Glieder  mit 
demselben  Vorzeichen  genommen  werden,  unterwirft  ihn  entsprechen- 
den Umformungen  und  scheint  behaupten  zu  wollen,  dafs  er  die- 
jenige Green'sche  Function  vorstellt,  die  an  der  Oberfläche  überall 
einen  verschwindenden  Differentialquotienten  nach  der  Normale 
hat^**®).  Natürlich  weife  er,  dafs  dieser  Grenzbedingung  nur  genügt 
werden  kann,  wenn  noch  eine  zweite  Quelle  mit  der  Ergiebigkeit 
—  4  TT  angenommen  wird,  und  bildet  daher  gleich  die  Differenz 
zweier    solcher    Functionen    mit    verschiedenen    Parametern.      Zum 


7448)  Cambr.  proc.  8,  1876/80,  p.  289;  vom  Nov.  1879. 

7449)  Elektrostatik  I,  Leipz.  1872,  §  6,  p.  84. 

7460)  Die  Reihe  (186)  ist  in  diesem  Falle  diverg^t;  aber  wie  ist  eü 
mit  den  aus  ihr  abgeleiteten  Integralen  von  Thetaproducten?  Sind  sie 
divergent  oder  genügen  sie  der  Grenzbedingang  nicht? 
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Schlüsse^  deutet  er  noch  an,  wie  man  mit  Hilfe  dieser  Formeln 
Strömungspröbleme  anter  allgemeineren  Grenzbedingungen  lOsen  kann. 

Die  Darstellung  von  G.  Chrystal^*^^)  beginnt  mit  dem 
Ohm'schen  Gesetze  und  schliefst  daran  sogleich  die  Aufstellung  der 
Differentialgleichungen  lür  anisotrope  Körper,  schiebt  sie  aber  sofort 
wieder  beiseite  als  zur  Zeit  noch  von  keiner  praktischen  Bedeutung. 

W.  Giese'*^*)  verfolgt  Riemann's  Ansätze  ^*'^)' weiter,  da  die 
von  diesem  selbst  angegebenen  Schlufsformeln  zu  numerischer  Rech- 
liung  zu  complicirt  seien.  Er  integrirt  Riemann's  Differential- 
gleichung unter  den  Nebenbedingungen'**'): 

(137)      i-l  =  0,      V=±l  m-  x  =  ±d,     r  =  at  für  *  =  0 

durch  die  Entwicklung: 

F-=Bx  +  2iSSina- 
(138) 


+ 


2'^'(*- 8-5^ «^"ir)  «^p(~  (^  +  ?)')' 


unter  den  h^  sind  dabei  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 
7i.s=  tgh  zu  verstehen,  und  die  A^  sind  so  zu  bestimmen,  dafo  die 
letzte  Bedingung  (l37)  erfüllt  wird.  Da  die  Resultate  dieser  Rech- 
«  nung  nicht  mit  den  Beobachtungen  stimmen,  zieht  er  noch  eine  ihm 
von  Helmholtz  mitgeteilte  Lösung  herbei'*^),  die  dei;  Anus^hme 
entspricht,  daCs  die  Differentialgleichung  auch  fOr  die  Belegungeu 
des  Condensators  gilt  und  dafs  für  die  Grenze  zwischen  Metall  und 
Isolator  die  Übergangsbedingungen: 

(139)     r,=  r„    (1  +  4 «fcj |-^|- +  (1  +  4 «Ä-,) ^^^- =  0 

Gültigkeit  haben.  Nach  geeigneter  Reduction  wird  darams  eine 
Grenzbedingung  der  Form  erhalten: 

(140)  ^„_  +  ^^=0. 

f 

Wird  eine  neue  Variable  (p  eingeführt,  die  bis  auf  eine  Exponential- 
function  der  Zeit  gleich  c  V/cx  ist,  so  reducirt  sich  die  Aufgabe 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

7451)  Encjclop.  Britann.    9"*  ed.  8,    1879,    p.  40.     „that   admiiable 
digest  of  the  whole  matter*^  sagt  Lodge,  phil.  mag.  (5)  9,  1880,  p.  183. 

7462)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  9,  1880,  p.  161. 

7463)  nr.  4,  p.  190.         7464)  nr.  6,  p.  197. 


§  108.  UntBreuchungen  über  d.  Gesetze  d. Leitung  eldktrischer  Ströme.     1445 

tint^r  den  Nebenbedingungeo : 

qp  =  0  für  a;  =  (X),     69  =  f—   für  a;  —  0.  (142) 

Die  particuläre  Lösung: 


genügt  diesen  Grenzbedingungen;  das  Integral: 


(143) 


OD 


<P=    C^f{a)(p(x,a)ila  (144) 

0 

genügt  ebenfalls  der  Differentialgleichung  und  den  Grenzbedingungen 
und  reducirt  sich  für  a;  =  0,  ^  «  0  auf  eine  Function  ^(a),  ^ie 
willkürlich  vorgegeben  werden  kann.  Der  sich  daraus  ergebende 
Ausdruck  für  die  Strömung  durch  die  Grenzfläche  schliefst  sich  den 
Beobachtungen  freilich  auch  nicht  besser  an  als  der  vorige. 

G.  Kirchhoff^*^^)  setzt  auseinander,  dafs  man  vom  Wider- 
stände eines  nicht  linearen  Leiters  streng  genommen  nur  unter  der 
Voraussetzung  sprechen  kann,  dafs  dabei  derjenige  Teil  seiner  Ober- 
fläche, durch  den  Elektricität  strömt,  aus  zwei  Flächenstücken  der 
Art  besteht,  dafs  innerhalb  einer  jeden  das  Potential  constant  ist. 
Seine  Yersuchsanordnung  verlangt  aber,  dafs  er  noch  ainen  com;? 
plicirteren  Fall  ins  Auge  fafst,  dafs  mehr  als  zwei  solche  Flächen-^ 
stücke  vorhanden  sind.  Die  Potentialwerte  V^^  in  den  einzelnen 
Flächenstücken  sind  dann  mit  den  (durch  die  Relation  ^J^  =  0 
verbundenen)  Stromstärken  J^  in  ihnen  durch  Relationen  der  Form: 

P^^=^a^^J^      (;...  =  l,2,.,.,n)  ^  ^145) 

V 

verbunden,  in  denen  die  Coefficienten  a  ^  sich  durch  nur  ^  w(n — l) 
unabhängige  Gröfsen  ausdrücken  lassen.  Sind  vier  solche  Elektroden- 
flächen vorhanden  und  ist  dabei  J^^=  —  e/j,  e/'^=  —  «^1,  so  erhält 
man  hieraus  einerseits  eine  Relation  der  Form: 

^2-P,-9^i+rJ^y  (146) 


7455)  Beil.  Ber.  1880,  p.  601;  Abhandl.  p.  66. 


1446    I.HanpUeil.  14.Ab8chn.  Unten,  üb.  Leitung  d.W&rmeo. 

in  der  sich  das  q  als  „ein"  Widerstand  des  Leiters  zwischen  den 
Elektroden  1  und  4  auffassen  laust;  sind  andererseits  2  und  3  durch 
eine  Leitung  vom  Widerstand  tc  ohne  eigene  elektromotorische  Kraft 
verbunden,  so  ist: 

(147)  P,-P,-tr7i. 

Hat  man  noch  ein  zweites  Leitersystem  derselben  Art  und  ist  mit 
Hilfe  des  Differentialgalyanometers  erreicht,  dafs  in  beiden  J^  den- 
selben Wert  hat,  so  kann  man  Potentiale  und  Stromstärken,  sowie 
das  r  eliminiren  und  dann  von  den  übrigbleibenden  Widersttnden 
einen  bestimmen,  wenn  die  anderen  bekannt  sind.  Soll  die  specifische 
Leitfähigkeit  des  Materials  bestimmt  werden,  so  mufs  dieser  Wider- 
stand durch  eine  Formel  ausgedrückt  werden  ^^*);  Eirchhoff  benutzt 
die  Untersuchungen  von  Greenhill,  indem  er  sie  dahin  specialisirt, 
dafs  die  Elektroden  nach  (0,  0,  0)  und  (0,  P,  c)  gelegt  werden«  Die 
Formeln  lassen  sich  dann  durch  eine  quadratische  Transformation 
der  Thetafunctionen  vereinfachen.  Zur  Ausrechnung  schaltet  er 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  des  Litegrals  noch  eine  Zwischen- 
grenze ein  und  benutzt  in  dem  einen  Teilintervall  den  ursprüng- 
lichen, in  dem  anderen  den  transformirten  Wert  des  Perioden- 
verhältnisses; beide  Teile  lassen  sich  dann  als  unendliche  Seihen 
von  Functionen  Erf  ausdrücken.  Ist  c  gegen  a  und  b  als  unendlich 
groDs  anzusehen,  so  fallen  alle  Glieder  weg,  in  denen  n  einen  von 
0  verschiedenen  Wert  hat;  die  so  erhaltenen  Formeln  geben  schon 
für  a  =»  6  =  c/2  einen  sehr  nahe  richtigen  Wert,  wie  die  Ver- 
gleichung  mit  der  Rechnung  nach  der  vollständigen  Formel  lehrt, 
die  sich  in  diesem  Falle  mit  Hilfe  einer  Relation  zwischen  den 
Thetanullwerten  leicht  ausführen  läfst'**^^. 

V.  Volt  er  ra^*^)  leitet  aus  dem  von  W.  Thomson  vei- 
i^gemeinerten  Green'schen  Satze  das  Beeiprocitätstheorem  ab:  Sind 
^iT    ^2   ^^®^  Lösungen  der  verallgemeinerten   Differentialgleichung: 

(»•)  4(«'if)+i(«"ii)+Ä(-"i?)-». 

die  beide  der  Oberflächenbedingung: 

(149)  jtf|^  +  jV(^  +  p)=0 

mit  Constanten  Werten  von  3f,  N^  P  genügen,  und  von  denen  die 


7466)  p.  71.         7467)  p.  77. 
7468)  N.  cim.  (3)  1,  1882,  p.  188. 
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erste  im  Punkte  a  mit  der  Ergiebigkeit  +  1,  im  Punkte  b  mit  der 
Ergiebigkeit  —  1,  die  zweite  im  Punkte  c  mit  der  Ergiebig- 
keit H"  1)  iiD  Punkte  d  mit  der  Ergiebigkeit  —  1  unendlich  wird^ 
80  ist: 

^M  -  %0>)  -  ti  W  -  ti  W-  (150) 

Das  läCst  sich  sowohl  thermisch  wie  elektrisch  deuten  ^^^^. 

E.  Budde'*^)  findet,  bevor  man  die  verschiedenen  elektro- 
dynamischen Grundgesetze  auf  stationäre  galvanische  Ströme  an- 
wenden könne,  sei  zuerst  erforderlich,  sich  eine  bestimmte  mecha- 
nische Vorstellung  von  der  Beziehung  der  freien  Elektricitftt  zur 
strömenden  zu  machen.  Es  sei  ihm  nicht  gelungen,  alle  dabei  auf- 
tretenden Schwierigkeiten  zu  lösen,  doch  glaube  er  wenigstens 
einiges  zur  Klarung  des  Weges  beizutragen.  Der  Begriff  der  stationären 
Strömung  verlange,  dafs  die  an  jeder  Stelle  des  Stromkreises  thätige 
Kraft  nur  Function  der  Coordinaten  sei,  also  [?]  dafs  sie  eine 
Potentialfunction  V  habe  und  dafs  diese  die  Zeit  nicht  explicite 
enthalte  ^^*).  Für  den  elektrischen  Strom  müfsten  femer  die  Kraft- 
linien mit  den  Stromlinien  zusammenfallen,  indem  hier  die  lebendige 
Kraft  vollständig  in  Wärme  umgesetzt  werde.  Die  Kirchhoff'sche 
Annahme: 

J~-l',l  (151) 

erlaube  eine  leichte  Verallgemeinerung  zu  folgender^***):  die  Strom- 
stärke ist  an  jeder  Stelle  der  wirkenden  Ejraft  proportional.  In 
dieser  Form  habe  sie  Riemann'***)  weiter  verfolgt,  aber  nur  für  den 
Fall,  dafs  die  Scheidungskräfte  nur  in  einer  unendlich  dünnen 
Schicht  wirksam  seien;  allgemeiner  erhalte  man  für  einen  linearen 
Leiter: 


(«-ID 


(152) 


Bei  Integration  über  den  ganzen  Stromkreis  fällt  der  letzte  Term 
weg  und  man  erhält  die  Gesetze  von  Ohm  und  Joule.  Wenn  man 
dabei  die  Theorie  ganz  an  mechanische  Vorstellungen  anlehnen  wolle. 


7459)  Für  die  letztere  Deutung  findet  sich  der  Satz  fQr  ein  Sjatem 
linearer  Leiter  bei  Maxwell,  Treatise  1,  nr.  281,  p.  S35. 

7460)  Ann.  Phya.  Chem.  N.  F.  15,  1882,  p.  558. 

7461)  Er  kritisirt  hier  eine  mir  schon  der  Sprache  wegen  nicht  za- 
gängliche  Abhandlnng  von  J.  Fröhlich,  in  der  V  als  Fanction  auch  von 
V  behandelt  werde. 

7462)  §  8,  p.  561. 


1448    I.Hftuptteil.  14. AbßcbD.  Untere. üb. Leitung d. Wärme u.EIeJctricilftl 

müsse  man  die  verzögernde  Kraft  eines  Widerstandes '  unter  die 
wirkenden  Kräfte  mit  aufnehmen  ^^^).  Setze  man  dabei  die  Elek- 
tricität  als  „incompressibeP^  voraus,  so  genüge  die  schon  öfter  ge- 
machte, auch  von  v.  Bezold^'^)  näher  verfolgte  Annahme,  dafs  diese 
Kraft  der  Stromgeschwindigkeit  proportional  sei.  Doch  habe  er 
gegen  dessen  Behandlung  Bedenken:  v.  Bezold  stütze  sich  auf  die 
Übereinstimmung  eines  particulären  Integrals  seiner  Differential- 
gleichung mit  der  Erfahrung;  es  sei  aber  nicht  ausgeschlossen,  dafs 
auch  andere  particuläre  Integrale  dasselbe  Gesetz  enthielten.  AuDser- 
dem  berücksichtige  er  die  Möglichkeit  nicht,  dafs  die  Elektricität 
der  Compression  Widerstand  leiste,  sodafs  sein  d  V/cs  mit  dem  von 
Kirchhoff's  Formel  nicht  identisch  sei.  Endlich  berücksichtige  er 
die  Scheidungskräftc  nicht  besonders;  nur  dadurch  gelange  er  zum 
Schlüsse,  dafs  das  Potential  notwendig  Discontinuitäten  aufweisen 
müsse,  wenn  ein  Strom  zustande  kommen  solle.  Man  könne  aber 
doch,  auch  den  Fall  continuirlicher  Änderung  der  chemischen  Zu- 
sammensetzung mit  dem  Orte  behandeln.  Budde  selbst  setzt  ^^^)  das 
Gesetz  des  Widerstandes  gleich: 

wo  u  die  Stromgeschwindigkeit,  Qq  und  q  die  Dichtigkeit^^n  im 
natürlichen  Zustande  und  während  der  Strömung,  ^  eine  Constante 
des  Materials  bezeichnen.  Aufserdem  nimmt  er  noch  eine  Kraft  p 
an,  „die  darnach  strebt,  der  neutralen  Elektricität  eine  gewisse 
Dichtigkeit  zu  geben  und  zu  erhalten^^,  deren  Integral  über  den 
ganzen  Stromkreis  übrigens  Null  sei.  So  erhält  er  für  die  gesamte 
bewegende  Kraft  den  Ausdruck:- 

(154)  Ä_ir_j,_S«i 

Indem  er  dann  über  den  ganzen  Leiter  integrirt,  fallen  das  zweite 
und  dritte  Glied  weg  und  man  erhält  wieder  die  Gesetze  von  Ohm 
und  Joule,  mit: 


(155)  P"" , 


als  Ausdruck  fär  den  elektrischen  Widerstand. 

Hierauf    wendet    er    sich    zur    Betrachtung    der    freien    Elek- 
tricität ^^^^).     Ist  p    überall   gleich   null,    „d.  h.   ist  die   Elektricität 

7403;  §  4,  p.  564.         7464)  p.  666.         7465)  §  5,  p.  567. 
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absolut  compressibeP^  so  ist  die  freie  Ladung  als  Ursache  des 
Stromes  unentbehrlich.  Im  entgegengesetzten  Grenzfall,  dafs  die 
Elektricität  absolut  incompressibel  wäre,  würde  der  Strom  schon 
durch  die  Scheidungskräfte  allein  geregelt  und  die  Annahme  einer 
freien  Ladung  würde  überflüssig  und  willkürlich.  Die  Erfahrung 
scheine  also  zunächst  fdr  die  Annahme  j)  =  0  zu  sprechen.  Es 
ergebe  sich  aber  auf  jeden  Fall,  dafs  die  freie  Elektricität  weder 
an  sich,  noch  in  Verbindung  mit  den  Scheidimgsvorgängen  im 
Gleichgewicht  sein  könne.  Dabei  seien  aber  noch  zwei  Fälle  mögr 
lieh:  a)  die  freie  Elektricität  ist  in  Ruhe;  b)  sie  giebt  den  treiben- 
den Kräften  nach.  Im  ersteren  Falle  müsse  man  annehmen  ^^*), 
dafs  die  Strömung  auf  die  freie  Elektricität  eine  „statische"  Wirkung 
ausübe,  die  an  jeder  Stelle  dem  dort  geltenden  Werte  des  Potential- 
gefälles umgekehrt  proportional  sei.  Budde  mustert  die  vor- 
geschlagenen elektrodynamischen  Elementargesetze  daraufhin,  ob  sie 
eine  solche  Gegenwirkung  des  Stromes  zulassen,  und  findet,  dafs  das 
nur  für  das  Weber'sche  Gesetz  möglicherweise  der  Fall  ist  und  auch 
für  dieses  nur  bei  der  unitarischen  Annahme;  das  cVjds  würde 
dann  aus  den  Formeln  herausfallen,  indem  es  durch  die  Gegenkräfte 
gerade  aufgehoben  würde.  Von  der  anderen  Annahme  aber,  dafs 
sämtliche  freie  Elektricität  in  Bewegung  sei^^^^),  meint  er,  sie  führe 
auf  Widersprüche  in  der  Vorstellung,  wenn  man  nicht  atmehme, 
dafs  auch  neutrale  Elektricität  im  Innern  der  Leiter  mitströme.  In 
diesem  Falle  müfste  aber  j)  »  0  sein,  wenn  die  experimentell  fesir 
gestellt^n  Gesetze  bestehen  bleiben  sollten;  die  Anwendung-  des 
Green'schen  Satzes  liefere  dann  JY  =*0  und  es  scheine  also  eine 
solche  Art  der  Strömung  unmöglich  zu  sein. 

Die  Schlufsbemerkung.***®)  betrifft  die  von  ihm  Neumann 
[welchem?]  zugeschriebene  Auffassung,  die  den  elektrischen  Strom 
als  ein  Phänomen  sui  generis  betrachte  und  auf  eine  Einsicht  in 
seinen  Zusammenhang  mit  den  elektrostatischen  Erscheinungen  ver- 
zichte. Er  meint  [m.  E.  mit  Recht]:  dann  dürfe  man  aber  nicht 
mit  dem  Potential,  sondern  nur  mit  der  Stromstärkie  operiren. 

Die  Darstellung  bei  E.  Mascart  und  J.  Joubert'**^)  macht 
nicht  den  Anspruch,  wesentlich  neues  zu  bieten.  Zu  erwähnen  ist 
für  uns  etwa  die  Art,  wie  sie  Ohm's  Anschauungen  wiedergeben"*^®): 


7466)  §  5  s,  p.  569.         7467)  §  6  b,  p.  572.         7468)  p.  576. 

7469)  Le9on8  8ur  T^lectricit^  et  le  magn^tisme  I,  Paris  1882;  deatsch 
V.  L.  Levy,  Berlin  1886. 

7470)  nr.  200,  p.  181  der  deutschen  Übersetzung. 
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^Ohm  fafst  die  Spannung  als  einen  besonderen  Zustand  in  jedem 
Punkte  auf,  infolgedessen  die  Elektricität  ihm  zu  entschlüpfen  strebt, 
und  wenn  die  Spannungen  in  einem  Mittel  veränderlich  sind,  die 
Elektricität  von  Punkten  höherer  Spannung  nach  solchen  niederer 
Spannung  hinfliefst  .  .  .  Ohm  scheint  in  einzelnen  Teilen  seiner 
Abhandlungen  eine  nahe  Yerwandtschafb  zwischen  der  elektrischen 
Dichte  und  der  Spannung  anzunehmen,  aber  er  giebt  andererseits 
an,  dafs  man  die  Spannung  in  einem  Punkte  .  .  .  bestimmen  könnte 
durch  Verbindung  dieses  Punktes  .  .  .  mit  einem  isolirten  Elektroskop; 
Die  so  gemessene  Gröfse  ist  aber  nichts  anderes  als  das  Potential.'^ 
Durch  Übertragung  eines  Satzes  der  Elektrostatik  erhalten  sie  einen 
Ausdruck  für  die  mittlere  specifische  Leitfähigkeit  eines  Baumes, 
der  in  einem  Mittel  von  der  Leitfähigkeit  q  kleine  Kugeln  von  der 
Leitfähigkeit  c^  eingebettet  enthält  ^^^^).  Auch  bestimmen  sie  den 
scheinbaren  Widerstand  eines  Leiters  für  den  Fall  seitlicher  Verluste 
durch  Stützen  u.  dgl.^^^');  durch  Grenzübergang  erhalten  sie  für  den 
Fall,  dafs  die  Ableitungen  continuirlich  über  die  ganze  Länge  des 
Leiters  verteilt  sind,  eine  Differentialgleichung  für  den  Widerstand 
von  der  Stelle  x  bis  zum  Ende  des  Leiters  und  ihr  Litegral  durch 
Exponentialfunctionen. 

Dann  wenden  sie  sich  zur  Theorie  veränderlicher  Ströme.  Sie 
finden ^^^'),  diese  biete  groDse  principielle  Schwierigkeiten:  man  könne 
nicht  a  priori  sagen,  ob  hier  die  innere  Dichte  variabel  sei,  oder 
ob  auch  in  diesem  Falle  aller  Zuwachs  an  Ladung  sich  nur  auf  der 
Oberfläche  ansammle.  Da  experimentelle  Daten  fehlten,  sei  es  das 
nächstliegende,  die  Vorstellungen  der  Wärmeleitungstheorie  auch  auf 
dieses  Gebiet  zu  übertragen,  also  anzunehmen,  dafs  auch  hier  die 
Strömung  in  jedem  Punkte  der  elektrischen  Krafk  in  ihm  proportional 
sei  Für  den  Standpunkt  der  Theorie  instantaner  Femewirkung  sei 
das  auch  ganz  natürlich,  nicht  so,  wenn  man  sich  die  Wirkung  als 
durch  ein  Zwischenmedium  vermittelt  vorstelle.  Jedenfalls  könne 
man  aber  auch  dann  unter  geeigneten  Vorbehalten  die  Fourier'sche 
Theorie  anwenden;  die  Erscheinungen  in  Kabeln  und  in  schlechten 
Leitern  würden  durch  sie  in  der  That  mit  voller  Genauigkeit  dar- 
gestellt.   Sie  schliefsen  sich  dann  im  wesentlichen  an  W.  Thomson  ^^J*) 


7471)  nr.  214,  p.  193.     Vgl.  Maxwell""). 

7472)  nr.  222,  p.  201.  Man  vergleiche  auch  die  gleichzeitige  Behand- 
lung derselben  Probleme  bei  £.  E.  B lavier,  Ann.  t^legr,  (8)  9,  1882, 
nr.  42,  p.  211. 

7478)  nr.  223,  p.  204. 
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an,  fCLr  das  Eindringen  der  Elektricitftt  in  Dielektrika ^^^^)  und  für 
die  Theorie  des  Bückstandes  ^^^^)  an  Maxwell.  Bei  diesen  letzteren 
Erscheinungen,  fügen  sie  hinzu,  höre  die  Analogie  mit  der  Wärme- 
leitung  vollständig  auf. 

Eine  nachgelassene  Abhandlung  von  G.  Schmidt'***)  verfolgt 
die  Analogie  zwischen  hydrodynamischen  und  elektrischen  Strömungen; 
er  bemüht  sich  namentlich,  hydrodynamische  Versuchsanordnungen 
ausfindig  zu  machen,  die  den  in  der  Elektricitfttslehre  vorliegenden 
Verhältnissen  möglichst  entsprechen. 

J.  T.  Sprague'*'')  kommt  noch  einmal  auf  die  frühere  Dis- 
cussion  (^*7»-^**5j  zurück,  namentlich  auf  seine  Formnlirung: 
Potential  gleich  Quadratwurzel  aus  der  Energie.  Die  Ohm'schen 
Sätze  drückten  einfach  wohlbekannte  mechanische  Gesetze  aus;  man 
täusche  sich,  wenn  man  der  Elektricitätslehre  eigentümliche  That- 
sachen  durch  sie  ausgesprochen  glaube.  Überhaupt  seien  mathe- 
matische Formeln  nur  Werkzeuge  des  Denkens  und  dürften  nicht 
für  „wirkliche  Thatsachen  und  Theorien'^  genonunen  werden.  Dabei 
gebraucht  er  wieder  das  Wort  Kraft  (force)  in  ganz  unbestimmtem 
Sinne;  auch  drückt  er  sich  wieder  so  aus,  als  ob  die  Elektricitäts- 
leitung  vollständig  denselben  Gesetzen  gehorchte,  wie  die  Strömung 
des  Wassers  in  Röhren.  Nachher  corrigirt  er  sich  doch'*'®):  nicht 
die  Quadratwurzel  aus  der  entwickelten,  sondern  die  aus  der 
potentiellen  Energie  sei  gleich  der  Kraft;  aufserdem  müsse  man 
noch  einen  „Einheitsleiter^^  voraussetzen,  und  dabei  höre  die  Analogie 
zwischen  elektrischen  und  hydrodynamischen  Erscheinungen  auf. 
Später  fährt  er  fort'*'^):  früher  habe  man  von  „Quantität"  und 
,,Intensität"  eines  Stromes  geredet;  das  sei  ganz  irreführend  gewesen. 
Ein  Strom  habe  nur  eine  Qualität,  seine  Stärke  (rate);  immerhin 
komme  man  gelegentlich  in  die  Lage,  auch  von  Stromdichtigkeit 
reden  zu  müssen.  Es  sei  aber  sehr  unzweckmäfsig,  wenn  man  diese 
letztere  mit  dem  schon  viel  mifsbrauchten  Worte  Intensität  bezeichnen 
wolle.  Er  wiederholt  dann  seine  früheren  Auseinandersetzungen  in 
einer  Form,  die  sehr  deutlich  zeigt,  daüs  seine  elektrischen  Unklar- 
heiten letzten  Endes  auf  Unklarheiten  in  der  Verwendung  der  funda- 
mentalen Termini  der  Mechanik  beruhen.  Übrigens  meint  er  jetzt'**®), 
beide  Auffassungen:  Potential  gleich  potentieller  Energie  oder  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  ihr  seien  berechtigt. 

7474)  nr.  241,  p.  220.    7476)  nr.  242,  p.  221. 

7476)  Wien.  Ber.  86,,  1882,  p.  194. 

7477)  Electrician  9,  1882,  p.  582.    7478)  ib.  10,  1883,  p.  9. 
7479)  ib.  11,  1888,  p.  222.    7480)  nr.  19,  p.  281. 
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Inzwischen  hatte  O.  Heaviside  die  Frage  besprochen,  wie  die 
Benutzung  der  Erde  zur  Rückleitung  aufzufassen  sei^^^).  Manche 
faJC^ten  sie  so  auf,  als  ob  es  sich  um  eine  statische  Ladung  der 
Erde  handelt«,  die  nur  deswegen  so  lange  vorhalte,  weil  die  Erde 
so  grofs  sei;  andere  betrachteten  die  Erde  wie  ein  Besenroir  von 
unbegrenzter  Ergiebigkeit,  dessen  Potential  sich  nicht  ändere,  wieviel 
man  auch  zu-  oder  ableite.  Die  erstere  Auffassung  sei  aogenscheiii- 
lieh  falsch,  die  Ladung  eines  Condensators  hänge  nicht  von  seiner 
Gröfse  ab.  Die  zweite  dagegen  liefse  sich  wohl  in  eine  strenge 
Theorie  umformen,  nur  dürfe  man  natürlich  nicht  bei  der  Annahme 
stehen  bleiben,  dafs  das  Potential  der  Erde  überall  dasselbe  sei,  da 
man  sonst  überhaupt  keinen  Strom  erhalte.  Er  berechnet  zunächst 
den  Widerstand  eines  imbegi*enzten  Baumes  mit  einer  Elekt^pde, 
aus  ihm  mit  Hilfe  des  Spiegelungsprincips  den  eines  Halbraumes 
mit  einer  Elektrode  an  der  Oberfläche.  Für  den  thatsächlichen  Fall 
von  zwei  Elektroden  in  der  Oberfläche  könne  man  den  Widerstand 
dann  einfach  durch  Addition  finden,  da  er  doch  hauptsächlich  durch 
die  Umgebung  einer  jeden  zustande  komme'***). 

Wenn  Heaviside  in  einer  bald  folgenden  Theorie  der  „Strom- 
energie^^  auf  die  Ohm'schen  Sätze  zu  sprechen  kommt,  so  legt  er 
Wert  darauf'****),  dafs  man  sich  durch  den  Namen  Widerstand  für 
die  Gonstante  R  —  deren  Unabhängigkeit  von  der  Stromstärke  sich 
übrigens  in  keiner  Weise  a  priori  beweisen  lasse  —  nicht  dam 
verleiten  lassen  dürfe,  an  eine  Analogie  zum  Beibungswiderstande 
zu  denken;  das  wahre  elektrische  Analogon  zum  Beibungs widerstand 
strömenden  Wassers  sei  nicht  J?,  sondern  EJ'^*^). 

Im  weiteren  Verlaufe  dieser  allgemeinen  Darstellung  kommt 
auch  Heaviside  noch  einmal  auf  die  in  der  alten  Discussion  be- 
sprochenen Fragen  zurück,  doch  ohne  ausdrücklich  auf  jene  Discussion 
Bezug  zu  nehmen'**^).     Um  das  Energiegesetz  verstehen  zu  können, 

7481)  ib.  9,  1882,  p.  605. 

7482)  p.  607.  —  Die  strenge  Behandlung  desselben  Problems  durch 
Felici"»»).  ""),  "«>),  Helmholtz"*«),  Poloni"**)  scheint  ihm  unbe- 
kannt gewesen  zu  sein. 

7488)  Electrician  11,  1883,  p.  149. 

7484)  Er  meint,  Ohm  sei  durch  falsch d  Methoden  zu  riohtigeii 
Kesultaten  gekommen.  —  Weiterhin  (p.  199)  giebt  er  die  Frage,  wie  übel 
„the  electric  light  young  man^^  ohne  die  Ohm'schen  Gesetze  daran  sein 
würde,  als  abschreckendes  Beispiel  einer  teleologischen  Arg^umentation; 
das  spinnen  dann  G.  M.  Minchin  (ib.  p.  230)  imd  Heaviside  selbst 
(p.  263)  noch  weiter  aus. 

7485)  Electrician  11,  1883,  p.  246. 
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müsse  man  erst  Dynamik  studiren  „a  repulsivelj  dry  subjeet  to 
most^;  dann  werde  man  zwar  auch  nicht  wissen,  was  Elektricitat 
„ist",  aber  jedenfalls,  was  sie  nicht  ist.  Das  Product  aus  Elektricit&ts- 
meiige  und  elektromotorischer  Kraft  sei  Energie,  also  könne  keiner 
der  Factoren  für  sich  Energie  sein;  gleichwohl  hätten  „men  of 
Standing"  diesen  Schlufs  nicht  verstanden.  Man  könne  sich  das  nur 
so  erklären,  daüs  sie  entweder  von  Dynamik  nichts  wtÜ^sten  oder 
daüs  der  rasche  Wirbel  ihrer  Ideen  eine  gewisse  Abplattung  hervor- 
gebracht habe.  Was  man  auf  die  oft  gestellte  Frage  „was  ist 
Elektricitat"  antworten  solle,  sei  ihm  pei'sönlich  gleichgültig;  etwas 
ganz  anderes  sei  die  Frage  nach  dem  Mechanismus  elektrischer 
Vorgänge.  Wäre  dieser  bekannt,  so  würde  man  vielleicht  sehen, 
dafs  man  statt  E  und  J  zweckmäfsiger  andere  Grölsen  einführen 
würde;  solange  das  nicht  der  Fall  sei,  bleibe  man  besser  bei  diesen. 
Die  Auffassung,  dafs  EJ  Energie  sei,  sei  zunächst  nur  für  den 
Convectionsstrom  (die  Entladung  eines  Condensators)  wirklich  be- 
wiesen; ihre  Übertragung  auf  den  Leitungsstrom  sei  voreilig.  Die 
deutschen  „Philosophen"  schienen  entschlossen  zu  sein,  im  Strome  be- 
wegte statische  Elektricitat  zu  sehen,  und  hätten  sich  viele  Mühe 
gegeben,  die  Elementargesetze  so  zu  formuliren,  dafs  sie  Elektro- 
statik und  Elektrodynamik  zugleich  umfassen  sollten;  das  contrastire 
stark  mit  den  Methoden  der  englischen  Schule.  Wenn  man  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  heranziehe,  könne  man  allerdings 
schliefsen,  dafs  die  Gleichung  W  =»  EJ  auch  fOr  den  Leitungsstrond 
gelte,  indem  man  zunächst  Condensatorentladungen  betrachte  und 
dann  die  Capacität  über  alle  Grenzen  wachsen  lasse  ^'*®*).  Weiterhin 
giebt  er  noch  die  Ableitung  der  Elektricitätsbewegung  in  körper- 
lichen Leitern  aus  dem  zuvor  für  lineare  Leiter  abgeleiteten  Satze, 
dafs  die  „natürliche"  Stromverzweigung  die  Joule'sche  Wärme  zu 
einem  Minimum  macht,  mit  Hilfe  der  Umformung  eines  Oberflächen- 
integrals in  ein  Raumintegral,  die  sich  auf  die  als  Erfahrungssatz 
betrachtete  Thatsache  stützt,  dafs  die  Divergenz  des  Stromes  überall 
Null  ist  7^«^). 

Th.  du  Moncel^*®*)  stellt  die  Entwicklungsgeschichte  der 
Theorie  der  Elektricitätsleitung  dar;  namentlich  berichtet  er  über 
die  Aufnahme,  die  Ohm's  Auffassungen  bei  verschiedenen  Physikern 
seiner  Zeit  gefunden  haben.  Er  meint,  man  könne  nicht  begreifen, 
wie  Pouillet's    in    vieler  Beziehung  unvollkonunene   Untersuchungen 


7486)  p.  294.         7487)  p.  848. 
7488)  Lüm.  ^lectr.  9,  1883,  p.  417. 
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nach  10  Jahren  auf  Ohm's  grofsartige  Entdeckungen  ULtten  folgea 
können,  noch  weniger,  wie  Pouillet,  nachdem  er  diese  kennen  gelernt 
habe,  sich  so  absprechend  über  sie  äufsem  konnte.  Auch  die 
mathematischen  Gesetze  des  variabeln  Zustandes  seien  von  Obm 
schon  entwickelt  und  von  Gaugain  nur  bestätigt  worden. 

L.  Thevenin^^*)  behandelt  die  Theorie  der  Widerstandfl- 
messungen  durch  die  „Schleif enmethode'^  für  den  Fall,  dafo  die 
Isolation  sowohl  zwischen  den  beiden  Drähten,  als  auch  zwiseheii 
jedem  Drahte  und  der  Erde  unvollkommen  ist  Sind  Vj,  F,  die 
Potentiale  in  den  beiden  Leitungen,  so  handelt  es  sich  um  die 
Litegration  der  simultanen  Gleichungen: 

sie  kann  durch  Exponentialfimctionen  geschehen,  indem  Fj  +  ^t 
und  V^ —  V^  Normallösungen  werden.  Thevenin  bestimmt  die 
Litegrationsconstanten  für  verschiedene  Grenzbedingungen. 

Ein  anderer  Aufsatz  von  Thevenin  ^^^)  giebt  das  folgende  all- 
gemeine Gesetz  als  neu:  werden  in  einem  beliebigen  Leitersjstem,  das 
auch  körperliche  Leiter  enthalten  kann,  zwei  Punkte  durch  einen 
Verbindungsdraht  vom  Widerstände  r,  der  keine  elektromotorische 
Kraft  enthalte,  verbunden,  so  hängt  die  Stromstärke  in  diesem 
Drahte  nur  ab  von  derjenigen  Potentialdifferenz  zwischen  den  beiden 
Anlegepunkten,  die  vorher  dort  vorhanden  war,  und  von  dem 
Gesamtwiderstande  i?;  sie  ist  nämlich  gleich: 

A.  G.^^'^)  findet  diesen  Satz  interessant  und  sehr  nützlich,  meint 
aber,  die  Sache  sei  von  Thevenin  nicht  genügend  klar  dargestellt 
worden:  es  handle  sich  einfach  darum,  dafs  man  dem  neuen  Drahte 
gegenüber  das  alte  System  als  eine  Elektricitätsquelle  vom  inneren 
Widerstände  R  auffassen  könne.  G.  Gab  an  eil  as^^*^  meint,  man 
könne  den  Satz  zugleich  allgemeiner  und  einfacher  in  folgender 
Form  ausdrücken:  wenn  zwei  Punkte  zweier  beliebiger  Leitersjsteme 
durch  einen  linearen  Leiter  verbunden  werden,  so  kann  man  f)lr  die 
Betrachtung  des  stationären  Stromes,  ohne  die  Wirkung  des  ersten 


7489)  Ann.  t^lägr.  (3)  10,  1883,  p.  166. 

7490)  Paris  C.  R.  97,  1888,  p.  159;  Lum.  ^lectr.  9,  1888,  p.  410. 

7491)  Lum.  ^lectr.  9,  1888,  p.  411. 

7492)  Paria  C.  R.  97,  1888,  p.  311;  Ann.  t^lögr.  (3)  10,  1883,  p.  441. 
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Systems  auf  das  zweite  zu  ändern,  das  erste  ersetzen  durch  einen 
bestimmten  Widerstand  und  durch  eine  elektromotorische  Kraft 
gleich  der  ursprünglichen  Potentialdifferenz  der  Anlegepnnkte.  Er 
zeigt,  wie  man  diesen  Satz  zu  Messungsmethoden  verwenden  könne. 
Ein  zweiter  Aufsatz  von  Cabanellas^^^')  bezieht  sich  darauf^ 
dafs  die  Gleichung: 

^EJ^^EJ^  (168) 

immittelbar  aus  dem  Energieprincip  und  dem  Joule'schen  Gesetze 
folge,  indem  sie  die  Gleichheit  der  zugeführten  Energie  mit  der  im 
System  in  Wärme  verwandelten  ausdrückt;  und  dafs  man  diese 
Gleichung  auch  auf  irgend  einen  Teil  eines  Leitersystems  anwenden 
könne,  wenn  man  nur  die  Differenzen  der  Potentiale  an  denjenigen 
Stellen,  an  welchen  dieser  Teil  mit  den  übrigen  Teilen  des  Systems 
zusammenhängt,  mit  in  Rechnung  bringe. 

Wl.  de  Nikolajeff^^^)  bespricht  noch  einmal  den  stationären 
Strom  in  einem  unvollständig  isolirten  Kabel,  also  die  Litegration 
der  Gleichungen: 

Er  discutirt  die  Lösung  namentlich  mit  Rücksicht  auf  Widerstands- 
und Capacitätsmessungen. 

V,  Volterra^***)  behandelt  im  Anschlufs  an  eine  später  zu 
besprechende  Untersuchung  von  E.  Beltrami  Fälle,  in  welchen  sich 
ein  Potential  als  Function  von  nur  zwei  Variabeln  darstellen  läfst. 
Dabei  geht  er^^'^)  von  der  auf  orthogonale  krummlinige  Coordinaten 
transformirten  Laplace'schen  Differentialgleichung  (§  90  (77))  aus 
und  bemerkt,  sie  lasse  jedenfalls  dann  von  q^  unabhängige  Lösungen 
zu,  wenn  h^  das  Product  einer  Function  von  ^^  allein  in  eine 
Function  h^  von  q^  und  p,  ist,  und  wenn  zugleich  /r^/^s  ^^^  ^i  ^^~ 
abhängig  ist.  Zu  jeder  solchen  Function  V  gehört  eine  „assocürte'^ 
Function   W,  die  den  Differentialgleichungen  genügt: 

Aus  ihnen  folgt,  dafs  die  Functionaldeterminante  von  V  und  W 
nach  ^2  ^uid  q^  von  Null  verschieden  ist,  solange  cV/cq^  und  d  y/d(f^ 


7493)  Paris  C.  R.  97,  1883,  p.  666. 

7494)  Ann.  t^lägr.  (3)  10,  1883,  p.  406. 

7495)  Pisa  Ann.  3,  1883,  p.  206.    7496)  §  1,  p.  210. 
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es  sind;  man  kann  also  dann  irgend  zwei  solche  Functionen  v^  w 
als  unabhängige  Variable  einführen.  In  ihnen  nehmen  die  Glei- 
chungen (160)  die  Form  an: 

(161)  ä«     ^"'     ''^dw-"  dV 

Führt  man  andererseits  auf  der  Fläche  Qy*=  const.  isotherme  Coordi- 
naten  1,  fi  ein,  so  gehen  die  Gleichungen  über  in^*^: 

(162)  Ä^_„_-,       ^^-=-   ^^. 

Sollen  die  Coordinatenlinien  selbst  als  Linien  T'  =  const.,  TF»  const. 
auftreten  können,  so  muTs: 

(163)  /'i=9'(il)i|'W 

sein;  und  diese  Bedingung  ist  unter  geeigneten  StetigkeitsToraus- 
setaningen  auch  hinreichend.  Soll  andererseits  V  gleich  einem 
Producte  einer  Function  K^  von  1  allein  mit  einer  Function  K^  Ton 
fi  allein  sein,  so  müssen  diese  Functionen  linearen  Differential- 
gleichungen: 

genügen,  in  denen  a  eine  Constante  bedeutet  ^^*^).  Durch  Einftthmhg 
geeigneter  Functionen  von  1  und  von  fi  lassen  sich  diese  Gleichungen 
noch  umformen  ^*^). 

Weiter  leitet  Volterra  Analoga  zu  den  Green'schen  Sätzen 
ab'^.  Sei  in  dem  betrachteten  Räume  ein  Gebiet  s  von  'einef, 
zwei  oder  drei  Dimensionen  und  auf  ihm  eine  Dichtigkeitsfimction  f 
gegeben,  deren  Potential  q>  heifse;  wird  dann  die  gewöhnliche 
Green'sche  Gleichung  über  dieses  Gebiet  iutegrirt,   so   ergiebt  sich: 

Ist  p  =  const.,  so  steht  rechts  der  Mittelwert  von  F  in  5;  ist  V  in 
s  constant,  so  steht  rechts  dieser  constante  Wert.  In  diesen  Formeln 
kann    man    noch    q>    durch    q>  -\-  '^    ersetzen,    unter   tp   irgend   eine 


7497)  p.  214. 

7498)  p.  217.  Volterra  leitet  zwar  Integraltheoreme  für  die  zu  ?er- 
schiedenen  zulässigen  Werten  von  a  gehörenden  Functionen  ab,  erörtert 
aber  nicht,  welche  Werte  von  a  zulässig  sind. 

7499)  p.  218.         7600)  §  2,  p.  219. 
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harmonische  Function  verstanden;  ist  dann  l  eine  Function  auf  der 
Oberflftche  und  ist  auf  dieser  die  Bedingung: 

<)P  +  tf»  +  i||  =  0  (166) 

erfüllt,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (165)  auf: 

Sind  Q^j  9>^,  1/;^  entsprechende  Functionen  fCLr  ein  anderes  Oebiet  5^, 
so  ergiebt  sich  durch  Combination  noch: 

-  Ä/(9^i ll  -  ^  li)  ^«  -ßi9ds  -JVp,  ds,         (168) 

J{9>i  +  ^i)  9  ds  --J(9>  +  tC)  ^1  ds^  (169) 

als  Verallgemeinerung  des  Gaufs^schen  Satzes.  Entsprechende  Glei- 
chungen gelten  dann  auch  für  eine  Teilung  des  gegebenen  Raumes 
in  eine  grölsere  Anzahl  von  Teilgebieten  ^^^);  sie  können  zur  Inte- 
gration der  Gleichung: 

JV^f(x,y,e)  (170) 

dienen'*®*).  Das  findet  Anwendung  .auf  die  zuerst  gestellte  Auf- 
gabe'*®'*):  wenn  die  gesuchte  Potentialfonction  von  ^^  unabhängig 
sein  soll,  kann  man  für  q)  das  Potential  einer  Masse  nehmen,  die 
auf  einer  der  Linien  q^  ^^  const.,  ^3  ==>  const.  verteilt  ist;  und  zwar 
wo  möglich  so,  dafs  auch  die  zugehörige  Function  t|;  von  ^^  un- 
abhängig wird.  Soll  dabei  diejenige  Formel  benutzt  werden,  die 
eine  Gesamtmasse  Null  voraussetzt,  so  mag  man  etwa  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Massen  auf  zwei  solchen  Linien  verteilen.  Für 
Cylindercoordinaten  kann  man  als  solche  Linien  Kreislinien  um  die 
Axe  nehmen'^. 

Weitere  Formeln,   die   ihren  Ausgangspimkt  in  der  Gleichung: 

nehmen,  enthalten  auch  die  associirten  Functionen  W'^^^),  Die 
Ableitungen  der  W  nach  der  Normalen  können  dann  durch  die  der 
entsprechenden   V  nach  der  Tangente  ersetzt  werden.     Volterra  be- 


7501)  p.  225.         7502)  p.  230.         7508)  p.  232. 
7504)  p.  233.         7605)  §  3,  p.  284. 
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handelt  namentlich  den  Fall^^,  dafs  Vf  einen  Periodicit&tsmodi^ 
besitzen  soll;  man  kann  dazu  für  V^  das  magnetische  Potential 
eines  elektrischen  Stromes  oder  das  Geschwindigkeitspotential  einer 
Flüssigkeit  mit  einem  Wirbelfaden  nehmen,  wenn  man  es  so  ein- 
richten kann,  dafs  ein  solches  Potential  von  ^^  unabhängig  wird^^. 
Das  findet  bei  kartesischen  Coordinaten  für  einen  geradlinigen,  bei 
Cylindercoordinaten  für  einen  kreisförmigen  Strom  bezw.  Wirbel- 
faden statt;  für  den  letzteren  Fall  entnimmt  er^^  die  Gleichung 
der  zugehörigen  Stromlinien  aus  den  hydrodynamischen  Unter- 
suchungen von  Helmholtz  und  transformirt  sie  im  AnschluDs  an 
Beltrami  auf  eine  Normalform  der  elliptischen  Integrale.  Auch 
zeigt  er,  wie  man  in  diesem  Falle  allgemein  die  assocürte  Function 
aus  dem  Potential  durch  eine  doppelte  Quadratur  bestimmen  kann^'^ 
Dann  leitet  er  noch  den  Satz  von  der  Umwandlung  eines  Flächen- 
integrals in  ein  Randintegral,  der  jetzt  gewöhnlich  nach  Stokes 
benannt  wird,  aus  einem  Functionaldeterminantensatze  von  Jacobi 
jiQj.7310^  und  zeigt,  wie  die  Green'schen  Sätze  aus  ihm  gewonnen 
werden  können.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  übersetzt  er  den 
Helmholtz'schen  Reciprocitätssatz '^**)  in  die  Hydrodynamik'***). 

Dann  wendet  er  sich  zu  Problemen  der  elektrischen  Strömung 
in  unhomogenen  Leitern'^*').  Er  fragt,  unter  welchen  Bedingungen 
ein  System  von  ebenen  Niveaulinien  durch  Rotation  um  eine  Axe 
ein  System  von  Niveauflächen  erzeugen  kann  und  findet,  dafs  das 
für  das  System  der  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  der  FalL 
ist^***).  Allgemeiner  führt  er  das  Problem  der  elektrischen  Ströme 
in  einer  Ebene,  in  der  die  Leitfähigkeit  eine  Function  k  des  Ortes 
ist,  die  der  Differentialgleichung  Jl  =^  0  genügt,  zurück  auf  die 
conforme  Abbildung  dieser  Ebene  auf  eine  andere,  in  der  gerade 
Linien  den  Linien  l »  const.  entsprechen^**^).  Es  existiren  dann 
inmier  Systeme  von  Linien,  die  sowohl  für  das  angenommene  Geseta 
der  Leitfähigkeit,  als  auch  für  constante  Leitfähigkeit  Niveaulinien 
sein  können.  Entsprechendes  gilt  dann  auch  für  den  Fall,  dals  die 
Leitfähigkeit  zu  einer  solchen  Function  l  umgekehrt  proportional 
ist'*«). 

Diese    Überlegungen    überträgt    Yolterra    dann    auch    auf  den 
Raum'***),    indem    er    zunächst    Functionen    von    vier    oder   mehr 


7506)  p.  286.         7607)  p.  240.         7508)  p.  241. 
7609)  p.  246.         7510)  p.  248.         7511)  p.  261. 
7612)  §  4,  p.  261.         7618)  p.  253.         7514)  p.  255. 
7616)  p.  256.         7616)  §  6,  p.  257. 
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Variabeln  einführt  Als  Elementarpotential  in  n  Yariabeln  tritt 
dabei  r~"+^  auf  [vgl.  die  in  §  84  besprochenen  Untersuchungen]. 
Er  giebt  die  zugehörigen  Verallgemeinerungen  der  Green'schen  Sätze 
und  zeigt  speciell^^^'^,  dafs  confocale  Flächen  zweiten  Grades  Niveau- 
flftchen  sein  können,  auch  wenn  die  Leitfähigkeit  zum  Abstände  von 
einer  Coordinatenebene  oder  zum  Product  der  Abstände  von  zweien 
oder  von  allen  dreien  proportional  ist.  Zum  Schlüsse  ^^®)  weist  er 
noch  auf  andere  Probleme  hin,  die  sich  hier  anschliefsen  würden^ 
u.  a.  auf  den  Fall,  dafs  die  Leitfähigkeit  dem  Abstände  von  einer 
Axe  proportional  ist. 

H.  BesaFs  expos^^^^^)  beginnt  mit  dem  als  Voraussetzung 
eingeführten  Ausdruck  der  flux-Componenten  durch  die  Ableitungen 
des  Potentials  und  gewinnt  aus  ihnen  die  Differentialgleichung  (14), 
behandelt  aber  weiterhin  nur  lineare  Leiter. 

Um  diese  Zeit  sind  die  Vorlesungen  von  Fr.  Neumann  aus  den 
Jahren  1864/65  von  K.  Vondermühll  herausgegeben  worden^**^). 
Sie  legen  die  theoretischen  Betrachtungen  dar,  die  Ohm  zu  dem 
nach  ihm  benannten  Gesetze  gefCÜirt  haben  ^^^).  Erst  an  einer 
viel  späteren  Stelle  ^^^  wird  die  Differentialgleichung  für  die  sta- 
tionäre Strömung  im  Baume  abgeleitet;  er  zerlegt  das  zu  einer 
Niveaufläche  normale  Stromelement  „analytisch^'  und  „geometrisch^^ 
in  die  Componenten  nach  den  Coordinatenaxen  und  stellt  dann  die 
Elektricitätsbüanz  sowohl  für  ein  elementares  Parallelepiped,  als 
auch  für  ein  beliebiges  Volumenelement,  unter  Benutzung  des 
Green'schen,  Satzes  auf.  Daran  schliefsen  sich  Oberflächen-  und 
Übergangsbedingungen  ^^^').  Speciell  behandelt  er  die  Elektricitäts- 
bewegung  im  unbegrenzten  Baume  zwischen  zwei  Elektroden^***); 
dann  die  Aufgabe,  die  Strömung  in  einem  begrenzten  Körper  zu 
bestimmen,  wenn  die  Menge  der  durch  jedes  Oberflächen  dement  in 
der  Zeiteinheit  einströmenden  Elektricität,  also: 


7617)  p.  268.         7518)  p.  270. 

7619)  J.  de  math.  (3)  9,  1883,  p.  26;  cours  de  phys.  math.  Paris  1884, 
p.  193. 

7620)  Vorlesungen  über  elektrische  Ströme,  Leipz.  1884. 

7621)  „Um  eine  deutliche  Vorstellung  von  dem  zu  erhalten,  was  Ohm 
elektroskopische  Kraft  nennt,  könnten  wir  auch  von  dem  Unterschied  der 
elektrischen  Dichtigkeiten  an  den  verschiedenen  Stellen  sprechen;  allein 
diese  Übersetzung  von  elektrischer  Spannung  in  Dichtigkeit  ist  wesentlich 
spätere  Auffassung*^  (§  17,  p.  46).  —  Die  Angabe  §  14,  p.  88,  Ohm  sei  von 
theoretischen  Betrachtungen  ausgegangen,  ist  übrigens  nach  dem  früher  ^®^*} 
gesagten  zu  berichtigen. 

7622)  §  81,  p.  220.         7623)  §  82,  p.  228.         7624)  §  88,  p.  226. 
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gegeben  ist^'^'^).  Er  föhrt  sie  zurück  auf  die  Bestimmung  der 
„charakteristischen  Function^'  des  Körpers  ^'^'*),  d.  h.  einer  Function  Sl 
zweier  Punkte  {x^y^z)  und  (a^ß^y),  die  als  Function  der  letzteren 
im  Innern  des  Körpers  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  ge- 
nügt, überall  endlich  ist,  auTser  wenn  die  beiden  Punkte  zusammen- 
fallen, in  welchem  Falle  sie,  wie  der  reciproke  Wert  des  Abstände», 
unendlich  wird',  und  die  an  der  Oberfläche  der  Bedingung: 

genügt,  wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Ist  diese  Function  für  einen 
Körper  gefanden,  so  kann  die  Lösung  der  allgemeineren  Aufgabe  (172) 
aus  ihr  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes  abgeleitet  werden.  Das 
wendet  er  auf  den  Fall  an,  dafs  die  Function  jP  in  (172)  überall, 
mit  Ausnahme  der  Elektroden,  gleich  Null  ist'*^.  Für  die  Kugel 
bestimmt  er  die  charakteristische  Function,  indem  er  eine  Ent- 
wicklung nach  Kugelfunctionen  ansetzt,  die  CoefQcienten  aus  den 
Bedingungen  bestimmt  und  dann  sunmiirt^**®);  er  erhält: 

(174)  Äi,r«log  [yi-'~2rGÖs'd  +  r^+  1  —  rcosö}- 

In  den  Formeln  für  den  Widerstand  treten  aber  die  Werte  dieser 
Function  für  den  Fall  auf,  dafs  ihre  beiden  Argumentpunkte  in 
einen  Punkt  der  Oberfläche  zusammenfallen;  diese  Werte  sind  un- 
endlich grofs.  Er  meint  daher,  es  müsse  bei  der  Ableitung  eine 
Annahme  gemacht  sein,  die  die  unmittelbare  Anwendung  der  Formeln 
auf  solche  Fälle  ausschliefse^^'^*),  und  findet  diese  darin,  dals  bei 
Bestinmiung  des  Integrals: 

(175)  I  TT-Sidon,    genommen  über  die  Elektrode, 

das  Sl  als  constant  vor  das  Integralzeichen  gezogen  worden  sei, 
was  nur  erlaubt  sei,  wenn  die  Entfernung  des  (x)  von  (a)  gegen  die 
Dimensionen  der  Elektrode  grofs  sei.  Die  Schwierigkeit  sei  yon 
dem  eingenommenen  Standpunkte  aus  überhaupt  nicht  zu  beseitigen: 
man  habe  in  jedem  Querschnitte  des  Zuleitungsdrahtes  die  Spannung 
constant  gesetzt,  während   doch  an  der  Berührungsfläche  notwendig 

7526)  §  84,  p.  228.         7526)  §  85,  p.  230.         7627)  §  86,  p.  282. 
7528)  §  88,  p.  235.         7529)  §  89,  p.  237. 
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auch  seitliche  Strömungen  stattfinden.  Wollte  man  aber  diese  be- 
rücksichtigen, so  erhalte  man  „ein  Problem  höherer  Ordnung".  Er 
begnügt  sich  daher  mit  einer  Näherungsrechnung,  bei  der  die  Ent- 
wicklung der  Function  33^  (§17)  benutzt  wird;  so  erhält  er  schliefs- 
lich  doch  einen  bestimmten  Ausdruck  für  die  Leitfähigkeit  einer 
Kugel '*'®).  Aufserdem  giebt  er  zur  Bestimmung  der  Leitfähigkeit 
noch  eine  andere  Methode '^^),  bei  der  eine  Nebenschliefsung  durch 
einen  Prüfimgsdraht  angebracht  wird,  wodurch  die  schlecht  be- 
stimmten Gröfsen  aus  den  Formeln  herausfallen. 

A.  Chervet'^'*)  bestimmt  das  Potential  in  dem  Räume  zwischen 
zwei  parallelen  Ebenen,  mit  einander  in  den  Begrenzungseb^nen 
gegenüberliegenden  Elektroden,  durch  die  Methode  der  Spiegelung. 
Auf  die  Convergcnz  der  auftretenden  Reihen  könne  man  daraus 
schliefsen,  dafs  ihre  Glieder  abwechselnde  Vorzeichen  haben  und 
unbegrenzt  abnehmen.  P.  Appell  bemerkt  dazu^*'*):  aus  einem  von 
ihm  mit  Ghervet  geführten  Briefwechsel  habe  sich  ergeben,  dafs  man 
dieselbe  Methode  auch  auf  ein  Prisma  anwenden  könne:  er  habe 
dann  gesehen,  dafs  man  den  Ansatz  noch  sehr  verallgemeinern  könne. 
Man  könne  so  auch  die  Fälle  einer  „mur^\  eines  Prismas  und  eines 
Parallelepipeds,  bei  beliebiger  Lage  der  Elektroden,  behandeln.  Man 
könne  nämlich  mit  Hilfe  der  von  ihm  gegebenen  Ausdehnung  des 
Mittag-Leffler'schen  Satzes  auf  Potentialfunctionen  im  Räume  eine 
Function  bilden,  die  eine  Elektrode  und  alle  ihre  Spiegelbilder 
zu  Polen  mit  dem  Residuum  1  habe.  Dafür  giebt  er  einige  ein- 
fache Beispiele.  Appell  und  Chervet  haben  dann  die  Behandlung 
des  Prismas  mit  gegenüberstehenden  Elektroden  gemeinsam  durch- 
gefahrt'^''**);  sie  zeigen,  dafs  die  entstehenden  Reihen  als  DiflTerenzen 
zweier  absolut  convergenten  Reihen  dargestellt  werden  können. 

A.  Vaschy^^'^)  bespricht  den  Einflufs  der  Empfangsapparate  auf 
die  Übermittelung  telegraphischer  Signale;  zunächst  den  Fall,  dafs 
der  Totalimpuls  auf  den  Empfänger  durch: 

7530)  §  89,  p.  240.         7531)  §  90,  p.  240. 

7582)  J.  de  phys.  (2)  3,  1884,  p.  296;  Auszug  Ann.  chim.  phys.  (6)  1, 
1884,  p.  275;  ein  noch  kürzerer  Par.  C.  R.  97,  1883,  p.  709.  —  Bei 
Maxwell,  Treatise  1,  1873,  nr.  317,  p.  367  ist  übrigens  dasselbe  Problem 
in  noch  allgemeinerer  Fassung,  aber  ohne  Erörterung  der  Convergenzfrage, 
behandelt. 

7533)  Par.  C.  R.  98,  1884,  p.  214. 

7534)  ib.  p.  358;  bei  Chervet  allein,  J.  de  phys.  (2)  3,  1884,  nr.  6, 
p.  298  die  Lösung  ohne  Erörterung  der  Convergenz. 

7536)  Ann.  t^l^gr.  (3)  11,  1884,  p.  24.  —  Für  stationäre  Ströme  wird 
dieselbe  Frage  von  A.  Barbarat  behandelt,  ib.  15,  1888,  nr.  9,  p.  S'.)3. 
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T 

(176)  %  fj^dt 

gegeben  ist,  wo  T  die  Stromdauer  bedeutet.  Der  Strom  wird  bei 
ihm  dadurch  erzeugt,  dafs  yon  ^ » 0  bis  f  =»  t  eine  constante 
elektromotorische  Kraft  eingeschaltet  ist;  wird: 

OB 

(177)  1  +  2^  exp  (-  n^nU)  =  <p(t) 

gesetzt,  so  ist  er  gleich: 

(178)  ^-4(^(^)_^(^)). 

oder  wenn  x  gegen  CB  hinlänglich  klein  ist: 

(179)  ^=Ä^/(c-i.)- 

Die  obere  Grenze  des  Integrals  (176)  kann  ohne  merklichen  Fehler 
durch  <x>  ersetzt  werden;  man  erhalt  dann  für  seinen  Wert: 


(180)  x^;, 


wo  K  eine  neue  constante  (auch  von  C  und  R  unabhängige)  Grötse 
bedeutet. 

Weiter ''^^)  behandelt  er  Fortpflanzung  von  Signalen  auf  einer 
„künstlichen  Telegraphenlinie^^  d.  h.  den  Fall,  dafis  die  CapacitSt 
nicht  längs  der  ganzen  Linie  stetig  verteilt,  sondern  an  einzelnen 
Stellen  derselben  in  Condensatoren  angehäuft  ist.  Er  erhält  dann 
ein  System  von  Differentialgleichungen  der  Form: 

V  V  dV  V        V 

(181)       - «  C,^,  -j^  +  -  :r— (*=o,i.f...,., 

mit  Fo=  J&,  F»  +  i=  0.  Für  «  =  1  ergiebt  sich^"'),  dafs  der  eine 
Gondensator  den  ungünstigsten  Einflufs  ausübt,  wenn  er  sich  gerade 
in  der  Mitte  befindet,  indem  dann  das  Maximum  der  Stromintensität 
am  kleinsten  ist.  Für  n  —  2  erhält  er,  wenn  die  Condensatoren^ 
gleichweit  voneinander  und  den  Endpunkten  entfernt  sind  und  gleiche 
Capacitäten  haben,  die  elektromotorische  Kraft  E  constant  ist  und 
die  Anfangsbedingungen: 


7686)  II,  p.  80.         7687)  p.  34. 
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J«0,     ^=Ofar*  =  0  (182) 

flind,  eine  Losung  der  Form'*'*): 

j«l_|exp(-^)  +  iexp(-^y).  (183) 

Auch  ftlrn  =  3  giebt  er  das  Resultat'^).  Im  allgemeinen  Falle'"®) 
läfst  sich  die  determinirende  Gleichung  ausdrücken  durch  Nullsetzen 
einer  Determinante,  deren  Hauptunterdeterminanten  die  Eigenschaften 
Stürmischer  Functionen  haben;  daraus  folgt,  dafs  auch  hier  alle 
charakteristischen  Exponenten  reell  sind.  Dafs  sie  negativ  sind, 
erschliefst  er  dann  aus  den  Vorzeichen  der  Coefficienten  der  Glei- 
chung. Die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  für  den  Fall, 
^afs  für  f »  0  die  Stromst&rke  mit  ihren  (n  —  1)  ersten  Ableitungen 
null  sein  soll,  giebt  er  ohne  Beweis '*^^);  er  erhftlt  eine  Reihen- 
entwicklung, in  deren  Coefficienten  nur  die  Coefficienten,  nicht  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  vorkommen.  Schlielslich 
zeigt  er  noch,  dafs  Grenzübergang  zu  ti »  oo  wieder  auf  die 
Formel  (l)  mit  |5  =-  0  zurückführt'"*). 

E.  Beltrami'"*)  behandelt  die  Strömung  der  Elektricität  in 
Botationskörpem  im  Anschlufs  an  seine  früheren  Untersuchungen 
über  die  Verteilung  statischer  Elektricität  in  solchen  Körpern.  Sei 
II  der  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe,  z  seine  Coordinate 
parallel  zur  Axe,  q  sein  Abstand  vom  Ursprung,  U  das  Potential, 
«o  bestimmt  er  zuerst  eine  „associirte  Function"  V  durch  die  Be- 
dingungen: 

du  dz        cz  OH  ^       ^ 

und  dann  eine  zweite  Function   W  durch: 

dW^Ud—+  Vd^'  (185) 

Mit  Hilfe   dieser  Function   W  lassen  sich  dann  die  Functionen   tT^, 
Fj,    die    zu    einem    durch    Inversion    aus   dem    gegebenen    hervor- 
gehenden Systeme  gehören,  auf  zwei  verschiedene  Arten  finden;  man 
kann  entweder  erst: 

W^^CWq  (186) 

bilden  oder  gleich: 


7538)  p.  36.         7639)  p.  38.         7540)  p.  39. 

7641)  p.  43.         7642)  p.  45. 

7643)  Lomb.  rend.  (2)  17,  1884,  p.  538. 
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(187)  Ui^CuQ,     Fi=  C-R*(Tr-  Vq'^). 

Für  C/»=r-'  wird  V^cr/cz;  für  U  =  log [Vu^+  (e±Ry+R± z] 
wird  V  =  ±  r  —  z-^  mit  Hilfe  dieser  Ausdrücke  kann  für  eine  Kugel 
mit  diametral  gegenüberliegenden  Elektroden  die  Function  V  be* 
stimmt  und  dann  die  Inversion  vorgenonmien  werden,  die  die  Strom- 
verteilung im  AuTsenraume  einer  solcben  Kugel  liefert'***). 

Die  Polemik  von  J.  W.  Nystrom'^^)  gegen  die  Darstellung 
des  Joule'schen  Gesetzes  im  Lebrbuche  von  du  Moncel  bezieht  sich 
zunächst  auf  die  Unterscheidung  von  Energie  (work)  und  Arbeits- 
leistung (power),  wobei  übrigens  seitens  Nystrom's  einfach  ein  Mifs* 
Verständnis  der  Terminologie  du  Moncel's  vorzuliegen  scheint.  Dann 
aber  scheint  Nystrom  auch  zu  meinen,  eine  Stromstärke  müsse  eine 
Geschwindigkeit  und  eine  elektromotorische  Kraft  eine  Kraft  im 
Sinne  der  Mechanik  sein;  daraus  will  er  die  Dimensionen  der 
übrigen  elektrischen  Grölsen  bestimmen.  Dabei  erklärt  auch  er,  die 
Elektricitätslehre  könne  nicht  eher  gefördert  werden,  als  bis  die 
Elektriker  Dynamik  lernten. 

Eine  Note  von  Lord  Rayleigh'"*)  macht  darauf  aufmerksam, 
dafs  aus  der  Gleichung  §  53  (2)  abgeleitet  werden  könne,  wie  sich 
periodische  Ströme,  z.  B.  die  des  Telephons,  bei  der  Fortpflanzung 
durch  ein  Kabel  [ohne  Selbstinduction]  schwächen;  er  glaubt  darauf' 
hin  der  unterseeischen  Telephonie  auf  weite  Strecken  eine  schlechte 
Prognose  stellen  zu  können. 

Bei  H.  W.  Watson  und  H.  S.  Burbury^^^  erscheint  die 
Lehre  von  den  stationären  elektrischen  Strömen  merkwürdigerweise 
als  ein  Kapitel  der  Elekü'ostatik.  Sie  reden  zimächst  von  der  Ent- 
ladung eines  Condensators,  wenden  sich  aber  dann  gleich  zu  den 
Methoden,  durch  die  eine  constante  Potentialdifferenz  aufrecht  er- 
halten werden  kann,  und  finden,  um  eine  Übertragung  von  irgend 
etwas  handle  es  sich  beim  Strome  jedenfalls,  ob  aber  um  eine 
materielle  Übertragung,  oder  eine  fonnelle,  wie  bei  einer  Welle,  oder 
um  eine  Kraftübertragung,  das  könne  man  nicht  entscheiden.  Der 
Strom  müsse  „as  a  phenomenon  by  itself^^  betrachtet  und  seine 
Gesetze  müTsten  experimentell  festgestellt  werden.  Sie  formuliren 
dann  zunächst  das  OhmVche  Gesetz'^®);  erst  nachher  erläutern  sie, 

7Ö44)  p.  543. 

7645;  J.  Franklin  inst.  118,  1884,  p.  24;   Electrician  13,  1884,  p.  868. 

7546)  Brit.  agsoc.  rep.  64,  f.  1884,  p.  632;  papers  2,  p.  866. 

7547)  Math,    theory    of  electricity    and   magnetism   I,   Oxford    1886, 
cap.  XII,  nr.  201,  p.  208. 

7048)  nr.  204,  p.  211. 
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was  unter  Widerstand  eigentlich  zu  verstehen  sei^^^.  Dann  folgt  die 
Verallgemeinerung  auf  dreidimensionale  Körper  in  der  Gestalt,  dafs 
gleich  elementare  Stromröhren  eingefEJirt  werden;  der  Satz,  dafs  im 
Innern  keine  freie  Elektricität  vorhanden  ist,  and  damit  die 
Laplace'sche  Differentialgleichung  treten  dabei  so  ganz  nebenher 
auf^^«>). 

C.  Dieterici'***)  behandelt  das  Problem  der  Bildung  des 
elektrischen  Bückstandes  anders  als  Biemann^^^^),  aber  ebenfalls  ohne 
Berücksichtigung  der  Selbstinduction.  Er  setzt  einerseits  zwischen 
der  Dichtigkeit  q  und  dem  Potential  q>  die  Gleichung  an: 

^'^«-4;r^,  (188) 


cx 


andererseits,  wenn  u  die  a:-Componente  der  Strömung  ist,  die  „phoro- 
nomische^^  Gleichung: 

Femer  nimmt  er  an,  einerseits  suche  die  freigewordene  Elektricitöts- 
menge  in  jedem  Yolumenelement  ein  gewisses  „Moment^'  aufrecht  zu 
erhalten,  andererseits  sei  die  Sbrömimg  dem  Potential  proportional. 
So  kommt  er  zu  dem  Ansätze: 

und  damit  zu  derselben  Differentialgleichung  (35)  wie  Biemann,  nur 
anders  interpretirt.     Als  Nebenbedingungen  nimmt  er: 

q,^e-P'  für  t^O,  x>0',      ||  =  0  für  ä  =  0.       (I9l) 

Durch  die  Substitution  (47)  reducirt  er  auf  die  einfache  Form  (60) 
der  Leitungsgleichung.  Der  zweiten  Bedingung  (l9l)  genügt  er 
durch  Spiegelung,  indem  er: 

(p  =  cP'  mr  t  =  Oy  x<0  (192) 

nimmt.  Damit  läfst  sich  die  willkürliche  Fimction  in  dem  all- 
gemeinen Integral  §  37  (8)  bestimmen.  Das  Besultat  läfst  sich 
durch  Functionen  Erf  ausdrücken;  der  gesuchte  Bückstand  wird 
schlief slich  als  Product  aus  der  Capacität  in  die  Differenz  q>  —  97^ 
erhalten. 


7549)  nr.  206,  p.  212.         7560)  nr.  211,  p.  216. 

7551)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  25,  1885,  p.  568;  Ausz.  Berl.  phys.  G^e8. 
4,  1885,  p.  47. 
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A.  Sänger^***)  stellt  die  Theorie  auf  Grund  der  Kirchhoff 'achen 
Untersuchungen  noch  einmal  dar;  namentlich  setzt  er  ausführlich 
auseinander^^'),  wieso  man  dazu  komme,  die  Trägheit  zu  Temach- 
lässigen.  Zuerst  berechnet  er  den  durch  das  Element  einer  Niveau- 
flache  gehenden  Strom  ^^^);  daraus  leitet  er  dann  erst  den  durch 
ein  beliebiges  Fl&chenelement  gehenden  ab^^^^).  Auch  giebt  er  aus- 
führlich den  Beweis  der  Sätze,  dafs  die  Lösung  eindeutig  bestimmt 
ist^^^  und  dafs  eine  stationäre  Strömung  bei  Zugrundelegung  des 
Weber'schen  Gresetzes  keine  elektromotorischen  Kräfte  ausübt.  Dab 
er  statt  des  Weberschen  Gesetzes  doch  das  Coulomb'sche  seinen 
Eechnungen  zu  Grunde  legt,  rechtfertigt  er''^^^)  ähnlich  wie  Korch- 
hoff'*'*).     SchÜefslich  leitet  er  noch  das  Superpositionsprincip  ab^*) 

E.  Hagenbach'^^  nimmt  das  Problem  der  Leitung  in  Tele- 
graphendrähten noch  einmal  vor.  Er  bezeichnet  als  Ladungszeit 
allgemein  die  Zeit,  nach  welcher  die  ursprünglich  gegebene  Ver- 
teilung des  Potentials  in  eine  bestinmite  andere  übergeführt  ist. 
Falls  der  erste  Zustand  eine  bestimmte  Erscheinung  am  einen  Ende 
des  Leiters,  der  zweite  eine  gleiche  am  anderen  Ende  ergiebt,  könne 
man  auch  sagen,  die  Ladungszeit  sei  die  Zeit  der  Fortpflanzung 
•dieser  Erscheinung  vom  Anfang  zum  Ende  des  Drahtes;  er  bemerkt 
übrigens  selbst '^^),  dais  diese  Definition  erst  dann  bestimmt  ist, 
wenn  man  die  Gröise  der  zu  erwartenden  Wirkung  genau  bezeichnet, 
z.  B.  angiebt,  den  wievielten  Teil  des  stationären  Stromes  der  an- 
wachsende Strom  am  anderen  Ende  der  Leitung  erreichen  soll. 
Durch  die  Einführung  von  x/l  und  t/t^  als  neuen  Veränderlichen 
gelangt  er  zum  „Ladungsgesetze^^'^^^),  nach  dem  die  „Ladungszeit^ 
dem  Quadrat  der  Drahtlänge,  der  specifischen  Capacität  und  dem 
specifischen  Widerstände  proportional  ist.  Man  könne  also,  wie  er 
noch  einmal  ausführlich  auseinandersetzt,  von  einer  ,,Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit^^  der  Elektricität  nicht  reden '^^').  Damit  stehe  nicht 
in  Widerspruch'**'),  dafs  auch: 

(193)  e"  sin  (nt  —  x) 

«ine   Lösung    der   Differentialgleichung   ist;    die   Fälle,    auf   welche 

7652)  Progr.  Oberrealsch.  Innsbruck  1885.        7553)  nr.  2,  p.  4. 
7554)  nr.  4,  p.  6.         7555)  nr.  5,  p.  8.         7556)  nr.  7,  p.  18. 
7557)  nr.  9,  p.  24.         7558)  nr.  16,  p.  41. 

7559)  Basel  Yerhandl.  8,  1890,  p.  165;  Ann.  Phys.  Chem.   N.  F.  29, 
1886,  p.  385;  Genäve  arch.  (3)  17,  1887,  p.  117. 

7560)  p.  401.     [Vgl.   die   Diacusaion   unter  den  französischen   Tele- 
^raphisten  "*»),  ^»*),  "•«)]. 

7561)  p.  887.         7562)  p.  392.         7563)  p.  402. 
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diese  Lösung  sich  bezieht,  fallen  nicht  unter  die  Gültigkeit  des 
Ladungsgesetzes. 

E.  A.  Williams^***)  hält  sich  über  die  „blinde  Mathematik*' 
»u£i  die  in  der  Ableitung  von  W  =  E*/R  aus  W^J^R  vermittelst 
des  Ohm'schen  Satzes  liege;  er  meint,  wenn  erstere  Gleichung  richtig 
wäre,  müfste  ja  das  besser  leitende  Drahtstück  stärker  erwärmt 
werden.  H.  D.  Wilkinson^^  sucht  ihn  zu  belehren,  daJfe  die 
Vergleichung  der  in  verschiedenen  Leitern  entwickelten  Wärme- 
mengen auf  Grund  der  einen  Formel  die  elektromotorische  Kraft, 
die  auf  Grund  der  anderen  die  Stromstärke  als  gegeben  voraussetze. 
Williams '*••)  versteht  das  nicht  und  redet  von  lokalen  Potential- 
differenzen. Wilkinson  erwidert*^**'):  das  E  im  Ohm'schen  Gesetze 
könne  immer  nur  die  Potentialdifferenz  an  den  Enden  desjenigen 
Leiterstückes  bezeichnen,  dessen  Widerstand  mit  R  bezeichnet  sei. 
Williams  dagegen'*^)  will  in  der  That  das  Ohm'sche  Gesetz 
anders  verstehen:  elektromotorische  Kraft  und  Potentialdifferenz  seien 
zu  xmt^rscheiden ,  von  ersterer  könne  man  nur  in  Bezug  auf  den 
ganzen  Stromkreis  reden;  der  Name  „Ohm'sches  Gesetz'*  konune  nur 
dem  Satze  zu:  Stromstärke  gleich  Summe  aller  Spannungen,  geteilt 
durch  die  reducirte  Länge  des  Leiters;  das  „Gesetz  der  lokalen 
Volts**  sei  zwar  von  grofser  praktischer  Bedeutimg,  aber  kein 
physikalisches  Grundgesetz.  Darauf  schreibt  Wilkinson^^^)  das 
Gesetz  noch  einmal  in  der  allgemeinen  Form  an,  in  der  sowohl  die 
Differenz  der  Potentiale  an  den  Enden  des  Leiters,  als  auch  etwaige 
innere  elektromotorische  Kräfte  auftreten. 

J.  A.  Fleming^^'®)  gibt  einen  neuen  Beweis  von  MaxwelFs 
Minimumtheorem:  „in  einem  Leitersjstem  ohne  innere  elektro- 
motorische Kräfte  ist  die  erzeugte  Wärme,  wenn  die  Ströme  sich 
nach  dem  Ohm'schen  Gesetze  verteilen,  kleiner  als  bei  irgend  einer 
anderen  den  „actual  conditions  of  supply  and  outflow**  genügenden 
Verteüung**  '*'i). 

0.  Heaviside^^^*)  bespricht  die  Frage  einer  zweckmäfsigen 
Ausbildung  der  Terminologie.  Er  schlägt  zunächst  vor,  das  Wort 
^Intensität**   ganz   fallen  zu  lassen  und  einfach  von   „dem  Strome** 


7664)  Electrician  16,  1886,  p.  61.         7666)  ib.  p.  81. 

7666)  ib.  p.  96.         7667)  ib.  p.  121.         7668)  ib.  p.  138. 

7569)  ib.  p.  158. 

7670)  phil.  mag.  (5)  20,  1886,  p.  240;  Auszug  electrician  16, 1885,  p.  468. 

7571)  Der  Satz  findet  sich  in  MaxwelFs  Treatise  1,  nr.  284,  p.  337, 
wie  p.  1417  hätte  erwähnt  werden  Bollen. 

7572)  Electrician  15,  1885,  p.  310;  wiederholt  ib.  16,  1886,  p.  228. 
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oder  „der  Stromstärke*'  zu  reden;  wenn  er  auf  die  Flächeneinheit 
bezogen  werden  soll,  von  der  Stromdichte.  Bei  körperlichen  Leitern^ 
wo  es  sich  selbstverständlich  nur  um  diese  letztere  handeln  könne, 
könne  man  auch  sie  einfach  als  „den  Strom**  bezeichnen.  Dann 
schlägt  er  vor,  für  specifische  Leitfähigkeit  und  specifischen  Wider- 
stand die  Worte  „resistivity**  und  „conductivitj**  zu  gebrauchen  und 
zu  „resistance**  das  Analogon  „conductance**  zu  bilden.  Eine  etwas 
spätere  Note'^^*)  bespricht  noch  den  Gebrauch  von  „per"  (resistivily 
ist  resistance  „per  Yolumeneinheit**,  nicht  „per  Volumen**),  sowie  die 
Unterscheidung  von  „Dichtigkeit  eines  flux**  und  „Intensität  einer 
Kraft**,  mit  der  zugehörigen:  „Linienintegral  einer  Intensität^  und 
„Flächenintegral  einer  Dichtigkeit**. 

Im  Verlaufe  seiner  später  zu  besprechenden  Darstellung  der 
„Fortpflanzung  elektromagnetischer  Induction**  kommt  Heaviside  auch 
noch  einmal  auf  die  elementare  Theorie  zu  sprechen  ^^^^).  Er  be- 
ginnt mit  einer  allgemeinen  Auseinandersetzung  des  Inhalts,  dafo  es 
überhaupt  immer  unmöglich  sei,  bei  der  mathematischen  Behandlung 
von  Naturerscheinungen  sämtliche  Umstände  zu  berücksichtigen;  man 
müsse  sich  immer  mit  einer  angenäherten  Darstellung  begnügen* 
Dann  referirt  er  über  Ohm's  Theorie;  er  meint,  Ohm  sei  „by  entirelj 
erroneous  reasoning**  zu  richtigen  Resultaten  gelangt.  Analogie 
zwischen  Wärme-  und  Elektricitätsleitung  sei  allerdings  bis  zu  einem 
gewissen  Punkte  vorhanden,  dann  aber  gingen  sie  weit  auseinander: 
selbst  wenn  man  Ohm's  unbestimmten  Ausdruck  „elektroskopische 
Kraft**  durch  sein  modernes  Äquivalent  „Potential**  ersetze  ^*^*), 
bleibe  immer  noch  der  Unterschied,  dai's  „Temperatur**  einen  be- 
stimmten physikalischen  Zustand  des  Leiters  an  der  betrachteten 
Stelle  bezeichne,  während  Potential  keine  solche  Bedeutung  habe. 
Nur  die  Gradienten  von  Potential  und  Temperatur  könne  man  in 
Parallele  setzen.  Eine  Generation  später  habe  dann  W.  Thomson ^*^*) 
Gleichungen  von  äufserlich  derselben  Form  abgeleitet,  aber  mit 
anderer  Bedeutung  der  Constanten:  an  Stelle  einer  hypothetischen 
von  der  Natur  des  Leiters  abhängigen  „Capacität**  bei  Ohm  trete 
bei  Thomson  die  elektrostatische  Capacität  der  Längeneinheit  des 
Condensators,  der  von  der  Oberfläche  des  Leiters  und  irgend  einem 
äufseren     Leiter    —     bei     Kabeln     dem     Meerwasser    —     gebildet 


7573)  ib.  19,  1887,  p.  182. 

7574)  ib.  17,  1886,  p.  316;  vgl.  auch  19,  1887,  p.  79,  207. 

7575)  Dafg  das  bereits  durch  Kirchhofl*^'*^  gescbehen  war,   scheint 
ihm  entgangen  zu  sein. 
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werde  ^^^^).  Damit  sei  der  erste  Schritt  gethan  „towards  getting 
out  of  the  wire  in  the  dielectric^.  Dabei  erhalte  auch  die  Con- 
tinuitfttsgleichung  eine  bestimmte  Bedeutung:  sie  besage,  dafs  der 
Unterschied  der  ein-  und  austretenden  Elektricitätsmengen  zur  Ladung 
des  Condensators  verwendet  werde.  Wie  die  Elektricität  sich  im 
Innern  des  Drahtes  wie  eine  incompressible  Flüssigkeit  verhalten 
und  sich  dabei  doch  an  der  Oberflftche  ansammeln  könne,  sei  freilich 
„exceedingly  difficult  to  understand'^;  aber  das  sei  im  Grunde  gleich- 
gültig, die  Hauptsache  seien  die  Gleichungen  und  ihre  Interpretation. 
Die  Induction  sei  freilich  auch  bei  Thomson  noch  vernachlässigt; 
das  sei  aber  bei  xmterseeischen  Kabeln  jedenfalls  in  erster  An- 
näherung zulässig'*^'). 

G.  de  la  Touanne^^^^)  zeigt,  wie  die  Aufsuchung  eines  Kabel- 
fehlers sich  gestaltet,  wenn  längs  des  ganzen  Kabels  Elektricitäts- 
zerstreuung  nach  aufsen  stattfindet,  sodafs  das  Potential  als  Function 
des  Ortes  im  fehlerlosen  Kabel  durch  die  Gleichung  (6)  gegeben 
wäre.  Ist  ein  Fehler  vorhanden,  so  zerlegt  dieser  das  Kabel  in 
xwei  Stücke;  für  jedes  gilt  eine  Gleichung  derselben  Form,  aber  mit 
verschiedenen  Werten  der  Constanten.  Diese  bestimmen  sich  aus 
den  Werten  von  Potential  und  Stromstärke  an  beiden  £nden,  die 
Abscisse  x  des  Fehlers  dann  daraus,  dafs  fCb:  dieses  x  die  beiden 
Gleichungen  denselben  Wert  des  Potentials  geben  müssen,  endlich 
die  Stärke  des  entweichenden  Stromes  und  damit  der  Widerstand 
des  Fehlers  daraus,  dafs  an  der  Fehlerstelle  keine  Anhäufung  freier 
Elektricität  stattfindet.  Er  giebt  dann  noch  an,  wie  sich  die  Rech- 
nungen für  die  in  der  Telegraphenpraxis  üblichen  Versuchsanord- 
nimgen  gestalten.  Die  Formeln  setzen  die  Kenntnis  von  ß  voraus; 
er  zeigt  zuletzt  noch^*^*),  wie  man  diese  Gröfse  durch  Combination 
des  ersten  Versuchs  mit  einem  zweiten,  mit  anderen  Grenz- 
bedingungen, bestimmen  kann,  etwa  indem  man  das  eine  Ende 
isolirt,    sodafs   dort  J"  =  0   ist.     Man   erhält  dann  zwei  Ausdrücke 


7576)  Dieselbe  Darstellung  des  Verhältnisses  Thomson  :  Ohm  auch 
phil.  mag.  (5)  22,  1886,  p.  278. 

7577)  An  der  späteren  Stelle  (19,  p.  79)  fugt  er  freilich  hinzu:  nicht 
alle  Telegraphenleitungen  seien  unterseeisch;  tLnd  überdies  müsse  man 
noch  den  Einflufs  der  Gebe-  und  Empfangsapparate  berücksichtigen. 

7578)  Ann.  tel^gr.  (3)  13,  1886,  p.  857.  —  über  die  in  der  Telegraphen- 
praxis für  diesen  Fall  benutzte  incorrecte  Methode  des  „d^faut  r^sultanf' 
vergleiche  man  Vaschy,  Trait^  d*^lectricit^  et  de  magn^tisme  II,  1890, 
nr.  386,  p.  430. 

7579)  p.  365. 
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für  die  Absdsse  der  Fehlerstelle;  dafs  beide  übereinstiinmen  mflssen^ 
giebt  eine  transcendente  Gleichung  zur  Bestimmung  Ton  ß, 

J.  Boulanger^^^)  weist  darauf  hin,  dafs  die  beliebte  Analogie 
zwischen  elektrischen  Strömen  und  Strömungen  ponderabler  Flüssige 
keiten  ihre  Grenzen  hat.  Z.  B.  müTste  man,  wenn  man  voUst&ndige 
Analogie  haben  wollte,  annehmen,  dafs  die  Reibung  der  Flüssigkeit 
in  einer  Röhre  dem  Querschnitte,  nicht  dem  umfange  proportional 
gQ^758i^.  gegen  alle  Erfahrung,  wenn  man  nicht  den  Querschnitt  sich 
von  einer  porösen  Masse  erfüllt  vorstellen  wolle.  Auch  habe  man 
in  der  Elektricitätslehre  nicht  wie  in  der  Hydrodynamik  Energie- 
verluste an  scharfen  Ecken  oder  Übergangsstellen  von  grOfserem  su 
kleinerem  Querschnitte. 

H.  Niebour^^^)  behandelt  noch  einmal  das  ElektridtStsgleich- 
gewicht  auf  dem  Parallelepiped  und  Strömung  in  ihm,  wie  es  scheint 
ohne  Appell  ^^'^)  zu  kennen.  Er  bestimmt  zunächst  mit  Hilfe  des 
Spiegelungsprincips  die  Green'sche  Funktion  für  eine  unendliche 
planparallele  Platte  und  aus  ihr  die  zugehörige  „Green'sche  Be- 
legung** mit  Hilfe  der  Coulomb -Poisson'schen  Gleichung.  Die  Con- 
vergenz  der  erhaltenen  Reihen  bedürfe  keiner  besonderen  Unter- 
suchung, da  die  Glieder  abwechselnde  Vorzeichen  haben  und  un- 
begrenzt abnehmen.  Man  könne  zu  den  Formeln  auch  durch  Grenz- 
übergang gelangen,  ausgehend  von  den  Formeln  von  C.  Neumann 
fär  zwei  auseinanderliegende,  oder  von  denjenigen  von  Mehler  flLr 
zwei  concentrische  Kugeln;  den  letzteren  Grenzübergang  führt  er 
etwas  näher  aus^^.  Indem  er  in  den  Schluisformeln  die  1/r 
durch  Euler'sche  Integrale  ersetzt,  erhält  er  Integrale  über  Aus- 
drücke, die  von  Thetafonctionen  abhängen  ^^^).  Durch  abermalige 
Anwendung  der  Spiegelung  gewinnt  er  die  Lösung  für  das  Parallel- 
epiped«»^). 

Die  Strömung  behandelt  er  dann  zunächst  ftlr  den  Halbraum^^^ 
nach  einer  von  C.  Neumann  in  Vorlesungen  gegebenen  Methode, 
die  von  der  Formel  für  die  Strömung  in  irgend  einem  Leiter  mit 
zwei  Elektroden: 

ausgeht;   darin  bedeutet    U^   eine   Green'sche  Function,  die   an  der 
Oberfläche  der  Bedingung: 

7580)  Lom.  electr.  20,  1886,  p.  241.         7681)  p.  246. 

7582)  DisB.  Leipzig  1886;  Arch.  Math.  Phys.  (2)  4,  1886,  p.  SS7. 

7583)  p.  341«         7584)  p.  848.         7585)  p.  344.         7586)  nz.  2,  p.  IU6. 
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cU  An 


dn  8 


(195) 


genügt,  nnter  s  die  Oberfläche  des  Leiters  verstanden;  J  die 
Intensität,  k  den  Widerstand.  Er  bestimmt  die  (von  ihm  „reciproke 
Hyperbeln^^  genannten)  Schnittlinien  der  Niveaufläohen  mit  den  Be- 
grenzongsebenen  und  discutirt  sie  geometrisch.  Von  diesem  Fall» 
geht  er  mit  Hilfe  des  Spiegelungsprincips  zu  dem  der  unendlichen 
planparallelen  Platte  über^^^;  die  erhaltenen  Reihen  convergiren 
nur  bedingt,  gehen  aber  in  unbedingt  convergente  Reihen  über^ 
wenn  man  je  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  in  eines  zusammen- 
fafst^^^).  Indem  er  wieder  l/r  durch  Euler'sche  Integrale  ersetzt- 
und  dann  Sunmiation  und  Integration  vertauscht,  erhält  er  auch  hier 
Integrale  über  Producte  von  Thetafunctionen.  Durch  wiederholte 
Anwendung  des  Spiegelungsprincips  gewinnt  er  schliefslich  auch  die 
Formeln  für  die  Strömung  im  Parallelepiped'^*). 

W.  H.  Preece'*^)  teilt  ohne  nähere  Angabe  mit,  Hock  in 
habe  Thomson's  Gesetz  [d.  h.  doch  wohl  die  Gleichung  (48)]  auf 
die  Form  gebracht: 


x=^  C 


l+22'(-l)"(|)M-  (196) 


Die  Constante  a  bedeute  die  Zeit  „vom  Stromschluls  am  einen  Ende 
bis  zum  Auftreten  [?]  des  Stromes  am  anderen^';  sie  sei  proportional 
CBl*.  Damit  könne  man  eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der 
Schwingungen  linden,  die  man  in  gegebener  Zeit  durch  einen  Draht 
senden  könne  und  also  die  „limiting  distance  of  speech  by  telephone^^ 
bestimmen.  [Von  der  Selbstinduction  des  Telephons  ist  dabei  gar 
nicht  die  Rede]. 

J.  Moutier'^^^)  zeigt,  dafs  eine  Oberflächenschicht  auf  einem 
unendlich  langen  Drahte,  deren  Dichte  eine  lineare  Function  der 
Abscisse  ist,  in  ihm  ein  Potential  erzeugt,  das  ebenfalls  eine  solche 
Function  ist,  und  folglich  einen  constanten  elektrischen  Strom. 

H.  Lux^^^^)  behandelt  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes 
durch  einen  Körper,  der  aus  teils  leitenden,  teils  nichtleitenden  Be- 
standteilen zusammengesetzt  ist,  zunächst  unter  der  Voraussetzung,^ 


7587}  p.  361.         7588)  p.  363.         7689)  p.  856. 

7590)  Lond.  roy.  proc.  42,  1887,  p.  152. 

7591)  Lum.  electr.  26,  1888,  p.  8. 

7692)  Centralbl.  f  Elektrot.  10,  1888,  p.  67. 
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dafs  die  Bestandteile  durch  von  der  Zeit  unabh&ngige  Niveaufifichen 
Toneinander  getrennt  sind.  In  einem  leitenden  Elemente  Ton  der 
specifischen  Leitfähigkeit  iL  wird  im  Zeitelemente  dt  die  Stromarbeit: 


(197)  ^K) '''''' 


aufgewendet;  in  einem  nichtleitenden  Elemente  von  der  Dielektricitäts- 
constante  k  wird  zur  Ladung  durch  Influenz  die  Arbeit: 


("»)  4^ÄQ 


dxdt 


verbraucht.  Er  meint  dann^^'^),  die  Summe  beider  Bestandteile, 
über  den  ganzen  Körper  integrirt,  müsse  die  Joole'sche  Wftrme 
H^J^di  liefern;   so  erhält  er  zur  Bestimmung  von  B^  die  Formel: 

in  der  rechts  das  erste  Integral  über  alle  leitenden,  das  zweite  über 
alle  nichtleitenden  Bestandteile  des  Körpers  zu  erstrecken  ist  und 
Bq  den  „scheinbaren  Widerstands^  eines  solchen  Körpers  bedeutet. 
Die  Gleichung  vereinfacht  sich,  wenn  die  Niveauflächen  alle  parallel 
und  k  imd  X  Constante  sind;  wird  dann  mit  a  das  Verhältnis  des 
Volumens  der  nichtleitenden  zu  dem  der  leitenden  Teile  bezeichnet 
und  statt  des  scheinbaren  Gesamtwiderstandes  die  scheinbare 
spedflsche  Leitfähigkeit  Xq  eingeführt,  so  ergiebt  sich  für  das 
Potential  die  Differentialgleichung: 

l  /    X  \  dV 

-0  N*  +  a        V  dt 

Er  wendet  seine  Resultate  auf  den  Fall  an,  dafs  der  Strom  in 
rascher  Folge  abwechselnd  geöffnet  und  geschlossen  wird,  doch  ohne 
dabei  auf  die  Selbstinduction  Rücksicht  zu  nehmen;  die  dabei  zu 
beobachtende  mittlere  Leitfähigkeit  Aqq  sei  dann  mit  X  und  k  durch 
die  Gleichung: 

(201)  A  =  Aeo(l  +  a)(l+';*) 

verbunden'***).  Das  will  er  zur  Bestimmung  von  k  benutzen.  Sind 
die  eingeführten  Voraussetzungen  nicht  erfüllt,  so  wendet  er  die 
Gleichungen  zunächst  auf  die  einzelnen  Stromföden  an*^***). 


(200)  J-(j^-Ao)r-^«»^ 


7698)  nr.  4,  p.  60.    7594)  p.  64,  vgl.  auch  p.  144. 
7695)  nr  8,  p.  84. 
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A.  Gray^^**)  zeigt,  daüs  man  den  allgemeinen  Beweis  der 
Kirchhoff'schen  Beciprocitatstheoreme  auch  f£lr  nichtlineare  Leiter 
immer  auf  den  des  einfachen  Falles  der  Brückencombination  zurück- 
fCÜiren  könne. 

E.  Wünschendorff^^^')  recapitulirt  W.  Thomson's  Dar- 
stellung''^''^) der  Bewegung  der  Elektridt&t  in  Kabeln  und  erlftutert 
sie  durch  Figuren.  Spedell  bespricht  er  die  Wirkung  von  drei 
oder  fünf  rasch  aufeinanderfolgenden  Signalen  („signaux  brides")'*^); 
der  merkliche  Teil  des  Stromes  an  der  Empfangsstation  dauert 
dann  viel  kürzer,  die  ihn  darstellenden  Curven  sind  viel  steiler,  als 
bei  einem  einzelnen  Signale.  AusfCÜirlich  bespricht  er  auch  die 
Frage  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit^^'^):  dabei  ninmit  er  an, 
daüs  die  elektromotorische  Elraft  der  Länge  des  Kabels  proportional 
genommen  werde,  [wodurch  die  s.  Z.  von  Blavier  und  Gounelle*^**^, 
sowie  von  Gaugain  '^^^)  gemachte  Unterscheidung  zwischen  „absoluter^^ 
imd  „relativer**  Dauer  der  Fortpflanzung  verwischt  wird].  Er  findet, 
dafs  unter  dieser  Annahme  die  zur  Übermittlung  eines  Signals 
erforderliche  Zeit'*^)  dem  Quadrate  der  Länge  des  Kabels  pro- 
portional ist.  Dieser  Zeit  ist  dann  die  Anzahl  der  Signale  um- 
gekehrt proportional,  die  in  gegebener  Zeit  übermittelt  werden 
können.  Übrigens  macht  er  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dafs 
bei   diesen   Überlegungen   die  Selbstinduction    vernachlässigt  ist'**^). 

E.  Mathieu'^*)  behandelt  sogleich  die  Elektricitätsströmung 
in  drei  Dimensionen.  Indem  er  ,^Elektricitätsmenge**  als  einen 
Grundbegriff  behandelt,  erhält  er  Gleichimgen  der  Form: 

ix^^  --^ude,,,,  (202) 


7696)  Phil.  mag.  (6)  24,  1887,  p.  280. 

7697)  Lum.  älectr.  27,  1888,  p.  167.  Er  sagt  von  Thomson:  „s'in- 
spirant  d'id^es  thöoriques  diff^rentes  de  Celles  d'Ohm".  —  Wünschendorff 
hat  seine  Untersuchungen  auch  als  Buch  erscheinen  lassen  (trait^  de 
tälägraphie  submarine,  Paris  1888^;  mir  nicht  zugänglich,  ich  kann  daher 
nicht  angeben,  ob  es  sich  um  einen  einfachen  oder  einen  erweiterten 
Abdruck  der  Artikel  in  lum.  ^Icctr.  handelt.  Nach  dem  Referat  electrician 
22,  1889,  p.  617  enthält  das  Buch  als  Kap.  16  eine  „elaborate  and  very 
complete*'  Darstellung  der  Theorie. 

751)8)  p.  171.         7599)  p.  205. 

7600)  Seltsamerweise  bezeichnet  er  diese  Zeit  als  „Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit'^, nimmt  also  an,  dafs  jedesmal  die  Länge  des  gerade 
vorliegenden  Kabels  zur  Längeneinheit  genommen  ist. 

7601)  p.  208. 

7602)  filectrodynamique,  Paris  1888,  nr.  8,  p.  4. 

Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.-Yereinigung.    X.  93 
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iz.  di^en  w.  r.  wr  die  'Jonipoii^Eten  der  G«seliwiiLdi^cnt  des 
T^lehcfcs  </<?  hfr^iffuten  ncd  die  Siimmation  über  alle  in  dem 
Y\*im*nit0t  dt  enthaltenen  Teilchen  zn  erstrecken  ist.  Dum  föhit  er 
die  Froportionaüt^t  der  Stromstärke  mit  der  elektranotoiischen 
Kraft  ein  •*••;.  leitet  die  Continmt2t5gleichTing  ab'***  und  f&it 
fort'***  :  Ohm  habe  zuerst  erkannt,  daö  die  Componenten  der 
elektromotorischen  Kiaft  Ableitungen  einer  ond  derselben  Function 
nach  den  Coordinaten  sind:  Kirchhoff  habe  gesehen.  daCs  diese 
Fnnction  dem  Potential  der  ElektricitSt  entgegengesetzt  gleich  ist 
Zar  Begrnndnng  der  Existenz  ncd  der  eindeutigen  Bestimmtheit  der 
iJßtun^  beruft  er  sich  auf  die  Variationsrechnung  ****).  Die  Ober- 
fli/:ben>iedingung  stellt  er  unter  der  Voraussetzung  auf,  dafs  an  der 
Oberfläche  sich  eine  Schicht  freier  Elektricitat  Ton  der  Flichen- 
dichte  i  ausbreitet'**^):  sie  lautet  dann: 

^203.  i;  =  _(_^^_/;jeosi 

Ah   Übergangsbedingungen    an    der  Grenze   zweier  Mittel   giebt   er: 

(204)  V-r,~C,      l.|I+*/,i;=.0; 

die  erstere  bezeichnet  er  als  „principe  de  Volta**  ****).  Endlich  giebt 
er  den   Ausdruck  ftlr  die  Stromarbeit  durch  das  Integral: 


(^205;  inj^dat 


und  vfTschiedftne  Umformungen  desselben ^^** ). 

Hei  der  Behandlung  linearer  Leiter  giebt  er  das  Ohm'sche 
OeHetz  gleich  in  der  für  unhomogene  Leiter  geltenden  Form^*^®). 

Ihm  eigentümlich  ist  die  Behandlung  der  Elektroden.  Wenn 
man  sie  auf  Punkte  reducire,  müsse  man  annehmen ^*^^),  dafs  das 
Potential  in  ihnen  unendlich  werde;  bezeichne  man  dann  mit  t^^  t^ 
die  Entfernungen  des  Aufpunktes  von  ihnen,  so  müsse  man  setzen: 


7«o;;,i  nr.  4,  p.  6.    7004)  nr.  6,  p.  6.    7605)  nr.  6,  p.  7. 

7«0ß,  nr.  7,  j).  \).         7607)  nr.  8,  p.  9. 

7608..  iir.  9,  10,  p.  10,  11.    7609,.  nr.  11,  p.  12. 

7610)  11,    nr.   1,    p.   17.      Kr    betont,    dafs    Ohm    selbst   es    so    auf- 
gefaint  habe. 

7611)  IV,  nr.  2,  p.  96;  auch  Bchon  Paris  C.  R.  105,  1887,  p.  669. 
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unter  U  eine  Potentialfanction  verstanden,  die  im  Innern  des  Körpers 
nirgends  unendlich  wird  und  an  der  Oberfläche  der  Bedingung: 

genügt      Diese    Bedingungen    werden    erfüllt    durch    das    Potential 
einer  Doppelschicht  ^^**): 

wie  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes  gezeigt  werden  kann.  Für 
äuTsere  Punkte  erhält  die  so  bestimmte  Funktion   U  den  Wert: 

^—M{-{)-^  (209) 

das  mit  ihr  gebildete  Potential  wird  also  dort  null.  Indem  er 
diesen  Formeln  eine  nicht  nur  mathematische,  sondern  auch  physi- 
kalische Bedeutung  beilegt,  kommt  er  zu  der  Auffassung'**'):  wird 
ein  Körper  von  einem  stationärei|  Strome  durchflössen,  so  bedeckt 
sich  seine  Oberfläche  mit  einer  Doppelschicht,  die  zusammen  mit 
den  in  den  Elektroden  anzunehmenden  Ladungen  im  Innern  gerade 
das  zur  Erzeugung  und  Erhaltung  des  Stromes  nötige  Potential 
liefert,  auf  äufsere  Punkte  aber  die  Wirkung  gerade  aufhebt.  Er 
meint'®**),  die  Bestimmung  einer  solchen  Doppelschicht  sei  ein  viel 
einfacheres  Problem,  als  die  Bestimmung  einer  einfachen  Schicht, 
wie  sie  von  der  gewöhnlichen  Theorie  verlangt  werde.  —  An  einer 
späteren  Stelle'**^)  behandelt  er  Strömungen  im  Parallelepiped  durch 
Reihenentwicklungen,  die  nach  trigonometrischen  Functionen  zweier 
Coordinaten  und  hyperbolischen  Functionen  der  dritten  fortschreiten; 
für  specielle  Fälle  leitet  er  dabei  Näherungsformeln  ab'***). 

Die  von  Heaviside ''*®^  gegebene  Näherungsformel  fElr  den 
Widerstand  eines  Halbraumes  mit  zwei  halbkugelförmigen  Elektroden 
in  der  ebenen  Grenzfläche  wird  auch  von  A.  E.  Kennelly'**')  aus 
Schwendler's  „testing  Instructions"  angeführt  und  scheint  überhaupt 
den  englischen  Telegraphisten  geläufig  zu  sein.  Kennelly  schliefst 
daran  eine  analoge  näherungsweise  Bestimmung  des  Widerstandes 
einer  planparallelen  Platte  von  der  Dicke  d^  mit  den  Elektroden  in 
der  einen  Grenzfläche:  er  umschliefst  die  Elektroden  mit  Halbkugeln 


7612)  nr.  3,  p.  96.         7613)  nr.  4,  p.  100.         7614)  nr.  6,  p.  101. 
7615)  V,  nr.  24,  p.  170.         7616)  nr.  28,  p.  176. 
701 7)  J.  electr.  eng.;  electrician  22,  1889,  p.  481. 
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vom  Radius  d^  bestimmt  den  Widerstand  dieser  Halbkugeln  besonders 
und  dann  den  des  übrig  bleibenden  Teils  der  Platte,  indem  er  fär 
diesen  die  Halbkugeln  durcb  Cylinder  vom  Radius  d/2  ersetzt. 

M.  Cailho*^*^®)  bemerkt,  man  könne  den  Satz  von  ThÄvenin^**^ 
«infacb  folgen dermafsen  beweisen:  wird  durcb  die  Anlegung  eines 
neuen  Leitungsdrabtes  an  zwei  Punkte  eines  Leiters  deren  Potential 
von  V^,  bezw.  V^  auf  Vg,  bezw.  V^  erniedrigt,  so  bat  man  in  dem 
gegebenen  Leiter: 

(210)  Vt-yi-i^s-Vj^Bj 
in  dem  angelegten  Drabt: 

(211)  Vt-y,"  rj 

und  daraus  Tbevenin's  Gleicbung  (157).  Das  lasse  sieb  leicht  auf  den 
Fall  erweitem,  dafs  der  angelegte  Drabt  eine  elektromotorische  Kraft 
enthält;  es  ist  dann  nur  diese  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (211) 
noch  hinzuzufCLgen.  Zwischen  der  Stromintensität  in  der  Zweig- 
leitung (vom  Widerstände  r)  und  der  ursprünglichen  Stromstärke  / 
bestehe  die  Beziehung: 

(212)  {B  +  r)j  =  BJ. 

Daran  schliefst  er  noch  verschiedene  andere  CoroUare. 

H.  Web  er  ^*^^)  fafst  das  Ohm'sche  Gesetz  zunächst  als  ein  rein 
emipirisches  auf,  das  nur  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtong 
Gültigkeit  habe;  es  könne  ev.  nur  das  Anfangsglied  einer  Entwick- 
lung der  Stromstärke  nach  Potenzen  der  „Schiebungskraft'*  vorstellen. 
Er  leitet  dann  ^^^)  für  den  stationären  Zustand  eine  Gleichung  der  Form: 

(213)  ^J  cos  {J,n)dtp  —  0 

ab,  sammt  der  Oberflächenbedingung 

(214)  co8(/,n)— 0 

Bei  Anwendung  des  Gesetzes  auf  lineare  Leiter  findet  er^^^)  die  in 
einem  Leiterelement  wirksame  elektromotorische  Kraft  gleich  dem 
Produkt  aus  der  in  ihm  wirkenden  Schiebungskraft  in  seine  Länga 
Auf  der  Oberfläche  des  Leiters  müsse  sich  eine  solche  Elektricitftts- 
Verteilung  herstellen,  dafs  die  aus  ihr  hervorgehende  Kraft  zusanunen 
mit  der  äufseren  Kraft  eine  in  die  Bichtung  des  Elements  fallende 


7618)  ann.  tdl^gr.  (3)  16,  1889,  p.  820. 

7619)  Electrodynamik,  Braunschweig  1889,  p.  3. 

7620)  p.  6.         7621)  p.  9. 
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Resultante  liefere;  das  gebe: 

^  =  -W  +  ^'  (215) 

wenn  man  n&mlich  mit  Eirchhoff^^^)  annehme,  daß  man  bei  Be- 
rechnung der  Wirkung  der  Oberflächenschicht  auf  die  strömende 
Elektrizität  ebenso  verfahren  dürfe,  wie  wenn  letztere  ruhe.  Die 
elektromotorische  Kraft  des  ganzen  Stromkreises  ist  dann:  JBds, 

A.  Bazille'*")  bespricht  im  Anschlufs  an  Vaschy'"*)  den 
Unterschied  zwischen  den  beiden  Fällen,  dafs  die  Gapacität  längs 
der  ganzen  Ausdehnung  eines  linearen  Leiters  verbreitet,  und  dafs 
sie   in   einzelnen  Punkten   concentrirt  ist,  numerisch  und  graphisch. 

W.  G.  Hankel'*^  stellt  der  Ohm'schen  Auffassung  eine  andere 
gegenüber,  bei  der  der  „Widerstand"  U  und  der  „Strom"  J  als  mit 
der  elektromotorischen  Kraft  E  gleichartige  Gröfsen  angesehen  und 
zwischen  ihnen  die  Gleichung 

J^E-U  (216) 

angesetzt  wird.  Er  sieht  dann  als  Erfahrungstatsache  an,  dais 
dieses  TJ  dem  J  proportional  ist;  wird  U  =  uJ  gesetzt,  so  nennt 
er  u  die  Absorptionszahl,  ujiu  -{■  l)  den  AbsorptionskoefQcienten  des 
Stromkreises.  Was  die  Ohm'sche  Theorie  Widerstand  nennt,  ist  dann 
zu  w  +  1  proportional. 

Um  diese  Zeit  entspann  sich  noch  zwischen  englischen  Autoren 
eine  Dicussion  darüber,  was  es  eigentlich  heifse,  wenn  man  von  einem 
experimentellen  Beweise  des  Ohm'schen  Gesetzes  spreche.  Es  handelte 
sich  dabei  zunächst  um  die  Frage:  wenn  eine  Brückencombination 
für  eine  bestimmte  elektromotorische  Kraft  ausbalancirt  ist,  ist  sie 
es  dann  auch  fdr  jede  andere,  wenigstens  in  weiten  Grenzen? 
G.  Chrystal^^**)  zeigt  in  teilweiser  Berichtigtmg  älterer  Angaben 
von  Maxwell:  wenn  das  der  Fall  ist,  so  folgt,  dafs  der  speciflsche 
Widerstand  einer  Potenz  der  Stromstärke  proportional  sein  mufs, 
und  zwar  für  alle  Leiter  derselben;  aber  noch  nicht,  dafs  der  Ex- 
ponent dieser  Potenz  null  sein  mufs.  Dazu  bemerkt  S.P. Thompson  '•*^) : 
wenn  der  Widerstand  als  der  Quotient:  elektromotorische  Kraft  durch 
Stromstärke  deünirt  sei,  sei  das  Ohm'sche  Gesetz  selbstverständlich 
und  ChrystaFs  Überlegung  treffe  nur  die  Frage,  ob  der  so  definirte 
Widerstand     von     der    Stromstärke    unabhängig     sei.       Wenn    sich 

7622)  ann.  t^l^gr.  17,  1890,  p.  48.  Er  zitiert  statt  "")  eine  spätere, 
erst  in  §  110  zu  besprechende  Abhandlung  Yaschj^s,  in  der  auch  Selbst- 
induktion berücksichtigt  wird. 

7628)  Leipz.  Ber.  41, 1889,  p.  878;  Ann.  Phys.  Chem.  N.F.  89, 1890,  p.872. 

7624)  Electrician  26,  1890,  p.  809.         7626)  ib.  p.  826. 
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herauBstellen  sollte,  dafs  das  nicht  der  Fall  sei  dürfe  man  nioht  sagen, 
das  Olim^sche  Gesetz  sei  falsch,  sondern  nur,  der  Widerstand  sei  mit 
der  Stromstärke  variabel.  Bei  magnetischen  Metallen  sei  das  sogar 
sicher  der  Fall.  0.  Lodge  replicirt '•*•):  erst  den  Widerstand  so 
definiren  und  dann  die  Gleichung  J  ~  ^/i?  Ohm'sches  Gresetz  nennen, 
sei  lächerlich  und  nur  eines  ^archaic  type  of  teztbook'  würdig.  £r 
hätte  geglaubt,  das  Gesetz  werde  jetzt  allgemein  in  der  Form  ge- 
lehrt: das  Verhältnis  der  elektromotorischen  Kraft  zur  Stromstarke 
ist  in  einem  gegebenen  Leiter  in  gegebenem  Zustande  constani 
Darauf  Thompson ^^^):  dann  müsse  man  doch  erst  definiren,  ob 
die  Stromstärke  mit  zu  dem  „gegebenen  Zustand^^  gerechnet  werden 
solle  oder  nicht. 

Von  den  vier  in  diesem  Jahre  erschienenen  zusanmienhängenden 
Darstellungen  repräsentirt  die  von  J.  Bertrand'^®)  den  konser- 
vativsten imd  der  neueren  Entwicklung  gegenüber  skeptischsten  Stand- 
punkt. Er  meint,  Ohm  habe  zweifellos  grofses  geleitet;  aber  die 
Anwendung  der  Bechnung  auf  die  Fortpflanzung  der  Elektiicität  sei 
eine  Tollkühnheit,  die  durch  die  Unmöglichkeit  etwas  besseres  zu 
bieten,  nicht  gerechtfertigt  werde.  Die  Berufung  auf  die  Analogie 
mit  der  Wärmeleitung  sei  in  keiner  Weise  befriedigend.  Die  ganze 
Lehre  von  der  Strömung  in  dreidimensionalen  Körpern  beruhe  auf 
zweifelhaften  Principien  imd  sei  für  die  Physik  von  keinem  Nutzen  ^^*), 
Ebenso  lehnt  er  die  Untersuchung  veränderlicher  Ströme  überhaupt 
ab;  man  brauche  sie  ja  für  die  submarine  Telegraphio,  habe  aber 
kein  Recht  mathematische  Theorien  ohne  solide  Basis  anzunehmen. 
Er  sagt  auch  lieber  „Spannung"  statt  Potential;  die  statische  Defini- 
tion des  Potentials  habe  hier  keinen  Sinn  mehr^®^).  Er  selbst  steUt 
die  Sache  in  der  Weise  dar^^*^),  dafs  er  mit  -E  die  elektromotorische 
Ej'aft  der  ofiTenen  Kette,  mit  -Ej  =  ^  —  x  die  der  geschlossenen,  die 
geringer  sei,  bezeichnet;  das  x  könne  man  als  ein  Mafs  für  die  in 
der  Zeiteinheit  geschiedenen  Elektricitätsmengen  nehmen.  Diesem  x 
setze  man  ohne  genügenden  Grund  auch  die  Stromintensität  pro- 
portional; so  komme  man  auf  die  Gleichung 

(217)  G^  =  ^^  ? 

imd  das   komme    auf  dasselbe  hinaus,    wie  wenn  man  mit  1/Cr  den 
„inneren    Widerstand"    des    Apparates    bezeichne.      Diese    Ableitung 

7626)  ib.  p.  359.         7627)  ib.  p.  388. 

7628)  Le9on8  sur  la  theorie  math.  de  relectricite,  Paris  1890,  ohap.  Yll, 
p.  114.         7629)  p.  VI.         7680)  nr.  82,  p.  116.         7681)  nr.  87,  p.  119. 
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sei  offenbar  nicht  strenge;  doch  werde  das  Ergebnis  durch  die  Er- 
fahrung bestätigt.  Daran  anschliefsend  bespricht  er  noch  die  vom 
Strom  geleistete  Arbeit,  ebenfalls  nicht  ohne  viele  Bedenken. 

Das  aus  Vorlesungen  an  der  höheren  Telegraphenschule  ent- 
standene Buch  von  A.  Vaschy'^^)  dagegen  legt  den  Untersuchungen 
über  den  Verlauf  veränderlicher  Ströme  grofse,  —  vielleicht  ftlr 
Praktiker  zu  grofse  —  Bedeutung  sei.  Er  beginnt  ^•^)  die  Lehre 
von  den  elektrischen  Strömen,  die  er  als  „electrocinetique^'  bezeichnet, 
mit  der  Darstellung  der  Entladung  eines  Kondensators  unter  Zu- 
grundelegung der  aus  der  Elektrostatik  herübergenommenen  Begriffe 
der  Elektricitätsmenge  und  des  Potentials.  Dann  giebt  er  das  0hm'- 
jsche  Gesetz  mit  der  auch  nicht  die  volle  Wahrheit  enthaltenden 
Angabe  ^^,  Ohm  habe  es  theoretisch  abgeleitet  und  dann  näherungs- 
weise experimentell  verificirt,  in  der  Form:  „Strom  proportional  der 
Potentialdifferenz":  erst  nachher  fuhrt  er  elektromotorische  Kraft  als 
„die  Ursache"  ein,  „die  den  elektrischen  Strom  erzeugt"'**^).  Er 
fafst  die  Sache  so:  überall  da,  wo  man  beobachtet,  dafs  das  Produkt 
aus  dem  Widerstand  eines  Leiterstücks  und  dem  Strom  in  ihm 
nicht  gleich  der  Potentialdifferenz  der  Enden  ist,  sagt  man,  in  diesem 
Leiterstück  wirkt  eine  elektromotorische  Kjrafi  Nach  ausführlicher 
Behandlung  der  Gesetze  der  Stromverzweigung  gelangt  er^***)  zur 
Bestimmung  des  Einflusses  von  Ableitungen  zur  Erde  auf  den  Ver- 
lauf des  Stromes  in  einer  Telegraphenleitung  und  durch  Grenz- 
übergang''^^^)  zur  Differentialgleichung  (ö)  des  Stromes  in  einem 
unv(4Uständig  isolirten  Leiter. 

Für  die  Behandlung  nicht  linearer  Leiter  führt  er  ausdrücklich 
als  Voraussetzung  ein^*'^),  dafs  die  Komponenten  des  Stroms  in  der 
Tangentialebene  der  Niveaufläche  null  sind.  Dann  wendet  er  das 
Ohm'sche  Gesetz  auf  die  einzelnen  Kraftröhren  an;  es  ergiebt  sich, 
dafs  sie  die  Fundamentaleigenschaft  der  elektrostatischen  Inductions- 
röhren  teilen,  und  damit  die  Laplace'sche  Differentialgleichung  und 
die  Oberflächenbedingung  (18).  Für  den  Fall,  dafs  Leitung  und 
Influenz  zugleich  berücksichtigt  werden  müssen,  findet  er^*'^),  dafs 
„Strom"  und  „Induction"  zu  einander  proportional  sein  müssen,  und 
damit  ^^^),  dafs  sich  an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Leiter  freie 
Elektricität  anhäufen  mufs,  wenn  der  Strom  überall  derselbe  sein 
soll.     Bei  dieser  Auffassung  verschwinde  die  Schwierigkeit,  dafs  der 

7632)  Traite  d'^lectricite  et  de  magn^tisme  1,  Paris  1890. 

7633.  nr.  öö,  p.  129.           7634)  nr.  62,  p.  141.  7636)  nr  64,  p.  142. 

7636)  nr.  71,  p.  157.           7637)  nr.  72,  p.  161.  7688)  nr.  74,  p.  16iß. 
7639)  nr.  77,  p.  178.           7640)  nr.  78,  p.  174. 
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Strom  eine  Fortfährung  von  Elektricität  sein  und  doch  im  Innern 
des  Leiters  keine  freie  Elektricität  sein  soU^^:  der  Strom  sei 
nichts  anderes  als  die  ,^issipation^^  des  „Induktionsflusses^  in  der 
Zeiteinheit,  dQldt,  und  zwar  finde  diese  Dissipation  bei  der  Ent- 
ladung eines  Condensators  „sur  place^  statt;  bei  einem  stationären 
Strom  superponire  sich  über  diese  Erscheinung  noch  die  fortwährende 
Erneuerung  des  Ladungszustandes  durch  die  äufseren  elektromoto- 
rischen Kräfte. 

Zwei  weitere  Bücher  entstammen  den  Kreisen  der  Starkstrom- 
technik. Bei  E.  Hospitalier  ist  für  uns  etwa  zu  erwähnen,  daüs 
er  immer  noch  die  falsche  Angabe  hat^^^,  Ohm  sei  zu  seinem 
Gesetz  „en  s'appujant  sur  des  considerations  purement  math^matiques^ 
gekommen,  und  dann  vielleicht  noch  die  Unterscheidung  zwischen 
elektromotorischer  Kraft  und  Potentialdifferenz  ^•*'):  „il  a  fallu  une 
force  electromotrice  pour  creer  une  diff^rence  de  potentiel,  mais 
cette  difference  de  potentiel  peut  exister  alors  que  la  cause  qui  Ta 
fait  naitre  a  dispani^^  wie  z.  B.  bei  einem  Condensator. 

E.  G^rard'***)  will  eine  Darstellung  geben,  die  zwischen  den 
„Spekulationen  der  reinen  Theorie^^  imd  den  blofs  descriptiven  Dar- 
stellungen populärer  Bücher  in  der  Mitte  stehen  solle.  Auch  er  be- 
ginnt die  Lehre  vom  elektrischen  Strom  mit  der  Entladung  eines 
Condensators  und  der  dabei  stattfindenden  Umsetzung  von  elektrischer 
[elektrostatischer]  Energie  in  Wärme '^^).  Das  Ohm'sche  Gesets 
spricht  ^^^)  er  zunächst  für  ein  Element  einer  Niveaufläche  aus  und 
wendet  es  dann  vor  allem  auf  die  „veränderliche  Periode^'  des  Stibmes 
in  schlechten  Leitern  an'**").  Die  Ableitung  der  Differential- 
gleichung (60)  kommt  erst  im  „complement  theorique" '•**). 

Aus  äufseren  Gründen  breche  ich  die  Darstellung  hier  und  in 
den  nächsten  Paragraphen  vorläufig  mit  dem  Jahre  1890  ab,  ohne 
damit  irgendwie  behaupten  zu  wollen,  dafs  gerade  dieses  Jahr  eine 
bestimmte  Epoche  der  Entwicklung  abschliefse.  Nur  einige  mir  erst 
nachträglich  bekannt  gewordene  Abhandlungen  seien  noch  besprochen. 
0.  Heaviside'**^)  wendet  die  Thomson'sche  Theorie  auf  den  Fall 
der  (mit  einander  verträglichen)  Grenzbedingungen: 


7641)  nr.  79,  p.  177. 

7642)  Trait^  ^^mentaire  de  T^nergie  electrique  1,  Paris  1890,  nr.  140, 
p.  100.         7643)  nr.  162,  p.  114. 

7644)  Le9on8  sur  rölectricit^,  Paris  et  Liege  1890;  mir  war  nur  die 
3.  Auflage  von  1898  zugänglich.         7645)  nx.  103,  p.  108. 

7646)  nr.  108,  p.  116.       7647)  nr.  112,  p.  118.       7648)  nr.  196,  p.  «44. 
7649)  Phil.  mag.  (2)  47,  1874,  p.  426;  papers  1,  p.  47. 


f  108.  Untenuchungen  über  d.  Gesetze  d.  Leitung  elektrischer  StrOme.    1481 
F=l  fara;  =  0,  ?-  =  Ofara;  =  jr,  7=0för<=-0, 

an,  die  beim  Telegrapbiren  mit  Condensatoren  auftreten.  Er  be- 
nutzt dazu  die  Entwicklung  (vgl.  §  16,  8): 

ilo\{hn  —  hx)        4  ^         2v  — 1  .     2v— 1  ..^-. 

^0\hn        =  «2/  (ßi^V^+Th*  «^  -2-  ^        (21^) 

deren  einzelne  Glieder  zugleich  der  zweit.en  Bedingung  (218)  genügen. 
Dabei  interessirt  ihn  hauptsächlich  die  Frage,  wann  die  Functionen 
F,  J  oder  cV/dx^  dV/ct  für  x  =  jr  ihr  Maximum  erreichen;  er  führt 
die  Rechnung  unter  bestimmten  Annahmen  numerisch  durch  und 
erläutert  die  Resultate  durch  Figuren. 

Ein  zweiter  Aufsatz  ^^^)  behandelt  zunächst  die  Wirkungen  der 
elektrostatischen  Influenz  zwischen  parallelen  Drähten.  Ein  Leiter, 
der  einerseits  mit  der  Elektricitätsquelle  verbunden,  andererseits 
abgeleitet  ist,  hat  im  stationären  Zustand  an  der  Stelle  x  das 
Potential: 

Fl  =-  1  -  Ä,  (220) 

also  wenn  C^  seine  Capacität  per  Längeneinheit  bedeutet,  die  lineare 
Dichtigkeit  der  Ladung: 

Ci  Fl  =  Ci  (1  -  x).  (221) 

Dadurch  wird  auf  einem  parallelen  Drahte,  der  beiderseits  abgeleitet 
ist,  durch  Influenz  eine  Ladung  verteilt,  deren  lineare  Dichte  an 
der  Stelle  x  gleich 

C»  V,  =  C„  (1  -  x)  (222) 

ist,  wo  Cjg  den  (negativen)  „Coefflzienten  der  gegenseitigen  elektro- 
statischen Capacität^^  bedeutet  Ist  dagegen  der  zweite  Leiter  an 
beiden  Enden  isolirt,  so  bestehen  zwischen  den  Potentialen  und  den 
linearen  Dichtigkeiten  der  Ladungen  beider  Leiter  Gleichungen 
der  Form: 

9,  =  C,  Fl  +  Cj, 7„     Q,  =  C»r,  +  C,l\.  (223) 

Da  F)  constant  und  die  Gesamtladung  des  zweiten  Leiters  null 
sein  mufs,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

^«  =  -  2^5'  9i  -  ^1  (1  - ^)  -  Yc]^  9«  =  <?!»(!  -  ^)  -  1-  Cir  (224) 

7650)  j.  telegr.  eng.  9?,  1881?,  p.  427;  papers  1,  p.  116. 
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Entsprechende  Gleichungen  wie  (223)  bestehen  auch  für  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Drähten  ^^^^\  Für  den  variablen  Zustand  treten 
zu  ihnen  Gleichungen  der  Form: 

(225)  ^r  +  ^^r^o,J^^-^^ 

Ist  nur  ein  Leiter  vorhanden,  so  erhält  man  für  V  die  Differential- 
gleichung von  Ohm  imd  Thomson '^^*).     Ihre  Elementarlösung: 

(226)  V  -^Ä  sin  (ax  +  b)  exp  (-  ^'|) 

kann  Orcnzbedingungen  angcpafst  werden;  Heaviside  bespricht  den 
Fall,  dafs  diese  für  a  und  h  auf  Gleichungen  der  Form  führen: 

(227)  tg  (a  +  6)  «  qPi  (a),  tg  2/  =  g>,  (a). 

Elimination  von  b  giebt  dann  für  a  eine  determinirende  Gleichung: 

(228)  tga«9)(a); 

zu  jeder  Wurzel  a  dieser  Gleichung  wird  der  zugehörige  Wert  von 
b  aus  der  zweiten  Gleichung  (227)  erhalten;  und  wenn  dann  V  für 
f  o.  0  einer  willkürlichen  Function  U  von  x  gleich  sein  soll,  so  be- 
stimmen sich  die  EntwicklungscoefÜcienten  durch: 

(229)  -^(1  —  Q0B^aq)'(a))^2  I  Usm{ax  +  b)dx, 

vorausgesetzt,  dafs  die  Endapparate  zu  Anfang  keine  Energie  ent- 
halten. Für  einen  unendlich  langen  Draht  geht  die  Formel  über  in  die 
folgende  Verallgemeinerung  des  Fourier'schen  Integraltheorems  §  42, 6 : 

(X        00 

(230)  f(x)  =       1    I  sin  (iix  +  h)  sin  (ux^  +  b)  f(x^)  dx^  duj 

0   u 

in  der  b  als  Function  von  u  durch  die  Formel: 

(231)  tgb  gleich  einer  ungeraden  Function  cp^  von  u 

bestimmt  ist. 

Für  mehrere  Leiter  wird   ebenso   ein   System  von  Differential- 
gleichungen der  Form  erhalten ''*^^) : 

(232)  l^.  -KZ^.r   u 

7G61;  nr.  4,  p.  llü. 

7G5^)  nr.  7,  p.  122.    Er  ündet:   „the  difference  between  0hin*8  capa- 
citj  and  the  real  thing  is  verj  Bt^iking'^ 
"653)  nr.  8,  p.  124. 


§  108.  Untersuchungen  über  d.  Gesetze  d.  Leitung  elektrischer  Ströme.     1483 

Sind  ihrer  nur  zwei  und  diese  einander  congruent  (Cj^  =-  C,j,  R^  =  B^\ 
so  erhält  man  für  7^  ±  ^2  Gleichungen  derselben  Form,  wie  fOr 
einen  einzelnen  Leiter,  nur  mit  C^  i  C^  an  Stelle  von  C.  Sind  sie 
nicht  congruent,  so  liefert  Elimination  eine  Gleichung'*^): 

(äP  ""  ^1  ^^  dt)  &  ~  ^« ^  ä«)  ^  ^  ^12^^  ätT'    (233) 

der  V^  und  V^  beide  genügen  müssen.  Eine  Lösung  mit  den  vier 
willkürlichen  Constanten  V,  ^^  ^,  2>  ist  dann: 

T'\  -  sin  (iViT  +  b){Äe^''+Be^''), 

7,=  sin(tVa;  +  h){r^Äe^''  +  r^Be"^'), 

wenn  Dj   und  Dg   die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
(V»  -  Ci  RiD)  (V*  -  C^B^D)  =  C«,JSil2,D^       (235) 

sind  und 


r^  == 


(v  =  1, 2)  (236) 


genommen  wird.  Aus  diesen  Lösungen  kann  dann  eine  allgemeinere 
zusammengesetzt  werden,  die  zu  willkürlichen  Anfangswerten  von 
Fl  und  7j  gehört:  Heaviside  giebt  die  Resultate  fElr  den  Fall  daiJs 
die  Bedingungen  sind: 

T^i=T',  =  0füra;=0undfüra;=7r;  7i  =  l  — a:,  7g  =  0für^«0.  (237) 

Bei  beliebiger  Anzahl  der  Leiter  könne  man  ebenfalls  zunächst 
durch  eine  lineare  Substitution  neue  Variable  einführen,  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  einfachen  Form  (60)  genügen'^*);  bequemer 
sei  es  zunächst  die  Gleichung: 

(2+i>^,)F  =  0  (238) 

mit: 

C^.B^B    „    v  +  fi 

aufzustellen,  der  alle  7  genügen  müssen.  Sind  die  Grenzbedingungen 
für  alle  Leiter  dieselben,  so  tritt  in  jeder  einzelnen  Elementarlösung 
in  jedem  7  dieselbe  Function  von  x  auf;  andernfalls  mufs  man 
einen  allgemeineren  Ansatz  machen,  z.  B.  für  zwei  Leiter^®*®): 

7i  =  e^ '  [A^  sin  (i  V^  x)  +  B^  cos  (i  V^  x) + A^  sin  (*  V,  x)  +-BgCos  (i  V^x) } , 

7,  =  c^'  (^i(Asin(*Vix)+^iCos(/:Via;))+r,(^sin(iV3x)  +  J?2Cos(*Vx))}/     ^^ 

7654)  nr.  i^  p.  125.  7666)  nr.  10,  p.  126.  7666)  nr.  11,  p.  127. 
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indem  jetzt  D  znnftclist  willkUrlich  angenommen  wird  und  dl  Vj, 
±  V|  dazn  als  Worzeln  von  (235)  bestimmt  werden.  Die  Tier  Grenz- 
bedingxmgen  bestimmen  dann  die  drei  Verhältnisse  A^iA^zBj^zB^  and 
die  zulässigen  Werte  von  6;  die  r  haben  hier  die  Werte: 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  in  der  Entwicklung  einer  will- 
kürlichen Function  nach  diesen  Normallösungen  leitet  er  zunächst 
für  zwei  ganz  beliebige  Lösungen  den  Satz  ab:  sind  u^p  u^^  bezw. 
11^^  u^i  äie  Potentialyerteilungen,  Qi^  Q^p  bezw.  ^j^  q^j^  die  Diditig- 
keiten,  so  ergiebt  sich  für  die  gegenseitige  potentielle  Energie  der 
Doppelau^ruok : 

(242)    Ejj^  =-J(u^jQtjt  +  «<i»e>*)^«  =y  (MikQij  +  ^k9ij)  ^^ 

Sind  die  beiden  Lösungen  speciell  die  zu  den  Exponenten  2>^  und  D^ 
gehörenden  Elementarlösungen,  so  ergiebt  sich  hieraus  durch  partielle 
Integration: 

also  gleich  null,  sobald  die  Orenzbedingungen  die  einfache  Form 

(244)  -  ö—  =*  const. 

haben.  Damit  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  gesuchten  Ent- 
wicklungscoefficienten.  Das  überträgt  sich  dann  sogleich  auf  beliebig 
viele  Leiter^«"). 

Weiterhin'®*®)  bespricht  er  noch  kurz  den  Einflufs  mangelhafter 
Isolation.  Für  den  stationären  Zustand  giebt  er  die  Differential- 
gleichung  (5)  und  ihr  den  Bedingungen  w  =  1  für  a;  =  0,  t«  =  0  für  x^^it 
genügendes  iDtegral  (49),  sowie  die  zugehörige  Formel  fCbr  den 
Ladungsstrom;  dann  auch  den  Ausdruck  für  die  Gesamtstärke  des 
Entladungsstromes,  den  man  erhält,  wenn  man  die  Verbindung  mit 
der  Elektricitätsquelle  löst.  Für  den  variabeln  Zustand  wird  die 
Gleichung  erhalten  '®*^j : 

(245)  »*J.^CKV+CR^^; 

7667)  nr.  12,  p.  129.      7668)  nr.  17,  p.  187.      7669)  nr.  18,  p.  189.  Vg.  GL  (l). 
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eine  Elementarlösung  von  ihr  ist: 

7=  Ä  sin  (nx  +  6)exp(-  §^-  ^)-  (246) 

Eine  1882  aufgesetzte,  aber  erst  1892  publicirte  Abhandlung, 
deren  wesentlicher  Inhalt  in  §  110  zu  besprechen  sein  wird,  enthält 
auch  noch  einige  hierher  gehörige  Beipiele.  Sind  C  und  B  constant, 
Jär=0,  so  wird  die  Gleichung  der  Normalfunctionen '•**): 

^*^-  -  CBDw.  (247) 

Wird  zur  Abkürzung 

CRD=-a^  (248) 

gesetzt,  so  werden  für  Potential  und  Stromstärke  die  Ausdrücke 
erhalten: 

tt  =-  sin  (ax  +  &),   «;  =-  —  -^  cos  {ax  -f  h).  (249) 

Die  zulässigen  Werte  von  a  ergeben  sich  aus  einer  Gleichung  der 
Form  (228);  die  reellen  lassen  sich  als  Ordinaten  der  Schnittpunkte 
der  Kurven  y  ==  tg  x  und  y  =  g>{x)  construiren,  die  imaginären 
können  so  nicht  erhalten  werden,  sind  aber  oft  gerade  wichtig. 
Damit  ergeben  sich  für  die  Ooefficienten  in  der  Entwicklung  einer 
willkürlichen  Fimction  U  von  x  nach  diesen  Normalfunctionen  Aus- 
drücke der  Form: 

I  (1  -  cos  ^aq>'(aj)Ä'^jUQm(ax  +  h)dx  -^JE?,r/^(a);  (250) 

die  Zusatzglieder  stellen  den  EinfluTs  der  Endapparate  dar. 

Die  Grenzbedingungen  können  mit  Hilfe  der  Differentialgleichung 
auf  die  Form  gebracht  werden '••^): 


0  =  fcoF+fci|J+A-,^J+---  bei  a;-0; 


(251) 


es  wird  dann; 

und  ein  entsprechender  Ausdruck  wird  fftr  9>i(a)  erhalten.  Läfst 
man  die  Länge  der  Linie  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  hat  das 
entfernte  Ende  überhaupt  keinen  Einflufs  mehr,  und  man  kann  dort 


7660)  papers  1,  nr.  7,  p.  161.        7661)  nr.  8,  p.  162. 
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F  »  0  als  Beengung  DeLm^n.  3«tzt  man  die  Linge  zuaaSUhalt  «» I 
und  a  2  «B  r,  so  mmmt  die  Bedingung  die  Form  an: 

tg  u  =  z, 

wo  Z  eine  ungerade  Function  xon  s  bedeutet,  die  Ton  /  nnabhlngig 
ist.  Wächst  nun  /  über  alle  Grenzen,  so  rficken,  wie  Heariside 
richtig  bemerkt,  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  nnbegrenit 
dicht  zusammen.  Dagegen  ist  die  Vernachlässigung  Ton  e^''  g^en  e*' 
für  grolse  reelle  /.  deren  er  sich  zur  Bestimmung  der  imaginlroi 
Wurzeln  bedient,  ganz  unzulässig:  damit  werden  auch  die  zunicfaiBt 
folgenden  Schlüsse  hinfallig,  nnd  es  bleibt  nur  für  den  Fall,  dals 
imaginäre  Wurzeln  überhaupt  nicht  Torhanden  sind,  die  Gleichiuig 
bestehen: 

(253;      U  =  »J*/V,  jj£££^^^->y_^  - Z'^^'^}  ax,ds, 

0    0 

die  eine  Verallgemeinerung  des  Fourier  sehen  Integraltheorems  §  48, 
(t\)  vorstellt  •••';. 

Wird  die  Linie  bei  x  «==  0  durch  einen  Widerstand  r  zur  Erde 
abgeleitet,  [in  dem  der  Strom  als  Yom  Orte  unabhängig  angenommen 
werden  kann],  so  ist  dort  die  Grenzbedingung '••*): 

(2'n4)  V='^i^ 

^  B  cx 

Wird  zur  Abkürzung  r/B  ==  m  gesetzt,  so  wird  die  determinirende 
Gleichung  tg  a  =-*  —  ma,  ihr  Wnrzeln  sind  alle  reeU  nnd  die 
Formel  (25*6),  in  der  dann  Z  durch  —  mz  zu  ersetzen  ist,  hat 
Gültigkeit.  Wird  bei  a:  =  0  ein  Condensator  von  der  Capacitat  e 
ßiugf*s(;haltet ,  so  hat  die  Grenzbedingong  dieselbe  Form,  nur  mit 
anderer  Bedeutung  der  Constanten.  Ist  die  Linie  von  endlicher 
Länge,  so  tritt  dabei  im  Ausdruck  (2i)0)  von  Ä  ein  Glied  der  Form 
cKC'^  »in  b  auf,  wenn  E  das  Anfangspotential  des  Condensators 
bedeutet.  Für  eine  unendlich  lange  Linie  wird  hier  i/m  *=  0,  so- 
dafs  man  auf  das  gewöhnliche  Fourier'sche  Integral  zurückkommt, 
mit  einem  Zusatzglied: 


« 


(256)  .,   /  sin  (zx  -{-  h)  sin  b  dz. 


7^>62;  nr.  10,  p.  158   hat  er   eine   noch    etwas    allgemeinere    Formel 
dicMer  Art.  7668)  nr.  9,  p.  165. 
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Der  Ausdrack  ftbr  das  Potential  des  Condensators  zur  Zeit  t  gebt, 
wenn  die  Linie  ursprünglich  ungeladen  war,  aus  diesem  Zusatzglied 
hervor,  indem  man  noch 

*^P  (-  Ä)  (256) 

unter  dem  Integralzeichen  als  Factor  beifugt.  Heaviside  überzeugt 
sich  davon,  dafs  der  Integralstrom,  der  eine  beliebige  Strecke  x 
passirt,  der  ursprünglichen  Ladung  des  Condensators  gleichkommt, 
desgleichen  die  Summe  der  zu  irgend  einem  Zeitmoment  vorhandenen 
Ladimgen  von  Gondensator  und  Linie.  Die  Verification  der  Tat- 
sache, dafs  zur  Zeit  ^  =  oo  die  gesamte  Ladung  des  Condensators 
auf  die  Linie  übergegangen  ist,  bietet  eine  kleine  Schwierigkeit. 

Weiterhin '^•^)  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  in  diesen 
Formeln  r  negativ  genommen,  d.  h.  der  in  die  Leitung  eintretende, 
nicht  der  aastretende  Strom  ihrem  Potential  proportional  gesetzt 
wird,  was  natürlich  besondere  künstliche  Vorrichtungen  verlange. 
Er  entnimmt  aus  seinen  früheren  Untersuchungen  über  Kabelfehler, 
[die  mit  anderen  Untersuchungen  über  Entwicklungen  in  unharmo- 
monische  trigonometrische  Reihen  zusammen  besprochen  werden 
sollen],  das  Resultat:  die  Gleichung  ig  a  =  ma  hat  für  positive  m  >  ? 
eine  Wurzel  zwischen  0  und  n/2 ,  die  für  m  ===l  sich  auf  null  re- 
ducirt,  sodafs  ein  von  der  Zeit  unabhängiges  Glied  auftritt;  für  m  <il 
erscheint  dann  an  ihrer  Stelle  eine  imaginäre  Wurzel,  bezw.  ein 
Paar  von  solchen,  von  denen  aber  nur  eine  berücksichtigt  zu  werden 
braucht,  indem  nicht  a  selbst,  sondern  a^  der  charakteristische  Ex- 
ponent ist.  Würde  man  für  einen  kleinen  Wert  von  m  das  dieser 
Wurzel  zugehörende  Glied  aus  der  Entwicklung  weglassen,  so  würde 
man,  behauptet  er,  eine  Formel  bekommen,  die  von  a:=  einem  sehr 
kleinen  Wert  x^  bis  x  =  1  den  vorgeschriebenen  Wert  sehr  nahe 
darstellt,  von  a;  =  0  bis  a;  =  x^  aber  den  entgegengesetzten.  Beim 
Übergang  zu  einer  unendlich  langen  Linie  begeht  er  auch  hier  den- 
selben Fehlschlufs  wie  vorhin  ^^•*);  damit  fällt  auch  die  hier  von  ihm 
gegebene  Erklärung  eines  früher  aufgetretenen  Paradoxons. 

Dann  bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  determinirende  Gleichung 
lautet'««^): 

tg  a  =-=  w  sin  a  (2ö7) 

und  also  in  die  beiden: 

sin  a  =  0,    cos  a  =  l/w  (258) 

zerfällt.     Die  Rechnungen   lassen  sich  in  diesem   Falle    vollständig 


7664) 
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dnrchfQbren.  Für  tn  =  1  wird  infolge  der  auftretenden  Wurzel  0 
durch  die  Grenzbedingungen  eine  constante  elektromotorische  Kraft 
vorgetäuscht.  Er  bestimmt  die  Coefficienten  in  der  Entwicklung 
einer  willkürlichen  Function  nach  den  sin  ax,  unter  den  a  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (257),  also  die  Wurzeln  der  beiden  Gleich- 
ungen (258)  verstanden,  und  behauptet  dann:  wenn  man  mit  fi{x) 
und  f^{x)  die  beiden  Teile  dieser  Entwicklung  bezeichne,  die  m^n 
erhalte,  wenn  man  nur  die  Wurzeln  der  einen  oder  nur  die  der 
andern  berücksichtige,  so  sei  leicht  zu  zeigen,  daDs 

(259)  ^,(.)=.^Är_^^=:^ 

und  also: 

(260)  ^,(,)--_Ü^A^.«^.(l^ 

sei.  Man  würde  daher  nicht  f(x)^  sondern  dieses  fi{x)  erhalten, 
wenn  man  die  Methode  der  Reihenentwicklung  auf  den  Fall  an- 
wenden wolle,  daiJs  die  zweite  Gleichung  (258)  allein  determinirende 
Gleichung  sei;  die  Methode  versage  also  fOr  diesen  Fall^*^).  In 
der  That  könne  diese  Gleichung  nur  aus  einer  „clearly  meaningless 
terminal  condition^'  entspringen. 
Dagegen  sei  die  Gleichung: 

(261)  tg  a  =«  m  tg  na 

als  determinirende  Gleichung  zulässig^*®');  man  werde  in  der  That 
auf  sie  gefOhrt,  weun  man  an  das  gegebene  Kabel  ein  anderes  an- 
schliefse.  Doch  will  er  auf  die  Theorie  zusammengestückelter  Kabel 
hier  nicht  eingehen  und  bemerkt  nur  noch,  dafs  man  im  GrenzÜBdle 
w  =  —  1,  n  =  1  nicht  nur  die  Wurzeln  von  tg  a  =  0,  sondern  auch 
die  von  tg  a  =«  oo  berücksichtigen  müsse. 

Weiter  bespricht  er    specielle  Annahme  über  die  Abhängigkeit 
der    physikalischen    Eigenschaften    vom    Orte.      Die    Annahme  ^•••) 

(262)  C^C^x.  B^^ 

fdhrt  auf  die  Differentialgleichung  der  Cjlinderfunctionen.     Befinden 


7666)  Der  Schlufs  scheint  mir  so  nicht  genügend  gerechtfertigt:  man 
könnte  ja  an  die  Möglichkeit  denken,  darsinderEntwicklnngnachdenWiiraeln 
der  beiden  Gleichungen  andere  Coefficienten  auftreten,  als  wenn  man  nur 
die  Wurzeln  der  einen  berücksichtigt.  Vgl.  die  Stellung  der  harmonischeii 
SinuB  -  Cosinnsreihe  zu  den  EntwickluDgen ,  die  nur  Functionen  der  einen 
oder  nur  Bolche  der  andern  Art  enthalten. 

7667)  nr.  17,  p.  171.  7668)  nr.  18,  p.  178. 
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sich  dabei  die  Begrenziingen  beide  an  Stellen  positiver  Leitfllhigkeit, 
80  braucht  man  beide  Fundamentallösungen  dieser  Gleichung  und 
kann  an  beiden  Grenzen  dem  Verhältnis  YjJ  beliebige  ,4egitime" 
Bedingungen  vorschreiben.  Liegt  aber  eine  Grenze  bei  x  =  0,  so 
hat  es  keinen  Zweck  dort  eine  solche  Bedingung  anzunehmen,  in- 
dem doch  in  keinem  Falle  dort  Strom  aus-  oder  eintreten  kann, 
und  man  braucht  nur  die  Cylinderfiinction  1.  Art.    Die  Annahme '^®^ 

C  =•  const,  JB  =     ,f^    ,  (263) 

fahrt  auf  die  Differentialgleichung  der  von  Murphy  ^*'^),  i^^\)  be- 
nutzten Normalfunctionen,  die  durch  eine  lineare  Tansformation  des 
Arguments,  die  übrigens  Heaviside  auch  vorninmit,  in  die  Legendre'- 
schen  Polynome  übergehen.     Die  Annahme  endlich ''•^^): 

C  =  Co  sin  a:,  JS  =  ^  J^  (264) 

führt  auf  die  Legendre'schen  Polynome  von  arc  cos  x.  Dabei  be- 
merkt er  noch:  in  allen  Fällen  mit  C  =  const.  läfst  sich  die  Differen- 
tialgleichung des  Potentials,  in  allen  mit  R  »  const.  die  der  Strom- 
stärke auf  die  Form 

yy{x)  +  n^y  =  0  (265) 

bringen;  diese  Bemerkung  erläutert  er  dann  auch  physikalisch'*^^). 
H.  R.  Kempe^*'*)  giebt  eine  Methode  zur  Bestimmung  von 
Fehlem  in  einem  nicht  vollständig  isolirten  Kabel,  die  auf  dem 
Litegral  (6)  der  Gleichung  (5)  beruht;  die  Constanten  sind  dabei 
aus  den  Bedingungen 

7=  1  für  rr  =  0,  V  stetig  an  der  Übergangsstelle,  7=  0  für  a;  =  1   (266) 

2u  bestimmen.  Weiterhin'*'")  macht  er  noch  darauf  aufmerksam, 
dafs  man  um  das  „isolement  kilometrique^'  einer  Linie  aus  ihrem 
^isolement   total"   zu    bestimmen,   nicht    einfach    mit    der   Zahl    der 

7609)  nr.  19,  p.  174.  —  ur.  21,  p.  178  kehrt  er  noch  einmal  zu  dieser 
Annahme  zurück,  indem  er  jetzt  B,  negativ  nimmt;  die  Gebiete  positiver 
Leitfähigkeit  liegen  dann  aufserhalb  der  Strecke  von  0  bis  -|-  1,  and  es 
konmien  die  Functionen  zweiter  Art  in  Betracht. 

7670)  nr.  20,  p.  178.         7071)  nr.  22,  p.  179. 

7672)  Handbook  of  electrical  testing,  chap.  XXII,  nr.  1,  p.  458;  mir 
waren  nur  die  dritte  und  die  vierte  Auflage,  London  1884  und  1887,  so- 
wie die  franz.  Übersetzung  der  zweiten  Auflage  von  H.  Berger,  Paris  18!^*6 
zugänglich,  die  am  Schlüsse  Zusätze  der  dritten  Auflage  des  Originals 
enthält. 

7673)  chap.  XXVII,  nr.  1,  p.  524.     . 
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Kilometer  dividiren  dürfe,  sondern  mit  dem  Quotienten  aus  der  be- 
obachteten totalen  Leitfähigkeit  durch  die  kilometrische  Leitf&higkeit. 
Die  Bestimmung  des  Isolations Widerstandes  durch  Beobachtungen 
der  Stromstarke  behandelt  er  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Gleichung  (5)^*'*). 

§  109.     Elektricitätsleitung  in  zwei  Dimensionen  und 
Functionen  komplexen  Arguments. 

Probleme  der  elektrischen  Strömung  in  einer  Ebene  sind  bereits 
von  Kirchhoff '^®*),  Smaasen^^^),  Ridolfi'^^»)  und  FeUci"*«)  behandelt 
worden,  ohne  dafs  dabei  der  Beziehung  dieser  Theorie  zur  Theorie 
der  Functionen  complexen  Arguments  ausdrücklich  gedacht  würde. 
Doch  wird  man  daraus  nicht  schliefsen  dürfen,  dafs  sie  unbekannt 
gewesen  sei,  da  ja  die  Integration  der  Gleichung 

«  s + ip  -  0 

seit  d'Alembert  den  mathematischen  Physikern  geläufig  war  und 
wenig  später  (1859)  durch  Lame^^^^)  schon  eine  zusammenhängende 
Darstellung  gefunden  hat. 

Auch  in  den  nächstfolgenden  Untersuchungen  über  Elektricitäts- 
leitung  in  der  Ebene  wird  der  Beziehung  zur  Theorie  der  Functionen 
complexen  Arguments  selten  gedacht.  G.  Quincke^*'*)  bedient  sich 
zur  Bestimmung  der  Niveaukurven  in  einem  Quadranten  fOr  den 
Fall,  dafs  eine  Elektrode  in  der  Ecke,  die  andere  in  irgend  einem 
Punkte  der  Diagonale  sich  befindet,  des  Spiegelungsprincips  (mit 
einer  nicht  eben  klaren  Begründung).  Er  erhält  so  für  die 
Niveaukurven  Gleichungen  der  Form: 

(2)  hr^r^r^  -  Xr*  ^  0 , 

discutirt  sie  aber  nicht  weiter,  sondern  begnügt  sich  mit  inter- 
polatorischer  Bestimmung  einzelner  Punkte.  Das  Resultat  glaubt 
er  dann  wenigstens  näherungsweise  auch  für  ein  Quadrat  verwenden 
zu  können,  in  dem  zwei  Seiten  von  den  Elektroden  hinlänglich 
weit  entfernt  sind.  AuTserdem  behandelt  er  auch  den  Fall  einer 
kreisförmigen  Platte,  die  durch  einen  Durchmesser  in  zwei  Grebiete 
verschiedener  Leitfähigkeit  geteilt  ist"*'*),  während  die  Verbindungs- 
linie der  Elektroden  zur  Trennungslinie  parallel  ist;  er  zeigt,  dab 
man  auch  in  diesem  Falle  alle  Bedingungen  durch  eine  aus  Lo- 
garithmen von  Distanzen  zusammengesetzte  Function  befriedigen  kann. 

7674)  nr.  8,  p.  583.         7675)  Ann.  Phys.  Chem.  97,  1866,  p.  882. 
7^76)  p.  390. 
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H.  Wild^*'^  trägt  Bedenken,  die  Voraussetzungen  von  Biemann^s 
(im  Abschnitt  über  Cylinderfunctionen  zu  besprechender)  Abhandlung 
über  die  Nobili'schen  Farbenringe  anzunehmen  und  schlägt  deshalb 
vor,  man  solle  fdr  dieses  Experiment  den  Elektroden  nicht  punkt- 
sondem  linienformige  Gestalt  geben,  sodafs  man  das  Problem  als 
ein  zweidimensionales  bebandeln  könne. ^^^^)  Es  handelt  sich  dann  um 
die  Integration  der  Diflferentialgleichiingen^*'^: 

unter  den  Nebenbedingungen 


x-  =  0  für  a?  =  a ,     -^  =  0  für  x==  —  a, 

ax  ^     ex  ' 

u-Wi=^,     A;^^  =  Ä;|-^  für  y  =- 6,     y^^O, 
"^ä^  ^9>iW  ^ür  y«0, 
"^ay!  =9>(«)  für  yi  =  ^. 


W 


(ö) 


Dabei  sollen  q>(x)  und  ^^(x)  überall  null  sein,  auiser  an  den  Stellen 
der  Elektroden;  also  in  einem  der  von  ihm  behandelten  Fälle 
beide  Functionen  überall,  mit  Ausnahme  von  je  einer  Stelle,  im 
andern  die  eine  überall,  die  andere  mit  Ausnahme  von  zwei  Stellen. 
Nachher ^^^)  ersetzt  er  diese  Bedingungen  noch  durch  die  andere, 
dafs  die  betr.  Functionen  jedesmal  für  alle  x  zwischen  zwei  nahen 
Grenzen  einen  constanten  von  null  verschiedenen  Wert  haben  sollen. 
Zur  Lösung  des  Problems  benutzt  er  Reihenentwicklungen  nach 
trigonometrischen  Functionen  von  x  und  Hyperbelfunktionen  von  y; 
die  GoefQzienten  bestimmt  er  durch  die  Integral theoreme.  Die  Strom- 
stärke bestinmit  er  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

die  gefundene  Formel  gestaltet  er  dann  noch  approximativ  um.^^**^) 
Den  zweiten  Fall  behandelt  er  in  analoger  Weise  *^^),  ebenfalls 
unter   der  Voraussetzimg   synametrischer  Anordnung  der  Elektroden. 

7677)  Schweiz.  N.  Denkschr.  16,,  1867,  p.  6. 

7678)  Er  meint  p.  7:  „u  bedeutet  nach  den  Ohmschen  Vorstellungen 
die  Spannung  oder  Dichtigkeit  der  Elektricität^'. 

7679)  nr.  1,  p.  9.         7680)  p.  14.         7681)  p.  17  7683)  p.  18. 
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Y  z=z  0  als  Bedingung  nehmen.  Setzt  man  die  Länge  zunächst  >»  l 
und  a/l  »  z^  so  nimmt  die  Bedingung  die  Form  an: 

tg  Iz  =  Z, 

wo  Z  eine  ungerade  Function  von  z  bedeutet,  die  von  l  unabhängig 
ist.  Wächst  nun  l  über  alle  Grenzen,  so  rücken,  wie  Heaviside 
richtig  bemerkt,  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  unbegrenzt 
dicht  zusammen.  Dagegen  ist  die  Vernachlässigung  von  e^**  gegen  e** 
für  grofse  reelle  0,  deren  er  sich  zur  Bestimmung  der  imaginftren 
Wurzeln  bedient,  ganz  unzulässig;  damit  werden  auch  die  zunächst 
folgenden  Schlüsse  hinfällig,  und  es  bleibt  nur  für  den  Fall,  dals 
imaginäre  Wurzeln  überhaupt  nicht  vorhanden  sind,  die  Gleichung 
bestehen: 

(2o3)       U^-JJU, :^^ dx^  dz, 

0  0 

die  eine  Verallgemeinerung  des  Fourier'schen  Integraltheorems  §  43, 
(r>)  vorstellt '«««). 

Wird  die  Linie  bei  a;  *=  0  durch  einen  Widerstand  r  zur  Erde 
abgeleitet,  [in  dem  der  Strom  als  vom  Orte  unabhängig  angenommen 
werden  kann],  so  ist  dort  die  Grenzbedingung  ^••*): 

(254)  ^  =  i  IJ 

Wird  zur  Abkürzung  rjB  =  m  gesetzt,  so  wird  die  determinirende 
Gleichung  i^  a  ^^  —  ma^  ihr  Wurzeln  sind  alle  reell  und  die 
Formel  (253),  in  der  dann  Z  durch  —  mz  zu  ersetzen  ist,  hat 
Gültigkeit.  Wird  bei  x  =  0  ein  Condensator  von  der  Capacität  c 
eingeschaltet,  so  hat  die  Grenzbedingung  dieselbe  Form,  nur  mit 
anderer  Bedeutung  der  Constanten.  Ist  die  Linie  von  endlicher 
Lauge,  so  tritt  dabei  im  Ausdruck  (250)  von  A  ein  Glied  der  Form 
cEC^^  dinh  auf,  wenn  E  das  Anfangspotential  des  Condensators 
bedeutet.  Für  eine  unendlich  lange  Linie  wird  hier  Ijm  »»0,  so* 
dafs  man  auf  das  gewöhnliche  Fourier'sche  Integral  zurftckkommt| 
mit  einem  Zusatzglied: 

CO 

(255)  -p   /  sin  {zx  -^^  h)  sin  h  dz. 


7662)  nr.  10,  p.  158    hat  er   eine   noch    etwas    allgemeinere    Formel 
dieser  Art.  7668)  nr.  9,  p.  165. 
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Der  Ausdruck  für  das  Potential  des  Condensators  zur  Zeit  t  geht, 
wenn  die  Linie  ursprünglich  ungeladen  war,  aus  diesem  Zusatzglied 
hervor,  indem  man  noch 

^^  (-  öi)  (256) 

unter  dem  Integralzeichen  als  Factor  beifügt.  Heaviside  überzeugt 
sich  davon,  dafs  der  Integralstrom,  der  eine  beliebige  Strecke  x 
passirt,  der  ursprünglichen  Ladung  des  Condeosators  gleichkommt, 
desgleichen  die  Summe  der  zu  irgend  einem  Zeitmoment  vorhandenen 
Ladungen  von  Condensator  und  Linie.  Die  Verification  der  Tat- 
sache, dafs  zur  Zeit  t  =  cx)  die  gesamte  Ladung  des  Condensators 
auf  die  Linie  übergegangen  ist,  bietet  eine  kleine  Schwierigkeit. 

Weiterhin ^•^)  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  in  diesen 
Formeln  r  negativ  genommen,  d.  h.  der  in  die  Leitung  eintretende, 
nicht  der  austretende  Strom  ihrem  Potential  proportional  gesetzt 
wird,  was  natürlich  besondere  künstliche  Vorrichtungen  verlange. 
Er  entnimmt  aus  seinen  früheren  Untersuchungen  über  Eabelfehler, 
[die  mit  anderen  Untersuchungen  über  Entwicklungen  in  unharmo- 
monische  trigonometrische  Reihen  zusammen  besprochen  werden 
sollen],  das  Resultat:  die  Gleichung  tg  a  =  wa  hat  für  positive  m>  l 
eine  Wurzel  zwischen  0  und  7r/2,  die  für  m  =  Z  sich  auf  null  re- 
dncirt,  sodafs  ein  von  der  Zeit  imabhängiges  Glied  auftritt;  für  m  <il 
erscheint  dann  an  ihrer  Stelle  eine  imaginäre  Wurzel,  bezw.  ein 
Paar  von  solchen,  von  denen  aber  nur  eine  berücksichtigt  zu  werden 
braucht,  indem  nicht  a  selbst,  sondern  a^  der  charakteristische  Ex- 
ponent ist.  Würde  man  für  einen  kleinen  Wert  von  m  das  dieser 
Wurzel  zugehörende  Glied  aus  der  Entwicklung  weglassen,  so  würde 
man,  behauptet  er,  eine  Formel  bekommen,  die  von  o;»  einem  sehr 
kleinen  Wert  x^  bis  x  =  1  den  vorgeschriebenen  Wert  sehr  nahe 
darstellt,  von  x  »=  0  bis  x  =  x^  aber  den  entgegengesetzten.  Beim 
Übergang  zu  einer  unendlich  langen  Linie  begeht  er  auch  hier  den- 
selben Fehlschlufs  wie  vorhin  ^^•*);  damit  fällt  auch  die  hier  von  ihm 
gegebene  Erklärung  eines  Mher  aufgetretenen  Paradoxons. 

Dann  bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  determinirende  Gleichimg 
lautet''««*): 

tg  a  =-=  m  sin  a  (2ö7) 

und  also  in  die  beiden: 

sin  a  =  0,    cos  a  =  1/m  (258) 

zerföllt.     Die   Rechnungen   lassen   sich  in   diesem   Falle    vollständig 


7664)  nr.  15,  p.  167.         7866)  nr.  16,  p.  189. 
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Kilometer  dividiren  dürfe,  sondern  mit  dem  Quotienten  aus  der  be- 
obachteten totalen  LeitfUhigkeit  durch  die  kilometriBche  Leitföhigkeit. 
Die  Bestimmung  des  Isolationswiderstandes  durch  Beobachtungen 
der  Stromstärke  behandelt  er  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Gleichung  (ö)  ^•'*). 

§  109.     Elektricitätsleitung  in  zwei  Dimensionen  und 
Functionen  komplexen  Arguments. 

Probleme  der  elektrischen  Strömung  in  einer  Ebene  sind  bereits 
von  Kirchhoff ''i<>*),  Smaasen^^^),  Ridolfi'^»^«)  und  FeHci"^)  behandelt 
worden,  ohne  dafs  dabei  der  Beziehung  dieser  Theorie  zur  Theorie 
der  Functionen  complexen  Arguments  ausdrücklich  gedacht  würde. 
Doch  wird  man  daraus  nicht  schliefsen  dürfen,  dafs  sie  unbekannt 
gewesen  sei,  da  ja  die  Integration  der  Gleichung 

«  s + äp  - " 

seit  d'Aiembert  den  mathematischen  Physikern  geläufig  war  und 
wenig  später  (1859)  durch  Lame^^^^)  schon  eine  zusammenhängende 
Darstellung  gefunden  hat. 

Auch  in  den  nächstfolgenden  Untersuchungen  über  Elektricitäts- 
leitung in  der  Ebene  wird  der  Beziehung  zur  Theorie  der  Functionen 
complexen  Arguments  selten  gedacht.  G.  Quincke'*^*^)  bedient  sich 
zur  Bestimmimg  der  Niveaukurven  in  einem  Quadranten  für  den 
Fall,  dafs  eine  Elektrode  in  der  Ecke,  die  andere  in  irgend  einem 
Punkte  der  Diagonale  sich  befindet,  des  Spiegelungsprincips  (mit 
einer  nicht  eben  klaren  Begründung).  Er  erhält  so  für  die 
Niveaukurven  Gleichungen  der  Form: 

(2)  r^r^r^r^-Ar^-O, 

discutirt  sie  aber  nicht  weiter,  sondern  begnügt  sich  mit  inter- 
polatorischer  Bestimmung  einzelner  Punkte.  Das  Resultat  glaubt 
er  dann  wenigstens  nähenmgsweise  auch  für  ein  Quadrat  verwenden 
zu  können,  in  dem  zwei  Seiten  von  den  Elektroden  hinlänglich 
weit  entfernt  sind.  Aufserdem  behandelt  er  auch  den  Fall  einer 
kreisförmigen  Platte,  die  durch  einen  Durchmesser  in  zwei  Gebiete 
verschiedener  Leitfähigkeit  geteilt  ist  •^'*),  während  die  Verbindungs- 
linie der  Elektroden  zur  Trennungslinie  parallel  ist;  er  zeigt,  daCB 
man  auch  in  diesem  Falle  alle  Bedingungen  durch  eine  aus  Lo- 
garithmen von  Distanzen  zusanomengcsetzte  Function  befriedigen  kann. 

7074)  nr.  3,  p.  583.         7675)  Ann.  Pliye.  Chem.  97,  1866,  p.  882. 
7076)  p.  300. 
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H.  Wild^^'^)  trägt  Bedenken,  die  Voraussetzungen  von  Biemann's 
(im  Abschnitt  über  Cjlinderfanctionen  zu  besprechender)  Abhandlung 
über  die  Nobili'schen  Farbenringe  anzunehmen  und  schlägt  deshalb 
vor,  man  solle  filr  dieses  Experiment  den  Elektroden  nicht  punkt- 
sondern  linienförmige  Gestalt  geben,  sodaÜB  man  das  Problem  als 
ein  zweidimensionales  behandeln  könne.''*^^)  Es  handelt  sich  dann  um 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  ^•''): 

f»+|!^=o,  ?;«'+^;«j=o  (3) 


unter  den  Nebenbedingungen 

|-  =  0  für  x  =  ^,      .. 
dx  '      Ox 


^-  =  0  für  x  =  a,     ^  =  0  für  x^  —  a^ 


u  —  u^^E,     Ä^^  =  ^'|~  für  y  =  5,     S^i  =  0 , 


(^) 


(ö) 


Dabei  sollen  (p{x)  und  9>i(x)  überall  null  sein,  aulser  an  den  Stellen 
der  Elektroden;  also  in  einem  der  von  ihm  behandelten  Fälle 
beide  Functionen  überall,  mit  Ausnahme  von  je  einer  Stelle,  im 
andern  die  eine  überall,  die  andere  mit  Ausnahme  von  zwei  Stellen. 
Nachher ^*^)  ersetzt  er  diese  Bedingungen  noch  durch  die  andere, 
dafs  die  betr.  Functionen  jedesmal  für  alle  x  zwischen  zwei  nahen 
Grenzen  einen  constanten  von  null  verschiedenen  Wert  haben  sollen. 
Zur  Lösung  des  Problems  benutzt  er  Reihenentwicklungen  nach 
trigonometrischen  Functionen  von  x  und  Hyperbelfunktionen  von  y; 
die  CoefBzienten  bestimmt  er  durch  die  Integraltheoreme.  Die  Strom- 
stärke bestinmit  er  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

die  gefundene  Formel  gestaltet  er  dann  noch  approximativ  um.'**^) 
Den  zweiten  Fall  behandelt  er  in  analoger  Weise  *^*),  ebenfalls 
unter   der  Voraussetzung   symmetrischer  Anordnung   der  Elektroden. 

7677)  Schweiz.  N.  Denkschr.  16^,  1867,  p.  6. 

7678)  Er  meint  p.  7:  „u  bedeutet  nach  den  Ohmschen  Vorstellungen 
die  Spannung  oder  Dichtigkeit  der  Elektricität^'. 

7679)  nr.  1,  p.  9.         7680)  p.  14.         7681)  p.  17  7682)  p.  18. 

94* 


1 492    I'  Hauptteil.  1 4.  Abschn.  Unters,  üb .  Leitung  d.  Wanne  u.  Elektricit&t 

Blavier  u.  Gounelle^^®')  schliefsen  sich  bei  der  Bebandlung  der 
Elektricitätsbewegung  in  der  Ebene  an  Kircbhoff'^^)  und  Smaasen'***) 
an.  Sie  geben  auch  die  Grenzbedingung  fär  die  Brechnng  der 
Stromlinien  beim  Übergang  zwischen  zwei  Gebieten  verschiedener 
Leitföhigkeit.  ^^  Die  Elektricitatsmenge,  die  in  einen  beliebigen 
Bereich  eintritt,  drücken  sie  durch  das  ßandintegral^*®*) 

aus  und  berechnen  dieses  dann  folgendermaJüsen:  jeder  Term  A  log  r 
von  u  trägt  zu  ihm  einen  Bestandteil 


(8)  jjdarctg|- 


h 
X  —  a 


bei;  das  Integral  ist  also  gleich  null,  wenn  alle  Elektroden  auTser- 
halb  des  betrachteten  Bereiches  liegen,  andernfalls  ^k  29rmal  der 
Summe  der  Ergiebigkeiten  der  inneren  Elektroden.  Sie  sprechen 
dann  da  von  ^^*),  dafs  man,  um  die  Strömung  in  einer  begrenzten 
Platte  zu  erhalten,  zu  den  in  ihr  gegebenen  Elektroden  noch  so 
viele  gedachte  aufserhalb  von  ihr  hinzunehmen  müsse,  dafs  die 
Kurven  gleicher  Spannung  überall  zimi  Rande  rechtwinklig  werden, 
und  meinen  ^^^^,  wenn  man  nur  die  Anzahl  dieser  äufseren  Elektrod«! 
hinlänglich  grofs  wähle,  könne  man  diese  Bedingung  immer  erfHOlen. 
Für  einen  Kreis  führen  sie  die  Bechnung  aus.  Den  Widerstand 
einer  solchen  Platte  berechnen  sie  unter  der  Annahme,  dafe  die 
Elektroden  als  kleine  Kreise  von  bestimmtem  Radius  behandelt 
werden  dürfen. 

Weiterhin '•®®)  berechnen  sie  auch  schon  Strömung  der  Elek- 
tricität  auf  einer  krummen  Fläche,  unter  Benutzung  der  kartesischen 
Coordinaten  der  Projectionen  ihrer  Punkte  auf  die  a;y- Ebene  als 
unabhängiger  Veränderlicher.  Für  eine  Rotationsfläche  mit  den 
Elektroden  auf  der  Rotationsaxe  führen  sie  die  Rechnung  dnrcsh^***); 
sie  kommen  auf  eine  Differentialgleichung  der  Form 

7685)  ann.  täl^gr.  2,  1869,  p.  881.         7684)  p.  888.         7686)  p.  391. 

7686)  p.  898. 

7B87)  p.  397.  Sie  denken  dabei  wohl  nur  an  den  Fall,  dafi  die 
Begrenzung  von  einem  geBchlossenen  Zug  einer  algebraischen  Karre 
gebildet  wird;  aber  auch  in  diesem  Fall  ist  ihre  Meinung  irrtfimlich. 

7r>88)  ib.  8,  1860,  p.  40.         7689)  p.  43. 
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wenn  die  a;-Axe  zur  Botationsaxe  gewählt  und 

^-»S  (10) 

aus  der  Gleichung  y  »  f{x)  der  Meridiankurve  bestimmt  ist.  Für 
eine  Kugel  gelingt  die  Integration  ohne  weiteres;  es  ergieht  sich, 
dafs  der  Widerstand  einer  solchen  bei  diametral  gegenüberliegenden 
Elektroden  ebenso  grofs  ist,  als  der  einer  unbegrenzten  Ebene  mit 
zwei  Elektroden,  die  ebenfalls  um  den  Kugeldurchmesser  Yoneinander 
entfernt  sind. 

Daus  B.  Biemann  die  Beziehung  der  Theorie  der  elektrischen 
Strömimg  in  der  Ebene  zur  Theorie  der  Functionen  complexen 
Arguments  gekannt  hat,  darüber  kann  wol  kein  Zweifel  bestehen, 
und  es  ist  das  auch,  soviel  ich  sehe,  niemals  bestritten  worden; 
Meinungsverschiedenheiten  bestehen  nur  darüber,  wieweit  die 
Kenntnis  dieser  Beziehung  einen  bestinmienden  Einfiufs  auf  seine 
ganzen  functionentheoretischen  Auffassungen  ausgeübt  hat^*^). 


7690)  F.  Klein,  Biemann^s  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
und  ihrer  Integrale  Leipz.  1882,  p.  IV  sagt:  „ich  kann  nicht  zweifeln, 
dafs  er  [Biemann]  genau  von  jenen  phyRikalischen  Problemen  ausgegangen 
ist  und  ihnen  nur  hinterher  .  .  .  das  Dirichlet^sche  Princip  substituirt 
hat.  Wer  sich  die  Bedingungen  klar  macht,  unter  denen  Biemann  in 
(}öttingen  arbeitete,  wer  die  Spekulationen  Biemann's  verfolgt  hat,  wie 
sie  zum  Teil  in  Fragmenten  auf  uns  gekommen  sind,  wird,  denke  ich, 
diese  Meinung  teilen*\  Dagegen  steht  M.  Noether  (Zeitschr.  Math. 
Phys.  27,  1882,  bist. -litt.  Abt.  p.  200)  dieser  Auffassung  sehr  skeptisch 
gegenüber.  Er  giebt  zu,  dafs  die  physikalischen  Gesichtspunkte  auf  die 
Ideenentwicklung  Riemann's  geradezu  bestimmend  wirkten  —  aber  nicht 
etwa  auf  die  Ideen  bez.  spezieller  Functionen,  sondern  auf  die  Definition 
der  Functionen  einer  complexen  Yariabeln  überhaupt;  und  dafs  Biemann 
der  Zusammenhang  zwischen  den  stationären  Strömungen  einer  in- 
compressiblen  Flüssigkeit  in  der  Ebene,  wie  auch  die  Thatsache,  dafs  bei 
conformer  Abbildung  Strömungskurven  wieder  in  solche  übergehen,  also  die 
Möglichkeit  der  Definition  einer  complexen  Function  des  Ortes  auf  be- 
liebiger Fläche,  deutlich  gewesen  sei.  Dagegen  sei  nicht  zu  erweisen, 
dafs  Biemann  die  geschlossenen  Flächen  vor  den  berandeten  wesentlich 
bevorzugt  habe.  —  Eine  erneute  Discussion  der  Frage  müfste  wohl  einerseits 
zusammenstellen,  was  sich  von  der  Beziehung  der  Functionen  complexen 
Arguments  zu  den  Strömungen  der  Imponderabilien  in  der  Ebene  in  den 
wenig  späteren,  aber  doch  wohl  von  Biemann  unabhängigen  Arbeiten 
anderer  Forscher  (Lamd  schon  1836*«"),  dann  1859"");  Haton  de  la 
Goupilliäre  1861  •^»>),  1864««");  C.  Neumann  1861«"«);  P.A.  Laurent 
vor  1863^^*«))  findet,  also  als  in  jener  Zeit  allgemein  in  der  Luft  liegend 
angesehen  werden  kann;  andererseits  ein  vollständigeres  Bild  von  Biemann*8 
Gedankengängen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Physik,  als  es  sich 
aus   seinen    eigenen  Schriften   gewinnen   läfst,   aus  den  Untersuchungen 
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Explicite  ausgesprocben  erscheint  übrigens  diese  BeEiehnng, 
—  abgesehen  von  der  merkwürdig  unsicheren  Erw&hniing  bei 
Smaasen'^^^)  —  soviel  ich  sehe,  zum  ersten  Mal  bei  A.  Beer^*®*),  der 

(11)       u^P{x  +  iy)  +  Q{x  -  iy)  =  P(fC>)  +  Qiie"'^) 

als  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  angiebt.     Man  könne 
es  auch  in  der  Form  darstellen'*^): 


(12)  Jlog 


rdq, 


„wo  dq  das  Element  von  fictiven  elektrischen  Massen  bedeutet, 
die  in  den  Elektrodenpunkten  und  am  Bande  der  Platte  liegen, 
und  wo  femer  r  die  Entfernung  vom  Element  darstellt";  er  beweist 
das,  indem  er  die  Platte  als  Querschnitt  eines  Cjlinders  betrachtet 
und  sich  darauf  beruft,  dafs  der  veränderliche  Teil  eines  Potentials 
elektrischer  Massen,  die  auf  einer  beiderseits  ins  Unendliche  sich 
erstreckenden  Geraden  gleichförmig  verbreitet  sind,  die  Form  C  log  r 
hat  Er  behandelt  zunächst  die  Strömung  in  einer  allseitig  un- 
begrenzten Platte'*^'),  dann  solche  in  einer  Kreisfläche,  ausgehend 
von  dem  Ansatz'*^): 

(13)  V^^C,  log  r,  +J  log  rdq. 

Indem  er  die 

(14)  log  r,  »  I  log  (t^  +  /J  -  2it^  cos  6,) 

nach  Potenzen  von  t^/t  entwickelt,  findet  er,  dafs  der  Goef&dent 
der  wten  Potenz  die  Form  a^  sin  {n<p  +  h^  hat,  und  daraus,  dafs 
für  die  gesuchten  Entwicklungscoefßcienten  dasselbe  gilt.  Die 
Summation  läfst  sich  ausführen,  wenn  die  Spiegelbilder  der  Elektroden 
in  Bezug  auf  den  Kreis  eingeführt  werden.     Weiterhin  bespricht  er 


seiner  Schüler  und  Freunde  (Minnigerode*««*),  Roch^o'^Oi  Betti ••»»),  ••••) 
zu  gewinnen  verfluchen.  Mir  scheint,  eine  solche  Untersuchung  würde 
ergeben,  dafs  für  Riemann  die  Green'sche  Formel  das  Hauptwerkieiig 
der  mathematischen  Physik  war  —  der  durch  W.  Thomson  verftnlafate 
Abdruck  von  Green's  erster  Abhandlung  im  J.  f.  Math,  fällt  gerade  vor 
Riemann's  Dissertation.  Dem  würde  aber  in  der  Theorie  algebraischer 
Functionen  und  ihrer  Integrale  die  Voranstellung  des  Elementarintegrals 
m.  Gattung,  also  gerade  der  Ausgangspunkt  des  von  Klein  ekizsiezten 
Gredankengangs  entsprechen. 

7691)  Einleitung  in  die  Elektrostatik  u.  s.  w.,  herausgeg.  v.  J.  Plücker 
Braunscbw.  1865,  III  §  3  a,  p.  843. 

7692)  p.  344.         7693)  b,  p.  845. 
7694)  c,  p.  847. 
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noch  Strömung  auf  einer  Eugelflftche^*^);  er  meint,  man  könne 
durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  für  die  Ebene  finden,  dafs  das 
Potential  hier  die  Form  hat: 

^jC^  log  sin  d^  +  I  log  sin  d dq  (16) 

wo  jetzt  die  d^  die  Winkelabstände  bedeuten. 

Diese  letztere  Behauptung  ist  von  L.  Boltzmann,  der  sich 
auf  Veranlassung  von  J.  Stefan  mit  dem  Gegenstande  beschäftigt 
hatte,  ohne  Beer  zu  kennen,  sogleich  richtig  gestellt  worden.^***)  Beer 
habe  bei  der  Transformation  der  Differentialgleichung  einen  Factor 
weggelassen;  fQge  man  ihn  bei,  so  erhalte  man  als  Elementarpotential 
nicht  log  sin  d,  sondern 

log  tg  I  •  (16) 

Er  führt  dann  die  Cosinus  der  Winkelabstände  des  Aufpunkts  von 
zwei  festen  Punkten  als  unabhängige  Variable  ein^'*^;  es  stellt 
sich  dabei  heraus^  dafs  Beer's  Formel  (15)  für  den  Fall  gilt,  dafs 
nicht  nur  2,  sondern  4  paarweise  diametral  gelegene  Elektroden 
vorhanden  sind.  Femer  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  eine 
Summe  der  Form 

«-2'^,  log  sin  ^  (17) 

dann  und  nur  dann  der  Differentialgleichung  des  Potentials  in  der 
That  genügt,  wenn 

2^r  -  0  (18) 

ist,  sonst  nur  der  Bedingung,  dafs  der  Zuwachs  an  Elektricität 
überall  derselbe  ist.  Auch  behandelt  er  noch  Strömung  auf  einem 
€y linder,  indem  er  sich  ihn  in  die  Ebene  abgewickelt  denkt  und 
dann  das  Spiegelungsprincip  anwendet '•**);  er  bemerkt,  dafs  die  so 
gewonnenen  Reihen  sich  durch  Thetafunctionen  summiren  lassen. 

Gleichzeitig  hat  sich  auch  E.  Jochmann  mit  dem  Gegenstand 
beschäftigt''*^^).     Er  behandelt  zunächst  specielle  einfache  Probleme: 


7695)  nx.  6,  p.  359.         7696)  Wien.  Ber.  62,,  1865,  p.  214. 

7697)  p.  216.     Also  bipolare  Coordinaten  auf  der  Kugel. 

7698)  p.  220. 

7699)  Zeitsckr.  Math.  Phys.  10,  1865,  p.  48.  p.  58  erwähnt  ei,  dafs 
er  Minnigerode^s  Dissertation  ^'^^),  iu  der  das  Spiegelungsprinzip  ebenfalls 
benutzt  sei,  erst  nachträglich  kennen  gelernt  habe.  Das  Princip  ist  übrigens 
viel  älter;  von  Spiegelung  an  Ebenen  macht  schon  Lamä*^'*)  umfassend 
Gebrauch,  die  Spiegelung  an  Kugel  und  Kxeis  hat  W.  Thomson  eingefQhrt. 
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In  einem  Ereisring  mufs  bei  stationärer  radialer  Strömung  die 
Dichtigkeit  dem  reciproken  Wert  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt,  also 
das  Potential  dem  negativ  genonmienen  Logarithmus  dieses  Abstanden 
proportional  sein.  Damit  hat  er  sofort  ^^®^)  den  AnschluCs  an  0.  Neu- 
mann's  logarithmisches  Potential  ^^  gewonnen.  Er  bestimmt  dann 
durch  die  Methode  der  Spiegelung  die  Green'sche  Fimction''^^^)  und  die 
zugehörige  Green'sche  Belegung  ^^®')  für  ein  Bechteck;  die  auftretenden 
Reihen  sind  elliptische  Thetareihen.  Auch  behandelt  er  die  Fälle, 
dais  im  Bechteck  beliebig  viele  Quellen  von  der  Sunune  null  vor- 
banden  sind  und  die  Seiten  Stromlinien  sein  sollen  ^^'),  sowie 
denjenigen,  dais  zwei  Seiten  des  Rechtecks  Stromlinien,  die  beiden 
andern  Niveaulinien  sein  sollen''^);  weiterhin  den  Fall  des  Ring- 
gebietes zwischen  zwei  excentrischen  Kreisen''®^),  unter  Benutzung 
bipolarer  Koordinaten,  ebenfalls  im  Anschlufs  an  C.  Neumann.  Eine» 
wie  er  nachher  bemerkt,  unnötige  Schwierigkeit  macht  ihm  dabei 
in  der  Constantenbestimmung  die  [m.  W.  hier  zum  ersten  Mal  in 
der  Litteratur  berührte]  Frage  nach  den  Werten,  die  den  auftretenden 
unendlich  vieldeutigen  Integralen  lU.  Gattung  beizulegen  sind.  In 
einer  Schlufsbemerkung^'®^)  wendet  er  sich  gegen  Gaugain^^: 
die  Übereinstinmiung  zwischen  den  Formeln  der  Ladung  und  den- 
jenigen der  Induction  sei  in  den  allgemeinen  Sätzen  der  Potential- 
theorie begründet,  unabhängig  von  jeder  speciellen  Vorstellung,  die 
man  sich  von  den  Vorgängen  bei  der  einen  oder  bei  der  andern 
machen  wolle. 

Die  allgemeinen  Formeln  für  die  Einführung  einer  complexen 
Variablen  auf  beliebiger  Fläche  sind  dann  von  E.  Beltrami  ent- 
wickelt worden  ^'®^.  Er  betont  gleich,  dafs  es  für  diese  Untersuchung 
nur  auf  den  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Linienelements  ankomme; 

(19)  ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^-, 

von  jeder  speciellen  Beziehung  zu  aufserhalb  gelegenen  Objeoten, 
z.  B.  zu  einem  Coordinatensystem,  müsse  man  absehen,  weil  jede 
solche  leicht  zu  Doppeldeutigkeiten  führe.  Dann  setzt  er  zunächst 
auseinander,  welche  Voraussetzungen  man  machen  mufs,  um  es  mit 
einer  „regione  ordinaria^'  zu  thun  zu  haben.  Hierauf  entnimmt  er 
aus  einer  vorhergehenden  Abhandlung  über  krunmilinige  Koordinaten 
die  Ausdrücke  für  die  Differentialparameter: 

7700)  nr.  2,  p.  49.         7701)  nr.  4,  p.  61.         7702)  nr.  6,  p.  63. 
7708)  nr.  6,  p.  56.         7704)  nr.  7,  p.  6.  7706)  nr.  9,  p.  89. 

7706)  nr.  20,  p.  108. 

7707)  ann.  di  mat.  (2)  1,  1868,  p.  329;  opere  1,  p.  818. 
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-ii/,[i,(4:-4r)]+l[i(4:-^'3]i^ 

von  ihnen  stellt  der  erste  das  Quadrat  der  Ableitung  von  q>  nach 
der  Normale  der  Kurve  cp  =  const.  vor,  der  zweite  giebt  gleich 
null  gesetzt  die  Bedingung  dafür,  dafs  sich  die  Kurven  q>  «>  const. 
und  1^  =  const.  rechtwinklig  schneiden,  der  dritte  gleich  null  gesetzt 
die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Kurven  q>  =»  const.  zusammen  mit 
ihren  orthogonalen  Trajektorien  die  Fläche  in  unendlich  kleine 
Quadrate  teilen.     Weiter  setzt  er''^^): 

YE^U,     F±iyEG-F*=^  UV,    bezw.  Z77;         (21) 

es  werden  dann 

Udu+  Vdv,     üdu+  Vdv  (22) 

die  conjugirt  complexen  Factoren  von  ds^,  und  nun  empfiehlt  es 
sich,  nicht  u  -f  ir  selbst  als  unabhängige  complexe  Variable  auf 
der  Fläche  einzuführen,  sondern  eine  derjenigen  Fimctionen  «7,  die  durch 

dw  ^  k{Udu  +  Vdv)  (23) 

definirt  sind,  wo  k  einen  (complexen)  integrirenden  Factor  bedeutet 
Es  ist  dann  /*(?/,  /;)  eine  Function  dieser  complexen  Variabein  im 
Sinne  Riemann's,  wenn  J^f  =^  0  ist,  d.  h.  wenn 

^,<r  =  ^i^,     M9.'^)--0  (24) 

ist^'®^).     Elimination  von  t/;,  bezw.  g>  giebt: 

J^(p  =  0,     J^ip  «  0.  (25) 

Beltrami  zeigt  noch  ausdrücklich,  dafs  zu  einer  Function  q>,  die 
die  erste  dieser  Bedingungen  erfüllt,  immer  eine  zweite  i|;  so 
bestimmt  werden  kann,  dafs  die  beiden  Bedingungen  (24)  erfüllt 
sind.     Ist 

^=G,     JP=0,  (26) 

d.  h.  sind  u,  v  selbst  isometrische  Coordinaten,  so  nehmen  die 
Bedingungen  dieselbe  Form  an,  wie  für  die  Ebene.  In  diesem 
Falle  kann  eine  Drehung  jedes  Linienelements  einer  Kurve  auf  der 
Fläche  durch  einen  Winkel  k  symbolisch  durch 

Pi  +  »3i  =  (»•  +  <^^^)(j?o  +  iQo)  (27) 

dargestellt     werden,     wenn     J     die     Variation     längs     der    Kurve 


7708)  nr.  2,  p.  338.         7709)  p.  836. 
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bedeutet '^^®).  Dadurch  entsteht  eine  neue  Kurve.  Durch  9t-fiache 
Wiederholung  dieser  Operation  wird  erhalten 

(28)  p,  +  ig,  -  (1  +  e'^z^)-(j)o  +  »g„). 

Die  hier  geforderten  Operationen  lassen  sich  ausführen,  wenn  p^j  q^ 
als  Functionen  eines  reellen  Parameters  u  durch  ihre  trigonometrischen 
Entwicklungen  gegeben  sind.     Ist 

(29)  i?o  +  «%  =  -F'(u) 

und  wird  njdu  =-  y  gesetzt  und  zur  Grenze  jdu  =  0,  n  =  oo  über- 
gegangen, so  wird  erhalten: 

(30)  jp  +  ig  =  F{u  +  V(f^) 

Die  Kurven  u  =»  const.,  v  =  const.  schneiden  sich  dann  unter  dem 
Winkel  X.  Er  falst  diese  Operationen  als  eine  Verallgemeinerung 
der  durch  das  Symbol  jd  dargestellten  Differentiation  längs  der 
Kurve  auf^^^^)  und  wendet  sie  auf  die  Bestinmiung  eines  isothermen 
Systems  aus  zwei  unendlich  benachbarten  Kurven  der  einen  Schar 
au^^^^),  speciell  auf  confocale  Ellipsen  und  auf  excentrische  Kreise. 
Hierauf  wendet  er  sich  zu  näherer  Untersuchung  des  integrirenden 
Factors  k  in  (23)  ''^*).  Zur  Vorbereitung  leitet  er  die  Formel  zur  Um- 
wandlung eines  Flächenintegrals  in  ein  Bandintegral  ab: 

(31)  n=JJ^,{fp,^)dw J^ltds  +J'JipJ,^dic 

und  ihre  Consequenz: 

(32)  f/iv^!»^  -  ^^»'P)dw  +f{<P^^  -  ^l^ds  -  0. 

Für  die  letztere  giebt  er  auch  einen  direkten  Beweis  ^^**),  der 
nicht  zugleich  die  erstere  liefert;  er  zeigt  daher  noch*^^^*),  wie 
man  (31)  aus  (32)  erbalten  kann,  indem  man  in  dieser  q>  durch  1 
und  t/;  durch  ^t/;  ersetzt.     Wird: 

(33)  t(;  — logr-^  +  r''^ 

gesetzt,  wo  r  die  geodätische  Entfernung  bezeichnet,  v  positiv  und  Q 
regulär  sein  soll,  so  erhält  man  die  Übertragung  der  sog.  speciellen 
Green'schen  Formel '^^*).  Der  dabei  zunächst  geforderte  Grenz- 
übergang läfst  sich  ausführen,  wenn  das  Linienelement  die  Form  hat: 

(34)  ds^  =  dr^  +  B^de^', 

7710)  nr.  8,  p.  339. 

7711)  p.  342.    711-2)   nr.  4,  p.  343.    7713)  nr.  6,  p.  348. 
7714)  p.  862.    7716)  p.  863.    7716)  nr.  6,  p.  866. 
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CS  ist  nämlich  dann  5  =  r(l  +  r^'Pj,  (ä>0,  und  die  Formel 
erhält  schliefslich  dieselbe  Gestalt  wie  in  der  Ebene.  Beltrami 
bespricht ^^^"^j  speciell  den  Fall,  dafs  der  Pol  auf  der  Integrations- 
kurve liegt.  Auch  giebt  er  noch  den  Ausdruck  für  den  Multiplicator^'^**): 

und    schliefst   daran   Sätze  über  die   Totalkrümmung  eines   Stückes 

der  betrachteten  Fläche. 

A.  V.  Obermayer"^*)  berichtet,  Stefan  habe  auf  theoretischem 

Wege  einen  Ausdruck  für  den  Widerstand  eines  rechteckigen  Streifens 

imd   aus  diesem   das  allgemeine  Gesetz  abgeleitet:  die  Sunmie  der 

Widerstände,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Elektroden  das  einemal 

in  gleichen  Entfernungen  von  der  Mitte,  das  anderemal  in  denselben 

Entfernungen    von    den    Enden    aufsetzt,    ist    constant;    die    Formel 

selbst    teilt    er    nicht    mit,    sondern    nur    ihren   Grenzfall   für  einen 

unendlich   langen   Streifen.      Aufserdem    giebt    er^^*®)   Umformungen 

von  KirchhoflPs  Gleichungen  der  Niveaukurven  in  einer  kreisförmigen 
Platte.'^ios) 

W.  ß.  Smith^^*^)  meint,  es  gebe  zwei  Arten,  das  Problem 
der  Strömung  in  der  Ebene  anzugreifen:  man  könne  zuerst  die 
Niveaulinien  oder  zuerst  die  Stromlinien  suchen.  Er  will  zeigen''**), 
wie  man  im  AnschluTs  an  Auffassungen  Maxwell^s  die  allgemeinen 
Gleichungen  leicht  auf  geometrischem  Wege  aus  der  Vorstellung 
von  Quellen  und  Senken  ableiten  und  sie  dann  auch  auf  gewisse 
Fälle  von  krummen  Flächen  übertragen  könne.  Er  betrachtet  daher 
zunächst  eine  punktförmige  Elektrode  in  einer  unendlichen  Platte; 
da  die  Stromdichtigkeit  der  Entfernung  von  der  Elektrode  um- 
gekehrt proportional  sein  müsse,  erhalte  man  das  Elementarpotential: 

t*  -  -  ^^  log  r  (36) 

und  daraus  sofort  Kirchhoff^s  Ansätze  für  mehrere  Quellen,  sowie 
die  Gleichung  der  zugehörigen  Stromlinien.  Das  Spiegelungsprincip 
führt  er  dann"'*^)  in  der  Weise  ein,  dafs  er  eine  Quelle  im  Mittel- 
punkt eines  Kreises  und  eine  Senke  in  irgend  einem  andern  Punkt 
der  Kreisfläche  nimmt  und  nun  fragt:  wie  mufs  eine  zweite  Quelle 
angenonmien  werden,  damit  der  Kreis  Stromlinie  wird?    Weiter''*^) 

7717)  p.  357.    7718)  nr.  7,  p.  359. 

7719)  Wien.  Ber.  60„  1869,  p.  249.    7720)  p.  253. 

7721)  Edinb.  roy.  proc.  7,  1869/72,  p.  79;  vom  Febr.  70. 

7722)  p.  81.    7723)  p.  83.    7724)  p.  86. 
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leitet  er  den  Satz  ab,  dafs  in  einem  Kreuzungspunkte  die  Strom- 
linien sich  unter  gleichen  Winkeln  schneiden.  Hierauf  beschäftigt 
er  sich  mit  geometrischer  Discussion  der  Kurven,  die  zu  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Quellen  und  Senken  als  Stromlinien,  bezw.  Niveau- 
linien gehören;  namentlich  behandelt  er  ausführlich  die  Fälle  von 
drei''*^)  und  vier^'**)  Elektroden.  Speciell  interessirt  er  sich  fftr 
diejenigen  Fälle,  in  welchen  eine  Stromlinie  in  Kurven  niedrigerer 
Ordnung  zerfällt.  Zum  Schlufs  bespricht  er  kurz  Strömung  auf 
der  Kugel,  indem  er  auch  hier  das  Elementarpotential  aus  dem 
Gesetz  der  Abnahme  der  Stromdichtigkeit  mit  der  Entfernung  ableitet. 

E.  Betti^^*')  behandelt  Strömimg  in  einer  rechteckigen  Platte, 
mit  den  Elektroden  in  den  Mitten  zweier  Seiten,  indem  er  das 
Potential  u  mit  der  Stromfunction  v  sogleich  zu  io  '^  u  -{-  iv  zu- 
sammenfafst,  dann  aus  dem  Verhalten  von  u  in  der  ümgebimg  der 
Elektrode  auf  das  von  v  schlieiGst  und  so  zu  dem  Resultat  kommt, 
dafs  sich  w  im  Pol  b  wie  log  (;?  —  h)  verhalten  mufs.  Er  zeigt, 
dafs  log  J  Am  z  bei  geeigneter  Bestimmung  des  Moduls  und  des 
Multiplikators  allen  Bedingungen  genügt;  er  gebraucht  nämlich 
diese  Bezeichnung  in  etwas  allgemeinerem  Sinn  als  Jacobi,  sodals 
er  beide  Seiten  des  Rechtecks  willkürlich  annehmen  kann.  Die 
Gleichungen  der  Niveaulinien  und  der  Stromlinien  bringt  er  dann 
noch  mit  Hilfe  der  Additionstheoreme  auf  reelle  Form. 

In  J.  Ol.  MaxwelTs  Handbuch  ist  die  Strömung  in  zwei 
Dimensionen  in  einem  besonderen  Kapitel''*^  behandelt.  Er  de- 
iinirt  zunächst  die  Stromfunction  0  in  einem  Punkte  P  als  die 
Elektricitätsmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  über  die  Verbindungslinie 
von  P  mit  irgend  einem  festen  Punkte  A  tritt  imd  führt  dann 
diese  Function  O  und  das  Potential  W  als  Coordinaten  ein'^**). 
Ist  die  Fläche  isotrop,  so  sind  Stromlinien  und  Niveaulinien  zn 
einander  rechtwinklig.  Dann  wendet  er  sich  sogleich  zu  elektro- 
magnetischen Problemen. 

Th.  Schwedoff"«^)  bezeichnet  als  „Elektricitätsstrahl"  eine 
von  einer  Elektrode  ausgehende  Gerade,  zunächst  nur  als  Abkürzung, 
ohne  diesem  Begriff  eine  physikalische  Bedeutung  beilegen  zu  wollen. 
Doch  läfst  er  sich  von  der  Analogie  mit  den  Verhältnissen  der 
Optik  insofern  leiten,  als  er  aus  ihr  deduciren  will,  dafs  die 
Intensität     solcher     Strahlen      dem     Abstand     von     der     Elektrode 

7725)  p.  90.         7726)  p.  92. 

7727)  n.  cim.  (2)8,  1870,  p.  91.         7728)  treatise  2,  IV  XU  p.  269. 

7729)  nr.  660,  p.  260. 

7730}  Ann.  Phys.  Chem.  Ergbd.  6,  1874,  p.  86. 
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proportional  sein  müsse;  woraus  sich  dann  dnrch  Superposition  nach 
dem  Parallelognunmgesetz  der  Kirchhoff'sche  Satz  über  die  Niveau- 
linien in  einer  unbegrenzten  Platte  mit  zwei  Elektroden  ergiebt'^*^). 
Dann  leitet  er  noch  das  Spiegelungsprincip  für  geradlinige  Begrenzung 
ab""). 

G.  Poloni^^**)  behandelt  im  Anschlufs  an  Kirchhoff  Strömungen 
in  einem  Binggebiet  zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen;  er  erhält 
Entwicklungen  nach  Potenzen  des  Radinsvectors  mit  positiven  und 
negativen  Exponenten  und  nach  trigonometrischen  Functionen  der 
Vielfachen  des  Polarwinkels,  mit  Coefficienten,  die  rational  von  den 
Radien  der  Begrenzungskreise  und  von  der  Lage  der  Elektroden 
abhängen.  Für  i?^  =»  0  reducirt  sich  die  Reihe  auf  die  von 
Felici'^*^  für  diesen  Fall  gegebene"**).  Speziell  behandelt  er  den 
Fall,  dafs  die  Elektroden  beide  auf  dem  äufseren  Begrenzungskreise 
sich  befinden  ^^*^);  er  entwickelt  nach  Potenzen  des  Verhältnisses 
der  beiden  Begrenzungsradien  und  bricht  ab*  Weiter  gelangt  er 
durch  conforme  Abbildung  im  Anschlufs  an  functionentheoretische 
Untersuchungen  von  Dini  zu  dem  Falle  eines  von  zwei  confocalen 
Ellipsen  begrenzten  Ringgebietes"**);  zum  Falle  einer  Vollellipse 
könne  man  von  da  aus  nicht  gelangen,  da  die  Functionen  im 
Grenzfall  längs  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  Unstetigkeiten 
aufweisen.  Doch  dürfe  man  daraus  nicht  schliefsen,  dals  das 
Problem  für  diesen  Fall  überhaupt  keine  Lösung  habe;  nur  die 
angewendete  Methode  versage.  Auüserdem  berechnet  er  noch  den 
Gesamtwiderstand  eines  Ringgebiets  zwischen  zwei  Kreisen'^'*')  für 
den  Fall,  dafs  die  Elektroden  beide  auf  dem  äufseren  Begrenzungs- 
kreis liegen;  er  kommt  zu  dem  Resultat,  dafs  dieser  Widerstand 
nur  von  den  Verhältnissen  zwischen  den  Radien  der  beiden  Be- 
grenzungskreise und  dem  Abstand  der  Elektroden  von  einander 
abhängt. 

G.  C.  F oster  u.  0.  Lodge"**)  beanspruchen  keine  neuen 
Resultate,     sondern    nur    neue    elementare    Ableitungsmethoden    zu 

7731)  nr.  1,  p.  88. 

7732)  nr.  2,  p.  89.  Die  zum  Schlufs  versprochene  Fortsetzung,  die 
Reflexion  der  Strahlen  an  einer  krummlinigen  Begrenzung  behandeln 
sollte,  scheint  nicht  erschienen  zu  sein;  er  hat  sich  bei  dem  Versuche 
wohl  selbst  davon  überzeugt,  dafs  hier  die  Analogie  aufhört. 

7733)  n.  cim.  (2)  11,  1«74,  p.  271.'    7784)  nr.  ti,  p.  274. 

7736)  nr.  3,  p.  276.    7786)  nr.  6,  p.  278. 

7737)  ib.  12,  1874,  nr.  8,  p.  16. 

7738)  phil.  mag.  (4)49, 1876,  p.  386.  Sie  entnehmen  aus  W.  R.  Smith  "*») ' 
eine  Darstellung  von  EirchhofTs  Verfahren;  das  von  Smaasen  finden  sie 
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geben,  unter  Beschrfinkring  auf  statioi^ure  Ströme.  Zuerst  behandeln 
sie  den  Fall  einer  Elektrode  in  unbegrenzter  Ebene  ^^'^);  Ton  ihni 
aus  kommen  sie  durch  einen  verhüllten  Differentiationsprocefs  zum 
Falle  eines  unendlich  schmalen  Ereisrings  und  Yon  da  dnrdi  Inte- 
gration zu  dem  eines  Kreisrings  von  endlicher  Breite.  Durch 
Superposition  erhalten  sie  dann^*'^'')  die  Stromkurren  für  zwei 
Elektroden  in  unbegrenzter  Ebene;  u.  a.  gelangen  sie"^^^^)  zu  der  Ton 
Blayier  an  Gaugain  mitgeteilten  Formel  §  108,  (87).  Weiterhin ^^*') 
behandeln  sie  auch  eine  gröfsere  Anzahl  von  Elektroden  und  erläutern 
einige  dahin  gehörige  Specialfalle  durch  Figuren. 

0.  Lodge  hat  diese  Untersuchungen  dann  allein  fortgesetzt ^^^). 
Er  bemerkt  zuerst,  dafs  eine  Grenze  gegen  ein  Gebiet  von  dar 
Leitfähigkeit  oo  notwendig  eine  Niveaukurve,  eine  Grenze  gegen 
ein  Gebiet  von  der  Leitfähigkeit  0  notwendig  eine  Stromlinie  sein 
mufs.  Man  könne  also  erreichen,  daß  eine  beliebig  Torgegebene 
Linie  Niveaukurve  oder  Stromlinie  wird.  Von  den  Grebieten  von 
der  Leitföhigkeit  oo  kommt  er  durch  Grenzübergang  zu  den  Polea 
(punktförmigen  Elektroden)  ^^'^).  Der  Fall,  dals  eine  Gerade 
Stromlinie  oder  Niveaukurve  werden  soll,  führt  zum  Spiegelunga- 
princip '^"^*).  Der  Fall  eines  Keils  (Winkelraums)  kann  durch 
wiederholte  Spiegelung  an  den  Schenkeln  behandelt  werden  ^'^; 
Lodge  meint,  die  Schwierigkeiten,  die  auftreten,  wenn  der  TVinkel 
nicht  ein  aliquoter  Teil  von  n  ist,  machten  es  unmöglich,  diesem 
Procefs  eine  physikalische  Bedeutung  wie  etwa  in  der  Optik  zu- 
zuschreiben. Im  allgemeinen  erhalte  man  übrigens  durch  die  An- 
wendung des  Spiegelungsprincips  die  Lösungen  „not  in  a  practicable 
form";  man  müsse  dann  mit  Jochmann '•**)  die  Theorie  der  Funk- 
tionen complexen  Arguments  heranziehen.  Doch  könne  man  auch 
aus  Lösungen  der  ersteren  Form  wenigstens  für  den  Gesamtwiderstand 
einen  brauchbaren  Ausdruck  in  der  Gestalt  eines  unendlichen  Produkts 
ableiten  "'*'J.  So  komme  man  beim  unbegrenzten  Parallelstreifen, 
wenn  die  Pole  einander  gerade  gegenüberliegen,  auf  das  Wallis'sche 


direkter.     Yon  Ridolfi   wissen   sie    nur   aus   zweiter   Hand..    Die    —    im 
übrigen  experimentelle  —  Fortsetzung,  ib.  60,  1875,  ergänzt  diese  Literator- 
angaben   nr.  45,  p.  477    noch    durch    einen   Hinweis    auf  SchwedofF  und 
nr.  55,  p.  489  durch  einen  solchen  auf  Maxwell,  Jochmann  und  Heine. 
7789)  nr.  4,  p.  389.         7740)  nr.  9,  p.  891.         7741)  nr.  24,  p.  456. 

7742)  nr.  27,  p.  458. 

7743)  Lond.  phys.  proc.  2,  1876,  p.  24;  phil.  mag.  (5)1,  1876,  p.  87S. 

7744)  §  2,  p.  375.    7745)  §  3,  p.  375.    7746)  §  4,  p.  876. 
7747)  §  7,  p.  878. 
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Produkt  far  yr/2^^*®);  wenn  sie  beide  auf  derselben  Seite  im  Abstand  c 
voneinander  liegen,  auf  das  Produkt  fftr  ©in  c'^*^).  Beim  Keil 
erhalte  man,  wenn  die  Pole  auf  den  beiden  Seiten  gleich  weit  von 
der  Spitze  entfernt  liegen,  ebenfalls  bekannte  Produkte  aus  -  trigono- 
metrischen Functionen,  bei  beliebiger  Lage  der  Pole,  aber  mit  einem 
Winkel,  der  ein  aliquoter  Teil  von  7C  ist,  die  Cotes'sche  Formel  ^^^). 
Ein  Parallelstreifen  könne  bei  beliebiger  Lage  der  Pole  entweder 
durch  Grenzübergang  von  dem  letzten  Fall  aus  behandelt  werden''*^), 
oder  direkt;  man  kommt  wieder  auf  Produkte,  die  hyperbolische 
Functionen  darstellen  ^^^^.  Ein  Kreissector  läfst  sich  behandeln, 
indem  man  ihn  durch  Spiegelung  an  dem  Bogen  zu  einem  Keil 
erweitert''**).  Ein  gleichschenklig- rechtwinkliges  Dreieck,  mit  den 
Elektroden  in  den  Scheiteln  der  gleichen  Winkel^  fOhrt  auf  eine 
schachbrettartige  Anordnung  von  Elektroden''^),  also  auf  ein  doppelt 
unendliches  Produkt;  Glaisher  habe  ihm  gezeigt,  dafs  ein  solches 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auftrete.  Auch  die  bei 
einem  gleichseitigen  Dreieck,  mit  Elektroden  in  zwei  Ecken  auf- 
tretenden unendlichen  Produkte  stellt  ihm  Glaisher  durch  Theta- 
functionen  dar"**).  Lodge  meint,  fOr  ein  Dreieck  mit  einem  Winkel 
von  120®  versage  die  Methode;  Henrici  habe  vorgeschlagen,  in 
diesem  Falle  eine  zweiblättrige  Biemann'sche  Fläche  zu  benutzen; 
man  könne  so  vielleicht  auch  Polygone  beherrschen,  deren  Winkel 
nicht  alle  Submultipla  von  n  sind"**).  Doch  führt  er  das  nicht 
aus,  sondern  begnügt  sich  damit,  dafs  er  für  den  Fall  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  mit  den  Elektroden  in  den  Scheiteln  der 
gleichen  Winkel  eine  Näherungsformel  ableitet,  indem  er  ein  regel- 
mäfsiges  Polygon,  mit  einer  Elektrode  in  der  Mitte  imd  Ableitung 
längs  des  ganzen  Randes,  mit  dem  ein-  und  dem  umgeschriebenen 
Kreise  vergleicht"*').  Endlich  bestimmt  er  noch  den  Widerstand 
eines  Quadrats,  für  verschiedene  Lagen  der  Elektroden"**). 


7748)  §  9,  p.  380.         7749)  §  10,  p.  381. 

7760)  §  12,  p.  883.  Bemerkenswert  die  Schlufswendung  §  14,  p.  386: 
obwohl  die  Formel  nur  far  einen  aliquoten  Teil  von  n  abgeleitet  sei,  so 
scheine  es  doch  aus  Stetigkeitsgriinden  wahrscheinlich,  dafs  sie  allgemein 
gelte;  „if  so,  we  have  expressed  the  resistance  of  a  Riemann's  surface 
of  any  number  of  leaves,  but  all  connecting  at  one  brancbpoint^^ 

7761)  §  16,  p.  886.         7762)  §  17,  p.  887.         7763)  §  18,  p.  388. 
7764)  ib.  2,  1876,  §  23,  p.  87.         7766)  §  26,  p.  41. 

7766)  §  26,  p.  44.         7767)  §  27,  p.  44. 

7768)  §  29,  p.  46.  Die  in  Aussicht  gestellte  weitere  Fortsetzung 
scheint  nicht  erschienen  zu  sein. 
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W.  G.  Adams'*''^)  bedient  sich  der  Spiegelnngsmethode,  mit 
▼iel  Aufwand  von  analytischer  and  synthetischer  Geometrie;  die 
^Verallgemeinerung  der  Theorie  der  elektrischen  Bildei^,  too  der 
er  redet  ^^^j,  bezieht  sich  nur  darauf,  dafs  diese  Theorie  auch  bei 
einer  gröfseren  Anzahl  von  Elektroden  Anwendung  findet.  Den 
Fall  einer  räumlichen  Strömung,  bei  der  die  Elektroden  unbegrenzte 
gerade  Linien  sind,  behandelt  er  noch  besonders. ^*^) 

Schon  vor  diesen  letzten  englischen  Arbeiten  hatte  £.  Heine  ^^^ 
darauf  hingewiesen,  dafs  man  ans  KirchhofiTs  Lösung  für  eine  kreis- 
förmige Platte  die  Lösung  für  eine  beliebige  andere  ebene  Be- 
grenzung ableiten  könne,  sowie  man  deren  konforme  Abbüdnng  auf 
den  Kreis  kennt.  Er  führt  das  f&r  die  Ellipse  ^^^  and  fOr  das 
Bechteck^^^)  durch.  Aufserdem  erwähnt  er  noch,  dals  man  diese 
Aufgaben  auch  behandeln  könne,  wenn  man  geeignete  Goordinaten 
einführe  und  dann  die  Logarithmen  der  einzelnen  Poldistanzen  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  der  einen  Goordinate 
entwickle.  Für  die  Ellipse  könne  man  das  bei  beliebiger  Lage 
der  Elektroden  durchführen;  für  das  Rechteck  müsse  man  statt 
des  Logarithmus  des  Abstandes  eine  andere  Function  einführen, 
die  ebenso  unendlich  werde  wie  dieser,  etwa  log  (cos  w  —  cos  w^ 
oder  dgl. 

Um  dieselbe  Zeit  hat  N.  A.  Umow  an  Kirchhoff  von  einer  Unter- 
suchung Mitteilung  gemacht,  in  der  er  die  Differentialgleichung 
d(T  stationären  Strömung  auf  einer  beliebigen  knunmen  Fläche 
imter  Benutzung  der  Krümmungslinien  als  Coordinatenlinien  auf- 
gestellt und  dann  gezeigt  hatte,  dafs  man  die  Lösung  dieser 
Differentialgleichung  als  Summe  von  zwei  willkürlichen  Functionen 
eines  Arguments  darstellen  könne,  das  durch  Integration  einer  ge- 
wöhnlichen   Differentialgleichung    gefunden    werde"**).      Kirchhoff 

7769)  Lond.  roy.  proc.  24,  1876,  p.  1;  Auszug  phil.  mag.  (4)  60,  1876 
p.  648.  Die  Resultate  und  Figuren  auch  in  J.  E.  H.  Gordons  phjsical 
treatise  on  electr.  and  magn.  ^2,  Lond.  1880,  eh.  32,  p.  81. 

7760)  Lond.  roy.  proc.  p.  19.         7761)  p.  31. 

7702)  J.  f.  Math.  79,  1876,  p.  1;  Ausz.  Berl.  Ber.  1874,  p.  186;  engl 
phil.  mag.  (4)  48,  1874  p.  79. 

7768)  §  4,  p.  3,  mit  ausführlicher  Verification. 

7764;  §  6,  p.  6.  Dafs  dieses  Problem  schon  von  Jochmann ^'^^  be- 
handelt worden  sei,  habe  er  erst  nachträglich  erfahren.  [Vgl.  übxigeni 
auch  Betti"").] 

7766)  Die  Untersuchung  von  Umow  scheint  in  den  Schriften  der 
Bessarabischen  Gesellschaft  9,  1  1876,  p.  12  und  im  Moskauer  math. 
Sbomik  9, 1879,  p.  121  veröffentlicht  zu  sein;  beides  mir  nicht  zu^^Uiglioh. 
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bemerkt  dazu'^^^j,  dafs  dieses  Problem  mit  dem  der  conformen 
Abbildung  der  gegebenen  Fläche  auf  eine  Ebene  in  engem  Zu- 
sammenhang stehe.  Wenn  nämlich  die  Strömung  stationär  sein 
solle,  müsse  für  jede  Kurve  der  Fläche,  die  einen  Teil  von  ihr 
begrenzten: 


/ 


sein,  also  dtp/dn  ein  vollständiges  Differential.  Wenn  man  die 
Bedingung  dafür  entwickle,  erhalte  man  die  gesuchte  Differential- 
gleichung in  der  Form  (25).  Gelingt  es,  solche  neue  Coordinaten 
auf  der  Fläche  einzufahren,  dafs  für  diese  E  ^  G,  F^O  wird, 
so  reducirt  sich  für  sie  die  Differentialgleichung  auf  dieselbe  einfache 
Form  wie  in  der  Ebene;  andererseits  ist  die  Fläche  dadurch  conform 
auf  die  Ebene  abgebildet.  Bei  einer  solchen  Abbildung  werden 
also  Niveaulinien  wieder  in  Niveaulinien  übergeführt.  Das  erläutert 
er  an  den  von  Boltzmann ''•^®)  behandelten  Beispielen '^'•^.  Aufserdem 
bespricht  er  noch  den  Fall  einer  Ringfläche,  bei  der  wie  beim 
Ojlinder  noch  Periodicitätsbedingungen  auftreten,  sodafs  man  auf 
elliptische  Functionen  geführt  wird^^^).  umgekehrt  könne  man  aus 
jeder  bekannten  Strömung  auf  einer  krummen  Fläche  eine  conforme 
Abbildung  derselben  auf  die  Ebene  ableiten. 

A.  Töpler'^^^)  teüt  auf  die  Veröffentiichungen  von  Heine"") 
und  Kirchhoff ^^^^)  hin  mit,  dafs  man  die  Beziehung  zwischen  den 
Problemen  der  Strömung  und  der  conformen  Abbildung  unmittelbar 
aus  den  beiderseitigen  Definitionen  folgern  könne:  man  brauche  nur 
davon  auszugehen,  dafs  ähnliche  Rechtecke,  für  Elektricitäts- 
bewegungen,  die  über  entsprechende  Seiten  ein-  imd  austreten,  stets 
gleichen  Widerstand  haben.  Als  Beispiele  behandelt  auch  er  haupt- 
sächlich Kugel  und  Cylinder. 

C.  Neumann^"®)    macht    darauf   aufmerksam,    dafs    man    die 


7766)  Berl.  Her.  1875,  p.  487;  ges.  Abhandl.  p.  66. 

7767)  p.  69.         776«)  p.  Ül. 

7769)  Ann.  Phys.  Chem.  160,  1877,  p  376.  Er  erwähnt  in  einer  Note, 
er  habe  die  mitgeteilte  Betrachtnngsweise  für  den  Fall  von  zwei  Elektroden 
schon  vor  einigen  Jahren  in  seinen  Vorlesungen  benutzt,  um  ebenso  wie 
Kirchhoff  die  Strömung  auf  der  Kugel  aus  der  in  der  Ebene  abzuleiten 
und  80  die  von  Boltzmann  ^®^^)  gegebene  Lösung  dieses  Problems  zu  ver- 
einfachen. Boltzmann  habe  daraufhin  auch  andere,  auch  hydrodynamische 
Probleme  nach  der  Abbildungsmethode  behandelt,  ohne  die  Lösungen  zu 
veröffentlichen. 

7770)  math.  Ann.  10,  1876,  p.  669. 

Jahresbericht  d.  JDeutBohen  Mathem.-Vereüiigung.     X.  ^6 
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Beziehung  zwischen  Strömungsproblemen  und  eonformer  Abbildung 
auch  sehr  einfach  daraus  ableiten  könne,  dafs  bei  letzterer  das 
Prodact  aus  der  Ableitung  des  Potentials  nach  der  Normalen  cvjcn 
in  das  Linienelement  ds  ungeändert  bleibt,  weil  eben  dn  in  dem- 
selben Verhältnifs  geändert  werden  mufs  wie  ds  imd  dem  rechten 
Winkel  wieder  ein  solcher  entspricht. 

W.  Wolf"")     behandelt     ausführlich     den     Durchgang     des 
elektrischen  Stromes  durch   eine  Eugelcalotte,   unter  Benutzung  Yon 
Polarcoordinaten.     Indem  er 
(38)  r  =  tg  7, 

statt  der  Poldistanz  d  als  Variable  einführt,  bringt  er  den  DifiTerential- 
Parameter  auf  die  Form'^'^): 

man  könne  dann  wie  in  der  Ebene  folgern,  dafs 

(40)  V  - ^J,  log  [r«  +  t J  -  2 tt,  cos  (,,  -  9*)] 

sein  müsse  und  diesen  Ausdruck  nach  den  Potenzen  Yon  xjx  und 
den  trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  von  €p  —  ^^  ent- 
wickeln ^^^').  Soll  dann  eine  Lösung  gefunden  werden,  die  am 
Bande  der  Calotte  überall  dieselbe  Ableitung  nach  der  Normale 
hat  wie  dieses  Elementarpotential,  also  die  Green'sche  Function 
vorstellt,  so  kann  man  auch  für  diese  Function  eine  derartige 
Entwicklung  ansetzen  und  die  Coeffizienten  durch  Goef&zienten- 
vergleichung  bestimmen''^*).  Weiter  führt  er  noch  statt  t  und  der 
Länge  q>  die  Ausdrücke: 

(41)  §  =  T  cos  g) ,     */  =  T  sin  g) 

als  neue  Coordinaten  ein^^^^);  die  Differentialgleichung  geht  dann  in 

über.     Den   Fall    von   nur  zwei  Elektroden  discutirt  er  noch  geo- 
metrisch '"^). 

Ein  zweiter  Abschnitt  ^^''^)  behandelt  zunächst  die  Strömung 
zwischen  zwei  £j*eisen  in  der  Ebene  unter  Benjitzung  bipolarer 
Coordinaten;   die   auftretenden   Beihen   sumjnirt  er   durch   elliptische 

7771)  DisB.  Leipz.  [1877],    von   C.  Neumann   angeregt;   Azch.  Math. 
PhvB.  60,  1877,  p.  226. 

7772)  p.  280.         7778)  nr.  3,  p.  281.         7774)  nr.  4,  p.  282. 
7776)  nr.  C,  p.  236.         7776)  p.  288.         7777)  p.  240. 
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Thetafimctionen '''*).  Weiter  behandelt  er  die  Strömung  in  einer 
elliptischen  Platte  mit  elliptischen  Coordinaten'''^*);  für  den  Beweis, 
dafs  die  gefundenen  Reihen  die  Stetigkeitsbedingungen  wirklich 
erfüllen,  verweist  er''®®)  auf  C.  Neumann •***).  Auch  hier  können 
diese  Reihen  durch  elliptische  Thetafunctionen  sununirt  werden ''^^). 
Indem  er  die  einzelnen  Glieder  der  Reihen  weiter  entwickelt  und 
dann  die  Summationsreihenfolge  vertauscht,  fOhrt  er  die  gefundenen 
Ausdrücke  in  diejenigen  über,  die  durch  die  Spiegelungsmethode 
direkt  geliefert  werden''®*). 

Ein  m.  Abschnitt"®^)  überträgt  die  gefundenen  Resultate 
durch  stereographische  Projection  auf  die  Kugel. 

M.  Margules"®^)  behandelt  Fälle,  in  welchen  die  Elektroden 
nicht  Punkte,  sondern  Linien  sind,  unter  Benutzung  der  von 
Lame^^')  eingeführten  elliptischen  Coordinaten.  Durch  graphische 
Superposition  gelangt  er  dann  zu  Fällen,  in  welchen  mehrere 
geradlinige  Elektroden  vorhanden  sind. 

F.  Auerbach"®*)  „fügt  den  schon  behandelten  Fällen  ebener 
Strömungen  noch  einige  neue  hinzu^':  Halbebene  mit  einem  Pol  in 
der  Grenze  und  einem  im  Innern  auf  der  durch  den  ersten  gehenden 
Normale  der  Grenze;  oder  mit  einem  Pol  im  Endlichen  und  einem 
im  Unendlichen  (in  beiden  Fällen  sind  die  Niveaulinien  Lemniskaten). 
Den  Fall  eines  Streifens  behandelt  er  durch  Superposition  zweier 
Lösungen,  deren  jede  zu  einer  Halbebene  gehört"®*);  man  erhält 
so  eine  Lösung,  die  allerdings  streng  genommen  für  einen  nicht 
gerad-  sondern  krummlinig  begrenzten  Streifen  gilt;  aber  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Konstanten  weicht  die  Begrenzung  doch  nur 
wenig  von  einer  Geraden  ab.  Schliefslich  bespricht  er  noch"®') 
die  Strömung  auf  einem  Kreiscy linder  im  AnschluTs  an  Boltzmann'**®). 

L.  Di  t  seh  einer"®®)    bestimmt    den    Widerstand    eines    Ring- 


7778)  nr.  6,  p.  247.         7779)  C,  p.  248.         7780)  nr.  4,  p.  268. 

7781)  nr.  6,  p.  266.         7782)  D,  p.  257.         7788)  p.  269. 

7784)  Wien.  Her.  76„  1  877,  p.  888.  Was  er  gegen  die  bei  Maxwell 
treatise  1,  p.  237  sich  findenden  Bemerkungen  über  dasselbe  Problem 
einzuwenden  hat,  verstehe  ich  nicht. 

7786)  Ann.  Fhye.  Chem.  N.  F.  8,  1878,  p.  498. 

7786)  nr.  6.  p.  504.         7787)  nr.  12,  p.  511. 

7788)  ib.  6,  1878,  p.  282.  Dafs  das  Problem  schon  mehrfach"»«),  "»•), 
'^^^)  behandelt  war  und  dafs  die  auftretenden  Reihen  sich  mit  Hilfe  von 
Thetafunctionen  summiren  lassen,  scheint  ihm  unbekannt  gewesen  zu 
sein.  Er  glaubt  Auerbachs  Resultate  für  den  Parallelstreifen  kritisiren 
zu  müssen,  indem  er  überdieht,  dafs  dieser  sie  selbst  nur  als  approximativ 
gegeben  hatte. 

95* 
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gebietes  zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen  nach  der  Spiegelungs- 
methode. 

0.  Chwolson^^^^  behandelt  eine  Anzahl  von  Problemen, 
(Halbkreis,  Viertelkreis ,  Achtelkreis,  überhaupt  Kreissector  mit 
einer  Winkelöfinung,  die  ein  aliquoter  Teil  von  %  ist),  bei  welchen 
das  Spiegelungsprincip  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Spiegelbildern 
liefert;  dann  entsprechende  ßectoren  von  Binggebieten  zwischen 
zwei  concentrischen  Kreisen;  femer  auch  Bereiche,  die  sich  ins 
Unendliche  erstrecken,  z.  B.  eine  Halbebene,  aus  deren  Band  ein 
Halbkreis  ausgeschnitten  ist;  aufserdem  Kreiszweiecke  mit  Winkeln  njn. 
Dann  bespricht  er  allgemein  die  Strömung  in  einer  unendlichen 
Platte ^^^,  namentlich  die  Bedingungen,  die  im  Unendlichen  zu  er- 
flülen  sind,  und  den  zugehörigen  Eindeutigkeitsbeweis.  Endlich 
setzt  er  noch  auseinander,  dafs  man  auch  Kreissectoren  mit  stampfen 
Winkeln  behandeln  könne,  wenn  man  die  rückwärtige  Verlängerung 
der  einen  Seite  an  der  andern  spiegelt  und  das  Problem  zunächst 
für  den  so  entstehenden  spitzen  Winkelraum  löst'^*^). 

A.  Herwegen^^^^)  behandelt  ebenfalls  von  Kreisen  begrenzte 
Grebiete.  Das  logarithmische  Potential  einer  Belegung  eines  Kreises 
Yon  der  Dichtigkeit  g  auf  einen  innem  Punkt  im  Abstand  r^  Tom 
Bandpimkte: 


tn 


r^d& 


(43)  ü  -  Aog 

0 

berechnet  er,  indem  er  für  g  eine  trigonometrische  Entwicklung 
der  Form 

(44)  g  =  ^^  (a^  cos  wO  +  h^  sin  m^) 

ansetzt  und  für 

(45)  log  r^  =  I  log  ((»«  -^  2Qq^  cos  d  +  pj) 

die  Entwicklung  §  15,  (18)  benutzt.  Die  so  gefundenen  Ausdrücke 
der  Potentiale  der  beiden  kreisförmigen  Begrenzungslinien  sind  dann 
zunächst  auf  verschiedene  Coordinatensjsteme  bezogen,  müssen  also 
erst  ineinander  transformirt  werden^'**);  die  dazu  erforderlichen 
Rechnungen  findet  er  selbst  weitläufig ''*'*),  meint  aber^^**),  bei 
zwei    Kreisen    könne    man    zwar    durch    Einführung    von    bipolaren 

7789)  Zeitachr.  Math.  Phys.  23,  1878,  p.  47. 

7790)  §  2,  p.  66.         7791)  §  3,  p.  68. 

7792)  Arch.  Math.  Phys.  63,  1879,  p.  62.    7798)  p.  67. 
7794)  p.  71.    7796)  p.  74. 
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Coordinaten  vereinfachen,  bei  mehreren  aber  nicht.  Bei  concentrischen 
Kreisen  ist  die  Sache  noch  verhältnirsmäfsig  einfach:  man  erhält 
Logarithmen  von  unendlichen  Producten,  för  die  er  auf  Wolf'^'') 
verweist.  Er  zeigt  dann,  dafs  man  zu  den  Entwicklungen  auch 
gelangen  kann,  indem  man  erst  Lösungen  sucht,  die  Prodacte  von 
je  einer  Function  von  q  allein  und  einer  Function  von  O  allein 
sind*^^^^).  Schliefslich  behandelt  er  noch  Orenzfälle,  u.  a.  den  des 
geradlinig  begrenzten  Streifens  ^^*'). 

M.  J.  M.  Hill^^^)  behandelt  die  Strömung  auf  einer  Eugelil&che 
ohne  jede  Bezugnahme  auf  die  vorangehende  Literatur'**^),  ^*^), 
7726)^  7767)^  7769)^  7770)^  7771)     ^r  leitet  die  Differentialgleichung  sogleich 

für  Polarcoordinaten  ab;  indem  er  dann  den  Logarithmus  der  halben 
Tangente  der  Poldistanz  als  neue  Variable  fi  einfCLhrt,  geht  sie  über  in: 

wird  also  durch: 

7  -  /-(^  +  i<p)  +  f(f»  -  »9)  (47) 

integrirt.'^^)     Die  zugehörige  Stromfonction  ist: 

t|;  =  -  »A^  +  «>)  +  ♦/'(f*  -  i9>)  (48) 

Er  zeigt  dann'^,  dafs 

V  «  log  (Eof  fi  ±  cos  q))  (49) 

eine  Lösung  ist,  und  dafs: 

V -  log ..e4?-^«?i(?+^  (50) 

®  (£of  fi  —  008  (qp  —  a)  ^      ^ 

dem  Falle  entspricht,  dafs  sich  in  den  Punkten  ±  a  des  Aequators 
Elektroden  befinden.  Die  Aufgaben:  „Calotte  mit  einer  Elektrode 
und  Ableitung  am  ganzen  Rande" '®®^)  und  „Calotte  mit  zwei 
Elektroden"'*®')  löst  er  durch  Spiegelimg.  Femer  behandelt  er 
noch  die  Aufgabe'*®^):  „die  Eugelfläche  besteht  aus  zwei  Calotten 
verschiedener  Leitfähigkeit,  die  Elektroden  liegen  in  Spiegelbildern 
in  Bezug  auf  den  Trennungskreis",  indem  er  die  Lösung  hinschreibt 


7796)  p.  77. 

7797)  p.  80.         7798)  quart.  j.  of  math.  16,  1879,  p.  306. 

7799)  Soll  die  Lösung  reell  ausfallen,  so  mufs  die  zweite  Function 
i.  allg.  zu  der  ersten  konjugirt  —  nicht  wie  H.  anzunehmen  scheint, 
mit  ihr  identisch  —  genommen  werden. 

7800)  p.  308.         7801)  nr.  2,  p.  812  7802)  nr.  3,  p.  818. 
7803)  nr.  4,  p.  315. 
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nod  verificirt;  die  Übergangsbedingang  §  108,  (76)  schemt  mr  dmbei 
als  bekannt  anzunehmen.  Nachher  behandelt  er  noch  entqirecfaende 
Angaben  für  allgemeinere  Lagen  der  Elektroden ''^);  endlieh  auch 
noch  ein  Kreisbogenzweieck  mit  den  Elektroden  aof  der  HalbinuigB- 
linie  symmetrisch  znm  Aeqnator,  sowie  den  Granzfül  der  Eoigal, 
Yon  der  ein  Halbmeridian  nicht  leitet  ^*^). 

A.  J.  C.  AUen^^  ffthrt  ebenüalls  log  tg  0/2  als  nnabhlngige 
Variable  in  die  Differentialgleichiing  ein  und  zeigt,  dafii  sie  sich 
dann  auf  die  Form  (46)  redndrt  und  dafs  man  so  die  LSsongen 
ebener  Probleme  auf  die  Engel  übertragen  könne  ^'^.  Dann  zihlt 
er  die  ebenen  Gebiete  aof,  für  die  das  StrOmnngsproblem  gelöM 
sei  oder  die  Lösung  aus  Untersuchungen  über  andere  Gtebiete  der 
mathematischen  Physik  leicht  abgeleitet  werden  könne  ^^.  Durch 
Gebrauch  ^^onjugirter  Functionen*^  könne  man  aus  ihnen  anders 
ableiten,  müsse  aber  dabei  auf  mögliche  Discontinuitaten  achten. 
Diese  Bereiche  bildet  er  dann  auf  die  Kugel  ab.  Einem  ebenen 
Kegelschnitt  entspreche  dabei  übrigens  kein  sphärischer,  sondern 
der  Schnitt  der  Kugel  mit  einem  Kegel  4.  0.^^;  überhaupt  sei  er  fOr 
konfocale  sphärische  Kegelschnitte  nicht  durchgekommen  ^^^).  Die 
Yon  B.  Sinith^^^*)  und  von  Hill^^^)  angegebenen  Lösungen  könne 
man  als  Specialfalle  aus  den  seinigen  ableiten.  Er  meint  dann, 
die  einzige  andere  Fläche,  bei  welcher  man  mit  ähnlichen  Methoden 
durchkomme,  sei  der  Kreiscylinder'^®^^);  aber  auch  hier  schlage  die 
Methode  fehl,  wenn  durch  das  Aufwickeln  der  Ebene  auf  den 
Cjlinder  von  den  Bildern  der  Elektroden  welche  in  das  ursprünglich 
gegebene  Gebiet  hineinfallen.  Strömung  auf  einer  Fläche,  die  zu 
einem  dreifach  orthogonalen  System  gehöre,  könne  man  wegen  der 
Gleichung  §  90,  (77)  ebenso  behandeln,  wie  Strömung  in  einer  in- 
homogenen und  anisotropen  Ebene ''^^^).  Endlich  bespricht  er  noch 
die  Strömung  in  einem  ebenen  Kreisring  oder  Ringsector^^*); 
die  unendlichen  Produkte,  auf  die  die  Spiegelungsmethode  hier 
fElhre,    seien   aus   der  Theorie   der  elliptischen  Functionen  bekannt 


7804)  nr.  4  a,  p.  316.         7805)  nr.  5,  p.  320. 

7806)  ib.  17,  1881,  p.  65.     Der  Auszug  Brit.  asBOC.  rep.  f.  1879,  p.  S€l 
war  mir  nur  darch  das  Referat  Fortschr.  Phys.  35,  p.  756  zugänglich. 

7807)  Kr  sagt  erst  nr.  10,  p.  74,  dafs  es  sich  bei  diesem  Übergang 
um  stereographisebe  Prqjection  handelt;  vorher  yerfährt  er  rein  anal3rtisoh. 

7808)  nr.  9,  p.  71.         7809)  nr.  11,  p.  74.         7810)  nr.  12,  p.  76. 

7811)  nr.  15,  p.  77.     Die   allgemeine   Erledigung   der  Frage    durch 
Boltzmann  ^**")  war  ihm  also  unbekannt. 

7812)  nr.  16,  p.  79.         7813)  nr.  17,  p.  79. 
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Eine  nachträgliche  Bemerkung  gieht  an^^^),  dafs  man  die  Gültigkeit 
der  Formeln  für  Sectoren,  deren  Winkel  kein  aliquoter  Teil  Yon  n 
ist,  durch  conforme  Abbildung  beweisen  könne. 

Hugo  Mejer^^^^)  leitet  aus  der  EirchhofiTschen  Lösung  für 
die  Kreisfläche  durch  lineare  Transformation  eine  solche  für  die 
Halbebene  ab,  von  der  die  von  Auerbach  ^^^^)  gegebene  ein  specieller 
Fall  ist.  Durch  eine  zweite  Transformation  gelangt  er  zu  einem 
von  den  beiden  Ästen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  begrenzten 
Streifen  ^^^*)  und  von  da  mit  Hilfe  des  Spiegelungsprincips  zu  einem 
Gebiet,  das  von  einem  Halbaste  einer  solchen  Hyperbel  imd  ihren 
beiden  Äxen  begrenzt  ist^®^^.  Weiter  ^®^®)  bespricht  er  die  Angabe 
von  A.  Gu^bhard^®^*),  dafs  die  Nobili'schen  Farbenringe  unter  ge- 
eigneten experimentellen  Bedingungen  die  Niveaukurven  eines 
logarithmischen  Potentials  in  einer  Platte  genau  wiedergeben;  er 
findet,  dafs  man  aus  ihnen  nur  auf  die  Art  des  Überströmens  der 
Elektricität  aus  der  Flüssigkeit  in  die  Platte,  nicht  auf  die  Ver- 
teilung in  dieser  selbst  schliefsen  könne.  Gu^bhard  erwidert 
icunächst^"^):  um  die  von  H.  Meyer  ausgesprochenen  Zweifel  an  der 
experimentellen  Möglichkeit  der  Darstellung  der  Niveaukurven  durch 
Farbenringe  zu  heben,  wolle  er  neue  Beispiele  geben.  Dann^^'^) 
setzt  er  seine  Auffassung  dahin  auseinander,  dafs  in  der  Flüssigkeit 
die  Elektricität  nur  auf  dem  kürzesten  Wege  von  der  Elektrode 
zur  Platte  ströme,  indem  man  die  Flüssigkeit  „comme  un  isolant 
presque  absolu^^  betrachten  müsse;  er  will  das  auch  imter  stark 
konzcntrirtem  Licht  an  den  Strömungen  der  Flüssigkeit  oder  an 
dem  Wege  der  aufsteigenden  (jasblasen  beobachtet  haben.  Auch 
sei  es  ihm  gelungen,  die  Stromlinien  auf  der  Tlatte  zu  fixiren. 
Weiter  berichtet  er'®**),  er  habe  sich  davon  überzeugt,  dafs  man 
mit  Hilfe   linearer  Elektroden   auch   die   zu  den  zuerst  beobachteten 


7814)  nr.  19,  p.  86. 

7816)  Dias.  Gott.,  1880,  (veranlafst  v.  E.  Riecke),  p.  6. 

7816)  nr.  3,  p.  8.    7817)  nr.  4,  p.  11.  '  7818)  nr.  8,  p.  18. 

7819)  Par.  C.  R.  90,  1880,  p.  984.  ib.  p.  1124  dehnt  Gu^bhard  diese 
Behauptimg  auch  auf  Fälle  aus,  in  welchen  die  Leitfähigkeit  in  ver- 
flchiedenen  Teilen  der  Platte  verschieden  ist,  mit  der  zugehörigen 
„Brechung**  der  Stromlinien.  Freilich  sagt  er  hier  selbst  „les  lignes  . . . 
ne  figorent  pas  seulement  la  distribution  ^lectrique  dans  le  plan  conducteur, 
mais,  ä  proprement  parier,  les  sections  de  surfaces  äquipotentielles  formäes 
dans  r^leciiolyte". 

7820)  Par.  C.  R.  93,  1881,  p.  403.  Er  bezieht  sich  auf  C.  Neumann  •»*•), 
Adams  "*^  und  Ditscheiner''*^. 

7821)  ib.  pi  682.         7822)  ib.  p.  792. 
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NiveauknrveDsystemen  konjugirten  erhalten  könne.  Die  Besprechang 
der  durch  solche  Elektroden  gelieferten  Kmrensysteme  setzt  er  dann 
noch  fort^^^'):  in  den  singulären  Punkten  müsse  man  besondere 
experimentelle  Yorsichtsmafsregeln  —  er  sagt  nicht,  welche  — 
treffen.  Damit  glaubt  er  allgemein  behaupten  zu  können,  dals 
auch  in  diesen  Fällen  die  Ringe  „ayec  une  tr^  grande  appnnd- 
mation^  die  theoretischen  Niveaukurven  wiedergeben.  Endlich 
bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  alle  im  Endlichen  gelegenen 
Elektroden  gleiches  Zeichen  haben,  sodals  man  mit  Kurvensystemen 
der  Oleiohungsform 
(61)  I7r*  =  const. 

zu  thun  hat^^*^).  Man  pflege  dann  zu  sagen,  dafs  eine  Elektrode 
im  Unendlichen  liegt;  durch  eine  zu  wörtliche  Deutung  dieser 
Ausdrucksweise  verführt  habe  er  zuerst  diesen  Fall  durch  Annahme 
eines  Pols  auf  dem  Bande  der  Platte  näherungsweise  realisiren 
wollen,  sich  dann  aber  überzeugt,  dafs  man,  um  ihn  zu  erhalten, 
den  ganzen  Rand  der  Platte  zur  Ableitung  benutzen  muTs.  Endlich 
modificirt  er  seine  Auffassung  noch  dahin,  daüs  die  Ringe  im  Ver- 
laufe des  Experiments  sich  verändern  sollen ^^'^);  nur  während  sehr 
kurzer  Zeit  haben  sie  die  einfache  Gestalt,  nachher  treten  kompli- 
cirte  Verhältnisse  ein,  wie  sie  die  allgemeine  Theorie  der  Strömungen 
in  drei  Dimensionen  ergebe. 

Inzwischen  war  eine  Kritik  der  früheren  AusfÜhmngen 
Guebhard'a  von  W.Voigt  erschienen^®**).  Er  meint:  dals  Gu^bhard's 
Schlufs,  die  erhaltenen  Kurven  seien  mit  den  Niveaukurven  einer 
Stromverzweigung  in  der  Platte  identisch,  irrig  sei,  bedürfe  keines 
Beweises,  da  die  chemische  Wirkung  des  Stromes  vom  Werte  des 
Potentials  gar  nicht  abhänge;  vielmehr  seien  die  farbigen  Ringe 
Linien  gleicher  Stromdichte.  In  der  Platte  komme  bei  geringer 
Dicke  derselben,  wie  sie  Guebhard  ausdrücklich  verlange,  überhaupt 
keine  merkliche  Potentialdifferenz  zu  Stande.  Vielmehr  müsse  man 
zur  Bestimmung  der  Kurven  eine  Lösung  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung in  drei  Variablen  suchen,  die  folgenden  Nebenbedingnngen 
genüge'®*'):  in  den  Elektroden  müsse  sie  unendlich  werden  wie  der 

7828)  ib.  94,  1882,  p.  437.  Er  berichtet,  zu  Beginn  seiner  Unter- 
Buchungen  habe  er  nur  fQr  wenige  Fälle  die  theoretische  Gestalt  der 
Kurven  gekannt;  die  Zeichnungen  von  Margules  ^^'*)  seien  „d'one 
application  contestable*' ;  Holzmüllers  Figuren  seien  ihm  schon  vor  ihrer 
Publication  zugänglich  gewesen. 

7824)  ib.  p.  861.         7826)  ib.  96,  1882,  p.  29. 

7826)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  17,  1882,  p.  267.         7827)  p.  SSO. 
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Logarithmus  des  Abstandes,  sonst  überall  stetig  sein;  am  Boden 
müsse  sie  der  Bedingung  F^^O,  an  der  freien  Oberfläche  und  an 
den   Seiten  wänden  der  Bedingung  §  108,  (18)  genügen.     Dann  sei 

const  (52) 


die  gesuchte  Gleichung  des  Eurvensjstems.  Das  kann  auch  so 
ausgedrückt  werden:  längs  jeder  dieser  Kurven  müsse  diejenige 
Niveaufläche,  die  mit  der  Bodenfläche  zusammenfalle,  von  der  ihr 
in  der  Flüssigkeit  benachbarten  Constanten  Abstand  haben.  Besteht 
der  Boden  aus  zwei  verschiedenen  Materialien,  so  ist  V  in  jedem 
dieser  Teile  einer  andern  Constanten  gleich;  daraus  ergiebt  sich 
dann'®^),  dais  die  Kurven  gleicher  Stromdichte  in  der  Nähe  der 
Trennungslinie  dieser  parallel  verlaufen  müssen.  Das  von  Gu^bhard 
behauptete  Gesetz  der  Strombrechung  würde  dagegen  gelten,  wenn 
über  einer  homogenen  Platte  zwei  verschiedene  durch  poröse 
Scheidewände  getrennte  Flüssigkeiten  stehen  würden;  nur  treten 
dann  natürlich  in  ihm  auch  die  Leitfähigkeiten  dieser  Flüssigkeiten 
auf.  Voigt  bemerkt  weiter  ^^^ ),  dafs  alle  Fälle  krummliniger  Be- 
grenzung unübersichtliche  Resultate  ergeben  und  beschränkt  sich 
daher  auf  die  Lösung  für  eine  seitlich  unbegrenzte  Schicht  mit 
Hilfe  einer  Green'schen  Function.  Die  oberflächlichste  Messung  hätte 
in  diesem  Falle  zur  Überzeugung  führen  müssen,  dafs  die  farbigen 
Kurven  mit  den  Niveaulinien  des  logarithmischen  Potentials  keines- 
wegs identisch  sind.  SchHefsHch  bemerkt  er  noch^^^),  da£s  man 
eigentlich  die  Polarisation  der  Platte  durch  die  ausgeschiedenen 
Substanzen  berücksichtigen  müTste,  was  aber  noch  nicht  wohl  möglich 
sei.  Er  begnügt  sich  daher  mit  der  Einführung  vereinfachender 
Voraussetzungen,  unter  denen  sich  die  Lösung  aus  der  des  vorigen 
Falles  durch  Addition  einer  Potentialfonction  ergiebt,  die  den  Be- 
dingungen 

7=7r/2         für     iE:  =  0,  a;>0, 

V  =  -  n/2      ,,      e^O,  x<0  ^ 

genügt,  also  bei  unendlicher  Höhe  der  Flüssigkeit  mit  dem  Potential 
arc  tg  x/z  einer  auf  der  o?;?- Ebene  ausgebreiteten  Doppelschicht, 
in  etwas  komplicirterem  Falle  mit  arc  tg  (xy/zr)  identisch  ist. 

Auch   E.  Mach^**^)   findet,    Guebhard  könne   nicht  vollständig 
recht    haben;    die    isochromatischen    Linien    seien    vielmehr    Linien 


7828)  p.  262.         7829)  p.  266.         7880)  p.  269. 

7831)  Wien.  Her.  86„  1882,  p.  8;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  17,  1882,  p.  858. 
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gleicher  Stromdichtigkeit.  Er  stellt  da«her  die  Frage:  unter  welchen 
umstanden  können  die  Niveaukurven  einer  ebenen  Strömung  mit 
den  Kurven  gleicher  Dichtigkeit  einer  räumlichen  identisch  sein, 
und  antwortet  zunächst:  die  Strömung  sei  merklich  eine  ebene,  und 
wenn  das  Potential  in  der  Platte  überall  =»0  sei,  sei  das  G^fölle 
aus  der  Flüssigkeit  in  die  Platte  in  der  That  merklich  proportional 
dem  Werth  des  Potentials  in  der  darüber  stehenden  Flüssigkeit. 
Genau  sei  das  nur  möglich,  wenn  das  Potential  der  räumlichen 
Strömung  eine  lineare  Function  der  rechtwinkligen  Coordinate  sei. 
Das  sei  physikalisch  nicht  vollständig  zu  realisiren,  wohl  aber 
annähernd,  z.  B.  durch 

(54)  (p  =  u  Gos  fiz 

unter  fi  eine  sehr  kleine  Zahl,  unter  it  ein  logarithmisches  Potential 
verstanden.  Er  fögt  noch  die  Bemerkung  bei^^'),  das  ^^tp  über- 
haupt die  Abweichung  des  Werthes  von  q>  im  Mittelpunkt  einer 
unendlich  kleinen  Engel  von  seinem  Mittelwerth  auf  der  Kugel  vorstellt. 
Guebhard  giebt  um  diese  Zeit  auch  eine  ausführliche  Darstellung 
seiner  Theorie,  mit  vielen  Figuren  und  Literaturangaben,  von  denen 
übrigens  nur  ein  Teil  zur  Sache  gehört^®**).  Er  bespricht  zunächst 
die  älteren  Untersuchungen  und  meint  dabei  ^^:  „il  sufQt  de  voir 
les  obstacles  s'amonceler  devant  le  cas  le  plus  simplifie  pour 
concevoir  Timpuissance  de  l'analjse  et  l'inef&cacite  des  sp^culations 
sur  les  infinement  petits ,  quand  il  reste  a  decouvrir  encore  un  des 
plus  grand  traits  de  la  qucstion^\  Die  Behauptung,  dafs  bei  Be- 
obachtung bestimmter  von  ihm  ausführlich  angegebener  Vorsichts- 
mafsregeln  die  Farbenringe  mit  den  Niveaulinien  eines  bestimmten 
logarithmischen  Potentials  identisch  seien,  giebt  er  hier  als  „enonce 
purem ent  experimental".  Dann  fährt  er  fort^**^):  bei  willkürlich 
gegebener  Begrenzung  reiche  die  Spiegelungsmethode  zur  Lösung 
der  Aufgabe  der  Bestimmung  eines  solchen  Potentials  nicht  aus, 
auch  nicht  in  ihrer  Ausdehnung  auf  kreisförmige  u.  s.  w.,  schliefslich 
ganz  allgemeine  Begrenzungen;  bei  Benutzung  der  conformen  Ab- 
bildung komme  man  nach  allen  Umformungen  schliefslich  auf  die 
alte  Kirchhoflf'sche  Formel  §  108,  (11)  zurück,  also  auch  nicht 
weiter.  Man  könne  daher  die  Farbenringe  als  ein  Hilfsmittel  zur 
Lösung  von  mathematischen  Problemen  betrachten,  denen  sonst 
nicht  beizukommen  sei. 


7832)  p.  863.  Vgl.  Bertrand  "*^.        7838)  J.  de  phys.  (2)1,  1882,  p  20Ä. 
7834)  p.  208.  .      7886)  p.  210. 
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Eine  zweite  Abhandlung  bespricht  zunächst  die  Figuren  von 
Margules^^^);  er  findet  ihre  physikalische  Deutung  „evidemment 
inexacte" ^®**).  Weiter  setzt  er  auseinander'®*^):  es  handle  sich  bei 
seinen  Versuchen  gar  nicht  um  stationäre  Ströme,  sondern  um  den 
sehr  kurz  dauernden  variablen  Zustand,  während  dessen  die 
Polarisation  zu  ihrem  Maximum  ansteigt.  Die  Erscheinung  hänge 
wesentlich  von  den  dabei  auftretenden  lokalen  Strömungen  ab;  auch 
Convection  sei  zu  berücksichtigen.  Dann  wendet  er  sich  gegen 
seine  Kritiker,  zunächst  gegen  H.  Meyer '®^):  die  Differenzen  zwischen 
seinen  Kurven  und  den  Niveaulinien  des  entsprechenden  logarith- 
mischen Potentials,  die  dieser  gefunden  habe,  seien  als  sehr  klein 
zu  betrachten,  wenn  man  die  experimentellen  Schwierigkeiten  be- 
rücksichtige; überhaupt  komme  es  beim  Studium  von  Potentialen 
nicht  so  sehr  auf  genaue  quantitative  Bestimmungen,  als  auf  die 
allgemeinen  gestaltlichen  Verhältnisse  an  —  eine  Auffassung,  für 
die  er  sich  u.  a.  auf  die  Schrift  von  F.  Klein'*")  bezieht.  Voigt 
habe  auf  Grund  von  Voraussetzungen,  die  mit  den  seinigen  gar 
nichts  zu  thun  hätten,  theoretische  Formeln  abgeleitet  und  daraufhin 
die  Zuverlässigkeit  seiner  (O.'s)  Experimente  „purement  et  simplement" 
bestritten,  ohne  selbst  eine  einzige  Messung  auszuführen.  Zum 
Schlufs  erklärt  er  noch  einmal:  wenn  er  seine  Ldnien  als  „equi- 
potentielles^^  bezeichne,  so  wolle  er  damit  nur  das  geometrische 
Gesetz  ihrer  Form,  nicht  das  physikalische  ihrer  Entstehung  („forma- 
tion")  constatixen. 

L.  Ditscheiner  findet'***),  Guebhard  erkläre  die  Theorie  für 
unzureichend,  ohne  ihre  Anwendung  auf  seine  Experimente  auch 
nur  zu  versuchen.  Er  wolle  das  daher  selbst  unternehmen;  die 
Abhandlung  von  Voigt'®**),  der  auf  andere  Art  zu  denselben  Re- 
sultaten komme,  habe  er  erst  nachträglich  kennen  gelernt.  Voigts 
Annahme,  dafs  an  der  ganzen  Berührungsfläche  von  Metall  und 
Flüssigkeit  das  Potential  constant  sei,  sei  im  allgemeinen  keineswegs 
gestattet,  vielleicht  jedoch  bei  grofsem  unterschied  zwischen  den 
beiderseitigen    Leitfähigkeiten    näherungsweise    richtig.       Aufserdem 


7836)  ib.  p.  483.  Ich  verstehe  nicht  ganz,  was  er  meint,  namentlich 
nicht,  ob  das  „cela  räpond  au  cas,  irr^alisable  pbysiqaement,  oü  T^lectrode 
lineaire,  formte  de  points  isol^s  les  uns  des  autres,  ne  subirait  aucune 
influence  des  electrodes  voisines**  sich  auf  die  Figuren  von  Margules  oder 
im  Gegenteil  auf  diejenigen  beziehen  soll,  in  welchen  die  Niveaukurven 
die  lineare  Elektrode  umgeben,  ohne  sie  zu  treffen. 

7837)  nr.  2,  p.  486. 

7838)  nr.  3,  p.  490.    7839)  Wien.  Her.  86„  1882,  p.  677. 
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sei  bei  Voigt  die  Dicke  der  Metallschicht,  bei  ihm  die  der  Flüssig- 
keitsscbicht  als  endlich  angenommen.  Wenn  die  Besoliate  trotidem 
übereinstimmen,  liege  das  einerseits  daran,  daCs  beide  Fonnefai 
Annäheningsformeln  seien,  andererseits  daran,  dais  die  Form  der 
Binge  von  den  ümst&nden  ihrer  Entstehung  nicht  wesentlich  abh&nge; 
diese  Umstände  machten  sich  erst  geltend^  wenn  man  die  absolnten 
Dimensionen  der  Binge  von  bestimmter  Farbe  berechnen  woUa 
Unter  Bezugnahme  auf  seine  frühere  Abhandlung  ^^  entwickelt  er 
durch  successive  Spiegelung  complicirte  Formeln  zunächst  für  den 
Fall  von  drei  Variablen  ^^  (unendlicher  Baum,  durch  eine  Ebene 
in  zwei  Gebiete  verschiedener  Leitfähigkeit  geteilt);  indem  er  dann'^^) 
die  Annahme  einführt,  daljs  k  sehr  viel  grölser  als  h^  sei,  kann 
er  die  Summation  ausführen  und  erhält  eine  Formel  ^^'),  die  eine 
einfache  physikalische  Deutung  erlaubt.  Die  nach  Gki^bhard's 
Verfahren  erzeugten  Binge  sieht  er  als  Kurven  gleicher  Normal- 
componente  der  Stromintensität  an^^').  Zu  dem  Fall  linearer 
Elektroden  gelangt  er  durch  Integration  ^^^).  Guebhard's  Behauptung 
von  der  Identität  seiner  Linien  mit  Niveaulinien  logarithmischer 
Potentiale  findet  er  in  keiner  Weise  bestätigt  ^^;  immerhin  seien 
die  beiden  Arten  von  Kurven  gestaltlich  sehr  wenig  versdiieden. 
Dann  resumirt  er^^^):  Guebhard's  Kritik  der  Theorie  sei  unberechtigt^ 
im  Gegenteil  sei  sie  mit  seinen  experimentellen  Besultaten  voll- 
ständig in  Übereinstinmiung,  nur  nicht  mit  den  theoretischen 
Folgerungen,  die  er  selbst  aus  den  Besultaten  ziehe.  Schlielslidi 
setzt  er  noch  die  Gleichungen  für  den  Fall  an,  dafs  die  Bodenplatte 
aus  verschieden  leitenden  Materialien  bestehe. 

Guebhard  bemerkt  dazu^^^),  Ditscheiner  entferne  sich  von 
den  Bedingungen  des  Experiments,  indem  er  „den  statischen  Einflub 
der  metallischen  Leiter  aufeinander^'  [V]  vernachlässige  und  die 
linearen  Elektroden  wie  eine  Beihe  isolirter  geladener  Punkte 
behandle.  AuTserdem  vernachlässige  er  die  Polarisation,  „ce  faoteur 
principal,  si  ce  n'est  unique  de  tout  le  phenom^ne^^  Endlidi  vo^ 
wechsle  er  wie  alle  seine  Vorgänger  die  wesentlich  transitorische 
Anfangsphase  der  Erscheinung  mit  dem  regulären  Niederschlag  dw 
Elektrolyse  im  stationären  Zustande.  Auch  sei  zwischen  den 
beiderseitigen  Figuren  höchstens  eine  vage  Analogie  vorhanden. 

Nun  ergreift   auch  Hugo  Meyer  noch  einmal  das  Wort     Er 


7840)  p.  686.         7841)  nr.  2,  p.  689.         7842)  p.  691. 
7843)  nr.  3,  p.  692.         7844)  p.  694.         7845)  nr.  4,  p.  499. 
7846)  p.  707.         7847)  j.  de  phys.  (2)2,  1888,  p.  87. 
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findet  ^^,  die  früher  angestellten  theoretischen  Untersuchungen 
liefsen  sich  auf  die  Versuche  Guehhard's  nicht  anwenden,  da  hei 
jenen  Yorausgesetzt  sei,  dafs  die  Elektroden  punktförmig,  unendlich 
kleine  Kreise  oder  unendlich  schmale  Streifen  seien.  Guehhard 
hahe  ührigens  seine  ursprüngliche  Behauptung  vollständiger  Über- 
einstimmung seiner  Kurven  mit  Niveaukurven  des  logarithmischen 
Potentials  selbst  stillschweigend  zurückgezogen  und  rede  jetzt  nur 
mehr  von  „une  tres  grande  approzimation'S  Aber  auch  dem- 
gegenüber weist  er  durch  Messungen  an  einer  von  6.  selbst 
hergestellten  Platte  nach,  dafs  die  Übereinstimmung  nicht  so  sehr 
grofs  sei;  z.  B.  schneiden  sich  in  einem  Kreuzungspunkt  die  Linien 
keineswegs  unter  rechten  Winkeln.  Er  meint  ^®**),  etwaige  Wider- 
standsänderungen durch  abgelagerte  Stoffe  hätten  keinen  wesentlichen 
EinfiuTs,  da  diese  ja  doch  längs  jeder  einzelnen  Kurve  constant  sein 
mülfiten.  Schliefslich  bespricht  er  noch  kurz  die  Potentialflächen 
in  der  Flüssigkeit  und  im  Metall  und  ihre  Brechung  an  der 
Grenze  beider. 

Guehhard  erwidert  zunächst  Voigt '**^):  er  habe  keine  pimkt- 
förmigen  Elektroden  benutzt-,  also  [?]  sei  Voigt's  Argumentation 
auf  seine  Versuche  nicht  anwendbar.  Im  übrigen  stellt  er  sich 
auf  den  Standpunkt  der  absoluten  Empirie:  die  oberflächlichsten 
Messungen  könnten  davon  überzeugen,  dafs  seine  Kurven  wirklich 
mit  den  Kurven  gleichen  logarithmischen  Potentials  identisch  seien. 
Wie  das  mit  der  Theorie  in  Einklang  zu  bringen  sei,  sei  deren 
Sache.  H.  Meyer  habe  nur  bei  einer  einzigen  gar  nicht  zu  scharfer 
Controlle  bestimmten  Platte  unbedeutende  Differenzen  gefunden. 

Voigt  replizirt'®^*):  eine  seitliche  Begrenzung  liefse  sich 
nur  schwer  so  einrichten,  dals  die  Voraussetzungen  der  Theorie 
erfüllt  seien,  man  müsse  also  mit  so  grofsen  Platten  arbeiten,  dafs 
man  sie  praktisch  als  unendlich  behandeln  könne.  Dann  erläutert 
er  verschiedene  Nebeneinflüsse,  namentlich  noch  einmal  den  der 
Polarisation.  Für  den  Fall  zweier  verschiedener  Elektroden  bei 
mäfsiger  Höhe  der  Flüssigkeit  giebt  er  eine  ihm  von  H.  Weber 
mitgeteilte  Formel'®^*): 

Z  «  arc  tg  ®!"  ^  (55) 


7848)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  18, 1883,  p.  186;  Auszug  Gott.  Nachr.  1882, 
p.  666. 

7849)  nr.  9,  p.  146.    7850)  Ann.  Phyg.  Chem.  N.  F.  18,  1888,  p.  S66. 
7861)  ib.  19,  1883,  p.  183.    7862)  p.  198.  Vgl.  §  106,  (62). 
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die  den  Bedingungen: 


(56)  V 


7,  für  z  —  o,  «  >  0, 

-"/t     „    «  -  0,  «  <  0; 


genügt.       Dann     setzt     er     sich    mit    Guebbard     auseinander  ^^^: 

1)  6.     nehme    jetzt    einen     andern    Standpunkt    ein    als     früher. 

2)  Zwischen  punktförmigen  und  cjlindrischen  Elektroden  sei  kein 
wesentlicher  Unterschied.  3)  Ou^bbard  behaupte  mit  unrecht, 
dafs  er  (V.)  „in  physikalisch  absolut  unbegründeter  Weise"  das 
Potential  in  der  Platte  constant  genommen.  4)  Ouebhard's  Satz 
verliere  für  eine  ganze  Klasse  von  Erscheinungen  jeden  Sinn,  indem 
für  sie  gar  kein  ent<sprechendes  Stromverzweigungsproblem  existire. 
5)  Er  (V.)  habe  nicht,  wie  0.  behaupte,  nur  zwei  Fälle  behandelt; 
endlich:  die  Ähnlichkeit  beider  Arten  von  Kurven  beweise  nichts 
gegen  seine  Theorie,  daher  könne  er  auch  die  Nothwendigkeit  an- 
genäherter Theorien,  wie  sie  von  H.  Meyer ^®*®)  und  von  Mach^^*) 
versucht  seien,  nicht  einräumen. 

Ouebhard's  Antwort ^^^)  betrifft  zunächst  und  hauptsächlich 
Experimentelles;  das  schliefslich ^^^^)  von  ihm  formalirte  „erweiterte 
physikalische  Gesetz'^  bekenne  ich  nicht  zu  verstehen. 

Voigt^^^f)  weist  noch  einmal  durch  eine  Zusammenstellung 
verschiedener  Äufserungen  Gu^bhard's  aus  dem  Verlaufe  der  Polemik 
dessen  Stellungswechsel  nach  von  der  Behauptung  theoretischer 
Identität  zu  der  rein  experimenteller  Übereinstimmimg  mit  immer 
geringerer  Zuversichtlichkeit. 

V.  Volterra'***^)  giebt  Rechnungen  zu  Versuchen  von  L.  Pas- 
qualini. Es  handelt  sich  um  Farbenringe  auf  einem  Gylinder,  der 
parallel  zu  den  leitenden  Seitenwänden  der  Flüssigkeit  in  sie  ein- 
gesenkt ist.  Dabei  verzichtet  er  auf  die  Verfolgung  des  variablen 
Teils  der  Erscheinung  und  begnügt  sich,  mit  der  Untersuchung  in 
dem  Moment  einzusetzen,  in  dem  die  Ströme  stationär  geworden 
sind.  Unter  Berufung  auf  Maxwell''**^)  setzt  er  zunächst  für  das 
Potential  Ausdrücke  folgender  Form  an^®^®):  aufserhalb  des  Cylinders: 

7855)  p.  202;  im  wesentlichen  ebenso  J.  de  phys.  (2)3,  1884,  p.  29. 
7864)  ib.  20,  1883,  p.  684.         7865)  p.  687. 

7856)  ib.  21,  1883,  p.  710.         7857)  Torino  atti  18,  1888,  p.  147. 
7858)  nr.  4,  p.  160. 
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innerhalb: 

U(q,  Ö)  -  -  j^  9  sin  e  (68> 

und  zeigt,  dafs  diese  den  Stetigkeitsbedingongen  genügen,  sowie 
der  Bedingung,  dafs  im  unendlichen  ein  constanter  Strom  in  Richtung 
der  y  vorhanden  sein  soll.  Dann  fragt  er,  wie  eine  elektromotorische 
Gegenkraft  auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  verteilt  sein  muDs,. 
wenn  auf  dieser  die  aus  den  Versuchen  hervorgehende  Potential- 
verteilung eintreten  soll  ^®**) ;  nämlich  so ,  dafs  für  —  a^  <.  6  <C  a^ 
und  7t  —  a^<Cd<C7t-{-a^  die  von  dieser  (Gegenkraft  erzeugte 
Stromcomponente  der  Normalcomponente  des  Hauptstroms  gerade 
gleich  wird,  für  a^  <,  0  <C7t  —  a^  uud  tt  +  «^  <  ö  <  2;r  —  crj  da- 
gegen kleiner.  Sind  V  (^,  ö)  und  V^  (^,  ö)  die  Potentiale  der  von 
dieser  Gegenkraft  erzeugten  Strömungen  auDserhalb  und  innerhalb 
des  Cylinders,  so  führt  Yolterra  die  Functionen  ein: 

©(9,  Ö)  =  V, (q,  e)  -  V{Ji\- \  Ö)  (59) 

und: 

Ä(9,  Ö)  -  fc  V{B'q-  \  ö)  +  fci  Fl (?,  Ö).  (60) 

Aus  den  Eigenschaften  der  letzteren  geht  hervor,  daüis  sie  einer 
Gonstanten  gleich  sein  mufs;  es  konmit  also  nur  noch  auf  die  Be- 
stimmung der  ersteren  an.  Yolterra  zeigt  zunächst,  dafs  sie  durch 
die  ihr  auferlegten  Bedingungen  eindeutig  bestimmt  ist^^®);  dann 
dafs  «1  =  «2  =  cfj  =  a^  sein  mufs^®^^),  wenn  überhaupt  eine  solche 
Function  existiren  soll;  dann  dafs  es  genügt,  eine  Function  zu  be- 
stimmen, die  im  Innern  die  von  S  verlangten  Eigenschaften  hat 
und  von  deren  Ableitungen  die  ersten  auch  bei  Annäherung  an  die 
Oylinderfläche  stetig  bleiben  und  die  zweiten  auch  dort  die  Differential- 
gleichung erfüllen,  indem  dann  die  Lösung  für  den  Aufsenraum 
durch  Spiegelung  abgeleitet  werden  kann^®**).  Um  diese  letztere 
Aufgabe  zu  lösen,  bildet  er''®*')  den  Kreis  in  der  Weise  conform 
auf  ein  Rechteck  ab,  daüs  die  Punkte  ±  a,  tt  ±  a  den  Ecken  des 
Bachtecks  entsprechen.  In  diesem  Bechteck  ist  dann  eine  Function 
zu  construiren,  deren  Ableitung  nach  der  Normale  der  Begrenzung 
auf  zwei  Seiten  verschwindet,  auf  den  beiden  andern  vorgegebene 
Werte  hat  Eine  solche  Function  kann  durch  das  Cauchy'sche 
[bezw.  Poisson'sche]  Integral  dargestellt  werden;  die  gesuchte  Function 
stellt    sich    dann    durch    ein   Doppelintegral    dar,    das   sich   auf  ein 

7859)  nr.  5,  p.  151.         7860)  nr.  6,  p.  158.         7861)  nr.  7,  p.  164. 
7862)  nr.  8,  p.  155.         7863)  nr.  9,  p.  169. 
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einfaches  elliptisches  Integral  zurückführen  läfst;  die  noch  auftretenden 
Constanten,  unter  ihnen  auch  das  a,  bestimmen  sich  durch  Stetig- 
keitsbedingungen '*^). 

Eine  zweite  Abhandlung  ^®*^)  bespricht  die  Untersuchungen 
Gu^bhards.  Vol terra  unterscheidet  zwei  Fälle,  je  nachdem  die 
Elektroden  ihrer  ganzen  Länge  nach  oder  nur  an  der  ftufsersten 
Spitze  mit  der  Flüssigkeit  in  Berührung  sind.  Im  ersten  Falle 
könne  man  die  Sache  so  ansehen,  wie  wenn  das  Potential  in  der 
Flüssigkeit  nur  von  zwei  Coordinaten  abhängig  sei;  im  letzteren 
handle  es  sich  ganz  wesentlich  um  ein  räumliches  Problem.  Doch 
lasse  sich  auch  fOr  den  Fall,  dafs  das  Gefäfs  die  Oestalt  einer 
Eugel  oder  überhaupt  einer  Rotationsfläche  habe,  das  Problem  auf 
ein  zweidimensionales  zurückführen '®®^). 

Guebhard  bemerkt  dazu'®^'):  Volterra  erkenne  also  an,  was 
er  (G.)  immer  betont  habe,  nämlich  die  Unterscheidung  zwischen 
dem  variablen  Zustand,  bis  die  Polarisation  ihr  Maximum  erreicht 
habe,  und  dem  darauf  folgenden  stationären.  Er  meint  dann^^^, 
durch  die  Farbenringe  auf  dem  Cjlinder  müTsten  die  Linien 
gleichen  Potentials  in  dem  durch  die  Anwesenheit  des  Cjlinders 
gestörten  Felde  dargestellt  werden;  dessen  Bestinmiung  sei  ein  im 
allgemeinen  sehr  schwieriges  Problem.  —  Im  übrigen  bespricht  er 
auch  hier  experimentelle  Details. 

Einige  Jahre  später  kommt  A.  Elsas  noch  einmal  auf  diese 
Discussiün  zurück ^^^''^).  Er  meint,  es  müsse  eine  Auffassung  des 
Problems  möglich  sein,  die  den  Äufserungen  von  Guebhard  über 
die  Natur  seiner  Kurven  gerecht  werde.  Voigt's  theoretische  An- 
schauungen wie  seine  Rechnungen  seien  zweifellos  richtig;  indessen 
bestreite  Guebhard,  dafs  Voigt's  Grenzbedingungen  seinen  (G.'s) 
Versuchsanordnungen  entsprächen.  Er  wolle  daher  versuchen,  die 
Bedingungen  der  Guebhard'schen  Experimente  correct  zu  formuliren. 
In  der  That  sei  mindestens  zweifelhaft,  ob  man  berechtigt  sei,  an 
der  Trennungsfläche  F  =  0  zu  setzen;  man  müsse  vielmehr  die  von 
Wild  angegebenen  allgemeinen  Übergangsbedingungen  (4)  benutzen, 
und,  wenn  man  mit  Elektroden  von  endlichem  Durchmesser  arbeite, 
entsprechende  Bedingungen  auch  für  deren  Oberfläche  ansetzen. 
Das    so    formulirte  Problem    sei   freilich    nicht  leicht  zu   lösen  ^*^; 

7864)  nr.  10,  p.  164.         7865)  ib.  p.  239.         7866)  nr.  2,  p.  244. 

7867)  J.  de  phys.  (2)2,  1883,  p.  380;  Auszug  Par.  C.  B.  96,  1883,  p.  1484. 

7868)  p.  334. 

7869)  Marb.  Her.  1886;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  29,  1886,  p.  831. 

7870)  p.  337. 


%  109.  Elektricitätaleitang  in  zwei  Dimensionen  und  Functionen  usw.     1521 

er  betrachtet  daher  zunächst  den  Fall,  dafs  Boden  und  Gefäfswände 
Nichtleiter,  die  Elektroden  cjlindrisch  sind.  Dann  sei  zweifellos 
die  Strömung  von  z  unabhängig.  Ersetze  man  nachher  den  nicht 
leitenden  Boden  durch  einen  leitenden,  so  könne  man  die  zugehörige 
Potentialfunction  bilden  durch  Superposition  von  zwei  andern,  von 
denen  die  eine  den  Bedingungen  des  vorigen  Falles  entspreche,  die 
andere  als  kleines  Zusatzglied  behandelt  werden  könne,  wenn  die 
Höhe  der  Flüssigkeit  im  Verhältnis  zum  Abstand  der  Elektroden 
von  einander  nicht  zu  klein  sei.  Die  Stromstärke  sei  dann  dem 
Werte  der  Potentialfunction  in  der  Grenzfläche  annähernd  proportional, 
die  isochromatischen  Kurven  repräsentirten  also  annähernd  die  Niveau- 
knrven  eines  logarithmischen  Potentials,  wie  Gn^bhard  behauptet 
hatte.  Der  Fall,  dafs  die  Metallplatte  selbst  als  Elektrode  diene, 
sei  freilich  von  dem  eben  betrachteten  theoretisch  sehr  verschieden  ^®^^), 
indem  hier  die  ganze  Strömung  durch  die  Platte  geht,  dort  nur 
ein  kleiner  Teil  von  ihr;  Elsas  glaubt  aber  doch  durch  Spiegelungs- 
betrachtungen plausibel  machen  zu  können,  dais  auch  in  diesem 
Falle  der  Hauptteil  der  Strömung  in  der  Flüssigkeit  der  Grundfläche 
parallel  gehe.  Zum  Schlufs  meint  er  übrigens ''^^^),  man  könne  sich 
des  Gedankens  nicht  erwehren,  dafs  nicht  nur  die  zur  gegebenen 
Fläche  normale,  sondern  auch  die  zu  ihr  parallele  Stromcomponente 
an  der  Niederschlagsbildung  Anteil  haben  könne. 

Ein  zweiter  Aufsatz  von  Elsas'®'*)  formulirt  den  Unterschied 
seiner  Auffassung  gegenüber  derjenigen  von  Voigt '®*^)  und 
Ditscheiner'®*^)  folgendermafsen:  diese  halten  die  Componente  der 
Strömung  normal  zur  Platte  für  das  für  die  Erscheinung  Wesentliche, 
er  dagegen  die  Componente  parallel  zur  Platte.  Er  versucht  die 
Frage  experimentell  zu  entscheiden;  auch  deutet  er  einen  Ansatz 
zur  Berechnung  an'®'*),  indem  er  die  „Potentialbelegung  der  Be- 
rührungsfläche^^ derjenigen  Potential  Verteilung  proportional  setzt,  die 
in  der  Flüssigkeit  vorhanden  sein  würde,  wenn  die  Bodenfläche 
nicht  leitend  wäre.  Schlielslich  meint  er,  so  wenig  vereinbar 
Guebhard's  Auffassung  mit  den  bisherigen  Anschauungen  über 
Elektrolyse  sei,  so  würde  er  sich  doch  gezwungen  sehen,  sie  zu 
adoptiren,  wenn  die  Ringe  mit  den  Niveaukurven  eines  Potentials 
fibereinstimmten;  das  sei  aber  eben  nicht  der  Fall. 

7871)  p.  338. 

7872)  p.  342.  —  über  die  Richtigkeit  oder   Unrichtigkeit  dieser  An- 
schauung müfste  wohl  jetzt  die  physikalische  Chemie  Auskunft  geben  können. 

7873)  Marb.  Ber.  1886;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  30,  1887,  p.  620. 

7874)  p.  629. 
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Neben   dieser  Polemik   und   an   einer   Stelle   mit  ihr  verquickt 
läuft    noch     eine    andere    her.       C.    Decharme    hatte    Analogien 
zwischen   hydrodynamischen  und   elektrischen   Erscheinungen   experi- 
mentell nachzuweisen   gesucht  und  dabei  u.  a.  durch  Absetzenlassen 
von   Pulvern  aus  Flüssigkeiten  Figuren  erhalten,    die   eine  gewisse 
Verwandtschaft    mit    den    Nobili-Guebhard'schen    aufwiesen,    sodafs 
Guebhard  selbst  meinte'®''^),  dals  diese  Versuche  seine  Auffassung 
von     der    Natur     seiner    Kurven     bestätigten;     andererseits     hatte 
A.    Ledieu     eine     neue     Theorie     der    elektrischen    Erscheinungen 
construirt  und  dabei  im  Vorbeigehen  diese  Versuche  und  diejenigen 
von  Bjerknes  als  „de  fausses  analogies*^  bezeichnet'®''*).     Decharme 
erwidert '*''):  diese  Analogie  sei  durch  seine  Versuche  experimentell 
dargethan,  könne  also  nicht  durch  „Hypothesen  und  Formeln^'  wider- 
legt   werden,    die    sich    der    experimentellen    Controlle    entzögen. 
Übrigens  gebrauche  Ledieu  schliefslich  doch  die  Ohm'schen  Gesetze, 
während  er  zuerst  die  Vorstellimg  des  elektrischen  Stromes  überhaupt 
perhorrescirt    habe.      Darauf    Ledieu'®'®):     er    habe    ausdrücklich 
darauf  aufmerksam  gemacht,   dafs  man  die  Ohm'schen  Gesetze  vom 
Standpunkt    der    Thermodynamik    noch    einmal    vornehmen    müsse. 
Bei  Decharme's  Versuchen  handle  es  sich  um  scheinbare  Kräfte,  in 
der  Elektricitätstheorie   um  wirkliche.     Die  Richtigkeit  seiner  (L.'s) 
Vorstellungen  könne  man  freilich  nicht  direct  experimentell  controlliren, 
sondern  nur  die  ihrer  Consequenzen;  das  gelte  aber  für  alle  Theorien. 
Decharme   zieht  nun   die  Nobili - Guebhard'schen  Ringe  von  neuem 
heran '®'^):   Guebhard   habe   bewiesen    [?],    dafs   sie   der  Differential- 
gleichung  des  logarithmischen   Potentials   genügten;    aus   der   Über- 
einstimmung   der    Gestalten    folge,    dafs    dasselbe    auch    von    seinen 
Figuren   gelte;   es   handle  sich  also  um  wirkliche,   nicht  imi  falsche 
Analogien.     Demgegenüber   macht  Ledieu   darauf  aufmerksam '®®®), 
dafs   die   elektrochemischen  Ringe   in   der  Mitte,   die   von   Decharme 
beobachteten   am   Rande   am   dicksten   seien.      Im   übrigen   spielt   er 
die  Discussion  auf  allgemeine  Fragen  der  Kritik  der  Naturerkenntnis 
hinüber:    ob    man   über   das   Experiment   hinausgehend   die   Existenz 
von    solchen   Dingen  wie  Centra   der  Molekularanziehung  behaupten 
dürfe  u.  s.  w. 

Lizwischen  waren  weitere  specielle   Probleme   der  Elektricitftts- 
bewegung     in      zwei     Dimensionen      mehrfach     behandelt     worden. 


7876)  Par.  C.  R.  94,  1882,  p.  868. 

7876)  ib.  96,  1882,  p.  672.    7877)  ib.  p.  914.    7878)  ib.  p.  1028. 

7879)  ib.  p.  1278.    7880)  ib.  96,  1888,  p.  98. 
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0.  Zimmermann  ^^^)  behandelt  die  Strömung  in  einer  gleichseitigen 
dreieckigen  Platte  zuerst  mit  Hilfe  konformer  Abbildung,  im  Anschluß 
an  die  Untersuchungen  von  H.  A.  Schwarz,  dann^*^*)  mit  der  Spiege- 
lungsmethode im  Anschlufs  an  Jochmann '^^^).  Dafs  die  nach  beiden 
Methoden  gewonnenen  Resultate  übereinstimmen,  beweist  er  mit 
Hilfe  der  LiouvUle'schen  Sätze  über  doppeltperiodische  Functionen''®^'). 
A.  G.  Greenhill''®®*)fasst  —  zunächst  für  eine  Elektrode  —  Potential  (p 
und  Stromfonction  i/;  zu 

<jp  +  it/;  =  log  (z  —  c)  (61) 

zusanunen  und  leitet  dai-aus  fär  den  Fall,  dafs  die  Elektroden  ein 
parallelogrammatisches  Punktgitter  bilden,  eine  Darstellung  durch 
ein  unendliches  Produkt  ab  [das  freilich  in  der  von  ihm  angegebenen 
Form  nicht  unbedingt  konvergirt].  Die  erhaltenen  Formeln  drückt 
er  durch  die  elliptischen  Functionen  Jacobi's  aus  und  trennt  dann 
Reelles  und  Imaginäres  mit  Hilfe  der  Additionstheoreme.  Indem  er 
noch  das  Spiegelungsprincip  herbeizieht,  kann  er  verschiedene  Probleme 
der  Wärme-  und  Elektricitätsleitung  lösen.  Namentlich  behandelt 
auch  er  den  Fall  eines  gleichseitigen  Dreiecks'^*),  sowie  Kreis-  und 
Kreisringsector  '^^^). 

E.  Blavier  ergänzt  seine  alte  Berechnung  des  Widerstandes  des 
Raumes  zwischen  zwei  Kreiscy lindem  ^*^*)  durch  eine  Behandlung 
des  Falles,  dafs  die  beiden  Cylinder  ganz  auseinander  liegen  ^^''). 
Zunächst  bestimmt  er  die  Capacität  eines  solchen  Raumes:  soll  ein 
logarithmisches  Poteqtial  gefunden  werden,  das  auf  zwei  getrennt 
liegenden  Kreisen  bezw.  die  Werte  F,,  Fg  annimmt^  so  kann  dieser 
Aufgabe  durch 

V==M  +  Ä\og(rJr,)  (62) 

genügt  werden,  wenn  r,,  r^  die  Entfernungen  des  Aufpunktes  von 
den  beiden  Grenzpunkten  des  durch  die  Kreise  definirten  Kreis- 
büschels sind'****)  und  die  Constanten  geeignet  bestinmit  werden. 
Aus  dem  so  gefundenen  Potential  ergeben  sich  die  zugehörigen 
Ladungen  der  beiden  Cylinder  mittelst  der  Formel ''^^): 


7881)  Dias.  Jena  1881,  p.  10.         7882)  p.  27.         7883)  p.  30. 
7884)  Quart,  j.  of  math.  17,  1881,  p.  284.         7886)  p.  288. 
7886)  p.  290.         7887)  ann.  telegr.  (8)8,  1881,  p.  290. 
7888)  nr.  6,  p.  296.  7889)  nr.  10,  p.  300. 
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oder  wenn  /  die  Länge  des  Cjlinders  ist: 

(")  « -  Ä  /ß-^  *  - 1?  4 

Ein  Glied  log  f\  in  V  liefert  [vgl.  (7),  (8)]  zu  dem  hier  auftretenden 
Integral  einen  Beitrag 

(65)  "^tsl^-^? 

also  wenn  über  den  ganzen  Kreis  integrirt  wird,  0  oder  2ic^  je 
nachdem  der  Aufpunkt  außerhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt: 
damit  ergeben  sich  die  Ladungen  und  aus  ihnen  die  gesuchte  Formel 
für  die  Capacität'®^).  Die  Kraftlinien  werden  Kreise,  die  durch 
die  Ghrenzpunkte  des  ersten  Kreisbüschels  hindurchgehen  ^^^^).  Blayier 
transformirt  dann  die  gefundenen  Formeln  noch,  indem  er  für  die 
Centraldistanz  der  beiden  Kreise  ihren  kürzesten  Abstand  von  ein- 
ander einführt;  daran  anschließend  behandelt  er  Grenzfölle^^^*)  und 
konunt  auch  noch  einmal  auf  den  Fall  zurück,  dafs  der  eine  Cjlinder 
den  andern  einschließt  ^^^').  Endlich  vollzieht  er  den  Übergang  vom 
elektrostatischen  Problem  zu  dem  der  Elektricitätsleitung^®**);  die 
Gesammtintensität  desselben  wird  dann  durch  ein  Litegral  derselben 
Form  wie  (63)  dargestellt,  und  daraus  ergiebt  sich  dann  der  ge- 
suchte Ausdruck  für  den  Widerstands®^*). 

0.  Hentschel^®^)  behandelt  die  Strömung  in  einer  lemni- 
skatischen  Platte  mit  der  früher  von  ihm  abgeleiteten  conformen 
Abbildung  der  Lemniskatenfläche  auf  die  Kreisfläche.  Die  Strom- 
kurven konstruirt  er  dazu  durch  die  von  ETolzmüller  angegebene 
„lenmiskatische  Spiegelung"  ^^^S). 

E.  GeffroyS®^)  fügt  die  Lösung  für  die  Schleifenlemniskate, 
sowie  für  ein  Oval  der  zweiteiligen  Lenmiskate  hinzu. 

J.  Haubner  s»^j  meint  [irrtümlicherweise,  vgl.  7677^7678)780«)^^ 

7890)  nr.  11,  p.  806.         7891)  ib.  9,  1882,  nr.  12,  p.  184. 

7892)  nr.  16,  p.  190.         7893)  nr.  22,  p.  198.  7894)  nr.  32,  p.  204. 

7896)  nr.  87,  p.  209.  Die  beiden  Fälle  der  einander  einschließenden 
oder  ausschliefsenden  Kreise  unterscheiden  sich  nur  durch  ein  paar  Vor- 
zeichen. 

7896)  Festschr.  Gymn.  Salzwedel  1882. 

7897)  p.  4. 

7898)  Progr.  Kealgymn.  Königsb.  1884.  [Nicht  Progr.  Realgymna- 
sium Cleve  1885.]  Wegen  des  Grenzübergangs  vom  einen  Falle  zum  andern 
vergl.  man  Fr.  Schilling,  Zeitschr.  Math.  Phys.  40,  1895,  p.  370. 

7899)  Wien  Ber.  8ö„  1882,  p.  77.  Vgl.  auch  die  ausführlichere  Dar- 
stellung in  der  aus  dem  Nachlafs  veröffentlichten  Abhandlung  Monatsh.  1, 
1890,  p.  247. 
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es  sei  noch  keine  Aufgabe  über  stationäre  Strömung  in  einer  aus  zwei 
Teilen  verschiedener  Leitfähigkeit  zusammengesetzten  Platte  behandelt; 
doch  lasse  sich  die  Methode  der  conformen  Abbildung  auch  auf 
solche  Probleme  anwenden.  Für  eine  aus  zwei  Halbebenen  ver- 
schiedener Leitfähigkeit  zusammengesetzte  ganze  Ebene  führe  auch 
die  Spiegelungsmethode  zum  Ziele '^:  in  einer  solchen  erzeuge 
eine  Elektrode  im  Teil  1  von  der  Ergiebigkeit  1  im  Teil  2  eine 
Strömung,  wie  sie  dort  eine  Quelle  im  Spiegelbild  von  der  Er- 
giebigkeit 

erzeugen  würde;  im  Teil  1  dagegen  eine  solche,  wie  sie  eine  Quelle 
am  Orte  der  wirklich  vorhandenen  Quelle  zusammen  mit  einer  von 
der  Ergiebigkeit 

in  ihrem  Spiegelbilde  erzeugen  würde.  Die  Bildelektroden  sind  also 
dann  weder  von  gleicher  Stärke,  noch  auch  nur  immer  von  gleichen 
Zeichen  mit  den  gegebenen.  Durch  lineare  Transformationen  erhält 
er  den  Fall  der  Ebene,  in  der  eine  Kreisfläche  von  anderer  Leit- 
fähigkeit sich  befindet  ^^^).  Von  da  erhält  er  durch  Grenzübergang 
den  von  Stefan  in  Vorlesungen  für  einen  etwas  anderen  Fall 
gegebenen  Satz'^^*):  auch  wenn  man  das  Leitvermögen  der  Kreis- 
scheibe über  alle  Grenzen  steigert,  passirt  durch  sie  doch  nie  mehr 
als  das  doppelte  derjenigen  Elektricitätsmenge,  die  hindurchpassiren 
würde^  wenn  sie  dieselbe  Leitfähigkeit  hätte,  wie  die  übrige  Ebene 
Dann  behandelt  er  eine  Ebene,  die  durch  zwei  concentrische  Kreise  in 
drei  Gebiete  verschiedener  Leitfähigkeit  geteilt  ist,  ebenfalls  durch 
Spiegelung'^*);  [die  unendlichen  Reihen,  die  er  erhält,  würden  sich 
durch  elliptische  Thetafunctionen  summiren  lassen].  Speciell  bespricht 
er  den  Fall,  dafs  die  Elektroden  beide  in  dem  Ringgebiet  liegen'^. 
—  Anhangweise  bemerkt  er  noch'^^^),  dal's  man  durch  Grenzüber- 
gänge, durch  lineare  Transformation  und  durch  stereographische  Pro- 
jection  von  den  von  ihm  behandelten  Fällen  aus  zu  vielen  früher 
besonders  untersuchten  gelangen  könne.  —  Eine  andere  bald  darauf 
folgende  Abhandlung  Haubner's '^^)  behandelt  den  Fall,  dafs  Inneres 

7000)  n  1,  p.  79.         7901)  U  2,  p.  82.         7902)  p.  86. 
7903)  II  3,  p.  89.         7904)  C.  p.  94.  7906)  p.  96. 

7906)  ib.  87j,  1888,  p.  412. 
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mit  der  Theorie  der  Functionen  complexen  Arguments  auf  beliebiger 
Fläche  ergiebt  sich  dann  einfach  daraus,  dafs  Beltrami's  Differential- 
gleichungen (25)  sich  auf  die  einfache  Form  (l)  reduciren,  wenn 
man  Potential  und  Stromfunction  irgend  einer  Strömung  als  Co- 
ordinaten  auf  ihr  einfahrt^***).  Damit  ist  das  Problem  gestellt,  die 
Theorie  gewisser  analytischer  Fimctionen  aus  dem  Studium  der 
Strömungen  zu  entwickeln^***).  Das  wird  dann  im  weiteren  Ver- 
lauf der  Schrift  an  denjenigen  Strömungen  ausgef&hrt,  die  den  reellen 
Teilen  der  Aberschen  Integrale  auf  Flächen  beliebigen  Zusammen- 
hangs entsprechen'®*^. 

Insbesondere  wird  hervorgehoben,  dafs  auf  mehrfach  zusammen- 
hängenden Flächen  Strömungen  möglich  sind,  die  überhaupt  keine 
ünstetigkeitspunkte  aufweisen,  sondern  nur  längs  einer  geschlossenen 
Linie,  die  sich  auf  der  Fläche  nicht  in  einen  Punkt  zusammenziehen 
läfst,  eine  konstante  Potentialdifferenz.  Von  solchen  Strömungen 
werden  eine  Reihe  durch  Figuren  dargestellt'®*®). 

Das  Buch  von  G,  Holzmüller'®*®)  giebt  eine  Skizze  der  Ver* 
Wendung  der  Methoden  conformer  Abbildung  zur  Lösung  von  Pro- 
blemen der  Wärme-  und  Elektricitäts Verteilung;  dazu  enthält  es  eine 
grofse  Menge  von  ausgeführten  Beispielen,  doch  tritt  das  Interesse 
an  dieser  Verwendung  gegenüber  dem  rein  Mathematischen  bei  ihm 
in  den  Hintergrund. 

Weitere  spezielle  Probleme  werden  im  Ajischlufs  an  Holzmüller 
von  C.  Hildebrandt  behandelt'®^).  Er  untersucht  zunächst  Kurven- 
systeme von  den  Gleichungsformen 

(71)  ^  Wy  log  r^  =  const  und   ^  m^  arc  tg  ^^_j^''- 

mit  positiven  ganzzahligen  m^  („irreguläre  Lemniskaten  und  Hyper- 
beln^'), dann  auch  solche,  für  welche  die  m,,  immer  noch  ganzzahlig, 
aber  zum  Teil  negativ  sind.  Er  giebt  an,  wie  sich  ein  Teil  der 
früher  theoretisch  und  experimental  untersuchten  Kurvensysteme  hier 


7926)  §  6,  p.  22.         7926)  §  7,  p.  23.         7927)  §  9,  p.  29. 

7928)  §  11,  p.  85. —  Die  Verfolgung  der  Bedeutung  dieser  Auffassungen 
für  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale  gehört 
nicht  mehr  zu  unserer  Aufgabe. 

7929)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  und 
[?]  der  conformen  Abbildungen,  Leipz.  1882. 

7930)  Diss.  Gott.  1882;  Progr.  Gandersheim  1882.  Er  giebt  eine  Zu- 
sammenstellung der  Litteratur,  die  für  die  deutsche,  aber  nicht  für  die 
englische  ziemlich  Tollständig  ist. 
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einordnen.  Dann  geht  er  durch  stereographische  Projection  auf  die 
Kugelfläche  üher^*'*);  an  Stelle  der  Entfernung  zweier  Punkte  tritt 
dahei: 

'  (72) 


fr,        .        fr. 

sm  ^  sm  -• 

wenn  t^^^  ^^®  Entfernung  der  beiden  Kugelpunkte  von  einander,  fr^, 
^2  ihre  Poldistanzen  bedeuten.  Es  würde  also  bei  dieser  Über- 
tragung zunächst  auf  der  Kugel  der  Pol  selbst  als  Elektrode  SMf^ 
treten.  Indem  er  die  erhaltenen  Kurvensysteme  der  Kugel  von 
einem  neuen  Pol  aus  auf  die  Ebene  zurückprojicirt,  erhält  er  in  ' 
dieser  neue  Systeme.  Zum  Schlufs  bemerkt  er,  dafs  man  Strom- 
linien auf  einer  Kegelfläche  erhalten  könne,  wenn  man  die  Ebene 
längs  gerader  Stromlinien  aufschneide  und  zusammenrolle. 

0.  Herraann^^**)  sucht  im  Anschlufs  an  die  Vorlesungen  von 
F.  Klein  zu  bekannten  Functionen  complexen  Arguments  die  zu- 
gehörigen Strömungen.  Wie  Klein  '^*®)  bespricht  er  die  verschiedenen 
Arten  singulärer  Punkte,  aufserdem  noch  „Strudelpunkte",  d.  h. 
solche,  die  zugleich  Wirbelpunkte  und  Quellen  sind'^'*).  Dann 
discutirt  er  zunächst  die  durch  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  vermittelte  conforme  Abbildung  der  Ebene  auf  ein  Recht- 
eck und  auf  eine  Torusfläche;  im  Rechteck  untersucht  er  weiterhin  die 
Stromkurven,  die  erhalten  werden,  wenn  man  den  reellen  und  imagi> 
nären  Teil  eines  elementaren  Integrals  IQ.  6.  oder  der  linearen 
Combination  eines  solchen  mit  einem  Integral  I.  G.  constant  setzt. 
Übrigens  begütigt  er  sich  hier  wie  fast  stets  mit  einer  qualita- 
tiven Discussion  des  ungefähren  Verlaufs  der  gesuchten  Linien,  [die 
nicht  überall  richtige  Resultate  geliefert  hat  und  jedenfalls  durch- 
weg noch  einer  Nachprüfung  bedürfen  würde].  Sein  Haupthilfs- 
mittel ist  dabei  eine  „Aequidirectrix^,  d.  h.  eine  Kurve,  in  deren 
sämtlichen  Punkten  die  combinirte  Strömung  dieselbe  Richtung  hat 
wie  die  durch  das  Integral  I.  G.  allein  dargestellte.  Ebenso  be- 
handelt er  dann  auch  noch  das  Integral  IL.  G.^^**). 

Weiter '^^^)  bespricht  er  die  durch  die  einfachen  elliptischen 
Functionen  (sowohl  die  Weierstrafs'sche  als  die  Jacobi'schen)  dar- 
gestellten   Strömungen,    ziemlich    summarisch;    etwas    ausführlicher. 


7931)  B,  p.  16. 

7932)  Diss.  Leipz.,  Dresden  1883;  Zeitschr.  Math.  Phys.  28,  1883,  p.  193. 

7933)  p.  197.         7934)  nr.  3,  p.  208  .         7986)  IH,  p.  267. 
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aber  auch  nur  rein  qualitativ,  und  nur  für  den  speciellen  Fall,  da£s 
das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat  ist,  die  Weierstrafs'schen 
Primfimctionen  E,  sowie  die  Theta  und  Sigma^®**). 

Niemöller''^^^)  behandelt  Strömungen  in  einer  Platte,  in  der 
die  Leitfähigkeit  dem  Abstand  von  der  ^-Axe  proportional  ist,  also 
die  Integration  der  Differentialgleichung: 

(")       f.('?f)+«('^)-»- 

Er  zeigt  zunächst,  dafs  ihr  durch  ein  Product  aus  einer  Ojlinder- 
function  von  x  und  einer  Exponentialfiinetion  von  y  genügt  werden 
kann:  daraus  leitet  er  dann  das  allgemeinere  Integral 

(74)  u  ^  j  f(x  cos  (p  +  iy)  dq> 

0 

ab.  Nimmt  man  den  imaginären  Bestandteil  dieser  Lösung  als 
Potential,  so  ist  die  zugehörige  Stromfunction  der  reelle  Bestand- 
teil von: 


(75)  «•  =   I  f(x  Gos  q)  +  iy)  x  cos  g?  cUp, 


-/' 


Niemöller  behandelt  speciell  den  Fall,  dafs  nur  zwei  Elektroden  vor- 
handen sind,  indem  er 

(76)  f  (z)  ^  {z  -  c)  - '•'■' 

nimmt  ^^^);  es  handelt  sich  dann  um  die  Abhängigkeit  der  Perioden 
elliptischer  Integrale  von  ihrem  Modul. 

In  den  Vorlesungen  von  Fr.  Neumann^***^)  wird  zunächst 
durch  Grenzübergang  aus  der  ftlr  den  Raum  geltenden  Differential- 
gleichung, dann  auch  durch  direkte  Überlegung'***)  für  die  Ebene 
eine  Differentialgleichung  der  Form 

(77)  J^u^  —  q>{j:,y) 

erhalten.    Ihre  Lösung  bereitet  er  durch  die  Untersuchung  der  Eigen- 
schaften eines  Integrals  der  Form 

(78)  J  ^jjq  {x,,  y,)  log  [(X  -  x,y  +  {y-  y,)']  dx,dy. 


7936)  IV,  p.  261.  7937)  Zeitschr.  Math.  Phys.  28,  1883,  p.  97. 

7988)  nr.  2,  p.  91).         7939)  §  91,  p.  246,  bezw.  §  92,  p.  247. 
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[eines  logarithmischen  Potentials]  vor^^®);  er  zeigt,  dafs  ein  solches 
auTserhalb  der  Flftche,  über  die  integrirt  wird,  der  Differential- 
gleichung (l),  innerhalb  der  Gleichung 

JJ^^Ttq  (79) 

genügt ;  das  letztere,  indem  er  zunächst  den  Fall  q »  const.  be- 
spricht und  das  Besultat  dann  ohne  viel  Bedenken  auf  den  all- 
gemeineren Fall  überträgt.  Mit  Hilfe  solcher  Integrale  läfst  sich 
die  Integration  der  Gleichung  (77)  auf  die  der  einfacheren  Gleichung  (l) 
zurückführen.  Deren  Integration  unter  der  Bandbedingung  ist  mög- 
lich, wenn  eine  „characteristische  Function^^  [Grreen'sche  Function 
n.  Art.J  ^  (Xj  y\  a,  ß)  existirt,  die  als  Function  von  a,  ß  der 
Differentialgleichung  (l)  und  der  Randbedingung 

^  =  const  (80) 

genügt  und  bei  (a;,  y)  logarithmisch  unendlich  wird.  Fällt  o;,  y 
mit  a,  ß  zusammen,  so  treten  Schwierigkeiten  derselben  Art  auf, 
wie  bei  dem  entsprechenden  Problem  im  Baume ''^^),  und  sie  können 
auch  ebenso  wie  dort  erledigt  werden.  Speciell  behandelt  er  den 
Fall  der  Kreisscheibe '^^);  er  transformirt  die  Differentialgleichung  in 
Polarkoordinaten,  zeigt,  daß  ihr  durch 


oo 


2 

r  =  l 


^1  =  ^0»-  +  ^  Un^  +  -B,'"")  «OS  (np - ntp)  (81 ) 


genügt  wird  und  bestimmt  die  Entwicklungscoefficienten  aus  der 
Randbedingung  (80).  Für  den  Fall  von  zwei  Elektroden  führt  er 
die  Rechnung  mit  Hilfe  der  so  definirten  Function  durch. 

R-  Reiff ''*^^)  fragt  nach  dem  Zusammenhang  zwischen  der  Ver- 
teilung der  Strömungsgeschwindigkeiten  auf  einer  krummen  Fläche 
und  ihren  geometrischen  Eigenschaften.  Er  leitet  die  Differential- 
gleichung (20)  noch  einmal  ab  und  macht  dann  darauf  aufmerksam  ^^^), 
dals  das  Krümmungsmafs  der  Fläche  bestinunt  ist,  wenn  man  die 
Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  als  Function  der  Coordinaten  auf 
der  Fläche  kennt;  man  kann  nämlich  dann  den  Faktor  A  bestimmen, 

der  im  Ausdruck  des  Linienelements  yjijdp^  +  ^3^  durch  die  Ele- 
mente der  Stromlinien  und  Niveaukurven  auftritt. 

7940)  §  93,  p.  248. 

7941)  §  95,  p.  2Ö2.  Die  Darstellung  ist  hier  nicht  eben  scharf:  in  der 
Entwicklung  fehlt  das  logarithmische  Glied  und  die  Sinusglieder;  aber 
es  kann  in  der  Tat  allen  Bedingungen  durch  den  Ansatz  genügt  werden. 

7942)  Württemb.  Mitt.  1,  1884,  p.  17.         7943)  p.  22. 
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A.  Chervet'^  gewinnt  durch  Benutzung  von  Fimctionen 
complexen  Arguments  für  das  Potential  in  einem  Parallelstreifen 
mit  einander  gegenüberliegenden  Elektroden  vom  Radius  a  den 
Ausdruck: 

(82)  2  Flog  cot  «  «=  log  Tr-T  -  -  —  ' 

V     /  0         2°  Cof  y  —  coB  a; 

Von  da  gelangt  er  für  das  Potential  einer  ebenen  Platte,  mit 
den  Elektroden  in  den  beiden  Endpunkten  einer  Seite,  zu  der  Formel  ^^^): 


71=   --  00 


die  eine  gerade  Function  ihrer  beiden  Argumente  mit  den  Perioden- 
paaren (O,  2&)  und  (27r,  0)  vorstellt.  Durch  Superposition  solcher 
Functionen  erhält  er  dann  Ausdrücke  für  das  Potential  in  einer 
solchen  Platte  auch  bei  anderer  Lage  der  Elektroden;  diese  Auf- 
gabe behandelt  er  auch  noch  ausgehend  von  der  etwas  allgemeineren 
Function  ^^*';: 

E.  Mathieu^^^  behandelt  Elektricitätsbewegung  in  einer  recht- 
eckigen Platte  mit  Elektroden,  die  zu  einer  Verbindungslinie  der 
Mitten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  symmetrisch  liegen.  Er 
setzt  zunächst  für  die  beiden  Teile,  in  die  die  Platte  durch  die 
Verbindungslinie  der  Elektroden  zerfällt,  Entwicklungen  an^  die  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  einen  und  Hyperbelfunctionen  der 
andern  fortschreiten.  Die  durch  gliedweise  Differentiation  aus  diesen 
entstehenden  Reihen  convergiren  auf  der  genannten  Verbindungslinie 
nicht  mehr;  aber  Mathieu  zeigt,  dafs 

(85)        li^im    -m  ^\.o 

ist^^^).  Es  muß  dann  noch  dafür  gesorgt  werden,  dafs  die  Func- 
tionen   in    den    Elektroden    in    der    erforderlichen    Weise    unendlich 

7944)  J.  de  phys.  (2)  8,  1884,  p.  292;  eine  andere  Redaktion  Ann.  chim. 
phys.  (6)  1,  1884,   p.  269;  Auszug  Paris  C.  R.  97,  1883,  p.  709;  98,  1884, 

p.  795.     [Vgl.  übrigens  "«»),  '"«Oi  "•')i  "''*),  "").  '*")i  '•")]• 
7946)  J.  de  phys.  p.  294;  C.  R.  98,  p.  796. 

7946)  Paris  C.  R.  99,  1884,  p.  78. 

7947)  Assoc.  fran9.  16„  1886,  p.  1. 

7948)  Seine  Ausdnicksweise  ist  nicht  präcis,  aber  was  er  wirklich  be- 
wiesen hat,  würde  ein  Mathematiker  eben  durch  die  Gleichung  (86)  aus- 
drücken. 
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werden:  das  geschieht  mit  Hilfe  der  Bemerkung'***),  dafs  für  un- 
endlich kleine  x  und  y: 

2j  — m —  "^  -  •  '*>«  (^  +  y )  (^^) 

ist. 

J.  Haubner'*^)  beschäftigt  sich,  unter  Bezugnahme  auf  die 
Guebhard'sche  Controverse'®^®),  mit  der  Bestimmung  der  Linien 
gleicher  Stromdichte  auf  flächenförmigen  Leitern.  Er  leitet  zunächst 
die  Differentialgleichung  der  Niveaukurven  noch  einmal  ab,  indem  er 
die  Elektricitatsbilanz  für  ein  von  Coordinatenlinien  begrenztes  Ele- 
mentarparallelogramm aufstellt;  für  die  von  ihm  gesuchten  Linien 
erhält  er  dann  die  Differentialgleichung: 

und  daraus  den  Satz'*^^),  dafs  diese  Linien  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  Strom-  und  Niveaulinien  vertauscht.  Wird  das  Quadrat 
des  Linienelements  der  Fläche  auf  die  Form 

A«  (da^  +  dß')  (88) 

gebracht  und  dann  W  ==  U  +  iV  als  Function  der  complexen 
Variablen  ^  ^^  a  -{-  iß  angesehen,  so  lautet  die  Differentialgleichung 
der  Linien  gleicher  Stromdichte: 

Damit  behandelt  er  einige  einfache  Beispiele. 

Fr.  Bennecke'*^^)  behandelt  den  Fall,  dafs  die  Elektroden  von 
zwei  parallelen  geraden  Strecken  gebildet  werden,  mit  den  Methoden 
der  conformen  Abbildung,  unter  Benutzung  der  Weierstrafs'chen  Form 
der  elliptischen  Functionen.  Er  bildet  zunächst  die  längs  der 
Elektroden  aufgeschnittene  ^- Ebene  auf  ein  Rechteck  der  w-Ebene 
ab;  dabei  ergiebt  sich  fär  dz/dw  ein  Ausdruck  durch  einen  Quotienten 
von  ö-Producten.  Die  Integration  gelingt  mit  Hilfe  von  Partial- 
brucbzerlegung'^^^).  Soll  die  Abbildung  wirklich  eindeutig  sein,  so 
müssen  die  logarithmischen  Terme  wegfallen;  daraus  ergeben  sich 
Relationen  zwischen  den  eingeführten  Constanten,  die  gerade  so  viele 
von  ihnen  willkürlich  lassen,    als   man  braucht,    um   die   Elektroden 

7949)  „on  trouve  facilement"  p.  4. 

7950)  Wien  Her.  93„  1886,  p.46;  Repert,  Phys.  22,  1886,  p.  288. 

7951)  p.  49. 

7952)  DiB8.  aött.  1887;  Leop.  N.  A.  61,  1887,  p.  263.         7963)  p.  269, 
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beliebig  annehmen  zu  dürfen.  Es  wird  dann'^^)  eine  grolse  An- 
zahl specieller  Annahmen  discutirt  und  durch  Figuren  erläutert;  bei 
einem  Teil  von  ihnen  lassen  sich  die  Formeln  durch  quadratische 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  vereinfachen.  Auch  Grenz- 
übergänge zu  den  Fällen,  dafs  sich  die  eine  Elektrode  auf  einen 
Punkt  zusammenzieht,  werden  behandelt  ^^^);  die  elliptischen  Func- 
tionen arten  dann  in  trigonometrische,  in  noch  specielleren  Fällen 
in  rationale  aus. 

Auch  £.  Mathieu^^  behandelt  einige  Beispiele  von  Strömungen 
in  ebenen  Flächen.  Er  zeigt,  dafs  man  ausgehend  von  der  Gleichung 
für  das  Potential  einer  dreidimensionalen  Elektricitätsströmiing,  wenn 
man  es  durch  eine  Doppelschicht  ^*'')  darstellt^  durch  Grenzübergang 
zu  einem  Ausdruck  für  das  logarithmische  Potential  kommen  kann; 
dabei  nimmt  er  ireilich  an,  log  r  sei  die  einzige  Function,  die  für 
r  =  0  imendlich  wird  und  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  in 
zwei  Veränderlichen  genügt ^^^.  Den  Fall  einer  kreisförmigen  Platte 
behandelt  er  durch  Reihenentwicklungen  nach  Potenzen  des  Radius 
Vector  und  trigonometrischen  Functionen  des  Polarwinkels  ^^.  Er 
zeigt  bei  dieser  Gelegenheit  gleich,  dafs  der  „Widerstand  einer  Platte^ 
wesentlich  von  dem  Durchmesser  der  Elektroden  abhängt  ^^*). 
Strömungen  auf  krummen  Flächen  behandelt  er  in  der  Weise, 
dals  er  zunächst  zeigt,  dafs  Niveau-  und  Stromlinien  ein  isometri- 
sches Kurvensystem  bilden  müssen,  dann  dafs  umgekehrt  jedes  solche 
System  als  ein  System  von  Niveau-  und  Stromlinien  angesehen 
werden  kann,  schliefsUch,  dafs  man  durch  Vermittlung  von  Functionen 
complexen  Arguments  von  einem  solchen  System  zu  anderen  ge- 
langen kann'**®).  Als  Beispiel  behandelt  er  Strömung  auf  einer 
Kugelschale  unter  Benutzung  der  Coordinaten  (46) '*•*);  weitere  Bei- 
spiele'^*) entnimmt  er  Kirchhoff ''••).  Aufserdem  reproducirt  er 
noch  seine  rntersuchungen'^')  über  Strömung  in  einer  rechteckigen 
Platte'^*);  er  zeigt,  wie  man  die  Reihen  in  denjenigen  Fällen,  in 
welchen  sie  schlecht  convergiren,  in  besser  convergirende  trans- 
formiren  kann'***). 


7964)  n,  p.  267.         7966)  nr.  6,  p.  279;  nr.  7,  p.  283. 
7956)  Irllectrodynamique,  Paris  1888,  chap.  Y,  nr.  2,  p.  137. 
7867)  nr.  3,  p.  139.         7968)  nr.  4,  p.  141.         7969)  nr.  6,  p.  148. 

7960)  nr.  11,  p.  150.     Dafs  man  zu  jedem  solchen  anderen  System  so 
gelangen  kann,  glaubt  er  bewiesen  zu  haben,  hat  es  aber  nicht. 

7961)  nr.  15,  p.  154.         7962)  nr.  16,  p.  156.         7968)  nr.  20,  p,  163. 
7964)  nr.  28,  p.  168. 
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F.  Lucas ^^  gründet    auf  die   hier  besprochenen    Sfttze    eine 
Methode    der    „elektrischen    Auflösung    algebraischer    Gleichungen^^ 
Ist 

F{z)  -  Z  +  t  r  =  22«^'  (90) 

ein  Polynom  p^^  Grades,  so  kann: 

a>  =  logÄ  (91) 

angesehen  werden  als  das  logarithmische  Potential  von  gleichen 
Massen,  die  sich  in  den  gesuchten  Wurzelpunkten  befinden.  Die 
Niveaukurven  dieses  Potentials  haben  die  Gleichung: 

X«  +  Y«  =  const; 

ihre  orthogonalen  Tri^iectorien  gehen  durch  die  p  Wurzelpnnkte  alle 
hindurch,  und  jede  von  ihnen  hat  p  unter  gleichen  Winkeln  gegen- 
einander geneigte  Asymptoten  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems 
jener  j?  Punkte.  Die  Nullpunkte  von  F\z)  sind  Knotenpunkte  dieses 
Eurvensystems,  lassen  sich  also  bestimmen,  sobald  die  von  F{z)  be- 
kannt sind.  Um  das  anzuwenden,  bezeichnet  er^***)  das  Polynom, 
dessen  Nullpimkte  gefunden  werden  sollen,  mit  F\a)  und  leitet  aus 
ihm  ein  F{z)  so   ab,    dafs   es  fOr  j?  ==  0    verschwindet.     Wird  dann 

F{z)  -  q>{z^)  +  z^iz")  (92) 

gesetzt,  so  hat  die  Gleichung 

F{z)  ~  9>(X*)  =  0  (93) 

die  beiden  Wurzeln  z  =  X  und  z  ^=  —  A,  läl'st  sich  also  auf  eine 
Gleichung  von  niedrigerem  Grade  als  die  vorgelegte  reduciren.  Eine 
zweite  Methode  ^**^*^)  ersetzt  die  vorgelegte  Gleichung  F{z)  =  0  zu- 
nächst durch  die  beiden  reducibeln  Gleichungen 

F\z)  -  JP'Cq)  =  0         r{z)  -  F'(z^)  =  0,  (94) 

unter  Zj,  jg  zwei  an  und  fllr  sich  willkürliche  Konstante  verstanden; 
die  gesuchten  Wurzelpunkte  erscheinen  dann  unter  den  Schnittpunkten 
der  Kurven: 

\F'{z)\  =  \F'{z,)  ,         \riz)\^  F'{z,)l  (95) 

Diese  Methode  bringt  fremde  Lösungen  herein  und  erfordert  eine 
gröfsere  Anzahl  von  Operationen  als  die  erste.  Eine  dritte  Methode'®*®) 
löst  die  vorgelegte  Gleichung  direkt,  indem  ein  Hilfspolynom  (p  +  1)*^ 


7965)  Paris  C.  R.  106,  1888,  p.  196. 

7966)  p.  268.         7967)  p.  269.         7968)  p.  646. 


1536    I.Haaptteil.  li.Abschn.  Unten,  üb.  Leitaiigd.W&rmeu.Elektricit&t 

Grades  f{z)  mit  lauter  reellen  Wurzeln  angenommen  und  Fjf  in 
Partialbrüche  zerlegt  wird:  wird  dann  jedem  solchen  Hil^unkt 
das  ihn  dabei  treffende  Residuum  als  Ergiebigkeit  zugewiesen,  so 
sind  die  gesuchten  Wurzeln  die  Knotenpunkt«  der  Niveaulinien  der 
entstehenden  Strömung.  Nachträglich ^^^)  macht  er  noch  darauf 
aufmerksam,  dafs  die  Methode  in  dieser  Gestalt  eine  Elektrode  im 
unendlichen  erfordere;  man  könne  das  umgehen,  indem  man  das 
Hilfspolynom  von  der  Ordnung  p  +  2  wähle,  da  dann  die  Summe 
der  Besiduen  der  im  Endlichen  gelegenen  Pole  null  werde.  —  Eine 
spätere  Note^^®)  weist  noch  darauf  hin,  dais  die  Wurzelpunkte  zu- 
gleich Neutralpunkte  des  durch  die  Strömungen  in  der  Platte  hervor- 
gerufenen elektromagnetischen  Feldes  sind. 

Zwischenhinein^^^)  betrachtet  er  noch  die  „isodjnamischen 
Linien": 

man  erhält  sie  als  Niveaulinien,  wenn  man  die  Nullpunkte  von  JP 
mit  der  Masse  +  1,  die  von  F'{z)  mit  der  Masse  —  1  belegt.  Ihre 
orthogonalen  Trajectorien  nennt  er  „halysische  Linien". 

Von  J.  Haubner's  Untersuchungen^®^)  ist  aus  seinem  Nach- 
lafs  noch  eine  ausführlichere  Darstellung  veröffentlicht  worden'^*). 
Er  bespricht  zunächst  einige  Vorsieh tsmafsregeln,  die  zu  beachten 
sind,  wenn  man  bekannte  Strömungen  durch  conforme  Abbildung 
vermittelst  einer  mehrdeutigen  Function  auf  eine  andere  Ebene  über- 
tragen will''^^*).  Dann  behandelt  er  specielle  Probleme:  unbegrenzte 
Ebene,  in  zwei  Gebiete  verschiedener  Leitfähigkeit  geteilt  durch  eine 
Gerade  ^^^*)  oder  durch  einen  Kreis  ^^^),  samt  Grenzfällen.  Wenn 
jeder  der  vier  Quadranten  der  Ebene  eine  andere  Leitfähigkeit  X 
hat,  sei  das  Problem  im  allgemeinen  nicht  durch  Heranziehung  gre- 
dachter  Hilfselektroden  lösbar,  sondern  nur,  wenn 


7969)  p.  1072.       7970)  ib.  111,  1890,  p.96ö.       7971)  106,  p.ö87.  Vgl.  •'»'^;. 

7972)  Monatsh.  1,  1890,  p.  247.  Seine  Behauptung,  man  könne  auch 
bei  einer  Fläche,  die  aus  Stücken  von  verschiedenen  Leitfähigkeiten  be- 
stehe, Niveaulinien  und  Stromkurven  vertauschen,  wenn  man  nur  gleich- 
zeitig die  Leitfähigkeiten  durch  ihre  reciproken  Werte  ersetze,  beruht  auf 
einem  Fehlschlufs:  die  von  ihm  mit  K' =  const.  bezeichnete  Kurvenschar 
ist  mit  der  Kurvenschar  V  =  const.  in  ihrer  Gesamtheit  in  der  Tat  iden- 
tisch, aber  eine  Kurve  der  einen  Schar  setzt  sich  aus  Stücken  verschiedener 
Kurven  der  anderen  Schar  zusammen. 

7978)  nr.  3.  p.  251.  Vgl.  die  entsprechenden  Auseinandersetzungen 
von  Mathieu •»"")  und  Schilling'««"). 

7974)  nr.  4,  p.  252.         7975)  nr.  5,  p.  256. 
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sei  '^^'^^y  Strömungen  in  einer  durch  zwei  parallele  Gerade  in  drei 
Gebiete  verschiedener  Leitfähigkeit  geteilten  Ebene  lassen  sich  durch 
eine  unbegrenzte  Reihe  von  Spiegelungen  behandeln  ^^^.  Inversion 
führt  auf  den  Fall,  dafs  in  eine  Ebene  zwei  sich  beriihrende  Kreis- 
scheiben von  verschiedener  Leitfähigkeit  eingesetzt  sind.  Durch 
Specialisirung  erhält  er  Lösungen  vermittelst  periodischer  Functionen, 
die  sich  dann  als  Strömungen  auf  einem  Cylinder  oder  einem  Toms 
deuten  lassen''^®).  Endlich  bespricht  er  auch  noch  einmal  den  Fall, 
dafs  in  eine  Ebene  eine  Ellipse  von  anderer  Leitfähigkeit  ein- 
gesetzt ist^**^^). 

Anhangweise  bemerkt  er^^^),  dafs  der  Widerstand  einer  Fläche 
keine  an  und  für  sich  bestimmte  Gröfse  sei,  sondern  von  der  Strom- 
verteilung [der  Lage  der  Elektroden]  abhänge;  doch  brauche  man 
zu  seiner  Berechnung  keine  Integration,  wenn  die  Potentialfunc- 
tion  der  Strömung  bekannt  sei.  Das  veranlafst  ihn,  von  einem 
„Übergangs widerstand"  an  Stellen  zu  sprechen,  an  denen  zwei  Leiter 
von  verschiedenem  Querschnitt  zusammenstofsen  ^*®^). 

0.  Freih.  v.  Licht enf eis '^*)  zeigt  im  Anschlufs  daran,  wie 
man  von  Haubner^s  Formeln  durch  quadratische  Transformation  der 
elliptischen  Functionen  zu  den  von  H.  A.  Schwarz  gegebenen  Formeln 
der  conformen  Abbildung   der  Ellipse  auf  den  Kreis  kommen  kann. 

§  110.     Veränderliche  elektrische  Ströme. 
Induction  und  Selbstinduction.^^*) 

Die  Ableitung  der  Inductionsgesetze  aus  den  Gesetzen  der 
Elektrodynamik  mit  Hilfe  des  Energieprincips  ist  von  H.  v.Helmholtz 


7976)  nr.  6,  p.  260.  Was  er  hier  und  p.  360  über  „die  Grenzen  der 
Spiegelungsmethode^^  sagt,  hat  nur  Geltung,  wenn  man  sich  nicht  dazu  ent- 
flchliefsen  will,  mehrblättrige  Riemann'sche  Flilchen  zu  benutzen.  Vgl.  '^*®)- 

7977)  nr.  7,  p.  261  der  Fall,  dafs  die  Elektroden  in  dem  mittleren 
Streifen,  nr.  9,  p.  272  der,  dafs  sie  sich  in  einem  der  äufseren  Gebiete  be- 
finden. 

7978)  nr.  8,  p.  268.         7979)  nr.  10,  p.  367.         7980)  p.  364. 
7981)  p.  366.         7982)  ib.  p.  367. 

7983)  Wenngleich  nur  der  Einflufs  der  Induction  auf  den  Verlauf  der 
Ströme,  nicht  die  Ableitung  der  Inductionsgesetze  selbst  zu  den  Gegen- 
ständen dieses  Berichtes  gehört,  so  mufs  ich  doch  auch  auf  die  letztere 
insoweit  eingehen,  als  Discussionen  über  sie  mit  Diacussionen  über  den 
Stromverlauf  verquickt  waren. 
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zunächst  für  den  Fall  der  Magnetinduction  skizziert  worden  ^^®*): 
bewegt  sich  ein  Magnet  unter  dem  Einflufs  eines  Stromes,  so  wird 
dabei  im  Strome  die  „Spannkraft"  [Energie]  EJdt  verbraucht,  in 
der  Strombahn  die  lebendige  Kraft  J^Fdt  [als  Joule'sche  Wärme] 
erzeugt,  vom  Magneten  J(dV/ät)dt  gewonnen,  unter  F  das  Potential 
des  Magneten  gegen  den  von  der  Stromeinheit  durchflossenen  Leiter 
verstanden.     Also  mufs: 

(1)  J^J-^-'/t 

sein.  Dabei  kann  d  V/dt  als  elektromotorische  Kraft  des  Liductions- 
stromes  aufgefafst  werden.  Wird  durch  den  Strom  noch  ein  Eisen- 
stück  magnetisirt,  so  trete  zu  dV'dt  noch  ein  Glied  di/dt.  Für 
die  Wirkung  zweier  geschlossenen  Leiter  auf  einander  setzt  er 
ebenso  an'^*): 

(2)  EJ+E,J^  =  BJ^  +  B,J\  +  JjJ,  ^. 

Daraus  könne  die  Stromstärke  in  dem  einen  Leiter  entnommen 
werden,  wenn  die  in  dem  andern  vernachlässigt  werden  könne; 
die  elektromotorische  Kraft  der  Induction  sei  dann  hier  die- 
selbe, welche  ein  Magnet  erzeugen  wärde,  der  dieselbe  elektro- 
dynamische  Kraft  hat,  wie  der  inducirende  Strom.  Weitere 
Folgerungen  zu  ziehen  sei  noch  nicht  möglich,  „weil  die  Form 
des  Ansteigens  der  Ströme  nicht  bekannt  ist  und  aufserdem  das 
Ohm'sche  Gesetz  nicht  unmittelbar  anwendbar  ist,  da  diese  Ströme 
wohl  nicht  gleichzeitig  die  .  ganze  Länge  der  Leitung  einnehmen 
möchten"  ^^«). 

Diese  Schwierigkeit  hat  Helmholtz  einige  Jahre  später  selbst 
überwunden,  als  ihn  seine  physiologischen  Untersuchungen  nötigten^ 
der  Frage  nach  der  Dauer  und  Form  des  Ansteigens  der  inducirten 
Ströme   näher   zu  treten.  ^^^)     Er  meint  jetzt,   bis  dahin  habe  man 


7984)  Die  Erhaltung  der  Kraft,  Berlin  1847  (Neudruck  Leipzig  1889), 
p.  64;  Abhandl.  1,  p.  62;  franz.  v.  L.  P^rard,  Paris  1869.  —  Die  Frage,  ob 
etwa  in  die  Induktionsgleichungen  Doch  ein  Glied  aufzunehmen  sei,  das 
eine  eigentliche  „kinetische  Energie  der  Elektricitätsbewegung"  vorstellen 
würde,  ist  später  auf  Veranlassung  von  Helmholtz  von  der  Berliner 
Akademie  gestellt,  aber  von  H.  Hertz  *Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  10,  1880, 
p.  414)  experimentell  verneinend  entschieden  worden. 

7985)  nr.  8,  p.  64.  Wie  man  sieht,  fehlen  die  den  Selbstinductionen 
entsprechenden  Glieder;  vgl.  darüber  ®°'**). 

7986)  p.  66. 

7987)  Ann.  Phys.  Chem.  83,  1851,  p.  505;  wisBensch.  Abhandl.  1,  p.  429; 
Ausz.  Berl.  Ber.  1851,  p.  287:  Abhandl.  3.  p.  354. 
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Bedenken  getragen,  die  Ohm'schen  Gesetze  auch  auf  die  beim  Schliefsen 
und  Offnen  eines  Stromes  entstehenden  Extraströme  anzuwenden,  weil 
deren  Dauer  zu  kurz  geschienen  habe,  als  daXis  man  sofortige  Aus- 
gleichung der  Stromstärke  durch  die  ganze  Länge  der  Leitung  hätte 
annehmen  können.  Dem  gegenüber  bemerkt  er:  wenn  die  ansteigenden 
Ströme  gleichzeitig  inducirte  Ströme  hervorrufen,  frage  es  sich,  ob  diese 
nicht  das  Anwachsen  des  inducirendcn  Stromes  so  verzögern  könnten, 
dafs  die  Ausgleichung  fortdauernd  möglich  bleibe.  Er  wolle  nach- 
weisen, dafs  aus  schon  bekannten  Tatsachen  die  Möglichkeit  solcher 
Anordnungen    folge.     Demgemäfs    setzt    er    die   Differentialgleichung 

JR^E-L^^,  (3) 

in  der  J  die  Stromstärke,  E  die  elektromotorische  Kraft,  L  das 
Potential  der  Leitung  auf  sich  selbst  [also  die  Selbstinduction] 
und  jR  den  Widerstand  bedeutet.     Integration  ergibt: 

J=|(l-«-«n  (4) 

Li  ähnlicher  Weise  könne  man  auch  den  Verlauf  der  inducirten 
Ströme  in  einer  beliebigen  Anzahl  beliebig  verzweigter  Leitimgen 
bestimmen,  „wenn  nur  keine  Intensitätsänderung  von  so  grofser 
Schnelligkeit  vorkonunt,  dafs  das  Ohm'sche  Gesetz  seine  Anwendbarkeit 
verliert^^;  man  müsse  nur  für  jeden  einzelnen  Zweig  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Induction  in  Rechnung  bringen'^*).  Am 
einfachsten  könne  das  geschehen,  wenn  man  die  Leitung  mit 
Kirchhoff  in  die  möglichst  geringe  Zahl  einfacher  Stromkreise  zerlege; 
man   erhalte   so   ein    System   von   Differentialgleichungen   der   Form: 

Indem  man  zur  Lösung  dieses  Systems 

ansetze,  unter  /)f^  diejenige  Stromstärke  verstanden,  die  ohne  die 
Induction  eintreten  würde,  erhalte  man  zur  Bestimmung  der  a^ 
eine  determinirende  Gleichimg,  von  der  man  wie  Cauchy  für  die 
etwas  einfachere  Gleichung  der  Säkularstörungen  beweisen  könne, 
dafs  ihre  Wurzeln  alle  reell  sind.  Wenn  innerhalb  der  Inductions- 
roUen    keine    Verzweigungen    vorkommen,     könne    man    auch    den 


7988)  p.  610.         7989)  p.  611. 
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ursprünglichen  Ansatz  von  Eirchhoff  verwenden.  Zum  SchlufE^***) 
macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  die  aus  den  Formeln  sich  er- 
gebenden Verzögerungen  bei  Versuchen  über  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  dem  grölsten  Einflufs  sein  müfsten,  was  bis 
dahin  nicht  gehörig  beachtet  worden  sei. 

Bald  nach  Helmholtz  und  soviel  ich  sehe  unabhängig  von 
ihm  hat  auch  J.  H.  Koosen  die  Theorie  des  Extrastromes  ent- 
wickelt ^®®^).  Er  führt  zwar  nicht  die  Stromstarke  J  selbst  als 
Unbekannte  ein,  sondern  die  Magnetisirung  y^  die  in  einem  mit 
dem  Leitungsdraht  umwickelten  Stück  weichen  Eisens  durch  den 
Strom  erzeugt  wird,  bemerkt  aber  ausdrücklich'^,  dafs  alle  ge- 
fundenen Resultate,  wenn  man  noch  mit  fi  dividire,  auch  für  die 
chemischen  und  galvanischen  Wirkungen  des  Stromes  [d.  h.  eben 
für  die  Stromstärke]  gelten.  Der  im  Zeitelement  dt  erzeugte 
Magnetismus  dy  erregt  in  der  Spirale  eine  elektromotorische  Kraft 
—  ady  und  diese  bewirkt  wieder  eine  sekundäre  Vermehrung  des 
Magnetismus  um  —  afidy.  Anderseits  wirkt  die  ursprüngliche 
elektromotorische  Kraft  E  während  der  Zeit  dt  noch  mit  dem 
magnetischen  Moment  {fiE  —  y)dt.    So  kommt  er  zu  der  Gleichung: 

(7)  {(iE-y)dt-aiidy-^0 

und  zu  ihrem  den  Anfangsbedingungen  y  =  0  fftr  *  «=  0  ent- 
sprechenden Integral: 

(8)  y^fiEil-y"^}' 

Nachher  bemerkt  er:  einfacher  könne  man  dasselbe  Resultat  erhalten, 
wenn  man  direkt  den  erzeugten  Magnetismus  y  der  in  jedem 
Augenblick  im  Draht  wirksamen  elektromotorischen  Kraft  E  —  atf' 
proportional  setze.  Er  giebt  dann  eine  Anordnung  an,  bei  welcher 
durch  einen  zweiten  Schleifcontact  auch  dem  Öffnungsextrastrom 
ein  Weg  dargeboten  wird,  und  schlägt  vor,  durch  eine  solche  An- 
ordnung die  Wirksamkeit  elektromagnetischer  Maschinen  zu  verstärken. 

7990)  p,  689.         7991)  Ann.  Phys.  Chem.  87,  1862,  p.  614. 

7992)  p.  618. 

7998)  p.  628.  ~  Was  er  dann  noch  über  die  Möglichkeit  redet,  bei 
seinen  Anordnungen  mit  Hilfe  eines  DifferentialgalvanometerB  die  „Fort- 
pflanzungsgeBchwindigkeit  der  Elektricität  in  Telegraphendrähten^*  zu 
messen,  zeigt,  dafs  er  sich  über  die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  vom 
Ort  keine  rechten  Vorstellungen  gebildet  hat:  er  scheint  einfach  an- 
zunehmen, der  Strom  trete  an  jeder  einzelnen  Stelle  der  Bahn  erst  ein« 
gewisse  Zeit  nach  der  Schliefsung  auf. 
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Eine  wenig  sp&tere  Abhandlung  Eoosen's^^  bespricht  den  Fall, 
dafs  der  CoeflQcient  der  Selbstinduction  eine  lineare  Function  der 
Zeit  ist;  der  yeränderliche  Teil  der  Stromintensität  wird  dann  einer 
Potenz  dieser  linearen  Function  proportional.  AuTserdem  behandelt 
er  Induction  in  zwei  Stromkreisen,  deren  Widerstände  und  deren 
Selbstinductionscoefficienten  einander  gleich  sind^^^),  abo  die 
Integration  der  simultanten  Differentialgleichungen 

LJi  +  MJi  +  EJi  -  E,  (9) 

MJi  +  LJi  +*RJ3  -  0  (10) 

unter  den  Anfangsbedingungen 

j^^j^^O  für  <  =  0;  (11) 


er  findet: 


Bt  Et 


J. 


«  2 


Daraus  berechnet  er  die  entwickelten  Wärmemengen,  findet  sie  mit 
dem  „Satz  des  Gleichgewichts  der  chemischen  und  mechanischen 
Action"  in  Übereinstimmung  und  bemerkt  schliefslich^'^),  man 
hätte  also  auch  umgekehrt  aus  diesem  Satz  die  Inductionsgesetze 
ableiten  können. 

Schon  vorher  hatte  W.  Thomson  [Lord  Kelvin]  auseinander- 
gesetzt, dafs  man  die  Gesetze  für  den  Stromverlauf  nach  Aufhören 
der  elektromotorischen  Kraft  aus  dem  „mechanischen  Wert  der 
p]nergie  des  Stromes"  ableiten  könne  ^^').  Man  könne  einen 
elektrischen  Strom  zunächst  mit  einem  Flüssigkeitsstrom  in  einer 
geschlossenen  Röhre  vergleichen,  der  einmal  in  Bewegung  gesetzt 
und  dann  sich  selbst  überlassen  die  Bewegung  vermöge  seiner 
Trägheit  fortsetzt.  Aus  Versuchen  Farada/s  gehe  allerdings  hervor, 
dafs  die  elektrischen  Ströme  keine  Trägheit  haben  oder  wenigstens, 
dafs  diese  gegenüber  der  Selbstinduction  zu  vernachlässigen  sei. 
Gegenwärtig  könne  man  nur  den  Einflufs  der  letzteren  bestimmen; 
sollte  sich  später  herausstellen,  dafs  man  doch  auch  die  Trägheit 
berücksichtigen  müsse,  so  könne  das  durch  nachträgliche  Hinzufügung 

7994)  Ann.  Phys.  Chenj.  91,  1864,  p.  441.         7996)  p.  446. 

7996)  p.  449. 

7997)  Glasgow  proc.  8,  1868;  phil.  mag.  (4)  7,  1864,  p.  196;  math.  phys. 
papers  1,  p.  580. 
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eines  Termes  von  bestimmter  Form  gescheheiL  Er  setzt  dann  ohne 
Formeln  auseinander,  wie  man  die  Energie  des  Stromes  zu  berechnen 

Die  ausfOhrlichere  Darstellung'^^  beginnt  mit  der  Bemerkung, 
d&IJB  man  mit  dem  Energieprincip  ausreiche,  wenn  es  sich  nur  um 
Bestimmung  einer  Variabein  [um  Probleme  mit  einem  Grad  der 
Freiheit]  handle.  Das  sei  bei  den  elektrischen  Problemen  der  Fall, 
wenn  die  Capacität  des  zu  entladenden  Reservoirs  sehr  grols  und 
der  Widerstand  des  Entladungsdrabtes  sehr  klein  sei,  sodafis  man 
annehmen  dürfe,  die  augenblic'kliche  Verteilung  in  ihm  befolge 
jederzeit  dasselbe  Gesetz  wie  im  Gleichgewichtszustand.  Ist  dann  q 
die  Ladung  des  Reservoirs  zur  Zeit  /,  cT'  die  Stromstärke,  so  ist 
zunächst 

(13)  J  —  P, 

Ist  femer  C  die  Capacität  des  Reservoirs,  so  ist  die  potentielle 
Energie  der  Ladung  \qVC.  Für  die  actuelle  [kinetische]  Energie 
genüge  es  zu  wissen,  dafs  sie,  wie  aus  seiner  vorangehenden  Unter- 
suchung hervorgehe,  zum  Quadrat  der  Stromstörke  proportional  sei; 
er  setzt  sie  gleich  jÄJ*  und  nennt  den  Factor  Ä  „elektrodynamische 
Capacität".    Wird  noch  die  Joule'sche  Wärme  berücksichtigt,  so  folgt: 

(14)  -  d(i«»/C)  =  d(\AJ*)  +  BJ^dt; 
dazu  die  Anfangsbedingungen 

(15)  q^Q,     /-=()    für    /=-0 
Elimination  von  J  gibt  für  q  die  Differentialgleichung: 

(16)  q"  +  I«'  +  -f^q  =  0, 

die  sich  durch  Exponentialfimctionen  integriren  läfst.  Die  Wurzeln 
der    determinirenden    Gleichung    können    dabei    reell    oder    complex 

7998)  Ein  Zusatz  aas  Nicholson's  cyclopaedia,  2d.  ed.,  1860,  papers 
p.  632  gibt  für  die  Stromenergie  den  Ausdruck 


.'/- 


. ... d. 


in  dem  R  die  ,,resultirende  elektromagnetische  Kraft''  bedentet. 

7999)  phil.  mag.  (4)5,  1853,  p.  893;   papers  1,  p.  540;  Auszug  Glasg. 
proc.  8,  1853;  papers  1,  p.  584. 
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g^ijjSooOj  Damit  lassen  sich  die  Mittelwerte  berechnen,  die  W.  Weber 
als  „Dauer^^  und  ,^ittlere  Stärke^^  eines  solchen  veränderlichen 
Stromes  definirt  und  mit  dem  Elektrodjnamometer,  bezw.  dem 
Galvanometer  zu  messen  gelehrt  hatte.  Dabei  muTs  man  freilich 
der  Abhängigkeit  der  Leitföhigkeit  von  der  Temperatur  dadurch 
Rechnung  tragen,  dafs  man  einen  geeignet  definirten  Mittelwert 
dersißlben  einführt.  Für  den  Fall  nicht  oscillirender  Entladung 
bestimmt  er^^^)  die  Eintrittszeit  des  Maximums  der  Stromslärke; 
für  den  Fall  der  oscilürenden^^^  die  aufeinanderfolgenden  Maxima 
der  Ladung  einerseits,  der  Stromstörke  andererseits,  sowie  die  re- 
sultirende  chemische  Wirkung. 

Werden  C  imd  Q  unendlich  genommen,  doch  so,  daüs  C/Q 
endlich  bleibt,  so  erhält  man  den  Fall,  dals  das  zu  entladende 
Beservoir  beständig  auf  demselben  Potential  gehalten  wird  und  für 
ihn  die  „von  Helmholtz  imd  anderen^^[wem?]  gegebene  Formel  (4)**^*). 
Nimmt  man  andererseits  A  unendlich  klein,  so  setzt  der  Strom 
sogleich  mit  seinem  Maximum  ein  und  klingt  dann  ab.  Zum 
Schlufs  weist  Thomson  darauf  hin,  dafs  man  auf  Grund  dieser 
theoretischen  Untersuchungen  nach  Anleitung  von  Weheres  Mafs- 
bestimmungen  das  Verhältnis  der  elektrostatischen  zur  elektro- 
magnetischen Einheit  der  Stromstärke  müsse  bestimmen  können. 

Ein  etwas  späterer  Aufsatz  Thomson's*^)  führt  den  oben 
schon  erwähnten  hydrodynamischen  Vergleich  noch  etwas  weiter 
aus,  indem  er  die  Ladung  mit  einer  Anhäufung  von  Wasser  in 
einem  Teil  der  Leitung,  die  elektromotorische  Kraft  der  Selbst- 
induction  mit  der  Trägheit  des  Wassers,  den  Widerstand  mit  der 
Reibung  desselben  in  Parallele  setzt. 

Eine    Andeutung    von    R.  Clausius®^^),     dafs    er    Bedenken 


8000)  Die  Formulirung  von  Helmholtz  gilt  also  nur,  wenn  der 
reciproke  Wert  der  Capacität  vemachläsBigt  werden  kann;  Thomson  war 
die  Berücksichtigung  der  Capaciiftt  von  seiner  Beschäftigang  mit  den 
Eabelproblemen  her  geläufig. 

8001)  p.  546.         8002)  p.  647.         8003)  p.  ö61. 

8004)  Nichors  cjclopaedia  2d.  ed.  1860;  papers  2,  p.  188. 

8005)  Ann.  Phys.  Chem.  89,  1858,  p.  578;  nicht  in  den  Abhandlungen. 
Von  dieser  Polemik  zwischen  Clausius  und  Helmholtz  gehört  nur  ein 
kleiner  Teil  hierher;  nur  das  sei  noch  erwähnt,  dafs  Helmholtz  zuerst 
als  Potential  eines  Körpers  auf  sich  selbst  das  doppelte  dessen  bezeichnet 
hatte,  was  man  heute  den  Goeffizienten  der  Selbstinduktion  nennt,  und 
dafs  der  Streit  sich  dann  darum  dreht,  ob  das  nachher  zu  wirklichen 
Fehlem  in  den  Energiebilanzen  Veranlassung  gegeben  habe  oder  ob  nur 
eine  Verschiedenheit  der  Terminologie  vorliege. 


1 544    I  Hraptteil.  14.  Abschn.  Unters,  fib.  Leitang  d.  WlBmae  nl^ektneüftt. 

gegen  die  Darstelhing  der  Indactionsgesetze  in  der  ,^rlialtiing  der 
Kraft^^^  hege,  veranlafst  Helmholt z  noch  einmal  ausftUirlich  auf 
sie  znrfickzakommen^^^):  er  sei  damals  von  aller  mathematiseh- 
physikalisclien  Ldtteratnr  entblOüst  gewesen  mid  habe  daher  nnr  den 
FaU  vollständig  weichen  Eisens  behandeln  kOnnen.  Mit  Benntzong 
der  Ghreen'schen  Sätze  und  seiner  eigenen  Untersuchungen^*^  könne 
man  jetzt  dieses  Kapitel  auch  unter  der  Voraussetzung  Poisson's, 
dafs  die  Stärke  des  Magnetismus  der  magnetisirenden  Kraft  pro- 
portional sei,  vollständiger  und  gentlgender  behandeln  als  irgend 
ein  anderes.  Indessen  wolle  er  damit  Clausius  nicht  vorgreifen 
und  daher  nur  sein  Resultat  kurz  angeben:  ein  Strom  reprasenürt 
solange  er  besteht  eine  geleistete  Arbeit  lf2LJ^^  unter  L  eine 
Oonstante  verstanden.  Wenn  man  diese  in  Rechnung  bringe,  erhalte 
man  die  Inductionsgesetze  von  Fr.  Neumann.  Nur  sei  es  ihm 
nicht  gelungen,  f&r  einen  einzelnen  Stromkreis  zu  beweisen,  dafs  L 
gleich  dem  doppelten  [?]  Potential  des  Leiters  auf  sich  selbst  sein 
müsse,  so  wahrscheinlich  dies  auch  nach  Analogie  der  übrigen  Fälle 
sein  möge.  In  seiner  Duplik  bemerkt  Clausius  zu  diesem  Punkt 
nur^^^:  der  Abschlufs  seiner  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  stehe 
nicht  nahe  bevor;  übrigens  habe  Helmholtz  nicht  nötig,  um  irgend 
jemands  willen  auf  die  Veröffentlichung  seiner  eigenen  Arbeiten  zu 
verzichten. 

Die  Induction  zweier  verschiedener  Stromkreise  aufeinander 
hat  J.  Cl.  Maxwell  weiter  verfolgt*^.  Sind  J^,  J^  die  Strom- 
stärken   in    beiden    Ej-eisen ,    />,  itf,  N  die   Potentiale    beider   Kreise 


8006)  ib.  91,  1864,  p.  266;  Abhandl.  1,  p.  90. 

8007)  ib.  p.  604;  Dicht  in  den  Abhandlungen. 

8008)  Cambr.  trans.  10^,  1858,  example  11  (vom  Dez.  56  n.  Febr.  66); 
papers  1,  p.  224.  L.  Boltzmann  bemerkt  dazu  (p.  122  seiner  Übersetzung 
der  Abhandlung,  Leipz.  1895):  Mazweirs  Lösung  erfüllt  die  von  ihm  an- 
genommenen Anfangsbedingungen  nicht.  In  der  That  könnten  die  Glei- 
chungen, wenn  F(t)  für  t  gleich  0  plötzlich  von  0  auf  einen  andern  con- 
stauten  Wert  springen  soll,  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dafs  auch  Jj  oder  J^ 
»pringt.  Ein  solcher  Sprang  des  einen  Stromes  würde  aber  auf  den  andern 
eine  unendlich  groi'se  Inductionswirkung  ausüben,  die  nicht  aus  den  Glei- 
chungen berechnet  werden  könnte.  Die  Diilerentialgleichungen  der  Induction 
geben  die  Annahme  überhaupt  nicht  wieder,  dafs  eine  instantane  Strom- 
schwankung einen  unendlich  starken  Strom  inducirt.  —  Übrigens  ist  wohl 
zu  beachten,  dafs  der  hier  von  Maxwell  behandelte  Fall  LN — Jlf'  =  0 
einen  idealen  Grenzfall  vorstellt,  insofern  die  kinetische  Energie  bei  ihm 
keine  definite,  sondern  nur  eine  semidefinite  Form  der  Stromstärken  iat; 
es  ist  daher  gar  nicht  zu  verwundem,  dafs  er  auf  Paradoxa  führt.  Vgl. 
dazu  Singer. 
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auf  sich  selbst  und  aufeinander,  R^j  JR^  die  Widerstände  und  wirkt 
im  ersten  Kreis  eine  elektromotorische  Kraft,  die  eine  gegebene 
Function   F{t)   der  Zeit  ist,   so  werden    die  Differentialgleichangen: 

LJ[  +  Mr,  +  R,J,  =  Fit) 

Dabei  ist  unter  den  von  Maxwell  ins  Auge  gefafsten  Verhältnissen 
LN  —  Jf*  =  0.  Ist  F{i)  =  const. ,  so  werden  J^  und  Jj  lineare 
Functionen  einer  Exponentialfdnction  exp.  {^t/'i)^  mit 

i-i  +  l^  (1«) 

T  selbst  ist  dann  die  Dauer  des  im  Sinne  von  W.  Weber  ^äqui- 
valenten^^  constanten  Stromes.  Die  Constanten  der  linearen  Func- 
tionen bestimmen  sich  aus  den  Anfangsbedingungen:  ist  c/^  »  J^  =—  0 
flir  ^  =  0,  d.  h.  handelt  es  sich  um  die  Verhältnisse  beim  Schliefsen 
des  primären  Stromes,  so  ergiebt  sich,  dafs  der  primäre  Strom 
von  0  an  rasch  zu  seinem  definitiven  Werte  ansteigt,  der  seeundäre 
dagegen  mit  einem  endlichen  Werte  einsetzt  imd  dann  rasch  erlischt. 
Ist  JP(0  =  O,  und  e/i  =  1,  J^^O  für  <  =  0,  d.h.  handelt  es 
sich  um  das  Offnen  des  primären  Stromes,  nachdem  er  stationär 
geworden  ist,  so  gilt  ganz  ähnliches. 

0.  Kirchhoff  untersucht  die  Strömung  der  Elektricität  in 
einem  cylindrischen  Draht  unter  Berücksichtigung  der  Selbstinduction 
ohne  die  Voraussetzung,  dafs  die  Stromstärke  vom  Orte  unabhängig 
ggj8oo9^  Er  nimmt  an,  dafs  sich  freie  Elektricität  nur  an  der 
Oberfläche  des  Drahtes  befinde  und  dafs  ihre  Dichte  in  allen  seinen 

8009)  Ann.  Phy».  Cham.  100,  1867,  p.  li)3;  Abhandl.  p.  131.  Die  ein- 
fachen Reanltate,  zu  welchen  Kirchhoff  gelangt,  heben  sich  in  der  Ab- 
handlung nicht  80  deutlich  heraus,  als  es  wünschenswert  wäre,  indem 
sie  durch  die  umfangreichen  Rechnungen  verdeckt  werden,  die  Eirchhoff 
zur  Bestimmung  der  Abhängigkeit  der  SelbBtinduction  von  der  Länge 
und  dem  Durchmesser  des  Drahtes  anstellt,  die  übrigens  nur  unter  be- 
stimmten —  von  Kirchhoff  selbst  angegebenen  Vernachlässigungen  — 
Gültigkeit  haben;  aulberdom  mag  manche  Leser  die  Bezugnahme  auf  das 
Weber'sche  Elementargesetz  abgeschreckt  haben,  die  für  die  Entwicklung 
selbst  ganz  nebensächlich  ist.  So  hat  die  Abhandlung  nicht  unmittelbar 
die  Wirkung  geübt,  die  ihr  ihrer  Bedeutung  nach  eigentlich  zugekommen 
wäre,  und  ein  Teil  der  Resultate  konnte  später  als  neugefunden  auftreten. 
—  Vgl.  übrigens  die  Wiedergabe  ihrer  Hauptresultate  bei  G.  Wiede- 
mann,  Galvanisnius  2,  1861,  nr.  865,  p.  1010;  die  Darstellung  bei  Ferraris 
und  die  kritische  Besprechung  bei  M.  Brillouin,  propagation  de  l'^lectri- 
cite,  Paris  1904,  livre  III,  chap.  VII,  VÜI,  p.  226—260. 
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b^i   ibm  d«r  recijproke  Wert  der  .^Capacitlt  der  Läagoieiiilieir"  ist]. 
Di«    tlkkUranoxoTische  Kraft    der  Selbstindoctiai    berechnet    er 
aaf  Grand   de«  Web^r'^dben  Gesetzes,   unter  yerschiedenen  Temaeh- 
l2isigUDj?en**''  :  er  erhalt  für  sie  einen  Ausdruck: 

_  8  cW 
e'  et' 


^>3 


in    dem    c    die    Constante    des    Weber'schen    Gesetzes    [)^2mal    der 

Lichtgeschwindigkeit].    W  das  Potential  des  Stromes  auf  sich  aelhat 
bedeutet,     lue  Stromdichtigkeit  ist  dann  bestimmt  durch 

i2A}  j  ^  —  2k  y         -^  '• 


I  ?# 


c»    ff  )• 


der  Ausdruck  f&r  die  gesamte  Stromstärke  wird  daraus  durch 
IntegratioD  Aber  dcD  Querschnitt  gewonnen.  Wird  mit  w  der 
Hittelwert  von   W  ftber  den  Querschnitt  bezeichnet,  so  wird  erhalten : 


(2b) 


iKllOy  p.  136  tfOllf  p.  140.         9012,  p.  135 
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und  fcir  dieses  w  nach  einigen  Vernachlässigungen: 

o.  ^,        2f    .      /V,  COB0CO8  0,    ,  .^. 

w^2J\og-  +  j    '  -  ^ '-  ds, .  (2G) 

Zu    diesen    Gleichungen    tritt    dann    noch    die    Gleichung    der    Con- 

tinuität^**): 

r.dJ  de  ,.«. 

Weiter  führt  Kirchhoff  die  Untersuchung  nur  unter  der  Voraus- 
setzung^^*), dafs  die  Entfernung  zweier  Punkte  des  Drahtes  von 
einander,  zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Drahtes  liegt, 
niemals  unendlich  klein  wird,  also  z.  B.  keine  Inductionsrollen  vor- 
kommen.  Ist  dann  2n  die  Länge  des  Drahtes,  so  kann  man 
näherungsweise  setzen: 

w  ^2J\og^  (28) 

[sodafs  also  2y  auDser  seiner  vorhin  angegebenen  Bedeutung  zugleich 
die  Selbstinducüon  des  Drahtes  vorstellt];  wird  dann  noch  der 
Gesamtwiderstand 

gesetzt,  so  tritt  an  Stelle  der  allgemeinen  Gleichung  (25)  die 
folgende  ^^^): 

Solleu  nun  Ausdrücke  der  Form: 

c  =  Xsin«5,  J^YcoBfiSj  (31) 

in  der  X  und  Y  Functionen  von  i  allein  bedeuten,  eine  partikulare 
Lösung  vorstellen,  so  müssen  X  und  Y  einem  System  linearer 
Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  genügen,  dessen 
determinirende  Gleichung  ist: 


Kirchhoff  verfolgt  hauptsächlich  den  Fall  weiter,  dafs 

32  y 
cBy2 


(33) 


9018)  p.  139.    Der  Factor  2  hängt  an  der  zu^  Grunde  gelegten  dua- 
listischen Vorstellung. 

9014)  p.  189.         9016)  p.  141. 
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als  unendlich  grofs  gegen  1  angesehen   werden  kann;    dann    werden 
die  Wurzeln  complex  und  von  der  Form 

(34)  h±-=,  h 


|/2  64y« 

und  unter  geeigneten  Anfangsbedingungen  wird: 

(35)  X  «  e-*'  cos  ^*,  r=  -  --  «-*'  sin  -"*• 

Läuft  der  Draht  in  sich  zurück,  so  mufs  n  eine  ganze  Zahl  sein^^*); 
die  allgemeine  Lösung  läfst  sich  dann  nach  Abspaltung  des  gemein- 
samen von  n  unabhängigen  Factors  r~*'  in  der  Bemouilli-Fonrier'schen 
Form  ansetzen  und  aus  ihr  in  die  Euler-d'Alembert'sche  überf&hren. 

Die  letztere  zeigt,  dafs  cjy2  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  solcher 
Schwingungen  ist®®*^.  Speciell  behandelt  Kirchhoff  noch  die  Neben- 
bedingungen '®*®) : 

(36)  c  —  0  für  5  =  0,         <'  «  1  für  s  =»  2«,        e  —  0  für  <  «  0 

mit  Hilfe  der  Gleichung  §  15  (5),  für  deren  Ableitung  er  sich  auf 
den  „Fourier'schen  Satz"  beruft.  Das  Resultat  ist,  dafs  eine  Un- 
stetigkeit  der  Litensität  und  eine  solche  der  Ladung  in  dem  Drahte 
hin  und  her  laufen;  die  Grölse  des  Sprunges  nimmt  in  beiden  Fällen 
mit  wachsender  Zeit  wie  c~*'  ab. 

Eine  zweite  Abhandlung  ^^^)  giebt  entsprechende  Resultate  für 
dreidimensionale  Körper.  An  Stelle  von  (24)  treten  hier  drei 
Gleichungen  der  Form 

(37)  "  =  -=^H3^  +  c'aY)' 

in  der 

(38)  U  -f  *  -  *•  { u,  (a;  -  x,)  +  v,(y-  y,)  +  ic,  (z  -z,)}dt„.. 

die  Componenten  der  Induction  bedeuten,  an  Stelle  von  (23)  die 
allgemeine  Continuitätsgleichung  §  108,(34)  imd  dazu  die  Oberflächen- 
bediDgung: 

(39)  u  cos  (n^x)  +  v  cos  (w,^)  +  u-  cos  (n^z)  »=  — |-  ^-• 

8016)  p.  144.  „£ine  sehr  merkwürdige  Analogie  zwischen  der  Fort- 
pflanzung der  Elektricitöt  in  einem  Drahte  und  der  Fortpflanzung  der 
Wellen  in  einem  gespannten  Stabe". 

8017)  p.  147.         8018)  p.  148. 

8019)  ib.  102,  1867,  p.  629;  Abhandl.  p.  164. 
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Durch  EiDsetzen  und  Ümformnng  von  Bamnintegralen  in  Ober- 
flächenintegrale leitet  er  zunächst  ab: 

.  dx^dy^  dz  »  Üt  ^*^> 

vind  daraus  die  Gleichung^*"): 

aus  der  man  deutlich  sehe,  dafs  b  hier  nur  ausnahmsweise  gleich 
Null  sein  könne.  Bei  Anwendung  dieser  Formeln  auf  den  Fall 
eines  linearen  Leiters  ^^^)  erhält  man  dieselben  Resultate  wie  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung,  darüber  hinaus  aber  mit  Hilfe  der 
Gleichung  (37)  auch  noch  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  in 
jedem  Querschnitt,  sowie  die  Stromdichtigkeit.  —  Aufserdem 
untersucht  er  hier  noch  den  Grenzfall  eines  geschlossenen  linearen 
Leiters  mit  sehr  grolsem  Widerstand  ****).  Die  Wurzeln  der  de- 
terminirenden  Gleichung  sind  dann  beide  reell,  die  eine  sehr  grofs 
und  von  der  Wellenlänge  nahezu  unabhängig,  die  andere  sehr  klein 
und  dem  Quadrate  dieser  Zahl  proportional.  Die  Gleichungen  ver- 
einfachen sich  dann  sehr,  und  es  stellt  sich  heraus,  dafs  die  Elektri- 
citätsverbreitung  in  diesem  Grenzfall  denselben  Gesetzen  gehorcht 
wie  die  Wärmeleitung.  Kirchhoff  bemerkt  dazu,  dafs  demnach  die 
von  Thomson  ^^'^^)  ohne  Berücksichtigung  der  Liduction  für  ein  Kabel 
abgeleiteten  Gesetze  schon  für  eine  einfache  Drahtleitung  gelten, 
wenn   sie  nur  hinlänglich  lang  ist. 

E.  Du  Bois-ßeymond®****)  recapitulirt  zuerst  Helmholtz's  Be- 
handlung ^^^)  der  Induction  in  einer  Nebenrolle  beim  öfben  des  primären 
Stromes;  dann  gibt  er  eine  entsprechende  Behandlung  der  Liduction 
beim  Schliefsen  des  primären  Stromes  ®®**).  Es  handelt  sich  dabei 
um  die  Integration  der  simultanen  Differentialgleichungen: 

^   ^  (42) 

MJi  +  NJi  +  li^J^  -  0 

unter  den  Nebenbedingungen: 


»02u;  p.  156.         8021)  p.   168.         8022)  p.  164. 

8028)  Berl.  Ber.  1862,  p.  380;  vgl.  auch  die  auf  einer  Originalmitteilung 
Du  Bois-Reymond'a  beruhende  Darstellung  bei  G.  Wiedemann,  Galvanismus 
und  Elektromagnetismus  2,  nr.  664,  p.  749. 

8024)  §  4,  p.  384. 
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(43)  J%^0,  jj^dt^  — 


ME 
RS 


Die  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  sind  auch  hier  stets 
reell;  Öffnungsextrastrom  und  Neben  ström  klingen  also  rasch  ab. 
Er  meint  ^*^),  für  LN  =^  M*  werde  die  Anfangsordinate  des  Neben- 
stroms unbestimmbar;  doch  hält  er  diesen  Fall  nicht  fCLr  physi- 
kalisch realisirbar.  Immerhin  bleibe  der  Beweis  noch  zu  führen 
übrig,  dafs  allgemein  LN^M^  sei.  Übrigens  dürfe  man  den 
beiden  Exponentialfunctionen  für  sich  keine  andere  als  eine  ana- 
lytische Bedeutung  zuschreiben;  sie  stellen  nicht  etwa  getrennt  die 
beiden  Inductionen  vor,  die  in  den  beiden  Rollen  statthaben.  Er 
giebt  dann  noch  an,  wie  die  Ausdrücke  sich  vereinfachen,  wenn  man 
L  ^^  N  [vgl.  Koosen'^^)]  oder  wenigstens  von  N  sehr  wenig  ver- 
schieden nimmt. 

Ahnlich  behandelt  er  dann  noch  die  Inducüonsströme,  die  durch 
öffnen®®^*)  oder  Schliefsen*®*')  einer  Zweigleitung  der  prim&ren 
Bolle  entstehen;  die  Gleichungen  haben  hier  dieselbe  Form,  nur  die 
Constanten  andere  Bedeutungen.  Er  untersucht  namentlich  die  ihn 
als  Physiologen  interessirende  Frage,  unter  welchen  Umständen  der 
Schliefsungsinductionsstrom  dem  öffiiungsinductionsstrom  congruent 
werden  kann^*®).  In  dem  Schlufsresum^  ist  bemerkenswert,  dafs 
hier  bereits  der  Terminus  „Wechselstrom"  vorkommt ®*^^*^). 

G.  Roch*^*®)  geht  von  den  Green'schen  Formeln  und  von  dem 
„mehrfach  bekannten  *^*^)  Satz"  aus,  dafs  ein  System  von  drei  Gröfsen 
[ein  Vector]  stets  in  zwei  andere  solche  Systeme  zerlegt  werden 
kann,  von  denen  das  eine  u,  \),  tu  aus  den  Ableitungen  einer  und 
derselben  Function  besteht,  während  man  das  andere  auf  die  Form 
bringen  kann: 

(44)  _4.u=^J-?^,... 


8026)  p.  888.  Vgl.  "«<»*). 

8026)  §  6,  p.  391,  bezw.  p.  754.    8027)  §  6,  p.  392,  bezw.  p.  7ö4. 

8028)  §  7,  p.  394. 

8029)  §  10,  p.  402 :  „Man  darf  es  als  gewifs  ansehen,  dafs  man  mittelst 
des  angegegebenen  Kunstgriffs  sich  congruente  Wechselströme  verschafPen 
kGnne*S     Er  findet  aber  dann  doch  noch  praktische  Schwierigkeiten. 

8030)  Göit.  1862;  mit  einigen  Abänderungen  [Weglassungen]  J.  f. 
Math.  61,  1863,  p.  288.  Hat  man  auch  hier,  wie  in  anderen  Untersuchungen 
Roch*s,  eine  Ausführung  Riemann*scher  Ideen  zu  erkennen? 


§110.  Veränderliche  elektrische  Ströme.  Inductionu.SelbBtinductioD.     1551 

unter  F^,  F^,  F^  drei  Functionen  der  Coordinaten  verstanden,  die 
noch  der  Bedingung  unterworfen  werden  können: 

^.+^«+^^»«0.  (45) 

ex        cy        dz  ■     ^ 

Sie  genügen  dann  Gleichungen  der  Form: 

^Fj  =  —  47cmi,  .  .  .,  (46) 

wenn  nämlich 

gesetzt  wird.     In  diesen  m^,  m^^  ni^  können  die  u,  v^  w,  in 

"  -  dx  +  Ty  +  Tz  '  (*«) 

die  u,  D,  vo  auch  durch  die  ursprünglich  gegebenen  u,  v,  iv  ersetzt 
werden,  indem  nämlich  die  dadurch  hinzutretenden  Glieder  sich 
gegenseitig  aufheben. 

Bei  dieser  Zerlegung  ist  auf  Oberflächenintegrale,  die  eigentlich 
noch  zutreten  müfsten,  keine  Bücksicht  genommen;  die  von  ihnen 
herrührenden  Beträge  können  ebensowohl  mit  den  Bestandteilen 
u,  t),  tt),  als  mit  den  Bestandteilen  (44)  vereinigt  werden,  indem  sie 
sowohl  den  Bedingungen  der  einen  als  denen  der  anderen  Art  ge- 
nügen. Sie  sei  übrigens  mit  der  Zerlegung  in  longitudinale  und 
transversale  Wellen  identisch;  er  meint ®^**),  es  sei  wohl  mög- 
lich, „dafs  die  Betrachtung  der  Wirbelfäden  für  die  Optik  von  Inter- 
esse wäre,  während  man  auch  umgekehrt  die  Wirbelfäden  zu  ver- 
meiden und  durch  transversale  Wellenbewegungen  zu  ersetzen  im 
Stande  wäre^^;  das  sei  zugleich  die  naturgemäfse  Deutung  der 
Wirbellinien,  deren  Vorhandensein  durchaus  keine  Wirbelbewegung 
im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  verlange.  Übrigens  enthielten 
die  Formeln  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Bewegungen  von 
einander  entfernter  Punkte,  der  stets  vorhanden  sei,  wenn  zwischen 
ihnen  stetige  Übergänge  lägen:  eine  Bewegung  (u,  u,  xo)  eines  Teil- 
chens im  Element  dz  „inducire^^  im  Punkte  x^  y,  z  eine  Bewegung 
von  den  Componenten: 


8031)  §  3,  p.  5,  bezw.  286.  Er  citirt  Stokes,  Helmholtz,  Clebsch; 
weiterhin  §  4,  p.  8,  bezw.  288  für  den  Beweis,  dafs  die  fn^,  m,,  m^  die 
Componenten  der  Elementarrotation  sind,  anch  die  hydrodynamische 
Preisßchrift  von  H.  Hankel. 

8032)  §  5,  p.  12,  bezw.  292. 
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(49)  „  =  _J^.^d,,... 

,,eiiie  der  allgemeinen  Gravitation  analoge  Wirkungsweise".  Ent- 
sprechendes, nur  mit  etwas  complicirteren  Formeln,  gelte  für  die 
transversalen  Componenten;  diese  Wirkung  habe  eine  grolse  Ana- 
logie mit  der  Wirkung  geschlossener  elektrischer  Elementarströme 
auf  entfernte  magnetische  Molekeln.  Man  dürfe  übrigens  diesen  Zu- 
sammenhang nicht  besonderen  E[rftften  zwischen  den  verschiedenen 
Punkten  zuschreiben;  die  Formeln  sagten  nur  aus,  dais  gegebene 
Kräfte,  wenn  sie  die  Stetigkeit  nicht  aufheben  sollten,  unter  Mit- 
wirkung der  Molekularkräfte  Bewegungen  hervorbringen  müfsen,  die 
den  angegebenen  Zusanmienhang  aufweisen.  Die  Beobachtung  solcher 
Zusammenhänge  werde,  wenn  sie  auf  die  Molekularkräfte  keine  Bück- 
sicht zu  nehmen  vermöge,  zur  Annahme  von  Femewirktmgen  führen 
müssen.  Nur  in  diesem  Sinne  sei  im  folgenden  der  Ausdruck: 
„Einwirkung  von  Bewegungszuständen  entfernter  Punkte  auf  ein- 
ander^^  zu  verstehen.  Diese  Art  Einwirkung  habe  übrigens  mit  dem 
Ohm'schen  Gesetze  das  gemein,  dafs  momentan  Geschwindigkeiten, 
nicht  Beschleunigungen  hervorgebracht  werden;  gelinge  es  auf  diesem 
Wege  die  elektrischen  Wirkungen  in  continuirlichen  Leitern  auf 
atomistische  zurückzuführen,  so  werde  es  nicht  zu  gewagt  erscheinen, 
diese  Zurückführung  auch  für  scheinbar  getrennte  Punkte,  unter  An- 
nahme einer  Stetigkeit  zwischen  ihnen,  gelten  zu  lassen. 

Daraufhin  wendet  er  im  ü.  Abschnitt  ®®'')  diese  Resultate  auf 
die  Bewegung  der  Elektricität  in  Leitern  an.  Lidem  er  von  den 
zutretenden  Oberfiächenintegralen  durchaus  abstrahirt,  geht  er  davon 
aus,  dafs  man  eine  Function  von  drei  Variabeln  nur  auf  eine  Weise 
als  Potentialfunction: 


(50)  ^--Lfv'^r 


schreiben  könne,  indem  nämlich 

(51)  9  =  ^»y 

sein  mufs  („Gesetz  der  gleichen  Massen'').  Er  setzt  dann  vor  allem 
auseinander,  dafs  man  Diffentiationen  hier  unter  dem  Litegralzeichen 
ausführen  könne,  wenn  man  wieder  von  zutretenden  Oberflächeninte- 
gralen absehe;  z.  B.  sei: 

(52)  J'^^Tx^'-J  -di,T- 

80Jid)  §  6,  p.  16,  bezw.  295. 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lassen  sich  Formeln,  in  denen  höhere 
Potenzen  von  r~^  als  die  erste  unter  dem  Integralzeichen  stehen, 
auf  solche  reduciren,  in  denen  nur  die  erste  Potenz  vorkommt.  Aber 
auch  Potenzen  von  r  mit  positiven  Exponenten  liefen  eine  solche  Be- 
duction  zu:  solche  mit  ungeraden  Exponenten  mit  Hilfe  der  Formel: 

¥/'»i'-x''^.  =  -Ä/^'*'-  (53) 

solche  mit  geraden  mit  Hilfe  derjenigen,  die  aus  ihr  durch  Differentia- 
tionen nach  den  Coordinaten  hervorgehen.  Die  Gleichungen  der 
Elektricitätsbewegung  liefsen  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  die  Form 
von  Gleichungen  zwischen  solchen  Integralen  bringen;  das  „Gesetz 
der  gleichen  Massen^^  ergebe  dann  die  Differentialgleichungen. 

Hierauf  wendet  er  sich  zur  Construction  der  Bewegungs- 
gleichungen far  die  Elektricität  in  ihrer  älteren  Form®®**).  Er 
meint,  es  sei  voreilig,  wenn  man  auch  in  der  Elekricitätslehre  die 
entstehende  Beschleunigung  der  Kraft  proportional  setze;  das  einzig 
sichere  sei  das  Ohm'sche  Gesetz.  Es  sei  deshalb,  gerechtfertigt,  wenn 
man  bei  Berechnung  der  elektromotorischen  Kraft,  die  auf  einen  Punkt 
wirkt,  die  Elektrizität  in  diesem  Punkte  als  ruhend  annehme;  wenig- 
stens wenn  man  irreguläre  Bewegungen  ausschliefse,  bei  denen  nicht 
gleiche  Mengen  entgegengesetzter  Elektricitäten  mit  gleichen  Ge- 
schwindigkeiten nach  entgegengesetzten  Richtungen  strömen.  Man 
dürfe  daher  zwar  die  „elektrodynamischen'^  Wirkungen  der  freien 
Elektrizität  vernachlässigen,  nicht  aber  diese  selbst  ^^)  und  müsse 
also  vor  allem  berechnen,  wie  sich  die  Anhäufung  freier  Elektricität 
aus  den  Strömen  berechnen  lasse,  was  durch  die  Continuitätsgleichung 
[§  108,  (34)]  geschehe.  Das  Weber'sche  Gesetz  liefert  dann  far 
die  elektrodynamischen  Ki^fte  der  Induction  die  Werte  d  U/dt,  .  .  .,  wo 

bezeichnet  ^  das  Potential  der  freien  Elektricit&t,  so  gelten  die 
Kirchhoff'schen  Gleichungen  (37)  in  der  Form: 

in   der  k  eine  Constante   bedeutet  und  Ä  =  Äc"^  ist.      Damit  wird: 

8034)  §  8,  p.  18,  bezw.  297.         8036)  f  9,  p.  19  beiw.  299. 
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Hier  liest  er  diejenigen  Glieder  heraus,  die  Yon  den  Coordinaten 
des  Aufpnnktes  unabhängig  sind  und  daher  als  Massenpotentiale  an- 
gesehen werden  können;  wird  gesetzt: 

oy 


^ 2Ä  j-|^(l  -{^f)  +  Tx{dtTy  +  Ttd%-  ■  • 


oder  was  mit  Bücksicht  auf  die  Relationen  zwischen  den   partiellen 
Ableitungen  von  r  dasselbe  ist: 

(P.Q\  oj.     \dud*r       dv   d*r         dw    d*r  \ 

so  stellt  sich  auch: 


(59)  /? 


als  ein  Differentialquotient  nach  x  dar  und  giebt  also  nur  longi- 
tudinale  Schwingungen.     In  der  Zerlegung 

(60)  ^^J^-.+J^^.- 

hat  der  erste  Summand  schon  die  Normalform;  die  Transformation 
des  zweiten  bereitet  Roch  dadurch  vor,  dafs  er  eine  Überlegung  an- 
stellt, nach  der  gewisse  Oberflächenintegrale,  die  zunächst  auftreten^ 
bei  Seite  gelassen  werden  können®^**).  Er  erhält  so  fOr  die  „trans- 
versale^ Bewegung  drei  Gleichungen: 

(«1)  8V^«  =  *1l'-- 

und  fOr  die  longitndinale: 

(62)  -A^„=_2*.^+24';,... 

Aus  den  letzteren  folgt  mit   Rücksicht  auf  die  Continuitätsgleichnng: 

übereinstimmend  mit  Kirchhofs  Gleichung  (41);  sie  können  übrigens 
durch  Differentiation  aus  der  einen  Gleichung: 


8036)  §  24  bezw.  808. 
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abgeleitet  werden.  Nachträglich  deutet  er  noch  an^'^),  wie  man 
die  weggelassenen  Oberflächenintegrale  berücksichtigen  könne;  es 
komme  schlieJGslich  einfach  darauf  hinaus,  dafs  zu  u,  r,  w  noch  Be- 
standteile der  Art  wie  A,  /li,  v  hinzukommen.  Es  zeige  sich,  dafs 
die  transversale  Elektricitätsbewegung  sich  nach  den  Gesetzen  der 
geleiteten  Wärme  fortpflanze  ®®**);  man  könne  aber  nicht  wie  Kirch- 
hofi"  annehmen,  dafs  gleichzeitig  die  „innere  Induction''  null  sei  und 
die  freie  Elektricität  sich  nach  diesen  Gesetzen  bewege.  Zum  Schlufs 
scheint  er  andeuten  zu  wollen,  dafs  in  seiner  Theorie  das  Energie- 
princip  nicht  mehr  gilt®®*^). 

J.  Weingarten®^^)  ist  mit  Roch's  Theorie  gar  nicht  ein- 
verstanden. Aus  den  von  Eirchhoff  gegebenen  Gleichungen  (37) 
könne  man  auf  dem  von  Kirchhoff  selbst  angegebenen  Wege  zu 
Differentialgleichungen  gelangen,  denen  ii,  t^,  w  im  ganzen  Inneren 
des  Leiters  genügen  mülsten;  man  brauche  nur  die  teilweise  In- 
tegration auf  U^  r,  W  selbst  anzuwenden,  statt  wie  Kirchhoff  auf 
deren  Ableitungen.     Man  erhalte  so  zunächst: 


82A:«  du 
J  u  ==  - 
c 


kn  du  o7  />!     ^«    1     1     ^**  \  /£!r\ 

«-  Jt  -  -  2^i^^ä^  +  üä^aij'  •  •  •      (^^) 


und  wenn  u  dx  -\-  vdy  -\-  w  dz  ein  vollständiges  Differential  sei,  auch 
die  Gleichungen  (62)  Roch's.  Aber  diese  Gleichungen  seien  nicht 
als  Gleichungen  einer  „longitudinalen^^  Bewegung  anzusehen;  vier 
Functionen,  die  ihnen  genügten,  stellten  nicht  Strömcomponenten 
und  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  bei  einer  möglichen  Elektri- 
citätsbewegung dar,  wenn  sie  nicht  aufserdem  auch  xxdx-^- vdy  •{•rode 
f[ir  alle  Werte  von  t  zu  einem  vollständigen  Differential  machten. 
Weiter  deutet  er  an®^^),  wie  man  die  bei  Roch  fehlenden  Grenz- 
bedingungen aufzustellen  habe;  versuche  man  aber  die  Durchführung, 
so  erhalte  man  so  complicirte  Formeln,  dafs  der  Vorteil  der  Be- 
nutzung partieller  Differentialgleichungen  ganz  illusorisch  werde. 
Wenn  Roch  femer  behaupte,  jeder  Bewegungszustand  lasse  sich 
immer  in  die  beiden  von  ihm  angegebenen  Teile  zerlegen,  so  hätte 
er  beweisen  müssen,  dafs  jeder  dieser  Teile  fCb*  sich  betrachtet  eine 
mögliche  Bewegung  darstelle.  Überhaupt  könne  man,  wenn  man 
von  einer  Function  nichts  weiter  wisse,  als  dafs  sie  stetig  sei,  auf 
keinerlei  Art  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  ihren  Werten 
in  verschiedenen  Teilen  des  Raumes  erschliefsen. 


8037)  p.  27,  bezw.  306.         8038)  §  11,  p.  27,  bezw.  807. 

8039)  p.  308;  nicht  in  der  ersten  Fassung. 

»040)  J.  f.  Math.  63,  1864,  p.  146.         8041)  p.  149. 
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Gleichzeitig  bat  auch  W.  Weber  selbst  die  Konsequenzen  des 
von  ihm  angenommenen  Fundamentalgesetzes  der  Elektrodynamik 
für  die  Lehre  von  dem  Verlauf  elektrischer  Ströme  in  Leitern  ent- 
wickelt «<^*).  Er  knüpft  an  Kirchhoff 's  Abhandlungen  ««W),«)!»)  an  und 
bespricht  zunächst  dessen  Theorie ^^');  er  findet,  sie  mache  drei 
beschränkende  Voraussetzungen:  dals  in  jedem  Punkt  die  dort  vor- 
handene freie  Elektricität  gegenüber  der  Menge  des  dort  vorhandenen 
neutralen  Gemisches  beider  Elektricitöten  vernachlässigt  werden  könne; 
dafs  durch  jeden  Querschnitt  immer  gleiche  Mengen  positiver  und 
negativer  Elektricität  strömten;  daljs  das  Ohm'sche  Gesetz  auch  für 
veränderliche  Ströme  Gültigkeit  behalte.  Daher  fängt  er  die  Unter- 
suchung noch  einmal  von  vorne  an^^^)y  indem  er  auch  höhere 
Potenzen  unendlich  kleiner  Gröfsen  berücksichtigt;  erst  nach- 
träglich ^^^)  vereinfacht  er  die  erhaltenen  Gleichungen  durch  die 
Annahmen  Kirchhoff's.  Das  sei  aber  nur  für  so  feine  Drähte 
erlaubt,  wie  sie  praktisch  nicht  vorkommen ®^*),  und  für  solche 
entstehe  die  Frage,  ob  das  Ohm'sche  Gesetz  noch  gelte.  Daher 
wolle  er  eine  von  diesem  Gesetze  imabhängige  Herleitung  geben  ^^^ 
indem  er  die  einzelnen  auf  die  Elektricitätsteilchen  im  Leiter 
wirkenden  Kräfte  zu  bestimmen  suche.  Seine  Auffassung  ist  dabei 
folgende:  die  Beharrlichkeit  des  elektrischen  Stromes^  d.  h.  die 
gleichbleibende  Geschwindigkeit  der  Teilchen  im  Leitungsdraht  be- 
weise, dafs  die  ponderablen  Teilchen  auf  die  elektrischen  eine  Kraft 
ausüben,  die  der  elektromotorischen  Kraft  immer  entgegengesetzt 
gleich  ist;  diesem  Gesetz  schreibt  er  dann  auch  für  nicht  stationäre 
Ströme  Gültigkeit  zu.  Werde  die  Summe  aller  so  bestimmten 
Kräfte  durch  die  von  ihnen  erzeugte  Beschleunigung  dividirt,  so 
gebe  der  Quotient  die  Masse  der  im  betrachteten  Element  enthaltenen 
positiven  Elektricität.  Indem  er  diese  Masse  andererseits  elektro- 
statisch ausdrückt,  erhält  er  statt  Kirchhoff 's  Gleichung  (30)  die 
folgende: 


8042)  Leipz.  Abhandl.  6,  1864,  p.  571;  Werke  4,  p.  105;  Auszug 
Leipz.  Ber.  15,  1868,  p.  10;  Werke  4,  p.  97.  Wegen  des  Prioritäts- 
verhältnisses  vgl.  man  die  Bemerkung  von  Poggendorff  (Ann.  Phya. 
Chem.  100,  1867,  p.  361;  Weber's  Werke  4,  p.  242),  nach  der  Weber 
schon  1867  die  Theorie  —  wie  Weber  selbst  p.  180  bemerkt,  die 
Gleichung  (66)  einschliefslicb  der  Correctionsglieder  —  fertig  hatte  und 
mit  der  Veröffentlichimg  nur  den  Abschlufs  der  zugehörigen  Experimente 
abwarten  wollte. 

8043)  nr.  1,  p.  109.         8044)  nr.  2,  p.  115.         8046)  nr.  3,  p.  121. 
H046)  nr.  4,  p.  126.         8047)  nr.  5,  p.  126. 
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dt'      2(1  +  X)  ds*  "*"   lß7ta*k{l  -fDlogil/a)   dt 


c* 


(66) 


16(5(1 +  X)  log  (//a) 


8 


Darin  bedeutet  0  die  Verschiebung  eines  Elektridtätsteilchens,  Gils 
die  Masse  der  im  Element  ds  enthaltenen  positiven  Elektricitäts- 
teilchen,  also  Qda/dt  die  Stromstärke,  /  die  Länge  des  Drahtes, 
o  seinen  Badius,  r  das  [seinem  numerischen  Wert  nach  nicht 
bekannte]  Verhältnis  des  Milligramms  zur  elektrostatischen  Massen- 
einheit, A:  das  Leitungsvermögen,  S  die  elektromotorische  Kraft  an 
der  Stelle  a  und  es  ist: 


c« 


8r(g  log(//a) 


(67) 


Kirchhoff's  Gleichung  (30)  geht  aus  (66)  durch  die  Voraussetzungen 
A  =  0,  iS  =  0  hervor.  Weber  bemerkt  ®^^):  die  erstere  Voraussetzung 
bedeute  die  Annahme  der  Allgemeingültigkeit  des  Ohm'schen  Gesetzes; 
man  dürfe  übrigens  nicht  etwa  schliefsen,  k  sei  0,  wenn  a  unendlich 
klein  gegen  l  sei;  es  sei  dann  im  Gegenteil  unendlich  grofs,  da  @ 
von  der  Ordnung  von  a*  sei.  Die  Voraussetzung  S  ^=  0  andererseits 
schliefse  nicht  nur  das  Vorhandensein  äuTserer  elektromotorischer 
Kräfte  aus,  sondern  auch  die  Wirkung  aller  übrigen  Teile  des  Strom- 
kreises auf  den  gerade  betrachteten.  Er  wendet  sich  daher  zunächst 
zur  Bestimmung  der  letzteren  *^^):  er  denkt  sich  Stromstärke 
und  Dichtigkeit  als  Functionen  von  s  in  trigonometrische  Beihen 
entwickelt;  aus  ihnen  erhält  er  entsprechende  Entwicklungen  für 
das  Potential,  mit  Coefficienten,  die  nur  von  der  Gestalt  des  Leiters 
abhängen.  Im  Falle  eines  kreisförmigen  Leiters  zerföllt  die  so  er- 
haltene Gleichung  in  ein  System  von  Differentialgleichungen  zur 
Bestimmung  der  einzelnen  Coefficienten  in  der  Entwicklung  der 
Dichtigkeit*^^).  Weber  leitet  aber  zunächst  durch  Litegration  über 
den  ganzen  Leiter  für  den  allgemeinen  Fall  Gleichungen  für  die 
Mittelwerte  der  elektromotorischen  Kraft  ab^*^),  die  namentlich 
dann  in  Betracht  kommen,  wenn  die  Stromstärke  nahezu  im  ganzen 
Leiter  dieselbe  ist.  Erst  nachher  führt  er  die  Untersuchung  des 
kreisförmigen  Leiters  weiter^**);  die  Integrale  lassen  sich  dann 
auswerten,  und  es  ergiebt  sich**^^^),  dafs  in  diesem  Falle  für 
den    stationären    Strom    das    Ohm'sche   Gesetz    gilt,    abgesehen    von 

8048)  nx.  6,  p.  131.         8049)  nr.  7,  p.  182.  8060)  p.  188. 

8051)  nr.  9,  p.  139.         8062)  nr.  10,  p.  141.         8068)  nr.  12, 


OVOVßJ   p.   lOO. 

8068)  nr.  12,  p.  146. 


,-«?;':       " 


90tnnttiKi    1^  f  Will     .snsaL  zh. 


"**fi>r     rA*say^     '■'*fl«r     iäh 


«» 1 1 1 ^» 


'ir  ti«(  2»adaiic«i  Zar yjiainng*ay?^>^*»myyf   vü  -sman.  i>»i^JAL-iiutfji 

4vtttt:  74raa^Awi<r  v>riiuL  j>3iiait.  ±a»i»(  «(  xar  ebik  mst  jock 
jinr    4^3«    MT    MtKkriajo    JLrg^wttrag:      I*«^«^!!    mis«    •£■    är 

^«fJMUi>iMA     ^imscT^ft     E>k3r>z:ä^    soa     BeiioaiÜBnzz^icfl 

^tr  H^jirwi£jpc;r%z;fcc,l  anabiiiBgig  ist.  Er  findet.  dai&  onur  g«eigB«teB 
V^yrM*u^7a£.i;^«x  aij>  For:(^äa^zTinj!sr«!^hiiiiidigk«iieB  sieb  dem  gijacim- 

«Mym  Or^«zw«Tt  <  V^2  r.ib^m.  d«T  mit  dem  ron  Kirciuioff  uiccg^bcncB 
Wirft  li.^i^T^t&xtijomt*  '  ,  Er  ma«fat  aaf  die  Überdnstimmiiiig  dieses 
Wirrte  mit  diwi  d^  Lkbtgescbwindigkeit  als  auf  die  Asdeatimg^ 
«riA^  iflß^^m  ZiiMUDm^rnhaogs  beider  Tbeorien  aofimerksam.  glaabt 
a^/er  oi^htf  f/ia/s  ti/irb  (TroTse  Enrartangen  daran  knüpfen  lassen'***^  . 
Uunn  beiiprii*;bt  er  Beiiipieie  daf6r,  wie  sich  bei  wirklichen  Drthten 
di#;  VerbÄJtniMe  abweichend  Ton  denen  dieses  Grenzfalls  gestalten: 
diM  fnhrt  ihn**^"^;  znr  rntenochong  der  «^bsorption^  elektrischer 
W«|J#;n  in  einem  kreiif2>rmigen  Leiter,  d.  h.  des  Falles,  dals  eine 
ißdsrr  m^hrtgr^  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichnng  reell  ausfallen. 
f>aran  nchluftni  fir'"'^}  eine  Besprechung  der  Beziehungen  dieser 
Tlieorie  scfi  derjenigen  der  Warmeleitung:  er  macht  darauf  aof- 
merksam,    dafd    die   Analogie    keine    vollständige    ist,    indem   anÜBer 

HOffi;  ur.  13,  ji.  14H.         8066;  nr.  14,  p.  150         8056;  nr.  15,  p.  152. 
H057;  nr.  I«,  p.  ir,',.         8058)  p.  157.         8059.  nr.  17    p.  160. 
H^mO;  nr.  18,  p.  166. 
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demjenigen  Teil,  der  sich  nach  den  Gesetzen  der  Wärmeleitung 
fortpflanzt,  immer  noch  Wellenzüge  vorhanden  sind.  Bei  dieser 
Gelegenheit  spricht  er  seine  Meinung  dahin  ans,  dals  es  überhaupt 
immöglich  sei,  alle  Gesetze  der  Bewegung  der  Elektricität  in  den 
Leitern  rein  experimentell  zu  finden;  die  Theorie  müsse  hier  dem 
Experiment  Yorangehen.  Besonders  empfehle  sich  die  Beobachtung 
periodischer  Schwingungen;  solche  aber  könnten  nur  durch  äuTsere 
•elektromotorische  Kräfte  hervorgebracht  werden  ^^^),  am  einfachsten 
durch  schnelle  Rotation  eines  Magneten.  Dazu  entwickelt  er  deren 
Theorie  in  weiter  unten  (§111)  zu  besprechender  Weise. 

Nachdem  er  dann  dargestellt  hat,  wie  Amplituden  und  Phasen 
«lektrischer  Schwingungen  am  Dynamometer  beobachtet  werden 
können,  und  andere  experimentelle  Fragen  besprochen  hat,  setzt  er 
zum  Schlufs  auseinander^^'),  wie  die  Bestimmung  der  in  den 
Differentialgleichungen  auftretenden  Constanten  zu  einer  Bestimmung 
,,des  Verhältnisses  der  elektrostatischen  Kräfte  zweier  gleicher 
Elektricitätsmengen  zu  ihren  Massen^^  [d.  h.  des  Verhältnisses  der 
elektrostatischen  zur  elektromagnetischen  Einheit  der  elektrischen 
Masse]  führen  könne. 

Die  dieser  Zeit  angehörende  grundlegende  Abhandlung  von 
J.  Cl.  Maxwell®^*)  knüpft  bei  Behandlung  der  Induction  an  eine 
dynamische  Analogie  an.  Seien  drei  Körper  Äj  By  C  [von  denen 
jeder  für  sich  betrachtet  nur  einen  Grad  der  Freiheit  hat]  so  mit 
einander  verbunden,  dafs  zwischen  ihren  G^ch windigkeiten  u,  t;,  tr 
beständig  die  Gleichung 

w  ^  pu  +  qv  (69) 

besteht.  Auf  -4.,  B  sollen  Kräfte  Z,  Y  wirken  [während  ihre 
Massen  gegenüber  derjenigen  von  C  vernachlässig^  werden].  Dann 
gibt  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  die  Gleichungen: 

X  ^  ^iCp*u  +  Cpqv),     Y  ^  ^(Cpqu  +  C(^v)       (70) 

Sind  statt  des  Körpers  C  eine  ganze  Anzahl  solcher  Körper  vor- 
handen, die  alle  mit  Ä,  B  in  der  angegebenen  Weise  verbunden 
sind,  so  erhält  man  Gleichungen  ganz  derselben  Form;  es  treten 
nur  die  Summen: 

L-^Cp^     M^^Cpq,     N^^Cq'  (71) 


8061)  nr.  19,  p.  168.         8062)  nr.  86,  p.  236. 

8063)  Lond.  trans.  166,  1866,  nr.  22  (vom  Oct.  1864);  papers  1,  p.  536. 
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an  Scftiie  der  «ini^zacc  Tenne.     Koi&m«m 

TOT.  die  dm  G^schviadi^fasiäi  pr»pordocaI  sad.  id  Bad  im  X  T 

b«zv.  iu>eh  GlkdcT  £«.  5*-  kznzazofncvn. 

hut  Ajtwecdan^  auf  iBdnetionatrnie**'     gckt 
nibere  Degittndimg  aii±g<e4prjcfam£n  BefcaapfCmig  aai.  daft 
BtfrU«   der  Geschvindigkeheii  «.  r  die   StrcimTii^ea  is   da 
LeitmigskrnseD  trelen.  an  stelle  der  L,  JL  X  CoefBöcBtcB.  £e 
der  Gestalt    und    gegenseitigen    Lage    der   beidec   Kreise 
Haa  crfaSh  dann  also  deidinngen  der  Fonn 


Ist  im  seeondiien  Kreise  keine  elektromotorische  Kraft  anCscr  der- 
jenigen der  Indnction  rorhanden,  so  folgt,  wenn  bis  znm  EridseheK 
des  indncirten  Stromes  integrirt  wird: 


(li .  r  =  JV,««  -  -  B^ 

Weiter  steUt  Maxwell  die  Energiegleichnng 

-^ ./,  ^, .  jfy,  +  .v/,j 

auf*^*^J;   sind  X,  Jf,  A'  constant,  so  stellen  die  Tenne 
(75;  \(L'J\^  2MJ^f^  +  XJl\ 

die  „innere  Energie^  der  StrOme  dar.  Maxwell  fügt  bei*^^):  dieee 
Energie  existire  wahrscheinlich  als  tatsachliche  Bewegung  und  zwar 
nicht  nur  in  den  Stromkreisen,  sondern  auch  in  dem  umgebenden 
Medium.  Der  Fall,  dafs  man  es  nur  mit  einem  Stromkr«s  zu  tun 
hat,  fELhrt  wieder'  auf  die  Gleichung  (3)  und  ihr  Integral  (4). 
Auch  wenn  zwei  Stromkreise  vorhanden  sind,  elektromotorische 
Kraft  aber  nur  im  einen,  ISlst  sich  die  gesamte  durch  den  secundSren 
Kreis  gegangene  Elekthcitätsmenge  ohne  Integration  der  Differential- 
gleichungen finden  ^^^),  nicht  aber  die  entwickelte  Wärmemenge 
oder  die  Wirknng  anf  das  Dynamometer.  Maxwell  stellt  daher 
die  determinirende  Gleichung: 

8064;  nr.  26,  p.  639.  8066)  nr.  31,  p.  641.  8066)  nr.  33,  p.  &41. 

8067;  Dr.  88,  p.  644. 
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{LN-M^n^  +  {RiN+E^L)n  +  E^E^^O  (76) 

auf**^*®),  doch  ohne  zu  discutiren,  ob  ihre  Wurzeln  reell  sind.  Er 
bespricht  dann  noch  die  Bestimmung  yon  Inductionscoefficienten 
durch  die  „elektrische  Wage"  [die  Wheatstone'sche  Brücken- 
combination]^*^);  sind  in  ihr  die  Widerstände  so  abgeglichen,  dafo 
kein  dauernder  Strom  durch  das  Galvanometer  geht,  so  läfst  sich 
der  Wert  des  Integralstroms  durch  die  Brücke  ohne  Integration 
der  Differentialgleichungen  bestimmen. 

Eine  etwas  spätere  Note  Maxwell's^^®)  knüpft  an  die 
Gleichungen  (72)  noch  einige  Bemerkungen.  „Metaphoricallj^ 
könne  man  L  und  N  als  die  Trägheit  des  ersten,  bezw.  des 
secimdären  Stromkreises,  X  -|-  2  itf  -|-  ^  als  die  Trägheit  des  ganzen 
Systems  bezeichnen.  Wenn  beide  Stromkreise  zu  einem  vereinigt 
werden,  so  erhalte  man: 

J-J^e-'''  (77) 

mit 

L  +  2M+N 


X  ^ 


Ä, +Ä, 


(78) 


Dann  bespricht  er  den  EinfluTs  einer  Änderung  der  gegenseitigen 
Lage,  sodafs  in  der  Zeit  ^  —  t^  M  von  einem  Werte  M^  in  M^ 
übergeht,  und  die  Stromstärke  sich  infolgedessen  von  J^  zu  J^  ver- 
ändert.    Integration  der  Gleichung  giebt  hier  zunächst: 

(n  +  S)  fjflt  +  {L  +  2M^  +  N)J^  -  (X  +  2 Jfi  +  N)Ji  -  0.  (79) 

Ist  die  Änderung  plötzlich,  so  kann  das  Integral  gegen  die  übrigen 
Bestandteile  vernachlässigt  und  das  Resultat  dann  so  ausgesprochen 
werden:  das  elektrische  „momentum"  [Bewegungsgröfse]  ist  nach 
der  Änderung  dasselbe  wie  vorher.  Das  überträgt  er  dann  auch 
auf  den  Fall,  da£3  die  Veränderung  durch  einen  Kommutator  ge- 
schieht.      Unter    besonderen    Voraussetzungen    erhält  .  er    für    das 

80«8)  nr.  39,  p.  546. 

8069)  nr.  43,  p.  647.  Eine  Note  in  den  papers  verweist  auf  eine 
Berichtigung  der  Formeln  durch  Lord  Rayleigh. 

8070)  Lond.  roy.  proc.  1867;  phil.  mag.  (4)  88,  1867,  p.  474; 
papers  2,  p.  79,  franz.  mit  Noten  von  M.  Brillouin  J.  de  phys.  (2)  1,  1882^ 
p.  20.  Der  Schlufs  MaxwelFti,  dafs  Ip*  —  2mpq-\-nq'  nur  dann  immer 
positiv  ist,  wenn  hi  —  m^  positiv  ist,  macht  Brillouin  seltsame  Schwierig- 
keiten. 
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Verhältnis  der  Stromstärken  vor  imd  nach  einer  halben  Umdrehung 
der  secundären  Holle  die  Formel: 


in  der 


*  s=  -   - P'~  ■'/* 

Jo       L  —  2M  +  N 


(81) 


ist  und  T  die  Zeit  yon  einer  Kommntation  bis  zur  nächsten  be- 
eutet^^^)  Ist  der  Factor  gröfser  als  1,  so  könne,  meint  er,  durch 
wiederholte  Drehung  die  Stromstärke  beliebig  gesteigert  werden. 
Weiter^''*)  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  die  primäre  Rolle  durch 
einen  kurzen  Draht  („shimt^^;  das  Wort  scheint  in  der  uns  angehenden 
Litteratur  hier  zum  ersten  Male  aufzutreten)  geschlossen  ist;  man 
hat  dann  drei  Gleichungen^ mit  drei  unbekannten  Stromstärken,  und 
eine  genaue  Discussion  sei  nicht  am  Platze,  da  ihre  Resultate  doch 
nur  gelten,  „wenn  der  Magnetismus  des  Eisenkerns  mit  dem  Strome 
in  der  Rolle  starr  v^bunden  gedacht  wird"*^''*).  Er  begnügt  sich 
daher  mit  einer  qualitativen  Erklärung  der  hier  auftretenden  Er- 
scheinungen. 

Inductionsströme  in  bewegten  körperlichen  Leitern  scheinen 
abgesehen  von  den  Ansätzen  von  Felici^^^  und  den  allgemeinen 
Gleichimgen  von  Kirchhoff ®*^^^)  zuerst  von  E.  Joch  mann®®''*)  be- 
handelt worden  zu  sein.  Er  bezeichnet  mit  u,  t},  tt)  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Leiterelements,  mit  u,  e;,  w  die  des 
Stromes  in  ihm;  das  Weber'sche  Gesetz  gibt  dann  für  die  Com- 
ponenten der  elektromotorischen  Kraft  Ausdrücke  der  Form: 


8071)  p.  82.         8072)  p.  84. 

8073)  Brillouin  übersetzt,  bezw.  interpretirt  das  so:  „autant  que  Ton 
consid^re  le  magnetisme  des  noyaox  comme  proportionnel  aux  courants 
dane  les  bobines*^ 

8074)  J.  f.  Math.  63,  1864,  p.  168;  Ann.  Phys.  Chem.  122,  1864,  p.  214; 
in  der  ersteren  Redaction  ist  das  Mathematische,  in  der  letzteren  das 
Experimentelle  ausführlicher  behandelt.  Die  letztere  bringt  p.  219  eine 
ausf&hrliche  Auseinandersetzung,  dafs  in  diesem  Fall  die  Stromlinien 
nicht  zu  den  Flächen  gleichen  Potentials  rechtwinklig  sind,  ja  dafs  im 
allgemeinen  überhaupt  kein  zu  ihnen  orthogonales  Flächensystem  existirt. 


k 
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Für    stationäre    Ströme    vereinfachen    sich    diese    Ausdrücke    durch 
Benutzung  der  Continuitätsgleichnng: 

|!fi  +  |£i  +  1^  =  0  (83) 

und  der  Oherflächenbedingung: 

tij  cos  /Lj  +  t\  cos  fi^  +  «rj  cos  Vj  -■  0;  (84) 

wird   noch: 

/^•=«x-  (85) 

gesetzt,  so  erhält  man  nach  einigen  Reductionen^^^): 

^-'K-5l)-»^-|7)l.    •■  W 

Die  durch  (85)  definirten  Gröfsen  genügen  dabei  den  Bedingungen: 

Ja 4««,...;     ^«+^J  +  |l.O.  (87) 

Dazu    kommen    noch    die    Componenten    der    äuTseren    inducirenden 
Kräfte;  ist: 

P^ßdr  (88) 

das  magnetische  Potential,  so  sind  die  Componenten  seiner  elektro- 
motorischen Wirkung^'*): 

^  =  2ä(4^ -4f ),....  (89) 

Ist    endlich    noch    V    das   Potential   des   freien  Elektricität,    K  das 
Leitungsvermögen,  so  werden  die  Stromcomponenten^^^): 

n  =  K[-^^  +  r>N-WM],---  (90) 

wenn  nämlich: 

^-  »g + Kl?  - 1^)'  •  ■  ■  (") 

gesetzt  wird,  sodafs  man: 

X  +  Ä=^t)N-toM,.,.  (92) 

erhält.     Es  ist  dann  auch: 

8075)  p.  163.         8076)  nr.  2,  p.  166.         8077)  nr.  8,  p.  166. 
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Damit  kann  mati  entweder  die  u,  t;,  w  oder  die  Z,  Jlf,  N  eliminireiiy 
muTs  aber  dann  beachten,  daXs  die  so  entstehenden  Gleichungen 
zwar  notwendige  Folgen  der  früheren  sind,  nicht  aber  umgekehrt. 
Jochmann  behandelt  nun  speciell  den  Fall,  dafs  es  sich  um 
Rotation  eines  Rotationskörpers  um  seine  Rotationsaxe  handelt  und 
dafs  das  magnetische  Feld  ebenfalls  um  diese  Axe  symmetrisch 
^8078^      Es  ist  dann: 

(94)  u  =  —  fij/,         t)  =  nor,         ro  =  0 


und  P  nur  eine  Functionen  von  e  und  r  =  yx^  +  y*;  und  man 
kann  den  Gleichungen  durch  u  =>  t;  =»  fr  =»  0  genügen,  was  also  be- 
deutet, dafs  kein  Strom,  sondern  nur  eine  Verteilung  freier  Elektri- 
dtat  einzutreten  braucht.  V  ergiebt  sich  dabei  für  innere  Punkte 
durch  Integration  eines  YoUständigen  Differentials,  für  äuisere  aus 
den  OberflIUihen-  und  Stetigkeitsbedingungen;  die  Dichtigkeitsver- 
teilungen  im  Innern  und  an  der  Oberfläche  dann  aus  den  Werten 
von  V,  Er  fühlt  die  Rechnung  für  den  Fall  einer  Kugel  durch, 
die  unter  dem  EinfluDs  einer  konstanten  magnetischen  Kraft  um 
eine  zur  Richtung  dieser  Kraft  parallele  Axe  rotirt*^'*),  sowie  für 
den  Fall  der  sog.  unipolaren  Induction^^). 

Das  allgemeine  Problem  verfolgt  auch  er  nur  unter  der  ver- 
einfachenden Voraussetzung  weiter,  dafs  die  Induction  zwischen  den 
verschiedenen  Teilen  des  Körpers  gegenüber  der  aufseren  Induction 
vernachlässigt  werden  kann,  sowie  dafs  die  Ausdrücke  (91)  der 
i,  Jf,  N  sich  auf  ihre  ersten  Glieder  redudren*^^).  Es  handelt 
sich  dann  um  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(95)  ^F«4»Ä;|"^ 
unter  der  Grenzbedingung: 

(96)  -K--  «=2nÄ;{(a:cosA  +  ycos/n)  -g 2nlcQo^v{x-^ h  V'^)  • 

Er  führt  die  Rechnung  für  eine  planparallele  Scheibe  durch, 
die  um  eine  zu  den  Begrenzungsebenen  senkrechte  Axe  unter  dem 
Einflufs  eines  aufserhalb  gelegenen  Magnetpols  (a,  6,  c)  rotirt;  man 
kann  dann  w  ==  0  annehmen  und  erhält: 

(97)  7-=2nÄ:^^J, 


8078)  nr.  4,  p.  168.    8079)  p.  170.    8080)  p.  171. 
8081)  nr.  6,  p.  172. 
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wenn   W  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

ist,  in  der  ^  den  Abstand  zwischen  dem  Magnetpol  und  dem  Auf- 
punkt  bedeutet.  Führt  man  TF  —  ^  als  Unbekannte  ein,  so  sieht 
man,  dafs  dieser  Differentialgleichung  durch 

^^  a^-^+6ö^  (99) 

genügt  werden  kann,  wo  aber  aus  Stetigkeitsrücksichten  nur  das 
obere  Zeichen  zulässig  ist.  Durch  Superposition  kann  dann  die 
Lösung  auch  für  den  Fall  gewonnen  werden,  dafs  mehrere  Magnet- 
pole vorhanden  sind.  Ist  nur  einer  vorhanden,  so  kann  die  rc-Axe 
durch  ihn  gelegt  werden,  so  dafs  6  =  0  wird^^*);  daraus  ergiebt 
sich  dann,  dafs  in  diesem  Falle  das  System  der  Stromkurven  von 
der  Entfernung  a  des  Pols  von  der  Rotationsaze  unabhängig  wird, 
die  Stromdichtigkeit  dagegen  zu  a  proportional.  Rückt  der  Pol  der 
Scheibe  unendlich  nahe,  so  erhält  man  das  von  Felici^^^)  angegebene 
Ereissystem;  Jochmann  macht  aber  darauf  aufmerksam,  dafs  dieser 
Fall  nur  als  Grenzfall  angesehen  werden  könne,  und  dafs  Felici 
sein  Resultat  nur  mit  Hilfe  mehrerer  unbewiesener  Annahmen  er- 
halten habe  «>«»). 

Aufserdem  behandelt  er  noch  kurz  den  Fall  zweier  entgegen- 
gesetzt gleicher  Pole  mit  demselben  c  und  entgegengesetzt  gleichem 
^8084^  und  giebt  einige  qualitative  Andeutungen  über  den  Fall,  daüs 
man  die  Induction  der  verschiedenen  Teile  der  Scheibe  auf  einander 
nicht  vernachlässigen  könne**®*). 

Ein  durch  die  Versuche  Feddersen's  veranlafster,  dieser  Zeit 
angehöriger  Aufsatz  Kirchhoff' s®^^)  behandelt  die  Entladung  einer 
Leidner  Flasche.  Sind  Q^  Q^  die  Elektricitätsmengen,  F^  V^  die 
Potentiale  der  beiden  Belegungen,  R  der  Widerstand  des  Schliefsungs- 
bogens,  W  das  Selbstpotential  des  Schliefsungsbogens,  so  giebt  nach 
dem  Weber'schen  Gesetz 

die    elektromotorische   Kraft   der   Selbstinduction ;    wird    endlich   mit 


8082)  nr.  6,  p.*175.         8088)  p.  159;  vgl.  auch  Ann.  p.  221. 
8084)  Ann.  nr.  9,  p.  232.         8086)  Ann.  nr.  10,  p.  285. 
8086)  Ann.  Phjs.  Chem.  121,  1864,  p.  55;  ges.  Abh.  p.  168. 
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der  praktisch   nicht   in   Betracht  kommenden  Möglichkeit   einer   mit 
der  Zeit  proportional  wachsenden  elektromotorischen  E^raft. 

Weiter  richtet  Weber  sein  Augenmerk  hauptsächlich  auf 
elektrische  Schwingungen.  Werden  alle  äufseren  elektromotorischen 
Kräfte  gleich  null  gesetzt,  so  lassen  sich  die  Differentialgleichungen 
für  die  genannten  Entwicklungscoefßcienten  bei  einem  kreLsförmigen 
Leiter  integriren  und  man  erhält  für  das  Gesetz  der  Verteilung 
der  freien  Elektricität  einen  Ausdruck  der  Form®^^): 

(68)      Ve-'[Ä„  sin  "'  sin  (mt  +  «J  +  iJ.  cos  ^  cos  {mt  +  ßj). 


^' 


a  X         •      «/    •       «  ^ 


wo  £  -f-  ^^  und  n  durch  eine  zu  (32)  analoge  Gleichung  verbunden 
sind.  Er  kommt  dann  erst  noch  einmal  auf  die  etwa  vorkommenden 
Abweichungen  vom  Ohm'schen  Gesetz  zurück ^^^):  überall  da,  wo  l 
nicht  vernachlässigt  werden  könne,  finde  es  gar  keine  oder  doch 
nur  eine  sehr  beschränkte  Anwendung.  Dagegen  gelte  es  für 
stationäre  Ströme.  Man  würde  das  Produkt  r@  d.  h.  also  die 
elektrostatisch  gemessene  Masse  der  in  der  Längeneinheit  des  Leiters 
enthaltenen  positiven  Elektricität  aus  Beobachtungen  der  Ab- 
weichungen vom  Ohm'schen  Gesetz  bestimmen  können. 

Demgemäfs  behadelt  er  auf  Grund  der  Gleichung  (68)  elektrische 
Wellen  in  kreisförmigen  Leitern ^^*),  und  zwar  zunächst  Fälle,  in 
welchen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  einfachen  Welle  von 
der  Schwingungszahl  unabhängig  ist.  Er  findet,  dafs  unter  geeigneten 
Voraussetzungen  alle  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  sich  dem  gemein- 
samen Grenzwert  c/)/2  nähern,  der  mit  dem  von  Kirchhoff  angegebenen 
Wert  übereinstinunt*®  ^).  Er  macht  auf  die  Übereinstimmung  dieses 
Wertes  mit  dem  der  Lichtgeschwindigkeit  als  auf  die  Andeutung 
eines  inneren  Zusammenhangs  beider  Theorien  aufmerksam,  glaubt 
aber  nicht,  „dafs  sich  grofse  Erwartungen  daran  knüpfen  lassen*' ^^). 
Dann  bespricht  er  Beispiele  dafür,  wie  sich  bei  wirklichen  Drähten 
die  Verhältnisse  abweichend  von  denen  dieses  Grenzfalls  gestalten: 
das  führt  ihn*®^^)  zur  Untersuchung  der  „Absorption"  elektrischer 
Wellen  in  einem  kreisförmigen  Leiter,  d.  h.  des  Falles,  dafs  eine 
oder  mehrere  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  reell  ausfallen. 
Daran  schliefst  er*^*®)  eine  Besprechung  der  Beziehungen  dieser 
Theorie  zu  derjenigen  der  Wärmeleitung;  er  macht  darauf  auf- 
merksam,   dafs    die   Analogie    keine    vollständige    ist,    indem   aolser 


8064)  nr.  13,  p.  148.         8065)  nr.  14,  p.  160         8066)  nr.  16,  p. 
8067)  nr.  16,  p.  155.         8058)  p.  157.         8059)  nr.  17    p.  160. 
8060)  nr.  18,  p.  166. 


152. 


$110.  Yeiftnderliche  elektrische  Ströme.  Induction  u.Selbstindaction.     1559 

'demjenigen  Teil,  der  sich  nach  den  Gesetzen  der  Wärmeleitung 
fortpflanzt,  immer  noch  Wellenzüge  vorhanden  sind.  Bei  dieser 
Gelegenheit  spricht  er  seine  Meinung  dahin  aus,  dafo  es  überliaupt 
unmöglich  sei,  alle  Gesetze  der  Bewegung  der  Elektricität  in  den 
Leitern  rein  experimentell  zu  finden;  die  Theorie  müsse  hier  dem 
Experiment  vorangehen.  Besonders  empfehle  sich  die  Beobachtung 
periodischer  Schwingungen;  solche  aber  könnten  nur  durch  äuTsere 
•elektromotorische  Krftffce  hervorgebracht  werden  ^*^),  am  einfachsten 
durch  schnelle  Botation  eines  Magneten.  Dazu  entwickelt  er  deren 
Theorie  in  weiter  unten  (§111)  zu  besprechender  Weise. 

Nachdem  er  dann  dargestellt  hat,  wie  Amplituden  und  Phasen 
elektrischer  Schwingungen  am  Dynamometer  beobachtet  werden 
können,  und  andere  experimentelle  Fragen  besprochen  hat,  setzt  er 
zum  SchluTs  auseinander^^'),  wie  die  Bestimmung  der  in  den 
Differentialgleichungen  auftretenden  Constanten  zu  einer  Bestimmung 
„des  Verhältnisses  der  elektrostatischen  Kräfte  zweier  gleicher 
Elektricitätsmengen  zu  ihren  Massen^^  [d.  h.  des  Verhältnisses  der 
elektrostatischen  zur  elektromagnetischen  Einheit  der  elektrischen 
Masse]  fähren  könne. 

Die  dieser  Zeit  angehörende  grundlegende  Abhandlung  von 
J.  Cl.  Maxwell®^*)  knüpft  bei  Behandlung  der  Induction  an  eine 
dynamische  Analogie  an.  Seien  drei  Körper  Ä^  B^  C  [von  denen 
jeder  fOr  sich  betrachtet  nur  einen  Grad  der  Freiheit  hat]  so  mit 
einander  verbunden,  dafs  zwischen  ihren  Greschwindigkeiten  u,  t;,  w 
beständig  die  Gleichung 

u;  =i)w  +  Qv  (69) 

besteht.  Auf  A^  B  sollen  Kräfte  X,  Y  wirken  [während  ihre 
Massen  gegenüber  derjenigen  von  G  vernachlässiget  werden].  Dann 
gibt  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  die  Gleichungen: 

X  =- ~{Cp*u  +  Cpqv),      Y  - -^{Cpqu  +  C^v)        (70) 

Sind  statt  des  Körpers  C  eine  ganze  Anzahl  solcher  Körper  vor- 
handen, die  alle  mit  ^,  ^  in  der  angegebenen  Weise  verbunden 
sind,  so  erhält  man  Gleichungen  ganz  derselben  Form;  es  treten 
nur  die  Summen: 

L^^Cp\     M^^Cpq,     N^^Cq'  (71) 


8061)  nr.  19,  p.  168.         8062)  nr.  36,  p.  236. 

8063)  Lond.  trans.  166,  1866,  nr.  22  (vom  Oct.  1864);  papers  1,  p.  636. 
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an  Stelle  der  einzelnen  Terme.-  Kommen  noch  Beibungswiderst&nde 
vor,  die  den  Geschwindigkeiten  {O'oportional  sind,  so  sind  za  X,  Y 
bezw.  noch  Gliedef  Bu^  8v  hinzuzufügen. 

Die  Anwendung  auf  Inductionsströme^^)  geht  von  der  ohne 
nähere  Begründung  ausgesprochenen  Behauptung  aus,  dafis  hier  an 
Stelle  der  Gresch windigkeiten  u,  v  die  Stromstärken  in  den  beiden 
Leitungskreisen  treten,  an  Slelle  der  £,  Jlf,  N  Goefficienten,  die  Yon 
der  Gestalt  und  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Kreise  abhängen. 
Man  erhält  dann  also  Gleichungen  der  Form 

Ist  im  secundären  Kreise  keine  elektromotorische  Kraft  aufser  der- 
jenigen der  Induction  vorhanden,  so  folgt,  wenn  bis  zum  Erlöschen 
des  inducirten  Stromes  integrirt  wird: 

(73)  T^J\dt--^- 
Weiter  stellt  Maxwell  die  Energiegleichnng 

(74)  ^ 

auf****);   sind  X,  Jtf,  N  constant,  so  stellen  die  Terme 

(75)  \{I^J\^  2MJy^J^  +  NJX) 

die  „innere  Energie"  der  Ströme  dar.  Maxwell  fügt  bei*^*):  diese 
Energie  existire  wahrscheinlich  als  tatsächliche  Bewegimg  und  zwar 
nicht  nur  in  den  Stromkreisen,  sondern  auch  in  dem  umgebenden 
Medium.  Der  Fall,  dafs  man  es  nur  mit  einem  Stromkreis  zu  tun 
hat,  führt  wieder  auf  die  Gleichung  (3)  und  ihr  Integral  (4). 
Auch  wenn  zwei  Stromkreise  vorhanden  sind,  elekti'omotorische 
Kraft  aber  nur  im  einen,  läfst  sich  die  gesamte  durch  den  secundären 
Kreis  gegangene  Elektricitätsmenge  ohne  Integration  der  Differential- 
gleichungen finden®^'),  nicht  aber  die  entwickelte  Wärmemenge 
oder  die  Wirkung  anf  das  Dynamometer.  Maxwell  stellt  daher 
die  determinirende  Gleichung: 


8064)  nr.  26,  p.  639.  8065)  nr.  31,  p.  541.  8066)  nr.  38,  p.  541. 

8067)  nr.  38,  p.  544. 
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{LN-M^n*  +  {R^N-\- B,L)n  +  BiB,~0  (76) 

auf®®*®),   doch   ohne  zu  discutiren,   ob  ihre  Wurzeln  reell  sind.     Er 

bespricht    dann    noch    die    Bestimmung    von    Inductionscoefficienten 

durch     die     „elektrische     Wage"     [die     Wheatstone'sche     Brücken- 

combination]®®*^);   sind  in  ihr  die  Widerstände  so  abgeglichen,   dafs 

kein  dauernder  Strom   durch   das  Galvanometer  geht,   so   läüst  sich 

der    Wert    des    Integralstroms    durch    die    Brücke    ohne   Integration 

der  Differentialgleichungen  bestimmen. 

Eine     etwas     spätere     Note     Maxwell's®®'*^)     knüpft     an     die 

Gleichungen     (72)     noch     einige     Bemerkungen.       „Metaphoricallj^ 

könne    man    L    und    N    als    die    Trägheit    des    ersten,    bezw.    des 

secundären  Stromkreises,  L  -{-  2  M  '\-  N  als  die  Trägheit  des  ganzen 

Systems    bezeichnen.     Wenn    beide   Stromkreise   zu   einem  vereinigt 

werden,  so  erhalte  man: 

J=JoC-"'  (77) 

mit 

L  +  ^M+N 


X  = 


Ä,+ji. 


(78) 


Dann  bespricht  er  den  Einflufs  einer  Änderung  der  gegenseitigen 
Lage,  sodafs  in  der  Zeit  ^  —  t^  M  von  einem  Werte  M^  in  M^ 
übergeht,  und  die  Stromstärke  sich  infolgedessen  von  J^  zu  J^  ver- 
ändert.    Integration  der  Gleichung  giebt  hier  zunächst: 


li 


{It  +  8)  fjflt  +  {L  +  2M^  +  iV)  J,  -  (X  +  2  Jfi  +  -y)/i  =  0.  (79) 
'i 

Ist  die  Änderung  plötzlich,  so  kann  das  Integral  gegen  die  übrigen 
Bestandteile  vernachlässigt  und  das  Resultat  dann  so  ausgesprochen 
werden:  das  elektrische  „momentum"  [Bewegungsgröfse]  ist  nach 
der  Änderung  dasselbe  wie  vorher.  Das  überträgt  er  dann  auch 
auf  den  Fall,  dalJs  die  Veränderung  durch  einen  Kommutator  ge- 
schieht.      Unter    besonderen    Voraussetzungen    erhält  .  er    für    das 

8068)  nr.  39,  p.  546. 

8069)  nr.  43,  p.  547.  Eine  Note  in  den  papers  verweist  auf  eine 
Berichtigung  der  Formeln  durch  Lord  Bajleigh. 

8070)  Lond.  roy.  proc.  1867;  phil.  mag.  (4)  38,  1867,  p.  474; 
papers  2,  p.  79,  franz.  mit  Noten  von  M.  Brillouin  J.  de  phys.  (2)  1,  1882^ 
p.  20.  Der  Schlufs  MaxwelFd,  dafs  Ip*  —  2fHpq-^nq-  nur  dann  immer 
positiv  ist,  wenn  In  —  m'  positiv  ist,  macht  Brillouin  seltsame  Schwierig- 
keiten. 
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Verhältnis  der  Stromstärken  vor  und  nach  einer  halben  Umdrehung 
■der  secundären  KoUe  die  Formel: 


(80) 

in  der 

(81) 

ist  und  T  die  Zeit  von  einer  Kommutation  bis  zur  nächsten  be- 
eutet*®'^)  Ist  der  Factor  gröfser  als  1,  so  könne,  meint  er,  durch 
wiederholte  Drehung  die  Stromstärke  beliebig  gesteigert  werden. 
Weiter^'*)  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  die  primäre  Rolle  durch 
einen  kurzen  Draht  („shunt^^;  das  Wort  scheint  in  der  uns  angehenden 
Litteratur  hier  zum  ersten  Male  aufzutreten)  geschlossen  ist;  man 
hat  dann  drei  Gleichungen^ mit  drei  unbekannten  Stromstärken,  und 
eine  genaue  Discussion  sei  nicht  am  Platze,  da  ihre  Resultate  doch 
nur  gelten,  „wenn  der  Magnetismus  des  Eisenkerns  mit  dem  Strome 
in  der  Rolle  starr  vybunden  gedacht  wird"*®'*).  Er  begnügt  sich 
daher  mit  einer  qualitativen  Erklärung  der  hier  auftretenden  Er- 
scheinungen. 

Inductionsströme  in  bewegten  körperlichen  Leitern  scheinen 
abgesehen  von  den  Ansätzen  von  Felici^^*^)  und  den  allgemeinen 
Gleichungen  von  KirchhoflF*®^^)  zuerst  von  E.  Jochmann*^^*)  be- 
handelt worden  zu  sein.  Er  bezeichnet  mit  u,  t),  Xo  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Leiterelements,  mit  ?/,  r,  w  die  des 
Stromes  in  ihm;  das  Weber'sche  Gesetz  gibt  dann  fiLr  die  Com- 
ponenten der  elektromotorischen  Kraft  Ausdrücke  der  Form: 


(82) 


X  =  —  2A:  /  (uMj  +  0»,  +  tow,)*'    -^dx^ 


8071)  p.  82.         8072)  p.  84. 

8073)  Brillouin  übersetzt,  bezw.  interpretirt  das  so:  „autant  que  Ton 
considäre  le  magnetisme  des  noyaax  comme  proportionnel  aux  courants 
dans  les  bobines*'. 

8074)  J.  f.  Math.  68,  1864,  p.  168;  Ann.  Phys.  Chem.  122,  1864,  p.  214; 
in  der  ersteren  Redaction  ist  das  Mathematische,  in  der  letzteren  das 
Experimentelle  ausführlicher  behandelt.  Die  letztere  bringt  p.  219  eine 
ausfohrliche  Auseinandersetzung,  dafs  in  diesem  Fall  die  Stromlinien 
nicht  zu  den  Flächen  gleichen  Potentials  rechtwinklig  sind,  ja  dafs  im 
allgemeinen  überhaupt  kein  zu  ihnen  orthogonales  Flächensystem  existirt. 
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Für    stationftre    Ströme    vereinfachen    sich    diese    Ausdrücke    durch 
Benutzung  der  Continuitätsgleichung: 

1^  +  |£l  +  ^«'•.  =  0  (83) 

und  der  Oberflftchenbedingung: 

«1  cos  kl  +  i\  cos  fAi  +  ^i  cos  V,  —  0;  (84) 

wird  noch: 


ß 


r. 


(85) 


gesetzt,  so  erhält  man  nach  einigen  Reductionen^^^): 

^-M"(K-ll)-"(U-lf)|.-       w 

Die  durch  (85)  definirten  Gröfsen  genügen  dabei  den  Bedingungen: 

Ja--,.u,...;     ^^-  +  |J  +  |I=0.  (87) 

Dazu    kommen    noch    die    Gomponenten    der    äuDseren    inducirenden 
Kräfte;  ist: 

P-ßdr  (88) 

das  magnetische  Potential,   so  sind  die  Gomponenten  seiner  elektro- 
motorischen Wirkung««»'«): 

^  =  2A.{4^-n,||),....  (89) 

Ist    endlich    noch    V    das  Potential   des   freien  Elektricität,    K  das 
Leitungs vermögen,  so  werden  die  Stromcomponenten^'^): 

n^K\-^^  +  t)N-toM\,---  (90) 

wenn  nämlich: 

gesetzt  wird,  sodafs  man: 

X+Ä:^t)N-tüM,..,  (92) 

erhält.     Es  ist  dann  auch: 

dz         dy  ^       ^     dx    ^    dy         dz  ^     - 

8076)  p.  163.         8076)  nr.  2,  p.  166.         8077)  nr.  8,  p.  166. 
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Damit  kann  mafi  entweder  die  u,  v,  w  oder  die  X,  Jlf,  N  eliminiren, 
muTs  aber  dann  beachten,  daXs  die  so  entstehenden  Gleichungen 
zwar  notwendige  Folgen  der  früheren  sind,  nicht  aber  umgekehrt. 
Jochmann  behandelt  nun  speciell  den  Fall,  dafs  es  sich  um 
Rotation  eines  Rotationskörpers  um  seine  Botationsaxe  handelt  und 
dafs  das  magnetische  Feld  ebenfalls  um  diese  Axe  symmetrisch 
ist«<>'«).     Es  ist  dann: 

(94)  u  =  —  w]/,         t)  =»  war,         n)  =  0 


und  P  nur  eine  Fimctionen  von  z  und  r  =  ]/a?*  +  y*;  und  man 
kann  den  Gleichungen  durch  u  =^  v  ==  w  =>  0  genügen,  was  also  be- 
deutet, dafs  kein  Strom,  sondern  nur  eine  Verteilung  freier  Elektri- 
cität  einzutreten  braucht.  V  ergiebt  sich  dabei  für  innere  Punkte 
durch  Integration  eines  vollständigen  Differentials,  für  äulsere  aus 
den  Oberflächen-  und  Stetigkeitsbedingungen;  die  Dichtigkeitsver- 
teilungen im  Innern  und  an  der  Oberfläche  dann  aus  den  Werten 
von  V,  Er  führt  die  Rechnung  für  den  Fall  einer  Kugel  durch, 
die  unter  dem  Einfluls  einer  konstanten  magnetischen  Kraft  um 
eine  zur  Richtung  dieser  Kraft  paraUele  Axe  rotirt®®'*),  sowie  für 
den  Fall  der  sog.  unipolaren  Induction*^. 

Das  allgemeine  Problem  verfolgt  auch  er  nur  unter  der  ver- 
einfachenden Voraussetzung  weiter,  dafs  die  Induction  zwischen  den 
verschiedenen  Teilen  des  Körpers  gegenüber  der  änfseren  Induction 
vernachlässigt  werden  kann,  sowie  dafs  die  Ausdrücke  (91)  der 
X,  3f,  N  sich  auf  ihre  ersten  Glieder  redudren®^^).  Es  handelt 
sich  dann  um  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(95)  JV^4nk^^^ 

unter  der  Grenzbedingung: 

(^^)   ^^  =  2nÄ;{(rrcosA  +  ycos^)-g^-2nÄ;cosi;(aJ^~  +  y-g^). 

Er  führt  die  Rechnung  für  eine  planparallele  Scheibe  durch, 
die  um  eine  zu  den  Begrenzungsebenen  senkrechte  Axe  unter  dem 
Einflufs  eines  aufserhalb  gelegenen  Magnetpols  (a,  5,  c)  rotirt;  man 
kann  dann  tr  =  0  annehmen  imd  erhält: 

(97)  V^2nkti^^, 

8078)  nr.  4,  p.  168.    8079)  p.  170.    8080)  p.  171. 
8081)  nr.  6,  p.  172. 
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wenn   W  eine  Lösung  der  Di£ferentialgleicliung: 

ist,  in  der  ^  den  Abstand  zwischen  dem  Magnetpol  und  dem  Auf- 
punkt bedeutet.  Führt  man  W  —  ^  als  Unbekannte  ein,  so  sieht 
man,  dafs  dieser  Differentialgleichung  durch 

W^^^  ^^_-j  +  %~ft)  (99) 

genügt  werden  kann,  wo  aber  aus  Stetigkeitsrücksichten  nur  das 
obere  Zeichen  zulässig  ist.  Durch  Superposition  kann  dann  die 
Lösung  auch  für  den  Fall  gewonnen  werden,  dafs  mehrere  Magnet- 
pole vorhanden  sind.  Ist  nur  einer  vorhanden,  so  kann  die  rc-Axe 
durch  ihn  gelegt  werden,  so  dafs  6  =  0  wird*®®*);  daraus  ergiebt 
sich  dann,  dafs  in  diesem  Falle  das  System  der  Stromkurven  von 
der  Entfernung  a  des  Pols  von  der  Rotationsaze  unabhängig  wird, 
die  Stromdichtigkeit  dagegen  zu  a  proportional.  Rückt  der  Pol  der 
Scheibe  unendlich  nahe,  so  erhält  man  das  von  Felici^^^)  angegebene 
Ereissystem;  Jochmann  macht  aber  darauf  aufmerksam,  dafs  dieser 
Fall  nur  als  Grenzfall  angesehen  werden  könne,  und  dafs  Felici 
sein  Resultat  nur  mit  Hilfe  mehrerer  unbewiesener  Annahmen  er- 
halten habe»®»«). 

Aufserdem  behandelt  er  noch  kurz  den  Fall  zweier  entgegen- 
gesetzt gleicher  Pole  mit  demselben  c  und  entgegengesetzt  gleichem 
^8084)  ^^^  giebt  einige  qualitative  Andeutungen  über  den  Fall,  dafs 
man  die  Induction  der  verschiedenen  Teile  der  Scheibe  auf  einander 
nicht  vernachlässigen  könne**»*). 

Ein  durch  die  Versuche  Feddersen's  veranlafster,  dieser  Zeit 
angehöriger  Aufsatz  Kirchhofes»®»*)  behandelt  die  Entladung  einer 
Leidner  Flasche.  Sind  Q^  Q^  die  Elektricitätsmengen,  F^  V^  die 
Potentiale  der  beiden  Belegungen,  R  der  Widerstand  des  Schliefsungs- 
bogens,  W  das  Selbstpotential  des  Schliefsungsbogens,  so  giebt  nach 
dem  Weber'schen  Gesetz 

-l^y'^  (100) 

die    elektromotorische   Kraft  der   Selbstinduction ;    wird    endlich  mit 


8082)  nr.  6,  p.*17ö.  8088)  p.  169;  vgl.  auch  Ann.  p 
8084)  Ann.  nr.  9,  p.  232.  8085)  Ann.  nr.  10,  p.  285. 
8086)  Ann.  Fhjs.  Chem.  121,  1864,  p.  55;  ges.  Abh.  p. 


p.  221. 
ges.  Abh.  p.  168. 
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C  die  Kapacität   der   Flasche  bezeichnet,    so   erhält  man    nach    ge- 
eigneten Vernachlässigungen  die  Differentialgleichungen: 

(101) 


dt  dt 


und  aus  ihnen  für  Q  die  Gleichung  (16)  [wie  bei  Thomson].  Ist  J 
auch  Function  von  5,  so  gelten  unter  geeigneten  Vernachlässigungen 
wieder  die  Gleichungen  (25)  und  (27)®*^®');  ihre  Integration  ftlhrt 
hier  auf  unharmonische  trigonometrische  Reihen,  deren  Schwingungs- 
zahlen die  Wurzeln  der  Gleichung 

(102)  nn  tg  nn  =  const 
sind«»««). 

Von  seinen  späteren  Versuchen,  die  sich  auf  die  Verzweigung 
von  Strömen  mit  Selbstinduction  beziehen,  hat  dann  B.  W.  Feddersen 
selbst  die  Theorie  gegeben  «^^).  Indem  er  die  gegenseitigen  Inductionen 
vernachlässigt,  kommt  er  zu  Gleichungen  der  Form: 

(103)  J,+J,  =  J. 

Für  die  Stromstärke  /  im  unverzweigten  Teil  der  Strombahn 
setzt  er  unter  Berufung  auf  Thomson ''^^^)  imd  Kirchhoff«®«*)  eine  ge- 
dämpfte Schwingung  an;  die  sich  dann  durch  Integration  ergebenden 
Resultate  spricht  er  so  aus:  der  Verlauf  der  Entladung  ist  von  solcher 
Art,  wie  wenn  der  ursprüngliche  Entladungsstrom  aus  drei  über  ein- 
ander gelagerten  Wellen  bestände,  von  denen  die  eine  sich  ün  um- 
gekehrten Verhältnis  der  Widerstände,  die  zweite  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  „elektrodynamischen  Constanten^'  [Selbstinductionen] 
zwischen  den  beiden  Zweigen  teilte,  die  dritte  in  dem  geschlossenen 
Kreise  circulirte,  den  die  beiden  Zweige  zusammen  bilden.  Die  letztere 
besteht  aus  einer  oscillatorischen  Bewegung,  die  um  eine  Viertelperiode 
gegen  die  beiden  andern  verschoben  ist,  und  einem  rasch  abklingenden 
Bestandteil.     Für  die  Integrale 

(104)  jjxdt,  Jj.dt, 

die   im  Galvanometer   gemessen   werden,    erhält  er  Werte,   die    sich 
umgekehrt  wie  die  Widerstände  verhalten«®^);  für  das  Integral  des 

8087)  p.  178.    8088)  p.  180. 

8089)  Leipz.  Ber.  1866,  p.  281;  Ann.  Phys.  Chem.  180,  1867,  p.  489. 

8090)  p.  444. 
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Quadrats  der  Stromstärke,  das  am  Elektrodjnamometer  gemessen 
wird,  ziemlich  komplidrte  Ausdrücke,  die  sich  aber  unter  ver- 
einfachenden Voraussetzungen  nahezu  wie  die  Quadrate  der  Selbst- 
inductionen  verhalten.  Er  deutet  noch  an,  wie  man  auch  mehr- 
fache Verzweigungen  entsprechend  behandeln  könne.  Schliefslich 
setzt  er  sich  mit  Enochenhauer  auseinander,  der  experimentell  nach- 
gewiesen habe,  dafs  die  Übertragung  „der  galvanischen  Formeln  auf 
die  elektrische  Entladung"  [d.  h.  die  Übertragung  der  ohne  Be- 
rücksichtigung der  Selbstinduction  geltenden  Formeln  auf  Fälle,  in 
welchen  diese  nicht  vernachlässigt  werden  kann],  in  einer  grofsen 
Anzahl  von  Fällen  nicht  statthaft  sei,  und  bespricht  den  von 
Knochenhauer  experimentell  eingeführten  Begriff  der  „äquivalenten 
Länge''  eines  Leiters  mit  Selbstinduction:  da  sich  aus  Knochen- 
hauer's  Versuchen  ergeben  habe,  dafs  die  Oscillationsdauer  der 
Quadratwurzel  aus  dieser  äquivalenten  Länge  proportional  sei,  ander- 
seits aus  der  Thomson-Kirchhoffschen  Theorie,  dafs  sie  proportional 
sei  der  Quadratwurzel  aus  der  Selbstinduction,  so  könne  man  die 
erstere  als  einen  Ausdruck  fftr  die  letztere  ansehen ^^*),  wenigstens 
so  lange  die  Bedingungen  für  die  vorgenommenen  Vernachlässigungen 
erfElllt  sind. 

Die  sich  anschliefsende  Polemik  zwischen  Feddersen  und 
E.W.  Enochenhauer  berührt  uns  wenig.  Dieser  bestreitet  zunächst 
die  Richtigkeit  der  zuletzt  erwähnten  Behauptung  Feddersen's^^'); 
weiterhin  ^^*)  berechnet  er  noch  aus  den  von  Feddersen  angegebenen 
Formeln  das  Litegral 


/• 


JJ^äty  (105) 


das  die  Ablenkung  des  Dynamometers  angiebt,  wenn  seine  eine 
Rolle  in  den  ungeteilten  Strom,  die  andere  in  den  einen  Zweig  ein- 
geschaltet wird.  Feddersen  meint  dazu**^):  mit  der  Berechnung 
dieses  Litegrals  werde  weder  die  Theorie  gefördert,  noch  eine  Formel 
gewonnen,  die  sich  besser  auf  die   vorliegenden  Versuche  anwenden 


8091)  p.  452. 

8092)  Ann.  Phys.  Chem.  138,  1868,  p.  448.  Eine  Discossion  seiner 
Kechnnngen  ist  hier  um  so  weniger  am  Platze,  als  die  Berechnung  der 
Indnctionscoefficienten  von  Leitersystemen  gegebener  Gestalt  und  Länge 
überhaupt  nicht  zu  den  Gegenständen  dieses  Berichtes  gehört. 

8093)  p.  666. 

8094)  ib.  139,  1870,  p.  639.  Auch  diese  Antwort  Feddersen'B  betrifft 
wesentlich  die  Berechnung  der  Selbstinductionscoefßcienten. 
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lasse.  Aulserdem  zeigt  er  noch,  wie  sich  die  Selbstinduotion  eines 
ganzen  Zweigsjstems  aus  den  Selbstinductionen  der  einzelnen  Zweige 
berechnen  Iftlst,  wenn  die  gegenseitigen  Inductionen  vemachl&sgigt 
werden  können.  Man  brauche  dazu  nur  in  den  Formeln  ^  ^  0  zu 
setzen;  das  gebe: 


(106) 


L,  +  L, 


als  ,,allgemein  gültig  für  eine  oscillatorische  Entladung'^  ^^^). 

C.  Neu  man  n^^^)  leitet  KirchhofTs  Differentialgleichungen  aus 
einer  von  ihm  angegebenen  Form  des  Energieprincips  in  der  Elektro- 
dynamik ab.     Das  statische  Potential  des  Condensators  sei: 

(107)  j;, 

das  „elektromotorische  Potential^ 

(108)  -  ^ , 

WO  c  die  Constante  des  Weber'schen  Gesetzes  bedeutet;  endlich  die 
abgegebene  Arbeitsmenge  bestimme  sich  durch  das  Joule'sche  Gesetz. 
Diese  Ableitung  sei  mit  der  von  Thomson'*^)  nahe  verwandt;  nur 
trete  A  bei  Thomson  als  reiner  Proportionalitätsfactor  auf,  während 
es  hier  durch  ein  Doppelintegral  über  den  Leiter  definirt  sei. 

J.  W.  Strutt  [Lord  Bayleigh]  kommt  bei  Discussion  des 
Zusammenhangs  elektrischer  Erscheinungen  mit  der  „dynamischen 
Theorie"  auch  auf  einige  hierher  gehörige  Fragen  zu  sprechen.  Er 
vergleicht  ein  Yoltameter,  das  mit  der  secundären  Bolle  eines  In- 
ductionsapparates  verbunden  und  aufserdem  mit  einem  Nebenschlufs 
(„Shunt'')  versehen  ist,  der  abwechselnd  geöffnet  und  geschlossen 
wird,  mit  einem  hydi-aulischen  Widder.  Dann  führt  er  für  den 
Quotienten 

(109)  J  =  X 


den  Ausdruck  „Zeitconstante  des  Leiters"  ein***®).  Nehmen  die 
Gommutationen  eine  gegenüber  dieser  Zeitconstante  nur  verschwin- 
dend kleine   Zeit  in  Anspruch,    so  kann  man  den  Widerstand  ganz 

8095)  p.  649.    Knochenhauer's  Duplik  (ib.  141,  p.  696)  berührt  uns 
nicht. 

8096)  Gott.  Nachr.  1869,  p.  17. 

8097)  phil.  mag.  (4)  88,  1869,  p.  1;  papers  1,  p.  1.         8098)  p.  4. 
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vernachlässigen;  man  erhält  dann  für  den  Moment  der  Ö&ung  des 
Nebenschlusses  eine  Gleichung  der  Form 

{L  +  N)Jr^LJ^.  (110) 

Durch  weitere  mechanische  Überlegungen  kommt  er*®^)  in  Über- 
tragung eines  von  Thomson  für  die  Bewegung  zweier  Kugeln  in 
•einer  Flüssigkeit  gefundenen  Resultats  zu  dem  Satze:  wird  in  einem 
Zweig  einer  Leitung  plötzlich  ein  Strom  erzeugt,  so  treten  in  allen 
andern  Zweigen  solche  Ströme  auf,  dafs  die  Gesamtenergie  ein 
Minimum  wird.  Er  entwickelt  verschiedene  Anwendungen  dieses 
Satzes  auf  spezielle  Fälle. 

Ein  folgender  Aufsatz  ®^^)  bespricht  einen  dieser  Fälle  noch 
weiter,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  ein  Condensator  eingeschaltet  ist. 
Ist  C  dessen  Capacität  und  werden  die  Widerstände  vernachlässigt, 
so  sind  die  Gleichungen: 

rj.  dt 

Elimination  von  J^  ergibt  sofort  das  Resultat,  dafs  im  primären 
Leiter  dieselben  Oscillationen  eintreten,  wie  wenn  der  secundäre 
Leiter  nicht  vorhanden  und  die  Selbstinduction  des  primären  um 
M^jN  vermindert  wäre.  Zum  Schlufs®^®^)  meint  er,  die  Theorie  der 
Wirkung  eines  Condensators  sei  noch  weiter  auszubilden. 

Die  häufig  citirte  Darstellung,  die  Ch.  Briot  von  den  In- 
duetionsgesetzen  giebt*^^^),  bietet  gegenüber  Helmholtz^^,  Thom- 
son ^^^•')  und  Maxwell ^^^)  nichts  neues;  auTser  etwa,  dafs  er  die 
Gleichungen  für  den  Fall  einer  mit  der  Zeit  veränderlichen  elektro- 
motorischen Kraft  formal  durch  Potenzreihen  integrirt. 

H.  Lorberg^^*^*)  knüpft  an  Kirchhoff ®®^^)  an,  verallgemeinert 
aber  dessen  Resultate  insofern,  als  er  auch  eine  „Trägheit^^  der 
Elektricität  imd  äufsere  veränderliche  elektromotorische  Kräfte  an- 
nimmt.   Infolgedessen  erhält  er  Gleichungen  der  Form®^*^): 

,  ^J  +  «  +  2k  ^^4+  «>  +  2Ä  if  -  2fcX  =  0,  .  .  .     (U2) 

'    ^t    '        '  dt         '  et  '  ^        ' 

dann  haben  u,  h,  k,  51  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  Kirchhoff,  Q  ist 
das  Potential  der  äufseren  Massen  statischer  Elektricität,  ru/dt  stellt 


8099)  p.  7.     8100)  ib.  39,  1870,  p.  428;  papers  1,  p.  14.     8101)  p.  484. 

8102)  Theorie  de  la  chaleur,  Paria  1869  (deutsch  v.  H.  Weber, 
(Leipz.  1871),  nr.  279,  p.  885  für  die  Selbstinduction,  nr.  281,  p.  887  für 
gegenseitige  Induction. 

8103)  J.  f.  Math.  71,  1870,  p.  68.         8104)  p.  56. 
JahresboricLt  d.  Deutselieu  Mathen. -Vereinigung.    X.  99 
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die  Beschleunigung  der  Elekricitätsteilchen  vor  und  X,  F,  Z  sind 
die  Componenten  der  von  äuDseren  bewegten  Strömen  oder  Magneten 
herrührenden  Kräfte.  Um  diese  Gleichungen  in  Differentialglei- 
chungen umzusetzen,  benutzt  er®^®*^),  dafs  Q,  X^  Tj  Z  der  Laplace- 
sehen  Differentialgleichung  genügen  und  dafs  auTserdem 

("3)  Tx  +  dy  +  37-0 

ist;  er  erhält  so  Gleichungen: 

(114)  ^3!|  +  |i  +  i6«ft*-2Ä^%0, 

("^)  **  dxdt*  +  dVdi  +  8«* äi  +  **  -cT  +  ^«  -  8  «Ä  g^  -  0, .  • ., 

von  denen  die  erste  für  ft  =  0  in  Kirchhoff's  Gleichung  (41) ,  die 
zweite  in  Weingarten's  Gleichung  (65)  übergeht.     Wird  dann 

eingeführt,  so  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  diese  Bestandteile  der 
Gleichung 

(1")  ä  + 1  +  a?  -  ^ 

genügen,  also  auf  keine  Ansammlung  freier  Elektricität  führen; 
übrigens  genügen  sie  der  Oberflächenbedingung 

(11^)  Xi  cos  (»i,a?)  +  •  •  =  -  3^  -yj  , 

können  also  im  allgemeinen  nicht  überall  Null  sein.  Sie  sind  parti- 
culäre  Integrale  der  Differentialgleichung 

(119)  ^-^-^'  +  Jz-8«a|^-.0, 

die  für  fi »  0  in  die  Wärmeleitungsgleichung  übergeht.  Für  Sl 
ergibt  sich: 

d*JSl       dJSl  d*ß, 

(120)  a  -.--  +  -~-  +  l^nkJSl  +  Snh  ^.-y  =  0. 

Auiserdem  mufs  Sl  noch  gewissen  Oberflächenbedingungen  genügen^ 
wenn  die  u  die  Bedingungen  (39)  erfüllen  sollen  ®^^*). 

8106)  §  2,  p.  67. 

8106)  p.  69.  —  Die  DurchfQhmng  der  Integration  der  Gleichungen 
für  die  Kugel  soll  im  Abschnitt  über  Entwicklungen  nach  Eugelfonctionen 
besprochen  werden. 
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J.  Stefanos  Untersuchung  der  Inductionsgesetze®^^  knüpft 
direkt  an  die  erste  Untersuchung  von  Helmholtz'*^)  an.  Er  meint, 
man  könne  durch  energetische  Betrachtungen  nicht  nur  den  von 
Helmholtz  allein  betrachteten  Fall  erledigen,  dafs  die  Stromintensitftt 
in  dem  einen  Leiter  vernachlässigt  werden  kann,  sondern  auch  den 
allgemeinen.  Freilich  gelingt  ihm  das  nur  dadurch,  dafs  er  die 
durch  Betrachtung  eines  infinitesimalen  Kreisprozesses  gefundene 
Gleichung: 

BdJ^  +  R^dJ\  -  {JdJ^  +  J^dJ)  dM  ^  0  (121) 

sofort  in  die  beiden: 

BdJ  =  J^dM,  B^dJ^  =  JdM  (122) 

spaltet  ^^.  Die  Gleichung  für  den  Ablauf  eines  Stromes  mit 
Selbstinduction  gewinnt  er  natürlich  so  richtig  ^^^);  dagegen  die 
Gleichung  für  den  Verlauf  der  gegenseitigen  Induction  zwischen 
zwei  festen  Leitern  erhält  er  wieder  nur,  indem  er  die  zuerst  er- 
haltene Gleichung: 

^    '  '   '  '  *^    '  (123) 

+  (Ji  -  i2j  j,  -  itf  j;  —  jv/;)  j, «  0 

ohne  weiteres  in  zwei  spaltet  ®^^®).  Durch  Integration  gewinnt  er 
Formeln  für  die  Litegralströme®^^^);  schliefslich  wendet  er  die 
Resultate  auf  Ampere'sche  Molecularströme  in  permanenten  Magne- 
ten an»"«). 

H.  Helmholtz»*^*)  nimmt  an  Stelle  des  von  Fr.  Neumann 
eingeführten  Elementargesetzes  der  Induction  ein  anderes,  eine  will- 
kürliche Constante  k  enthaltendes,  das  für  X;  =  1  in  das  erstere,  fOr 
k  =>  0  in  das  von  Maxwell ,  für  Ä;  =  —  1  in  das  von  W.  Weber, 
C.  Neumann  und  Lorberg  benutzte  übergeht.     Im  Ausdruck: 

-Ä^Uudt  (124) 


8107)  Wien.  Ber.  64, ,  1871 ,  p.  198.  Von  Thomson  weils  er  nur  aus 
zweiter  Hand;  weiterhin  nennt  er  Maxwell ®®®*)  und  Briot ***••). 

8108)  nr.  2,  p.  197.         8109)  nr.  6,  p.  206.         8110)  p.  206. 
8111)  nr.  6,  p.  208.         8112)  nr.  7,  p.  210. 

8113)  J.  f.  Math.  72,  1871,  p.  57,  Abhandl.  1,  p.  545;  Auszug  Heidelb. 
Verhandl.  5,  1870,  p.  84,  Abhandl.  1,  p.  587.  — -  C.  Neumann  macht  übrigens 
Leipz.  Ber.  24,  1872,  p.  158  darauf  aufimerkBam,  dafs  bei  Fr.  Neumann  über- 
haupt kein  Elementargeaetz  für  die  Wirkung  zweier  Stromelemente  auf 
einander  vorkommt. 

99* 
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für  das  Potential  der  gesamten  vorhandenen  Ströme  auf  die  Strom- 
componente  u  im  Raumelemente  e^r  ist  dann: 

(125)  •^  ^ 

wenn  nämlich: 

gesetzt  wird.  Dazu  treten,  wenn  <p  das  Potential  der  freien  Elek- 
tricität  ist,  die  Continuitätsbedingungen: 

(127)  -L  ^f-^  -  ^«  +  I?  +  1^ 

^       '^  Afc    dt        ox       dy       de 

und  fOr  eine  mit  elektrischer  Masse  belegte  Oberfläche: 

(128)  Ä(^-äSt)  =  («.-«»)-(«x'-)  +  --- 

Mit  Hilfe  dieser  Bedingungen  und  des  Green'schen  Satzes  läfst  sich, 
wenn  E  die  Menge  der  freien  Elektricität  bedeutet,  die  Definition 
von  'F  auch  in  die  Formen  bringen: 

(129)  ^^fr-'^^är,—±fl'^^är,. 

Aus  der  letzten  Form  folgt: 

(130)  ^^=,2^5^ 
und  also  auch: 

(131)  JU={l-k)£}^-inu,... 
und: 

Bezeichnet  man  noch  mit  x  den  specifischen  Widerstand,  so  sind 
wie  bei  Kirchhoff ®®^®)  die  Bewegungsgleichungen  der  Elektricität*^^*): 

(133)  ^  =  _|»_^.|^.  ... 

^  dx  dt 

Sie  geben  flir  demjenigen  Teil  S  des  Baumes,  auf  den  keine  andern 
Kräfte  wirken  als  die  elektrostatischen  und  die  inducirten  elektro- 
motorischen: 


8114)  §  8,  p.  678. 
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während  sie  ftb-  diejenigen  Teile  des  Raumes,  in  denen  die  Strom- 
componenten  vorgeschrieben  sind,  selbst  zur  Bestimmung  der  CT,  F, 
W  dienen  können.  Dazu  kommen  die  Continuitätsbedingungen,  so- 
wie Stetigkeitsbedingungen  und  Bedingungen  im  unendlichen;  Helm- 
holtz  zeigt,  dafs  man  aus  dem  so  erhaltenen  Bedingnngssystem  die 
ursprünglichen  Gleichungen  wieder  ableiten  kann®^^).  Er  erwähnt 
auch  die  Analogie  zwischen  diesen  Gleichungen  und  denjenigen  der 
Bewegung  eines  reibenden  Gases,  bemerkt  aber,  dafs  man  dabei  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Gases  den  elektromotorischen 
Kräften,  dagegen  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  der  Elek- 
tricität  die  durch  die  Beibung  hervorgebrachten  Bewegungskräfte 
entsprechen  lassen  müsse  ^^^^). 

Dann  bestimmt  er  zunächst  die  von  den  elektrodynamischen 
Wirkungen  geleistete  Arbeit  *^^').  Er  formt  den  sich  unmittelbar 
ergebenden  Ausdruck  durch  partielle  Integration  um  in: 

Wird  noch  der  den  elektrostatischen  Wirkungen  entsprechende  Be- 
standteil (2>^  hinzugefügt  und  wird  angenommen,  dafs  aufserhalb  8 
keine  Ströme  vorhanden  sind,  so  wird  für  die  Änderung  der  Ge- 
samtenergie 0  =  (I>o  +  <2>j  erhalten: 

If  =  -J»  (u*  +  »»  +  «•»)  •dr,  (136) 

I 

also  gleich  der  Joule'schen  Wärme,  wie  es  das  Energieprincip  Ver- 
lan gt^^^®).  Daraus  folgt  dann,  dafs  Mr  Ä  >  0  eine  Lösung  des  auf- 
gestellten Gleichungssystems  durch  die  Anfangsbedingungen  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Ist  aber  A:  =  0,  so  kann  (2>  auch  negativ 
werden;  ist  es  einmal  negativ  geworden,  so  mufs  es  zu  immer 
grofseren  negativen  Werten  fortschreiten;  das  Gleichgewicht  der  Elek- 
tricität  in  leitenden  Körpern  wäre  also  dann  labil ®^^^).  Aber  auch  in 
diesem  Falle  kann  gezeigt  werden,  dafs  zwei  Lösungen,  die  zu  zwei 
verschiedenen  Zeiten  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind, 
sich  auch  in  der  ganzen  Zwischenzeit  unendlich  wenig  von  einander 
unterscheiden  *^^). 

8116)  p.  676.         8116)  p.  677.         8117)  §  4,  p.  679.         8118)  p.  680. 
8119)  p.  683.         8120)  p.  684. 
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Um  zu  zeigen,  daüs  solche  unendlich  fortschreitende  Störungen 
des  elektrischen  Gleichgewichts  wirklich  eintreten  können,  wenn 
Ä;  <  0  ist,  behandelt  Helmhol tz  speziell  radiale  Strömungen  in 
einer  leitenden  Kugel  vom  Badius  91^^'^).  Für  solche  kann  gesetzt 
werden : 

(137)  «-||....;  tr-ll,... 

unter  %  und  U  Funktionen  von  q  und  i  verstanden.  Indem  er  mit 
Weber  ®^^  und  Lorberg  ®^®^  die  Möglichkeit  nicht  von  vornherein 
ausschlieijsen  will,  dafs  die  Elektricität  auch  träge  Masse  habe,  er- 
hält er  für  das  Innere  der  Kugel  statt  des  Systems  (133)  eine 
Gleichung  der  Form: 

(138)  _^||  +  ,,  =  _^_^.^^, 

und  für  den  AuTsenraum  an  Stelle  von  (131)  und  (132): 


(139) 

^n-(i-fc)|| 

(UO) 

^ii-     -.|f 

und  daraus  noch: 

(141) 

dtp        . 

Damit  ergiebt  sich,  dafs  <p  im  Innern  der  Kugel  der  Differential- 
gleichung genügen  mufs: 

0«)       "  {h  '^ + H  If +")-''• '  IV?  ■ 

Als  äufsere  Bedingungen  nimmt  er: 

(143)  ^"=f  +  ?   för9i<^<Ä, 

q)  =  — - —     für    Q>  B, 

unter  M  und  B  gegebene  Funktionen  der  Zeit  verstanden,  unter  ffft 
die  Gresamtmasse  der  in  der  Kugel  vom  Radius  St  enthaltenen 
freien  Elektricität.     Unter  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  für  den 

8121)  §  5,  p.  585. 
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Fall  ^  =B  0  sofort,  dafs  keine  Bewegung  eintritt,  wenn  zu  Beginn 
keine  vorhanden  ist.  Um  dem  allgemeinen  Fall  beizukommen,  stellt 
Helmholtz  zunächst^^'^)  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  {1^2) 
unter  den  Grenzbedingungen  (143)  für  den  Fall  auf,  dafs  St  von  t 
unabhängig  ist.  Er  erhält  eine  Reihe,  die  nach  Exponentialfunktionen 
der  Zeit  und  trigonometrischen  Funktionen  von  q  fortschreitet;  die 
reellen  Teile  der  Exponenten  sind  fClr  A:  >  0  alle  negativ,  ftir  A*  <  0 
dagegen  zum  Teil  positiv.  Dann  fährt  er  eine  bestimmte  äufsero 
Erregungsweise  ein^^^'),  nämlich  eine  solche,  bei  der  91  gerade  durch 
eine  solche  Exponentialfunktion  der  Zeit  dargestellt  wird,  wie  sie 
in  der  eben  betrachteten  Lösung  auftritt;  die  Coeffizienten  der  Ent- 
wicklung lassen  sich  dann  aus  den  Anfangsbedingungen  durch  die 
Integraltheoreme  bestinunen^^'^).  Aus  den  so  erhaltenen  Lösungen 
läÜBt  sich  eine  allgemeinere  durch  Integration  ableiten;  und  die 
darin  auftretende  noch  willkürliche  Funktion  läüst  sich  so  bestimmen, 
da£s  der  Wert  von  St  eine  bis  auf  die  Endlichkeit  der  beiden  ersten 
Ableitungen  willkürliche  Funktion  der  Zeit  wird.^^***)  Die  damit 
gewonnene  Lösung  gilt  nicht,  wenn  gleichzeitig  ft  =-  0,  A;  <  0  ist, 
da  dann  die  verwendeten  Reihen  divergiren.  Ist  f^  >  0,  Ä*  <  0, 
so  gilt  die  Lösung,  nur  macht  dann  der  Beweis  einige  Umstände, 
dafs  sie  die  einzige  ist.  Ist  /:  <  0,  f^  =  0,  so  gehört  zu  jedem 
Wert  der  Periode  der  auftretenden  trigonometrischen  Funktionen 
des  Abstands  vom  Mittelpunkt  ein  reeller  Wert  des  Faktors  von  t 
im  Exponenten;  das  Verfahren  ist  dann  etwas  zu  modificiren®^**), 
führt  aber  auch  in  diesem  Falle  zu  einer  eindeutig  bestimmten 
Lösung. 

Helmholtz  wendet  sich  dann  zu  der  Frage,  wie  man  etwa  Ver- 
suche so  einrichten  könne,  dafs  der  Einflufs  von  k  sich  zeigen 
müTste^^^^).  Er  sucht  zu  diesem  Zwecke  Lösungen  des  allgemeinen 
Gleichungssjstems  (133),  die  von  der  Zeit  nur  dadurch  abhängig 
sind,  dafs  sie  einen  Faktor  der  Form  e"'  enthalten,  in  der  übrigens 
n  auch  complex  sein  kann.     Für  (p  wird  dann  eine  Gleichung: 

(^^  -h  l)  ^9>  -  Ä^kn\  -  0  (144) 

erhalten,  und  ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

m^-   e^  mit  r=      —r--.      •  (I4o) 

8122)  p.  589.    8123)  p.  591.    8184)  p.  598.    8125)  p.  696. 
8126)  p.  597.    8127)  §  6,  p.  599. 
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Der  absolute  Betrag  von  l  erreicht  seinen  gröfsten  Wert  für  x  -■  0; 

dann  wird  l  =  nÄykj  also  ist,  wenn  n  rein  imaginär  ist,  (Äykj 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  durch  eine  solche  Lösung 
dargestellten  Wellen.  Ist  x  "|"  0,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit kleiner,  und  es  tritt  Absorption  der  Wellen  auf.  Daraus 
folgt  dann®^*®):  wenn  Je  nicht  viel  gröfser  als  1  ist,  werden  bei  Ver- 
suchen an  irdischen  Leitern  die  Bewegungen  der  Elektricität  nicht 
merklich  anders  ausfallen,  als  wenn  h  ^^  0  wäre,  wenn  man  es  nicht 
ermöglicht,  so  grofse  Dimensionen  und  so  kleine  Zeitteilchen  zu  be- 
nutzen, dafs  die  von  der  Lichtgeschwindigkeit  herrührenden  Unter- 
schiede sich  bemerkbar  machen  müTsten.  Die  einzige  praktische  Form,, 
bei  der  man  vielleicht  hoffen  könnte,  bemerkbare  Unterschiede  zu 
erhalten,  sei  die  eines  sehr  langen  Drahtes ^'^*). 

Weiter  bespricht  er  den  EinfluTs  etwaiger  dielektrischer  Polari- 
sation der  Media ^'^).  Er  zeigt  zunächst,  dafs  die  elektrostatisch 
gemessene   Elektricitätsmenge    durch    den   EinfluTs    des    umgebenden 

Mediums  im  Verhältnis  yi  +  47t«//  verkleinert  erscheint.  Die- 
Stromcomponenten  setzen  sich  dann  aus  zwei  Summanden  zusammen^ 
von  denen  der  eine  dem  Ohm'schen  Gesetze  folgt,  der  andere  die 
Componente  der  dielektrischen  Polarisation  darstellt,  die  auch  als 
eine  Art  elektrischer  Bewegung  zu  betrachten  sei;  also 

(146)  «  =  ^^J+i,... 

Diese  Gröfsen  sind  dann  in  die  Gleichungen  einzuführen. 

C.  Neumann®**^)  entnimmt  einer  seiner  älteren  Abhandlungea 
den  Ausdruck: 

(147)  J«Z7-F 

für  die  Energie  eines  elektrischen  Systems,  in  dem  U  das  elektro- 
statische, V  das  elektrodynamische  Potential  bedeutet,  und  giebt 
eine  neue  Ableitung  dieses  Ausdrucks  unter  einer  Annahme,  die  er 
als  „unitarisch"  bezeichnet,  und  die  darin  besteht,  dals  die  eine  Art 
der  Elektricität  —  bei  ihm  die  negative  —  an  die  ponderablen 
Teilchen   gebunden,    die    andere    —    bei    ihm   die    positive    —    frei 

8128)  p.  602. 

8129)  §  7,  p.  608.  Die  auf  diesen  Fall  sich  beziehenden  Rechnungen 
werden  im  Abschnitt  über  Entwicklungen  nach  Cylinderfunktionen  zu  be- 
sprechen sein. 

8180)  §  8,  p.  611.  Der  Schlufs  der  Abhandlung  berücksichtigt  auch 
magnetische  Kräfte  und  ist  daher  später  zu  besprechen. 

8181)  Leipz.  Ber.  28,  1871,  p.  392. 
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beweglich  sein  soll.  Er  setzt  dann  zunächst  die  Gleichungen  für  die 
Bewegung  der  Teilchen  an,  wie  sie  sich  aus  dem  Weber'schen  Gesetz 
ergeben,  wenn  den  elektrischen  Teilchen  eine  besondere  Trägheits- 
zahl zugeschrieben  wird.  Bei  metallischer  Leitung  müsse  man  noch 
eine  Art  Reibung  beiücksichtigen^^^*):  sind  a?',  y\  z  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten  der  materiellen  Teilchen,  |',  »/,  i'  die  der  posi- 
tiven Elcktricität,  so  setzt  er  die  Componeuten  der  im  Volumen- 
element dx  tätigen  Reibungskräfte  gleich: 

J*,  =  -  9  d'  -  *')  Ar,  ■  ■  .,  (148) 

unt«r  Q  einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden.  Das  giebt  dann 
für  die  Energiebilanz  einen  Posten: 


/ 


p  { d'  -  x7  +  •  • )  dz.  (149) 


Ist  dabei  Ö  die  Dichtigkeit  des  elektrischen  Fluidums,  so  sind  die 
Gröfson : 

u^ö{l'-x')  (150) 

die  Componenten  der  elektrischen  „Strömung"  oder  der  „Strom- 
dichtigkeit^^ ;  die  eingeführte  Reibung  liefert  also  die  Joule'sche 
Wärme  mit  der  Erfahrung  übereinstimmend,  wenn  q6^  den  spezi- 
fischen Widerstand  vorstellt.  Treten  aufserdem*^^^')  .,Schiebungs- 
kräfte"  mit  den  Componenten  ^i,  M,  N  auf,  die  in  die  Richtung 
der  Normalen  zur  Trennungsfläche  zweier  verschiedener  Leiter  fallen 
und  auf  die  ponderable  Masse  nach  der  einen,  auf  das  Fluidum 
nach  der  andern  Richtung  wirken,  so  ist  die  entwickelte  Wärme  um: 

l{Au  +  Mv  +  Niv)  dx  (151) 

zu  vermindern.  Die  Voraussetzung,  dals  die  Elektricität  keine 
Trägheit  besitze,  fllhrt  dann  auf  den  Satz*^**),  dafs  die  auf  daa 
elekrische  Fluidum  ausgeübte  Kraft  sich  unmittelbar  auf  die  ponde- 
rablen  Massen,  mit  denen  sie  verbunden  sei,  übertrage,  wie  wenn 
beide  in  fester  Verbindung  ständen.  Die  Bewegungsgleichungen  der 
Elektricität  reduciren  sich  damit  auf: 

xM  =  yi  +  2A,  ..;  (152) 

dabei  bedeutet  x  den  Widerstands^**),  £A  die  aj-Componente  aller 
auf  das   Volumenelement    wirkenden    inneren    und    äufseren    Kräfte^ 

8132)  5J  8.  p.  399.         8133)  tj  i,  p.  407.         8134}  p.  409. 
8135;  Wegen  der  Malseinbeit,   in  der  er  hier  gemesf^en  ist,  vgl.  man 
eine  Note  auf  p.  427. 
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reducirt  auf  die  Masseneinheit.  Weitere  Überlegungen  über  die 
Schiebungskräfte  fahren  ihn  zu  der  Formel  ^^^•): 

(153)  Au  +  MV-+  Ntc  =  EJ, 

in  welcher  E  als  die  in  der  Trennungsfläche  vorhandene  Contact- 
kraft  bezeichnet  werden  kann;  die  Anwendung  der  Energiegleichung 
und  der  Gleichung  fClr  die  entwickelte  Wärmemenge  fährt  dann 
ziun  Ohm'schen  Gesetz. 

Um  weiter  zu  einem  Ausdruck  für  die  äuTseren  Kräfte  A  zu 
gelangen,  nimmt  er  als  eine  Consequenz  seiner  Vorstellung  an^^'^), 
die  Dichtigkeit  —  ö^  der  negativen  Elektricität  in  jedem  metallischen 
Leiter  sei  eine  diesem  Leiter  eigentümliche  Constante,  die  Dichtig- 
keit 6  der  positiven  Elektricität  dagegen  sei  veränderlich;  die  Diffe- 
renz ö  —  dl  =  £  ist  dann  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität. 
Er  nimmt  mit  Biemann,  von  dessen  Untersuchungen  übrigens  damals 
nur  die  kurze  Mitteilung^"®)  veröffentlicht  war,  an,  die  negative 
Elektricität  werde  „einem  von  ö^  verschiedenen  Wert  von  d  sich 
mit  einer  gewissen  Gewalt  widersetzen^S     Demgemäfs  setzt  er: 

(154)  i^  -  -  U  ,  (D  =  i^  (r-'  +  z(r)), 

imter  x(r)  eine  Funktion  verstanden,  die  nur  für  kleine  Werte 
von  r  von  0  verschieden  sei.     Das  giebt  ihm: 

(155)  a>  — Ä  +  y«, 

dabei  ist  Ä  das  Newton'sche  Potential  Zfir"^  und: 

(156)  Y  =  -lfrx{r)dT, 

die  Integration  erstreckt  über  eine  Kugel,  deren  Radius  die  „Trag- 
weite" der  Funktion  i(r)  ist.  Sind  keine  Scheidungskräfte  vor- 
handen, so  mufs  im  Gleichgewichtszustande: 

(157)  Ä  +  yf  =  const. 

sein;  und  daraus  ergiebt  sich  wie  bei  Riemann,  dafs  e  und  51  —  const. 
im  Innern  des  Leiters  merklich  gleich  null  und  nur  in  einer  dünnen 
Oberflächenschicht  von  null  verschieden  sein  können®^*®).  Ent- 
sprechende Überlegungen  führt  er  dann  noch  für  eine  Thermokette 
durch  ®^*®);  an  den  Lötstellen  weist  hier  das  Potential  je  einen 
Sprung    auf,    der   nahezu   gleich    der    betreffenden    Contactkraft    ist. 

8186)  §  5,  p.  413.         8187)  §  7.  p.  417.  8138)  p.  421. 

8139)  p.  423. 
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Auf  Grund  dieser  Besultate  vernachlässigt  er  e  bei  seinen  weiteren 
Untersuchungen. 

Er  leitet  dann  zunächst  aus  dem  Integralgesetz  Fr.  Neumann's 
für  den  Fall  zweier  geschlossener  linearer  Leiter  eine  Formel  ab®***^): 

clT^äS-'''''\^+'^ät,  (158) 

in  der  T  die  kinetische,  U^  die  potentielle  Energie  der  ponderablen 
Massen,  S  die  von  den  äufseren  Kräften  geleistete  Arbeit,  U  und  V 
das  elektrostatische  und  das  elektrodynamische  Potential  des  Systems 
bedeuten  und  r/cx  eine  Differentiation  nach  der  Zeit,  bei  der  nur 
die  Änderung  der  Lage  der  ponderablen  Teilchen,  nicht  die  Änderung 
der  Lage  der  Elektricitätsteilehen  relativ  zum  Leiter  berClcksichtigt 
wird.  Er  bezeichnet  diese  Formel  als  „Potentialgesetz'^  und  macht 
darauf  aufmerksam,  dafs  sie  vom  Energiegesetz  verschieden  sei,  wie 
schon  daraus  hervorgehe,  dafs  in  diesem  die  Differenz,  in  ihr  die 
Summe  von  U  und  V  auftrete.  Anderseits  giebt  die  Anwendung 
der  Gleichungen  (152)  auf  diesen  Fall  das  ,Jnductionsgesetz^^  in 
der  Form: 

Ä  J,  =  £j  -  ^-(-^'^•^+-^^  ■  (159) 

Er  untersucht  nun®^^^)  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  drei 
Gesetze.  In  speciellen  Fällen  könne  man  das  Inductionsgesetz  aus 
dem  Potentialgesetz  ableiten;  das  habe  Helmholtz  schon  1847 '•^) 
versucht,  sei  aber  nicht  zum  Ziele  gekommen,  weil  er  die  potentielle 
Energie  eines  solchen  Systems  fälschlich  gleich  Null  gesetzt  habe. 
Dagegen  führe  die  Anwendung  dieses  Verfahrens,  wenn  ein  per- 
manenter Magnet  mit  zum  System  gehöre,  auf  einen  Widerspruch®^**); 
man  müsse  also  die  Vorstellung  permanenter  Magnete  überhaupt 
aufgeben  und  annehmen,  dafs  jeder  Magnet,  der  Ströme  inducire, 
auch  von  diesen  eine  Rückwirkung  erfahre.  Die  damit  geforderte 
Correction  der  Formeln  sei  keineswegs  in  allen  Fällen  zu  ver- 
nachlässigen. 

Zum  Schlufs**^"*^)  bespricht  er  noch  die  oscillirende  Entladimg 
eines  Condensators  wie  in  seiner  früheren  Abhandlung***^),  nur  jetzt 
unter  Zugrundelegung  seiner  „unitarischen^^  Anschauung;  er  zeigt, 
dafs  die  Resultate  mit  denjenigen  von  Kirchhoff  übereinstimmen. 

Eine  sich  anschliefsende  Abhandlung®***)  bespricht  die  Prämissen 
der  Helmholtz'schen  Theorie®*'*).    Er  übersetzt  sich  die  Dinge  in  seine 

8140)  §  8,  p.  430.  8141)  §  9,  p.  438.         8142)  p.  440. 

8143)  §  10,  p.  446.         8144)  ib.  p.  450. 
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eigene  Sprache,  zieht  aber  dabei  sogleich  auch  den  Fall  bewegter 
Leiter  mit  in  Betracht.  Er  glaubt  sich  mit  den  Vorstellungen  von 
Helmholtz  in  Übereinstimmung  zu  befinden,  wenn  er  in  diesem  Fall 
die  Formel  (158)  mit  der  Modification  anwendet,  dafs  die  Differen- 
tiationen nach  der  Zeit  als  vollständige  angesehen  werden  sollen. 
Aus  den  so  gefundenen  Differentialgleichungen  leitet  er  dann  Aus- 
drücke, ftir  die  geleistete  Arbeit  und  für  die  entwickelte  Wärme 
^yj8i45^.  ^gj.  erstere  giebt  direct  das  „Potentialgesetz"  ^^**),  eine  Ver- 
bindung beider  Ausdrücke  das  Energiegesetz.  Das  erstere  ergebe 
sich  also  aus  den  Helmholtz'schen  Prämissen  mit  viel  weiterem 
Gültigkeitsbereich,  als  aus  den  Weber'schen.  Zum  Schlufs  bemerkt 
gj.8147^^  die  Einwände  von  Helmholtz  gegen  das  Weber'sche  Gesetz 
träfen  eigentlich  gar  nicht  dieses  selbst,  sondern  nur  die  Kirchhoff*- 
sehen  Differentialgleichungen ;  diese  seien  aber  nicht  aus  dem  Weber - 
sehen  Gesetz  allein,  sondern  unter  der  Hinzunahme  von  „mancherlei 
andern  sehr  hypothetischen  (und  bisher  nicht  einmal  bestimmt  for- 
mulirten)  Voraussetzungen"  abgeleitet. 

Eine  dritte  Abhandlung  Neumann's®*^®)  stellt  zunächst  den  Schlufs, 
der  vom  Integralgesetz  zum  Elementargesetz  führt,  für  beliebige  k 
noch  einmal  dar,  behauptet  aber  dabei,  dafs  dieses  letztere  nur  für 
Ä;  =  1  dem  Princip  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  genüge.®^**) 
Dann  berichtet  er,  er  habe  gefunden,  dafs  man  ihp  ein  nicht  minder 
einfaches  Elementargesetz  der  elektromotorischen  Wirkungen  zur 
Seite  stellen  könne  und  dafs  beide  Elementargesetze  in  ihrer  Ver- 
bindung den  Anforderungen  des  Energieaxioms  genügten.  Er  referirt 
zunächst ®^^)  über  die  Untersuchungen  Amperes;  von  dessen  Hypo- 
thesen findet  er  diejenige  bedenklich,  die  vorraussetzt,  die  pondero- 
motorische  Wirkung  zwischen  zwei  Stromelementen  könne  nur  in 
einer     in     die    Richtung     ihrer     Verbindungslinie    fallenden     Kraft 

8146)  §  4,  p.  467. 

8146")  §  5,  p.  471.  Das  Potentialgesetz  nimmt  er  hier  (p.  47G)  für 
seinen  Vater  in  Anspruch,  die  hier  auftretende  Form  des  Energiegesetzes 
für  sich  selbst;  doch  zieht  er  den  letzteren  Anspruch  Leipz.  Abhandl.  11, 
1874,  p.  116  zu  Gunsten  von  W.  Weber  wieder  zurück. 

8147)  p   478. 

8148)  Leipz.  Ber.  24,  1872,  p.  144;  „in  etwas  veränderter  Form'*  Math. 
Ann.  5,  1872,  p.  602. 

814D)  Dafs  diese  auch  noch  in  dem  Buch  über  elektrische  Kräfte, 
Leipz.  1873,  p.  77  sich  findende  Behauptung  unzutreflFend  ist,  giebt  Neu- 
mann  dort  p.  XVI  u.  Math.  Ann.  6,  1873,  p.  3ö0  gegenüber  Helmholtz. 
(Berl.  Her.  1878,  p.  94;  Abb.  1,  p.  691)  selbst  zu. 

8100    §  2,  p.  160,  bezw.  608. 
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bestehen;  noch  mehr  die  andere^  dafs  die  ponderomotorische  Wirkung 
eines  geschlossenen  Stromkreises  auf  ein  Element  immer  auf  letzterem 
senkrecht  stehe.  Dann  fiihrt  er®^^^)  das  Integralgesetz  von  Fr.  Neu- 
mann an  und  bemerkt  dabei,  bei  diesem  sei  von  einem  Elementar- 
gesetz immer  nur  beiläufig  die  Bede,  und  zwar  gebe  er  fQr  den 
Fall  zweier  unbeweglicher  Leiter  zwei  ganz  verschiedene  Formen,  die 
zu  demselben  Integralgesctz  führten.  Man  dürfe  also  nicht  mit 
Helmholtz  sagen,  dessen  Constante  A;  habe  bei  Fr.  Nenmann  den 
Wert  1 ;  vielmehr  bleibe  sie  auch  dort  vollkommen  willkürlich.  Vom 
Weber'schen  Gesetz  sagt  er®^**):  wenn  man  aus  ihm  ein  Elementar- 
gesetz der  elektromotorischen  Wirkungen  ableite,  so  stehe  es  nur 
für  stationäre,  nicht  für  veränderliche  Ströme  mit  dem  Energieprincip 
im  Einklang;  das  liege  daran,  dafs  die  Operationen,  die  zur  Ab- 
leitung des  Elementargesetzes  dienten,  nur  itlr  erstere,  nicht  für 
letztere  erlaubt  seien.  Weiter  berichtet  er®^^),  er  habe  nach  dem 
Erscheinen  von  Helmholtz'  Abhandlung  versucht  sich  in  dessen 
Theorie  einzuarbeiten  und  sie  auf  den  Fall  bewegter  Leiter  zu  über- 
tragen, nachträglich  aber  erkannt,  dafs  die  Ableitung  nur  für  Trans- 
lationen, nicht  für  Rotationen  correct  sei.  Die  erforderliche  Correc- 
tion  sei  zwar  leicht  möglich,  aber  die  Formeln  seien  dann  nicht 
mehr  mit  dem  Energieprincip  im  Einklang  gewesen.  Er  habe  daher 
die  Prämissen  ändern  müssen  und  schon  geglaubt  am  Ziel  zu  sein; 
da  sei  plötzlich  unter  dem  Gewicht  der  empirischen  Tatsachen  (der 
unipolaren  Induction)  alles  zusanunengebrochen.  Zum  Schlüsse  giebt 
er  eine  kurze  Übersicht  über  die  in  dem  noch  zu  besprechenden 
Buche  entwickelt«  Theorie®^"). 

J.  Bertrand®^^^)  findet,  das  von  Helmholtz  aufgestellte  ele- 
mentare Potential  genüge  nicht  der  Bedingung,  dais  man  die  bei 
einer  Drehung  geleiste  Arbeit  aus  der  bei  Verschiebungen  geleisteten 
müsse  ableiten  können.  In  der  Tat  meint  er,  es  sei  überhaupt  nicht 
möglich,  eine  Funktion  zu  finden,  die  allen  bei  der  Definition  eines 
solchen  Potentiales  gestellten  Bedingungen  genüge.    Aufserdem  macht 


8161)  p.  162,  bezw.  610.         8162)  p.  164,  bezw.  612. 

8168)  p.  166,  bezw.  612. 

8164)  §  3,  p.  167,  bzw.  614.  An  der  zweitgenftnnten  Stelle  scheint  er 
in  einer  Note  p.  620  andeuten  zu  wollen,  die  Einwendungen  von  Helmholtz 
gegen  die  Kirchholfschen  Formeln  würden  sich  vielleicht  dadurch  heben 
lassen,  dafs  man  die  elektrischen  Krilfte  nicht  zu  r~^  selbst,  sondern  zu 
einer  andern  Funktion  von  r  proportional  setze,  die  nur  fixi  grofse  Werthe 
von  r  mit  r~*  zusammenfalle. 

8166)  Paris  C.  R.  73,  1871,  p.  966. 
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er  darauf  aufmerksam, ^^^*)  dafs  die  von  Helmholtz  angegebenen 
Komponenten  der  elektromotorischen  Kraft  nicht  zu  den  Stromcom* 
ponenten  proportional  sind,  die  elektromotorische  Kraft  also  nicht  in 
die  Richtung  des  inducirten  Stromes  fällt,  sondern  z.  B.  für  A;  =  1 
in  die  Verbindungslinie  zwischen  inducirendem  und  inducirtem  Strom- 
element,  für  Ä  =»  —  1  in  die  Richtung  der  „Beschleunigung*'  der  Elek- 
txicität  im  inducirten  Strom.  Gleichwohl  sei  von  den  Kräften,  die 
auf  die  Stromcomponenten  nach  den  Coordinatenaxen  wirken,  an* 
genommen,  sie  seien  zu  den  betreffenden  Axen  parallel.  Er 
schliefst  mit  der  Äuiseruug,  man  könne  noch  andere  Einwände  er- 
heben, aber  die  angeführten  dürften  genügen. 

E.  Riecke^^^^)  zeigt,  dafs  man  bei  Zugrundelegung  des 
Helmholtz'schen  Gesetzes  die  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes 
auf  ein  Stromelement  nicht  durch  die  einer  magnetischen  Doppel- 
fläche ersetzen  könne,  und  dafs  sie  nach  diesem  Gesetze  nicht  recht- 
winklig zu  dem  Element  ausfalle.  Auch  er  meint,  damit  würde 
gegen  Helmholtz  entschieden  sein,  wenn  nicht  gegen  das  betreffende 
Experiment  Ampere's  Bedenken  vorlägen;  er  schlägt  eine  Modification 
dieses  Experimentes  vor,  die  eine  Entscheidung  herbeizuführen 
geeignet  sei. 

Helmholtz  bespricht  diese  Einwendungen  in  einem  zweiten 
Aufsatz®*^);  zunächst  diejenigen  von  C.  Neumann.  Er  stellt  die  „ans 
Kirchhoff 8  Arbeit  leicht  abzulesenden  Voraussetzungen"  derselben 
zusammen®*^*):  dafs  in  jedem  elektrischen  Strom  gleiche  Quanta 
positiver  und  negativer  Elektricität  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  strömen;  dafs  die  beiden  Fluida 
im  Leiter  continuirlich  verbreitet  und  ihre  Geschwindigkeiten  conti- 
nuirliche  Funktionen  der  Coordinaten  sind;  endlich  die  Grundhypo- 
these des  Ohm'schen  Gesetzes,  also  die  Annahme,  die  ja  Neumann 
auch  mache,  dafs  die  elektrischen  Fluida  keine  träge  Masse  haben. 
Dazu  bemerkt  er,  dafs  man  durch  die  Annahme  träger  Masse  die 
Folgerung,  dafs  für  /:  <  0  das  Gleichgewicht  labil  sei,  zwar  für 
kleine,  aber  nicht  für  grofse  Körper  beseitigen  könne.  Dais  es  nicht 
erforderlich  sei,  zur  Erklärung  der  elektrischen  Erscheinungen  Kräfte 
anzunehmen,  die  von  der  Bewegung  der  wirkenden  Massen  abhängen, 
gehe  schon  daraus  hervor,  dafs  die  MaxwelFsche  Theorie  ohne  solche 


8166)  p.  969.         8167)  Gott.  Nachr.  1872,  p.  400. 

8168)  J.  f.  Math.  76,  1878,  p.  86,  Abhandl.  1,  p.  647;  Auszug  Berl.  Ber. 
1872,  p.  247,  Abhandl.  1,  p.  686. 

8169)  §  18,  p.  670. 
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Kräfte  auskomme.  ®^^)  Bei  dieser  Gelegenheit  bespricht  er®^**)  den 
SchluTs,  durch  den  Neumann  hatte  dartun  wollen  ^^'^j,  dafs  die  einfache 
Übertragung  der  auf  die  Elektricitftt  wirkenden  Kräfte  auf  die 
ponderablen  Massen  nur  unter  Voraussetzung  verschwindender  Träg- 
heit der  Elektricität  zulässig  sei.  Er  meint,  es  sei  dabei  nicht  nur 
die  Masse,  sondern  auch  das  Produkt  aus  Masse  und  Beschleunigung 
in  der  einen  Gleichung  gleich  null,  in  der  andern  einer  endlichen 
Gröfse  gleich  gesetzt:  wenn  man  das  rechtfertigen  wolle,  müsse  man 
zeigen,  dafs  auch  die  andere  Seite  der  letzteren  Gleichung  null  sei^ 
und  das  sei,  soviel  er  sehe,  nur  möglich,  wenn  man  den  angeblich 
deducirten  Satz  schon  mit  voraussetze. 

Weiter  bespricht  er®^**)  Neumann's  Kritik  seiner  alten  Dar- 
stellung in  der  „Erhaltung  der  Kraft" '^.  Damals  habe  man  den 
Verlauf  der  durch  Stromschwankungen  inducirten  Ströme  noch  nicht 
gekannt  und  also  auch  die  durch  sie  entwickelte  Wärme  noch  nicht 
berechnen  können.  Diese  Lücke  habe  er  1851'*®')  selbst  durch 
neue  Versuche  ausgefällt  und  dann  1854*®***)  kurz,  aber  in  den 
wesentlichen  Punkten  vollständig  angegeben,  welche  Änderungen 
demgemäfs  in  der  Anwendung  des  Energieprincips  auf  die  inducirten 
Ströme  anzubringen  seien.  Die  Frage,  ob  der  auftretende  Factor 
mit  dem  Potential  des  Stromes  auf  sich  selbst  identisch  sei,  habe  er 
damals  noch  offen  lassen  müssen,  da  sie  mit  der  Frage  nach  der  Träg- 
heit der  Elektricität  [^^^yj  zusammenhänge,  die  sich  nur  experimentell 
entscheiden  lasse.  Der  Streit,  ob  die  Existenz  der  Induction  aus 
dem  Energieprincip  „deducirt"  werden  könne,  habe  für  ihn  nur  die 
Bedeutung  eines  Wortstreites:  wenn  man  alle  bei  der  Induction  in 
Betracht  kommenden  Tatsachen  bis  auf  eine  als  bekannt  voraus- 
setze, könne  man  diese  letzte  freilich  aus  dem  Energieprincip  „de- 
dueiren";  aber  als  Beweis  für  naturwissenschaftliche  Tatsachen 
kenne  er  nur  den  Weg  der  Induction. 

Dann  wendet  er  sich  gegen  Bertrand  ®^^*):  die  Existenz  eines 
Potentiales  zweier  Stromelemente  bedinge  nicht  nur  die  Existenz 
von  Kräften  zwischen  ihnen,  sondern  auch  die  eines  Kräftepaares. 
Wenn  man  das  berücksichtige,  erhalte  man  auch  die  bei  einer 
Drehung  des  einen  Elementes  um  das  andere  geleistete  Arbeit  ganz 
richtig.    Die  Annahme  eines  Potentials  stehe  also  nicht  in  Widerspruch 


8160)  p.  674.     Ausführlicheres  über  seine  damalige  Stellung  zu  Max* 
well's  Auffassung  im  Auszug,  p.  688. 

8161)  Note  p.  671. 

8162)  p.  677.         8163)  §  14,  p.  679. 
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mit  sich  selbst,  sondern  nur  mit  der  Ampere'schen  Hypothese, 
cLaüs  die  Wirkung  sich  auf  eine  Einzelkraft  reducire.  Was  Bertrand's 
zweiten  Einwand  betreffe,  so  habe  dieser  allerdings  recht,  wenn  er 
einen  Beweis  dafür  verlange,  daüs  man  die  Inductions Wirkungen  nach 
dem  Parallelogrammgesetze  zusammensetzen  dürfe  ^^^);  das  sei  in 
der  Tat  nicht  unmittelbar  klar,  wenn  man  die  gesamte  Potential- 
function  aller  vorhandenen  Stromelemente  auf  ein  einzelnes  schon 
durch  Integration  vollstftndig  gebildet  habe;  aber  der  Beweis  sei 
mittelst  oft  gebrauchter  Umformungen  so  leicht  zu  führen,  dafs  er  ihn 
dem  Leser  überlassen  zu  dürfen  geglaubt  habe.  Doch  holt  er  ihn 
jetzt  nach.  Die  elektromotorische  Kraft  in  einem  dreidimensionalen 
Leiter  habe  also  ebensogut  eine  bestimmten  Richtung  und  Gröfse, 
wie  das  Potentialgefälle  in  der  Elektrostatik  oder  das  Temperatar- 
gefUlle  in  der  Lehre  von  der  Wärmeleitung. 

Bertrand  erwidert®'*^):  Alle  bisher  zum  Ersatz  des  Ampere'sehen 
-Gesetzes  vorgeschlagenen  Ansätze  hätten  dasselbe  Resultat  wie  dieses 
gegeben,  sobald  auch  nur  einer  der  beiden  Stromkreise  geschlossen  sei; 
der  von  Helmholtz  vorgeschlagene  dagegen  tue  das  nur,  wenn  beide 
Stromkreise  geschlossen  seien.  Die  experimentelle  Untersuchung  der 
auf  einen  beweglichen  Teil  eines  Leiters  ausgeübten  Wirkung  ent- 
scheide, wie  in  den  Göttinger  Nachrichten [*^^^]  gezeigt  sei,  gegen 
Helmholtz.  Die  Idee  der  Einführung  eines  Kräftepaares  als  Bestand- 
teil einer  Elementarwirkung  habe  Ampere  selbst  schon  vor  50  Jahren 
durch  ,Judicieuse8  et  profondes  reflexions  .  .  .  philosophiques^'  ab- 
getan. Aber  man  könne  ihre  Unmöglichkeit  auch  mathematisch 
beweisen:  ein  Kräff^epaar,  das  auf  ein  unendlich  kleines  Element 
wirken  und  dabei  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  dieses  Element 
sein  sollte,  müTste  aus  zwei  unendlichen  Kräften  bestehen;  und  diese 
würden  den  Leiter  zerreifsen.  Seinen  Einwand  betreffend  die  Rich- 
tung der  Kraft  habe  Helmholtz  vollständig  mifs verstanden;  er  habe 
sich  nur  daran  gestofsen  gehabt,  dals  diese  Richtung  von  der  un- 
bekannten Konstanten  k  abhängen  solle  ^^^^). 

C.  Neumann  hat  dann  seine  Untersuchungen  in  einem  selbst- 
ständigen Werke  *^^^'^)  zusammenhängend  dargestellt.  Er  beginnt  mit 
einigen  allgemeinen  Auseinandersetzungen  über  die  elektrischen 
Ströme  und  ihre  Componenten,  sowie  über  die  Ableitung  der  Oon- 
iinuitätsbedingungen  für  das  Innere  und  für  die  Begrenzimg.  Dann 
giebt  er®^***)  die  allgemeine  Pormulirung  des  Energieprincips  in  der 


8164)  p.  681.         8165)  Paris  C.  R.  75,  1872,  p.  860.         8166)  p.  864. 
8167)  Die  elektrischen  Kräfte,  I,  Leipz.  1873.         8168)  §  2,  p.  7. 
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Fassung,  dafs  er  eine  Function  F  einführt,  deren  Increment  zu- 
sammen mit  den  Incrementen  der  kinetischen  Energie  T  und  des 
Wärmeinhalts  eine  dem  Betrag  d8  der  von  auTsen  zugeföhrten 
Arbeit  äquivalente  Gröfse  ergiebt;  er  nennt  eine  solche  Function 
,,das  Postulat  des  Sjstems^S  Dazu  bemerkt  er:  wenn  man  auch  der 
Ansicht  sei,  dafs  ein  Satz  dieser  Art  überall  in  der  Natur  existirt, 
so  werde  trotzdem  die  specielle  Form,  die  ihm  im  einzelnen  Fall  zu 
geben  sei,  immer  nur  eine  Hypothese  sein  können.  Weiterhin ®^*^ 
legt  er  Gewicht  darauf,  dafs  die  Gleichungen  zwischen  den  Strom- 
componenten  und  den  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft 
auch  fOr  bewegte  Körper  gelten.  Die  Vorstellung,  dafs  in  diese 
Gleichungen  auch  Trägheitsglieder  aufgenonunen  werden  müTsten, 
erwähnt  er  zwar®^'®),  will  aber  keinen  Gebrauch  von  ihr  machen. 
Ausführlich  wird  dann  erörtert,  wie  sich  die  ponderomotorischen 
und  elektromotorischen  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  aus  einem 
Potential  ableiten  lassen  ^^'^^),  und  daraus  und  aus  dem  Energie- 
princip  gefolgert  ®^^'),  dafs  auch  fCbr  die  Kräfte  elektrodynamischen 
Ursprungs  dasselbe  gelten  müsse.  Thermoelektrische  und  hydroelek- 
trische Kräfte  läfst  er  dabei  bei  Seite. 

Von  der  sich  zunächst  anschliefsenden  ausführlichen  Darstellung 
der  von  Ampere  und  Fr.  Neumann  gegebenen  Theorie  der  pondero- 
motorischen Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  sei  hier  nur  das 
Schlufsergebnis  erwähnt,  demzufolge  die  Vorstellung,  dafs  das  Am- 
pere'sche  Gesetz  durch  ein  Potenialgosetz  ersetzt  werden  könne, 
„unter  dem  Gewicht  der  empirischen  Tatsachen"  [der  unipolaren 
Induction]  „zusammenbricht"®^^*). 

Es  folgen  vorbereitende  Untersuchungen  über  Kurvenintegrale, 
u.  a.  der  Integralsatz,  der  jetzt  gewöhnlich  nach  Stokes  benannt  zu 
werden  pflegt®^'*);  auch  Sätze  über  Doppelintegrale,  die  über  zwei 
Kurven  hinerstreckt  sind.  Dann  wendet  er  sich  zur  Aufsuchung 
eines  elektromotorischen  Elementargesetzes ®*^^),  ausgehend  von  dem 
von  Fr.  Neumann  aufgestellten  Integralgesetz.  Die  Inductionscon- 
stante  nimmt  er  in  dem  von  ihm  benutzten  Mafssystem  =»  1,  weil 
sonst  folgen  würde,  dafs  bei  einer  beliebigen  Änderung  sowohl  die 
Vermehrung  der  kinetischen  Energie,  als  die  des  Wärmeinhalts  jede 


8169)  p.  14.  8170)  p.  17.  8171)  §  6,  p.  24.  8172)  §  7,  p.  33. 

8173)  §  13,  p.  78. 

8174)  §  15,  p.  90.    Leipz.  Abhandl.  10,  1874,  p.  425  berichtet  et,  er 
habe  den  Satz  seit  langer  Zeit  gefunden  und  in  Vorlesungen  benutzt. 

8175)  IV,  §  16,  p.  97. 
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fftr  sich  ein  YoUst&ndiges  DifTerential  sein  mfiüate.  ^wms  im  hödisteii 
Grade  nnwmhncheiiilidi  sei''^'*"^  Dann  ist  das  y^lektrodynamiarJie 
Postulat^  eines  solchen  Systems  seinem  Potential  entgegengesetzt 
gleieh.  Als  Beispiel  behandelt  er  znnlchst  Indnction  zwischen  zwei 
congmenten  Stromkreisen,  wobei  sieh  n.  a.  ergiebt*^^:  Sind  die 
Stromstärken  in  zwei  solchen  in  irgend  einem  Angenblid^  einander 
gleich,  so  bleiben  sie  gleich  bei  beliebiger  Bewegong.  Anch  den 
Ablaof  eines  Stromes  in  einem  Leiter  mit  Selbstindaction  behandelt 
er  hier  kurz;  er  meint,  man  kOnne  nicht  behaupten,  der  Selbst* 
indnctionscoeffizient  mfisse  immer  positiv  sein,  sondern  nur,  er 
rafisse  entweder  positiv  sein,  oder  es  sei  unzulässig  anzunehmen,  dais 
in  dem  betreffenden  Leiter  ein  zu  Anfang  gleichförmiger  Strom  aa<^ 
in  seinem  weiteren  Verlaufe  gleichförmig  bleibe.  Dann  stellt  er 
4  Hypothesen  an  die  Spitze  der  Behandlung  des  aUgemeinen  Falles  *^^^): 
die  Stromstärke,  die  ein  Stromelement  ds^  in  einem  Punkte  irgend 
eines  KOrpers  inducire,  sei  zu  ds^  proportional,  im  übrigen  nur  ab* 
hängig  von  der  Stromstärke  und  der  relativen  Lage,  sowie  von  den 
VeränderuDgen  beider;  sie  sei  weiter  die  Summe  zweier  Kräfte,  von 
denen  die  eine  zu  c7|,  die  andere  zu  dJ^  proportional  sei;  die  Wir- 
kung eines  Stromelementes  könne  ersetzt  werden  durch  die  seiner 
Projectionen  auf  drei  mit  ihm  festverbundene  Axen;  das  Integral* 
gesetz  von  Fr,  Neumann  gelte  f&r  zwei  beliebig  geschlossene  gleich* 
fSrmige  Ströme  ohne  Gleitstellen.  Er  erhält  als  allgemeinste  den 
drei  ersten  Bedingungen  genügende  Formel  die  folgende: 

Edt  =  '/id«i  {(x  ee^  +  x^E)dr  +  kS^dS  +  iiSdS^  +  vdE\ 

(160)  '  ^         ,  _. 

+  dJ^ds^{(oeS^  +  (ö,J5); 

dabei  bedeuten  6,  6^,  E  die  (.*osinus  der  Winkel,  die  die  Richtungen 
von  ds^  mit  der  Richtung  von  ds  nach  ds^  und  mit  einander  ein* 
schliefsen,  x,  Xj,  A,,  |k,  v,  ca,  co,  noch  zu  bestimmende  Functionen  der 
Entfernung  r.  Die  Forderung,  dal's  dem  Energiegesetze  genügt 
werde,  liefert  4  Relationen  zwischen  diesen  Functionen  und  den 
beiden  ^,  (»29  ^^  ^  ponderomotorischen  Elementargesetz  auftreten. 
Das  leitet  er  zunächst  ohne®^'*),  dann  auch  mit  Benutzung  ®^^) 
äufserer  elektromotorischer  Kräfte  her.     So  erhält  er: 

(161)  Edt'^\J^d8^[{d^-Pdr)  +  a{SdS^-S^dS)]  +  ^d8^dJi; 


8176)  §  17,  p.  107.         8177)  §  18,  p.  110.         8178)  §  19,  p.  112. 
8179)  §  20,  p.  128. 

.8180)  §  21,  p.  188;    Beweis,   dafs    der  Satz  vom  totalen  Differential 
auch  in  diesem  Fall  gilt,  §  22,  p.  134. 
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dabei  hat  jetzt  P=  qSS^  +  q^E  dieselbe  Bedeutung  wie  im  ver- 
allgemeinerten  Ampere'schen  Gesetz,  Sl  ist  gleich  aoBSi  "^  ^s-^y  ^^^ 
o,  o>2,  o  sind  noch  unbestimmte  Functionen  von  r.  Die  Hinzunahme 
der  vierten  der  angeführten  Hypothesen  ®^®^)  ergiebt  dann  mit  Hilfe  des 
erwähnten  Satzes  über  Doppelintegrale  eine  Beziehung  zwischen  a>,  o», 
und  der  Function  tf;  des  erweiterten  Ampere'sohen  Gesetzes;  dagegen 
bleibt  0  auch  hier  noch  ganz  willkürlich,  indem  es  aus  dem  Integral 
über  geschlossene  Ströme  herausfällt.  Zur  Bestimmung  dieses  a 
zieht  er^^^')  Betrachtungen  über  Stromkreise  mit  Gleitstellen  herbei, 
die  wir  hier  um  so  eher  bei  Seite  lassen  dürfen,  als  er  selbst 
keinen  Gebrauch  von  ihnen  machen  will,  da  es  doch  fraglich  sei,  ob 
das  Integralgesetz  auch  für  solche  Stromkreise  gültig  bleibe. 

Bei  der  nun  folgenden  Untersuchimg  der  elektromotorischen  Wir- 
kung zwischen  zwei  körperlichen  Leitern  kommt  er  zum  Resultat ^^^), 
dafs  die  vom  einen  auf  den  andern  ausgeübte  ponderomotorische 
Arbeit  immer  angesehen  werden  könne  als  gleich  dem  partiellen 
Zuwachs  eines  elektrodynamischen  Potentials,  genommen  nach 
der  räumlichen  Lage  des  letzteren.  Um  aber  die  elektromotorische 
Wirkimg  bestimmen  zu  können,  müsse  man  noch  eine  fünfbe  Hypothese 
hinzunehmen ^^^):  dass  nämlich  die  Wirkung  eines  Stromes  auch 
ersetzt  werden  könne  durch  die  Wirkung  seiner  Komponenten  nach 
drei  Axen,  die  mit  der  ponderablen  Masse  fest  verbunden  seien. 
Dabei  ergiebt  sich  für  die  Wirkung  zwischen  einem  linearen  und 
einem  körperHchen  Leiter  eine  Erweiterung  des  Fr.  Neumann'schen 
Integralgesetzes,  indem  die  mit  a  multiplicirten  Glieder  wieder  bei 
der  Integration  wegfallen  ®^®^).  Um  dann  die  Wirkung  zwischen 
zwei  dreidimensionalen  Körpern  zu  berechnen,  bestimmt  er^^®*) 
zunächst  die  Komponente  der  Wirkung  des  einen  Körpers,  genommen 
in  der  Richtung  eines  mit  dem  andern  fest  verbundenen  Linien- 
elementes; indem  er  dies0  Richtung  nacheinander  mit  den  Richtungen 
der  Goordinatenaxen  zusammenfallen  läfst,  erhält  er  die  Gomponenten 
der    Gesammtwirkung   und    damit   diese   selbst.      Die   Formeln   ver- 


8181)  §  23,  p.  142. 

8182)  §  25,  p.  149.  Seine  ÄulBerungen  über  diesen  Punkt  (hier,  p.  190 
and  p.  196)  lauten  etwas  schwankend;  seine  Meinung  scheint  die  zu  sein: 
die  Versuche  über  die  Gültigkeit  des  Gesetzes  auch  für  Gleitstellen  sind 
nicht  vollkommen  beweisend,  aber  der  Umstand,  dafs  die  yerschiedenen 
Ansätze  zu  demselben  Resultat  fähren,  kann  so  aufgefafst  werden,  dafs 
sie  sich  gegenseitig  stützen. 

8188)  §  27,  p.  166.  8184)  VI,  §  28,  p.  169.  8186)  §  29,  p.  176. 

8186)  §  äO,  p.  179. 
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einfiushen  sich^^^,  wenn  die  Koordinateniucen  mit  dem  indnarenden 
Körper  fest  verbunden  sind;  noch  mehr,  wenn  es  sidi  um  die 
Wirkung  eines  Körpers  auf  sich  selbst  handelt.  Im  letsteren  Falle 
eiiiftlt  man  för  die  Kraftkomponenten  Ausdrucke,  die  eine  YermU- 
gemeinerung  der  Helmholtz'schen  sind  und  sich  auf  diese  redncireii, 
wenn  die  beiden  auftretenden  Functionen  Of,  ta^  der  Entfernung 
zu  r~^  proportional  genommen  werden.  Der  Abschnitt  schüelst 
mit  dem  Nachweis,  dals  die  erhaltenen  Formeln  mit  dem  Enez^gie' 
gesetz  in  Übereinstimmung  sind^^. 

8oUen  die  noch  übrig  bleibenden  Functionen  der  Entfernung  auf 
eine  einzige  zurückgeführt  werden,  so  muls  eine  neue  sechste  Hypo- 
these eingeführt  werden;  Neumann  wählt  die  folgende*^''):  die  Ton 
einer  Richtungsänderung  einer  elektrischen  Strömung  hervorgebrachten 
Kräfte  sollen  nur  von  der  relativen  Beschaffenheit  dieser  Änderung 
gegen  den  inducirten  Körper  abhängen,  einerlei  ob  der  ponderable 
Träger  der  Strömung  an  ihr  teilnimmt  oder  nicht.  Diese  Annahme 
ermöglicht  ihm  die  Behandlung  von  körpeiüchen  Leitern  mit 
GleitsteUen;  sie  liefert  ihm  nicht  nur  den  schon  bei  linearen  Leitern 
erhaltenen  Wert  von  <r,  sondern  auch  noch  das  Resultat  01^»«  O, 
also  das  k  von  Helmholtz  »  —  1.  Es  lassen  sich  dann  alle  auf- 
tretenden Functionen  der  Entfernung  durch  eine  einzige  ausdrücken 
und  das  Elementargesetz  der  elektromotorischen  Kräfte  elektro- 
djnamischen  Ursprungs  erscheint  in  einer  Form,  aus  der  die  früher 
mitgeteilte  sich  ergiebt ,  wenn  jene  Function  =  r"  ^  genommen 
wird.  Für  die  Kiaftcomponenten  erhält  er®**^)  entsprechende  Ver- 
allgemeinerung der  Formeln  und  hebt  schliefslich^^*^)  hervor,  dafs 
bei  den  Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs,  anders  als  bei  den 
mechanischen  und  elektrostatischen,  „Postulat^  und  „Potential^ 
entgegengesetzt  gleich  sind. 

Nachher  vergleicht  er  noch  das  von  ihift  proponierte  Elementar- 
gesetz •*•*)  mit  dem  von  Fr.  Neumann,  er  meint,  die  Betrachtung 
der  Oleitstellen  entscheide  gegen  letzteres  ^^^). 

Etwa  gleichzeitig  hat  Neumann  noch  eine  von  andern  Prämissen 
ausgehende  Theorie  veröffentlicht^^**).  Er  stellt  hier  die  Hilfssätze 
über  Kurvenintegrale  zu  Beginn    zusammen  und  giebt  sie  zum  Teil 


8187)  p.  181.         8188)  §  81,  p.  186.         8189)  §  82,  p.  187. 
8190)  p.  194.         8191)  §  86,  p.  198.         8192)  YII,  §  87,  p.  214. 
8198)  §  89,  p.  227.    Die  Theorie  der  Solenoide  im  letzten  Abschnitt 
berührt  uns  nicht. 

8194)  Leipz.  Abhandl.  10,  1874,  p.  417;  vom  März  78. 
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gleich  in  solcher  Form,  dais  der  Fall  der  Gleitstellen  mit  umfafst 
wird.  Nach  ausfohrlichen  Auseinandersetzungen  über  das  Energie- 
prindp  und  seine  Anwendung  fOhrt  er^^^^)  drei  Voraussetzungen 
ein,  die  sich  von  denjenigen  des  Buches  dadurch  unterscheiden, 
dafs  diesmal  die  Ersetzbarkeit  eines  Stromes  durch  seine  Komponenten 
gleich  für  ein  in  beliebiger  Bewegung  begriffenes  Koordinatensystem 
postulirt  wird.  So  erhält  er  fflr  die  ponderomotorischen  Kräfte, 
bei  deren  Untersuchung  er  sich  an  Stefan  anschliefst,  Ausdrücke 
mit  4  ^^^,  ffSüT  die  elektromotorischen  wie  in  seinem  Buche  solche 
mit  7  zunächst  noch  unbekannten  Functionen  der  Entfernung,  die 
sich  aber  vermöge  der  eben  genannten  Voraussetzung  auf  5 
reduciren^^^^).  Dann  betrachtet  er  speciell  die  Wirkung  eines 
rotirenden  elektrischen  Stromes  auf  einen  Punkt  seiner  Aze^^^^):  sie 
mufs  null  sein,  wenn  man  die  Voraussetzung  der  „gleichen  relativen 
Lage"  auf  inducirendes  Linienelement  und  Punkt  des  inducirten 
Körpers  bezieht,  aber  nicht,  wenn  man  auch  von  letzerem  ein  Linien- 
element ins  Auge  fafst.  Die  Herbeiziehung  des  Energieprincips  liefert 
weiter  6  Relationen  zwischen  den  unbekannten  Functionen  ^^^^),  die 
des  elektromotorischen  Litegralgesetzes  für  starre  Stromkreise  ohne 
Gleitstellen  noch  zwei  weitere,  sodafs  nur  eine  unbekannte  Funktion 
übrig  bleibt  ^^^).  Damit  kann  das  Integralgesetz  auch  für  biegsame 
Binge  mit  Gleitstellen  aufgestellt  werden®*®*).  Aus  dem  so  gefundenen 
Potentialgesetz  entwickelt  er  dann  wieder  Elementargesetze  ®^*),  die 
für  grofse  Entfernungen  in  das  Ampere'sche  und  das  früher®*^)  von 
ihm  selbst  angegebene  übergehen®****).  Von  der  Anwendung  dieser 
Resultate  auf  körperliche  Leiter  giebt  er  nur  das  Ergebnis  ohne 
Beweis®*^).  Der  letzte  Abschnitt  erörtert  die  Möglichkeit  des  Auf- 
tretens von  Kräftepaaren  zwischen  den  Stromelementen  neben  den 
Einzelkräften®*®^).  Man  müsse  dann  nicht  über  die  Kräfte,  sondern 
über  die  von  ihnen  geleisteten  Arbeiten  Hypothesen  aufstellen,  die 
für  diese  Arbeiten  ganz  ähnlich  lauten  müTsten,  wie  für  die  elektro- 
motorischen Kräfte  bei  ungeänderter  Stromstärke.  Das  Energieprincip 
liefert  dann  wieder  Relationen  zwischen  den  unbekannten  Funktionen, 
vermöge  deren  sie  sich  durch  5  unter  ihnen  ausdrücken  lassen®*®®); 


8196)  111  §  1,  p.  469.         8196)  §  2,  p.  476.         8197)  §  8,  p.  479. 
8198)  p.  484.  8199)  §  4,  p.  486.         8200)  §  6,  p.  497. 

8201)  §  7,  p.  499.  8202)  p.  500.  8203)  §  9,  p.  502. 

8204)  §  10,  p.  508.  8206)  IV,  §  1,  p.  506. 

8206)  §  4,  p.  511.    Die  Anmerkung  p.  610  ist  äquivalent  mit:  nimmt 
man  an,  daß  bei  Anwendung  des  Principe  der  relativen  Lage  die  Lage 
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die  Benutzung  des  elektromotorischen  Integralgesetzes  reducirt  sie 
auf  zwei^^^.  Das  Potential  erscheint  dann  in  einer  Gestalt,  die 
fOr  betrachtliche  Entfernungen  sich  auf  die  von  Helmholtz  gegebene 
reducirt®*®).  Aber  Nenmann  meint,  die  zugehörigen  Elementargesetze 
zeigten  einen  „abschreckend  complicirten  Character''  wenn  man  nicht 
k  =»  0  nimmt. 

Eine  derselben  Zeit  angehörige  Note®*^)  betrifft  die  Behandlung 
der  Induction  durch  constante  Magnete.  Neumann  setzt  seine  früher 
schon  angedeutete  Ansicht  auseinander,  dafs  sie  auf  Widersprüche 
fOhre,  denen  man  nur  entgehen  könne,  wenn  man  die  Annahme 
constanter  Magnete  überhaupt  fallen  lasse  oder  besondere  Kräfte 
einfahre,  die  für  die  Aufrechterhaltung  dieser  Constanz  Sorge  tragen®*^®). 
Auch  bemerkt  er  noch®*^^),  dafs  die  früher  von  ihm  vorgeschlagenen 
Gorrectionsglieder  mit  dem  Indnctionsgesetz   in  Widerspruch  stehen. 

Eine  sich  anschliefsende  Note®'^')  ist  polemischen  Inhalts. 
Was  Helmholtz  1847^^  vorgebracht  habe,  könne  man  etwa  so 
ausdrücken:  Liegt  ein  System  aus  einem  Magnet  und  einem  Strom- 
kreis oder  aus  zwei  Stromkreisen  vor,  so  zerfalle  die  während  der 
Zeit  dt  in  ihm  verbrauchte  Spannkraft  (Energie)  in  zwei  Teile,  die 
Joulesche  Wärme 

(162)  BJ^  dt,     hezw.  (BJ^  +  R^Jl)  dt 
und  die  erzeugte  lebendige  Kraft: 

(163)  -  JdZ  Ol)  ^1  bezw.  —JJ^^  dM 

13548006^  habe  Helmholtz  dann  noch  „die  Vermehrung  des  dem  Strome 
eigentümlichen  Arbeitsäquivalents^^  hinzugefügt;  das  könne  man  aber 
noch  verschieden  auffassen;  nämlich  i^r  den  ersten  Fall  entweder 
so,  dafs 

(164)  _d(jX/») 

oder  dafs 

(165)  —d(\LJ^  +  \C  +  J2:ji]l^ 

noch  hinzugefügt  werden  solle,  für  den  zweiten  entweder  so,   dafs 

(166)  -d(\LJ*+iL,J\) 


von  Linienelement  zu  Punkt  in  Betracht  kommt,  so  können  keine  Kr&fte- 
paare  auftreten. 

8207)  §  6,  p.  516.         8208)  §  8/9,  p.  628. 

8209)  Math.  Ann.  6,  1878,  p.  830.    8210)  §  3,  p.  886. 

8211)  §  5,  p.  840.    8212)  p.  342. 
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oder  dafs 

-d{\LJ^  +  \L^J^,+MJJ,)  (167) 

hinzugefügt  werden  solle.  Es  sei  kaum  zweifelhaft^  dafs  Helmholtz 
damals  (164)  und  (166)  gemeint  habe[?];  sehr  unwahrscheinlich 
sei  die  Conjectur,  dafs  er  (164)  und  (167)  im  Auge  gehabt  habe, 
und  doch  seien  dies  die  einzigen  Correctionen,  durch  welche  die 
ursprünglichen  Helmholtz'schen  ]^ormeln  mit  dem  Inductionsgesetz 
in  Einklang  gebracht  werden  könnten.  Jedenfalls  aber  seien  die 
von  Helmholtz  angedeuteten  oder  beabsichtigten  Correctionen  stets 
von  der  Art  gewesen,  dafs  sie  seine  Formeln  in  Einklang  brachten 
mit  den  für  richtig  geltenden  Gesetzen.  Sie  könnten  also  schon 
deswegen  nicht  mit  den  von  ihm  (N.)  1871®^**)  für  notwendig 
gehaltenen  Correctionen  identisch  sein,  da  diese  auf  einen  Wider- 
spruch geführt  hätten,  der  ihn  eben  veranlafst  habe,  die  Annahme 
der  Existenz  constanter  Magnete  für  unzulässig  zu  erklären. 

Helmholtz  hat  dann  einen  Auszug  aus  seinen  weiteren  Unter- 
suchungen veröffentlicht®^^*)  und  in  ihm  kurz  daraufhingewiesen,  dafs 
Bertrand  ®^**)  die  relative  Deformation  mit  der  absoluten  verwechselt 
habe:  unter  Einwirkung  eines  endlichen  Kräftepaares  sei  die  relative 
Deformation  einer  unendlich  dünnen  Lamelle  allerdings  endlich,  aber 
nicht  die  absolute  und  also  auch  nicht  die  bei  der  Deformation 
geleistete  Arbeit.  Bertrand  giebt  daraufhin  zimächst  ein  kurzes 
Besume  des  bisherigen  Verlaufs  der  Discussion  und  veranlafst  den 
Abdruck  einer  Übersetzung  von  Helmholtz'  Note  in  den  C.  R.®*^*); 
bald  nachher  folgt  seine  eigene  Gegenäufserung®***):  unter  den 
imendlich  vielen  Elementargesetzen^  die  dasselbe  Integralgesetz  geben, 
sei  das  Ampere'sche  das  einzige,  das  die  sehr  natürliche  Forderung 
«rfülle,  dafs  nur  eine  Kraft  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Stromelemente  eingeführt  werden  solle.  Alle  andern 
seien  gleich  wahrscheinlich;  aber  das  von  Helmholtz  vorgeschlagene 
habe  nicht  einmal  diese  Art  Wahrscheinlichkeit,  indem  es  Kräfte- 
paare einführe,  die  den  Leiter  zerreilsen  müfsten.  Zwar  habe 
Helmholtz  diese  Folgerung  bestritten;  er  hält  sie  aber  aufrecht,  ohne 
wesentlich  Neues  beizubiingen®*^®).  Übrigens  rede  Helmholtz  schliefs- 
lieh  bei  der  Bestimmung  der  geleisteten  Arbeit  doch  nur  von  den 
Componenten    der    Einzelkraft,    nicht    von    den    Kräfbepaaren.      Er 

8213)  Berl.  Ber.  1878,  p.  91;  Abhandl.  1,  p.  688;  franz.  von  Bertrand 
Paris  C.  R.  77,  1873,  p.  962. 

8214)  Paris  C.  R.  77,  1873,  p.  962.         8216)  ib.  p.  1049. 
8216)  p.  1061. 
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(B.)  babe  scbon  früber  gezeigt,  dalE  die  Yoraussetzong  der  Auf- 
lösuDg  in  Elementarwirkungen  zwiscben  den  Elementen  anf  Wider- 
sprücbe  fübre^'^^);  dafs  das  bei  Helmboltz  sieb  nicbt  herausstelley 
liege  daran,  dals  Helmboltz  die  geleistete  Arbeit  mit  der  Variation 
des  Potentials  nicbt  für  das  einzelne  Element,  sondern  nur  für  den 
ganzen  Stromkreis  vergleicbe.  Wenn  man  den  Vergleicb  für  einen 
begrenzten  Bogen  durebfübre,  erbalte  man  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogens  Kräfte,  die  nicbt  in  die  Bicbtimg  der  Tangente  fallen  and 
also  nicbt  durcb  innere  Spannimgen  aufgeboben  werden  könnten. 
Da  liege  nicbt  nor  eine  Ungenanigkeit  oder  eine  pbjsikaliscbe  Un- 
möglicbkeit,  sondern  ein  formeller  Widersprucb  vor.  Wenn  man 
aber  die  von  Helmboltz  yemacblässigte  Arbeit  der  Eräftepaare 
binzufüge  und  die  Bedingungen  beacbte,  erbalte  man  für  jedes 
einzelne  Element  aufser  der  auf  dieses  wirkenden  Einzelkraft  aach 
nocb  ein  Eräftepaar.  Übrigens  genüge  scbon  der  einzige  Umstand^ 
dafs  Helmboltz  von  der  Entfemimg  unabbängige  Kraftcomponenten 
erbalte,  um  die  Pbjsiker  zu  veranlassen,  seine  Besultate  unbesehen 
zu  verwerfen»"»). 

In  der  ausfObrlicben  Veröffentlicbung  seiner  weiteren  Unter- 
sucbungen »'^^)  setzt  Helmboltz  zunäcbst  auseinander,  dafs  man  das 
Fr.  Neumann 'scbe  elektrodjnamiscbe  Potential  in  zwei  verschiedenen 
Bedeutungen  einführen  könne,  die  nicbt  notwendig  miteinander  ver- 
bunden zu  sein  braueben.  Die  eine  Auffassung  definire  es  als 
negativen  Wert  der  actuellen  Energie  der  elektrischen  Bewegung; 
bei  der  anderen,  älteren,  Art  der  Einführung  dieses  Begriffs  sei  die 
Rede  von  einer  besonderen  Art  von  Arbeit  (nämlich  der  pondero- 
motorischen),  die  unter  besonderen  beschränkenden  Bedingungen 
(Constanz  der  elektrischen  Ströme)  geleistet  werden  könne.  Bei  der 
ersten  Art  sei  keine  solche  Einschränkung  nach  der  einen  oder 
anderen  Richtung  erforderlich;  sie  bleibe  unberührt  durcb  die  Ein- 
wände, die  gegen  die  zweite  erhoben  werden  könnten.  Der  Beweis 
für  die  Gleichheit  der  aus  beiden  Definitionen  folgenden  Ausdrücke 
sei  allerdings  in  seiner  1.  Abhandlung**"^)  nur  für  ruhende  Leiter 
geführt;  jetzt  wolle  er  feststellen,  in  welchem  Umfang  die  ältere 
Auffassung  des  Potentials  den  vorhandenen  Tatsachen  gegenüber 
zulässig  erscheine.  Den  Beweis,  dafs  die  Berechnung  der  pondero- 
motorischen  Kräfte  aus  dem  Potentialgesetze  genau  dieselben  Werte 
giebt,  wie  die  aus  dem  Ampere'schen.  habe  Fr.  Neumann  „in  seiner 


8217)  p.   1062.         8218)  p.  1063. 

8219)  J.  f  Math.  78,  1874,  p.  278;  Abhandl.  1,  p.  702. 
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vorsichtigen,  an  wohl  bestätigten  Thatsachen  strenge  festhaltenden 
Weise^',  nur  für  starre  lineare  Leiter  geführt.  Damals  sei  die  Theorie 
der  Verteilung  elektrischer  Ströme  in  dreidimensionalen  Leitern  noch 
nicht  durchgearbeitet  gewesen;  aofserdem  werde  das  Potential  eineg 
Leiters  auf  sich  selbst,  wenn  man  ihn  strenge  als  Linie  be- 
handle, unendlich  groß,  und  die  Kraft,  die  ein  veränderlicher 
Leiter  auf  sich  selbst  ausübt,  lädst  sich  nicht  berechnen,  wenn  sein 
Selbstpotential  nicht  bekannt  ist.  Jetzt  sei,  was  damals  gefehlt 
habe,  theoretisch  und  experimentell  durchgearbeitet,  zimi  grolisen 
Teil  durch  Fr.  Neumann  selbst  und  seine  Schüler,  sodafs  die  Er- 
gänzung jetzt  leicht  sei.  Er  spricht  dann  zunächst  von  den  Gleite 
stellen  ^^^):  bei  solchen  müsse  man  flüssige  oder  feste  Übergangs- 
schichten annehmen  und  das  Problem  zunächst  als  ein  dreidimensionales 
behandeln,  dann  könne  man  allenfalls  einen  Grenzübergang  ausführen. 
Hierauf  fährt  er  fort®**^):  Bertrand's  Einwand  gegen  die  Einführung 
von  Kräften,  deren  Litensität  von  der  Entfernung  ujiabhängig  sei^^^^)^ 
würde  berechtigt  sein,  wenn  es  sich  um  unabhängig  von  einander 
bestehende  Elementarkräfte  handelte;  aber  jeder  ungeschlossene  Leiter 
habe  zwei  Enden,  von  beiden  gehen  gleich  grofse  und  entgegengesetzte 
Kräfte  dieser  Art  aus,  sie  heben  sich  auf.  Es  komme  überhaupt 
nicht  darauf  an,  ob  die  zu  einem  gewissen  Zwecke  ausgesonderten 
Teile ,  sondern  nur  darauf,  ob  ihre  Summe  physikalisch  unzulässige 
Folgerungen  gebe:  das  letztere  sei  hier  nicht  der  Fall.  „Um  die 
von  Bertrand  begangenen  Mifsverständnisse  auszuschliefsen",  führt 
er  noch  einmal ^^'^)  ausdrücklich  die  Formulierung  ein,  dafs  die 
elektromotorische  Kraft,  die  auf  einen  Punkt  eines  Leiters  wirkt, 
unabhängig  sei  von  den  Geschwindigkeitscomponenten  dieses  Punktes 
und  von  den  gleichzeitigen  Verschiebungen  der  übrigen  Punkte 
dieses  Leiters.  Dann  leitet  er  die  abstofsenden  Kräfte  zwischen 
Strom  enden  noch  einmal  durch  Umformung  des  Potentials  mittelst 
partieller  Integration  her.  Er  bemerkt***'),  es  würde  unstatthaft 
sein,  wie  Bertrand  verlange,  die  Reduction  auf  eine  Kraft  imd  ein 
Kräftepaar  für  jedes  einzelne  Element  auszuführen;  eine  solche 
Beduction  sei  nur  zulässig  fCLr  Stücke,  die  als  absolut  feste  Körper 
zu  betrachten  seien,  während  es  hier  gerade  darauf  ankomme,  dafs 
die  Teile  des  Leiters  als  nachgiebig  zu  betrachten  seien.  Bertrand 
habe  bei  seiner  Behauptung,  die  Endkräfte  müfsten  den  Leiter 
zerreifsen,  nicht  beachtet,  dafs  jeder  innere  Punkt  desselben  von 
zwei   gleich    grofsen   und   entgegengesetzten    Kräften   dieser   Art  an- 

8220)  p.  707.         8221)  p.  708.         8222)  §  15,  p.  714.         8223)  p.  720. 
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gegriffen  wird,  die  sich  gerade  aufheben.  Die  Zerlegung  der  Kraft 
auf  die  einzelnen  Elemente  des  inducirten  Leiters  habe  eine  besümmte 
phjsikaliche  Bedeutung,  nicht  aber  die  Zerlegung  in  Kräfte,  die 
den  einzelnen  Elementen  des  inducirenden  entsprechen.  Gehe  man 
bei  diesen  nicht  blos  auf  die  Linienelemente ,  sondern  auf  die  einzelnen 
Punkte  zurück,  was  eine  nochmalige  partielle  Integration  erfordere^ 
so  erhalte  man  wieder  Elementarwirkungen,  fCLr  die  das  Gesetz  der 
Gleichheit  von  Action  und  Beaction  gilt.  Die  auf  den  Endpunkt 
eines  Leiterbogens  wirkenden  Krftfte  kämen  nur  in  Betracht,  wenn 
der  Stromkreis  in  diesem  Punkte  zerschnitten  werden  solle  ^'^); 
andernfalls  heben  sich  die  Kräfte  auf,  die  ihn  als  Endpunkt  des 
einen  und  als  Anfang  des  nächsten  Leiterstücks  afiiciren.  Das  sei 
ganz  analog  wie  bei  der  Zerlegung  eines  Stabmagneten  in  Elementar- 
magnete, bei  der  man  auch  nicht  alle  positiven  und  alle  negativen 
Kräfte  für  sich  zu  einer  Resultante  vereinigen  dürfe. 

Weiter  setzt  er  auseinander ^'^^):  um  die  ponderomotorischen 
Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  in  körperlichen  Leitern  zu 
bestimmen,  müsse  man  das  Potential  so  varüren,  dafs  dabei  die 
Stromstärke  in  jedem  aus  denselben  materiellen  Teilchen  gebildeten 
Stromfaden  als  unveränderlich  behandelt  wird,  also  für  die  Variationen 
iu, . . .  der  Stromcomponenten  die  Werte  nehmen: 

Damit  erhält  er  unter  Wiederaufnahme  der  Bezeichnung  (124), 
für  die  Componenten   der  ponderomotorischen  Kräfte  die  Werte  ***•): 

(169)  ^_^.|.(|r_|^)  +  „(4^-|?)  +  r|i|,... 

Die  von  de/dt  unabhängigen  Teile,  die  hier  zunächst  in  der 
Grafsmann^schen  Form  auftreten,  lassen  sich  auch  auf  die  Ampere'scbe 
Form  bringen®**^).  Diese  Formeln  geben  dann  die  Grundlage  für 
die  Anwendung  des  Potentialgesetzes  auf  Ströme  mit  Gleitstellen  ®*^): 
die  Annahme  einer  Gleitung  mit  discontinuirlicher  Verschiebung  sei 
eine  Grenze,  der  die  wirklichen  Verhältnisse  sehr  nahe  kommen 
können  und  die  deshalb  als  vereinfachende  Darstellung  gebraucht 
werden  möge,  vorausgesetzt,  dafs  man  den  Grenzübergang  richtig 
ausführe;   es   bandle   sich  um  einen  ganz  analogen  Grenzbegriff  wie 


8224;  p.  726.         8226)  §  16,  p.  729.        8226)  p.  734.         8227)  p.  786. 
8228)  §  17,  p.  739. 
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etwa  „absolut  fester  Körper'^,  „inkompressible  Flüssigkeit'*.  Die 
Durchführung  ergiebt^^^),  dals  man  bei  Yemachlftssigung  der 
Übergangsschicht  zwei  Endkräfte  an  den  Grenzflächen  der  aufeinander 
gleitenden  Leiter  hinzugefügt  denken  müsse,  entgegengesetzt  gleich 
denjenigen,  die  eben  da  auf  Endflächen  der  Strömung  wirken  würden. 
In  dem  von  Biecke^^^^  besprochenen  Beispiel  seien  die  Vorgänge 
in  den  Oleitstellen  allein  das  treibende;  ähnlich  sei  es  bei  denjenigen 
Beispielen,  an  welchen  C.  Neumann ^^^^)  Anstofs  genonmien  habe. 
Es  folgt  die  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  der  Induction 
zwischen  körperlichen  Leitern,  bei  dem  zugleich  Anderongen  der 
Stromstärke  und  der  gegenseitigen  Lage  der  Leiter  vorkommen  ^'^). 
Er  bezeichnet  mit  d  U  die  Veränderung  des  Wertes  von  U  in  einem 
festen  Pimkte  a:,  y,  Zy  mit  d(I7)  die  Veränderung  des  ü  in  dem- 
jenigen materiellen  Punkt,  der  zu  Beginn  der  Zeit  ^^  im  Punkte 
Xy  y,  Zy  sich  befindet,  sodafs  also: 

Ö{U)'^ÖU  +  ^  dx  +  ,.  (170) 

ist;  damit  ergeben  sich  f&r  die  Komponenten  der  inducirten  elektro- 
motorischen Kraft  Ausdrücke  der  Form: 

^  dx  j'"' 

Der  erste  Summand  ist  hier  diejenige  inducirte  Kraft,  die  auch 
in  einem  ruhenden  Leiter  inducirt  werden  würde.  Der  zweite  und 
dritte  geben  diejenige,  die  durch  die  Bewegung  des  Leiters  quer 
durch  die  Richtung  der  magnetischen  Kraftlinien  erzeugt  wird;  der 
vierte  fällt  bei  der  Integration  über  einen  geschlossenen  Stromkreis 
weg.  Die  somit  abgeleiteten  ponderomotorischen  und  elektromotorischen 
Kräfte  erfüllen  zusammen  das  Energiegesetz  ®*'^).  Wenn  Magnete 
im  System  vorkommen,  genügt  es,  anzunehmen,  dafs  die  Stärke  der 
Magnctisirung  gleich  ist  mit  der  Ableitung  der  beim  Magnetisiren 
geleisteten   Arbeit  nach   der  magnetisirenden  Kraft ®*'^). 

Helmholtz  erörtert  dann  noch  die  Frage,  wie  die  Inductionsgesetze 
sich  gestalten,  wenn  man  nur  die  Integra] gesetze  und  das  Energiegesetz 
aufrecht  erhalten  will^**^.  Es  stellt  sich  zunächst  heraus  ^^•*):  wird  an- 
genommen, dafs  die  auftretenden  willkürlichen  Functionen  nur  von  r,  nicht 

8229)  p.  741.         8230)  §  18,  p.  742.         8281)  §  19,  p.  748. 
8232)  p.  763.         8283)  §  20,  p.  768.         8284)  p.  766. 
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von  drjda  abhängen,  so  kann  der  Strom  va  da  durch  seine  Kompo* 
nenten  ersetzt  werden,  wie  auch  C.  Neumann  angenonmien  habe,  sonst 
aber  nicht;  dann:  diese  Annahme  zusammen  mit  derjenigen,  da£s 
das  Fr.  Neumann'sche  Gesetz  gilt,  sobald  beide  Leiter  geschlossen 
sind,  kann  die  in  der  ersten  Abhandlung  von  Helmholtz^^^^)  ein- 
geführte Voraussetzimg  ersetzen,  dafs  dieses  Gesetz  gelten  soll, 
sobald  nur  einer  der  beiden  Ströme  geschlossen  ist  Nimmt  man 
noch  das  Ampere'sche  Gesetz  hinzu,  so  erhält  man  einen  Ausdruck, 
der  allen  Forderungen  G.  Neumann's  genügt,  nur  der  nicht,  dals  die 
Verlängerung  eines  Stromelements  in  derselben  Weise  inducirend 
wirken  solle,  als  wenn  in  dem  hinzukommenden  Teil  der  Strom 
neu  einsetzte®***). 

AuDserdem  bemerkt  Helmholtz  noch®***):  in  dem  mit  1  +  Ar 
multiplicirten  Gliede  könne  statt  r  auch  eine  beliebige  eindeatige 
und  stetige  Function  tp  (r)  von  r  gesetzt  werden;  es  würde  dann 
besonders  zu  untersuchen  sein,  ob  durch  ein  solches  fp  (r)  nicht  den 
Bedingungen  der  Stabilität  des  Gleichgewichts  genügt  werden  könne. 
Den  Schlufs  machen  einige  Bemerkungen  über  die  etwaige  Möglich- 
keit, zwischen  den  beiden  Liductionsgesetzen,  die  aus  dem  Potential- 
gesetz einerseits,  dem  Ampere'schen  Gesetze  andererseits  folgen, 
experimentell  zu  entscheiden***'). 

0.  Neumann  hat  dann  die  Frage  nach  der  Ableitung  der 
Inductionsgesetze  aus  dem  Weber'schen  Gesetze  noch  weiter  ver- 
folgt****). Er  bespricht  zunächst  dieses  Gesetz  selbst:  er  bringt  die 
aus  ihm  folgenden  Ausdrücke  der  Kraftkomponenten   auf  die  Form: 

(.72)  z-.«(-^%t^  +  A|^),... 

Darin  bedeutet  q>  das  elektrostatische  Potential  —  bei  Weber  r~^  — ; 
(0,    „das    elektrodynamische    PotentiaP^,    steht    mit    der    in    seiner 


8285)  p.  757.  Über  diese  Annahme  Ncumann^s  spricht  sich  Heimholte 
auch  noch  in  der  Einleitung  (p.  710)  aus:  man  könne  eine  Dehnung  des 
Stromelements  ebensogut  als  eine  Entfaltung  früher  eingefalteter  Teile 
ansehen;  dann  würde  man  nicht  das  Gesetz  der  Induction  durch  Strom- 
änderung,  sondern  das  der  Induction  durch  Bewegung  anzuwenden  haben. 
Wäre  Neumann's  Deduction  unanfechtbar,  so  wäre  seines  Erachtens  damit 
der  Beweis  geliefert,  daß  das  Amp^re'scbe  Gesetz  mit  dem  Energiegeeetz 
unvereinbar  sei;  er  habe  das  in  der  Tat  zuerst  geglaubt  und  erst  nachher 
bemerkt,  daß  gegen  Neumunn's  Deduction  Einwendungen   möglich  seien. 

8286)  p.  760.         8237)  p.  761. 

8238)  Leipz.  Abhandl.  11,  1878,  p.  77;   vom  Mai  74. 


§110.  YeriUiderliche  elektrische  ströme.  Indaction  u.  SelbBtmduction.     1597 

Verallgemeinerung  des  Ampire'schen  Gesetzes  auftretenden  Function 
tp,  die  bei  Weber  gleich  }/r^ist,  in  dem  durch 

a,=2^«(4f)'  (173) 

ausgedrückten  Zusammenhang.  Das  Weber'sche  (besetz  rede  von  den 
Wirkungen  zwischen  ponderabeler  und  elektrischer  Materie  überhaupt 
nicht^^'^;  es  könne  daher  auch  für  sich  allein  keine  Folgerung 
geben,  die  mit  der  Erfahrung  verglichen  werden  könnte.  Neumann 
zieht  daher  zunächst  das  Energiegesetz  mit  heran,  das  hier  die  Form 

T  +  9>  — ■  CO  '^  const., 

annimmt  ^^.  Dann  recapitulirt  er  aus  seinen  älteren  Arbeiten 
eine  Betrachtung,  nach  der  das  Weber'sche  Gesetz  dem  Hamilton'schen 
Prinzip  subordinirt  werden  kann,  wenn  man  in  diesem  das  Potential 
durch  9  +  w  ersetzt  ^**^),  ev.  noch  unter  HinzufQgung  von  Gliedern, 
-die  bei  der  Integration  wegfallen.  Auch  erwähnt  er®^*)  eine  ebenfalls 
schon  früher  von  ihm  entwickelte  Auffassung,  nach  der  man  die 
Sache  auch  so  ansehen  kann,  als  ob  nur  das  Potential  q>  wirke, 
aber  eine  gewisse  Zeit  zu  seiner  Fortpflanzung  brauche;  vorausgesetzt, 
dafs  zwischen  den  Functionen  9,  i/;  die  Relation 

besteht,  die  für  9  =  r  ~^,  1/;  =  |/r  in  der  Tat  erfüllt  ist  und  dafs 
man  die  dritte  Potenz  von  r/c  vernachlässigt.  Dafs  bei  Weber  selbst 
das  Potential  nicht  q>-\-  cd^  sondern  q>  —  m  laute,  habe  seinen  Grund 
<larin,  dafs  dort  die  Differentiationen  anders  verstanden  seien  ^***). 
Nachdem  er  dann  noch  einige  Auseinandersetzungen  darüber  gegeben 
hat,  wie  bei  Zugrundelegung  seiner  dualistischen  Auffassung  die 
Stromstärke  zu  definiren  ist®***),  leitet  er  aus  dem  Weber'schen 
Gesetze  die  Elementargesetze  der  ponderomotorischen  und  der  elektro- 
motorischen Wirkimg  ab  —  die  erstere  ist  proportional  der  Summe, 
die  letztere  der  Differenz  der  auf  die  beiden  Elektricitäten  ausgeübten 
Kräfte  —  und  aus  ihnen  die  Integralgesetze  für  starre  lineare 
Leiter.  Die  Ergebnisse  stimmen  mit  dem  Amp^re'schen  pondero- 
motorischen, aber  nicht  mit  dem  Fr.  Neumann'schen  elektromotorischen 
Elementargesetz  überein®***),     Aufserdem   sind    die   sich    ergebenden 


8239)  §  6,  p.  99.  8240)  §  6,  p.  101.  8241)  §  8,  p.  106. 

8242)  §  9,  p.  108.         8248)  §  11,  p.  116.         8244)  II  §  1,  p.  117. 
8246)  §  8,  p.  122. 
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Elementargesetze  nur  für  gleichförmige  Ströme  mit  dem  Energiegesets 
in  Einklang®'*^);  das  liege  aber  nicht  am  Weber'schen  Geseti, 
sondern  an  den  hinzugetretenen  Annahmen.  In  dieser  Beziehung 
setzt  er  auseinander  ^^^,  dafs  die  EirchhofTsche  Annahme  „bei  einer 
beliebigen  elektrischen  Bewegung  fliefsen  in  jedem  Yolumenelement 
gleich  grolse  Quanta  der  beiden  Elektricitäten  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit nach  entgegengesetzten  Bichtungen"  zu  der  weiteren 
Annahme  nötige,  daß  in  jedem  Yolumenelement  aulser  der  strömenden 
Elektricitftt  auch  noch  ruhende  vorhanden  sei,  und  dafs  von  dieser 
ein  gewisses  Quantum  mit  der  strömenden  in  Austausch  trete.  Er 
zeigt^  wie  dann  die  Continuitätsgleichungen  abzuleiten  sind^**^  und 
entwickelt  von  diesen  Vorstellungen  aus  noch  einmal  Ausdrücke  für 
die  Kräfte  zwischen  den  verschiedenen  Elektricitäten.  Doch  bezeichnet 
er  diese  Folgerungen  ausdrücklich  als  hypothetisch®**^,  wie  es 
natürlich  sei,  „solange  man  sich  mit  Annahmen  begnügt,  die  nur 
gewisse  Symptome  der  inneren  Mechanik,  nicht  aber  die  eigentliche 
Einrichtung  derselben  betreffen^\  Unter  Hinzunahme  der  schon  von 
Weber  und  Lorberg  ausdrücklich  eingeführten  Voraussetzung,  dals 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  gegenüber  der  Dichtigkeit  der 
strömenden  zu  vernachlässigen  ist,  gelangt  er  dann  ®'^)  zu  derjenigen 
Verallgemeinerung  der  KirchhofiTschen  Differentialgleichungen ,  die  der 
Einführung  der  allgemeinen  Functionen  <;p,  tf;  an  Stelle  von  l/r  und 

"Yr  entspricht.  Doch  findet  er,  wenn  man  solche  Voraussetzungen 
machen  wolle,  müsse  man  eigentlich  auch  die  Kräfte  einführen,  die 
für  ihre  Aufrechterhaltimg  Sorge  tragen. 

Daran  anschliefsend  bespricht  er  die  einschlägigen  Äufsemngen 
anderer  Autoren  ®^^^).  Aus  seinen  Auseinandersetzungen  betreffend 
den  notwendigen  Austausch  zwischen  strömender  und  ruhender 
Elektricität  gehe  hervor,  dafs  Helmholtz  ®^^^)  die  Bedingungen  nicht 
vollständig  aufgezählt  habe,  die  zur  Ableitung  der  KirchhofTschen 
Differentialgleichungen  erforderlich  seien.  Über  die  von  Weber  ®*^**) 
und  Lorberg  *^®^)  eingeführten  Voraussetzungen  könne  man  nur 
schwer  urteilen,  solange  die  Ableitung  der  Differentialgleichungen 
aus  ihnen  nicht  vollständig  durchgeführt  sei;  jedenfalls  seien  sie 
nicht  minder  hypothetisch  als  das  Weber'sche  Gesetz  selbst ®*^^). 

Der  folgende  Abschnitt®***)  bespricht  die  Konsequenzen,  die  sich 
aus  dem  Weber'schen  Gesetz  bei  Zugrundelegung  der  früher ®^*^)   von 

8246)  §  4,  p.  126.  8247)  §  6,  p.  129.         8248)  §  6,  p.  135. 

8249)  §  8,  p.  142.  8260)  §  9,  p.  145.         8251)  §  10,  p.  147. 
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ihm  als  „unitarisch^  bezeichneten  Anschaanngsweise  ergeben.  Er 
führt  hier  gleich  eine  Reibungskraft  zwischen  der  beweglichen  Elek- 
tricität  und  den  ponderablen  Massen  ein ;  sie  führt  auf  den  Ausdruck 
für  die  Joule'sche  Wärme,  wenn  man  annimmt,  dafs  das  Product 
aus  Leitfähigkeit  und  ReibungscoefQcient  gleich  dem  Quadrat  der 
Dichtigkeit  des  Fluidums  sei^'^).  Seine  Darstellung  des  Satzes 
von  der  Übertragung  der  ponderomotorischen  Kräfte  von  den  elek- 
trischen Massen  auf  die  ponderablen,  mit  denen  sie  verbunden  sind^^'^, 
hält  er  Helmholtz^^*^)  gegenüber  aufrecht:  Helmholtz  habe  übersehen, 
dafs  auf  den  rechten  Seiten  der  betr.  Gleichungen  des  Weber'schen 
Gesetzes  wegen  auch  noch  Glieder  mit  den  zweiten  Ableitungen 
stehen  ^'^^).  Dann  kommt  er  in  einer  längeren  Deduction  zum  Energie- 
gesetz und  zum  „ponderomotorischen  Integralgesetz^^,  wie  er  jetzt 
lieber  statt  Potentialgesetz  sagt^*^),  sowie  zum  elektromotorischen 
Integralgesetz  für  körperliche  Leiter ^'^^);  beide  Litegralgesetze  stinmien 
mit  denjenigen  überein,  die  er  früher  ®^®')®^*^)  auf  Grund  der  anderen 
Theorie  erhalten  hatte.  Zurückgehen  auf  lineare  Leiter  liefert  die 
von  Fr.  Neumann  gegebenen  Gesetze®*^®).  Dann  setzt  er  auseinander®*^*)^ 
wie  die  Formeln  zu  modificiren  sind,  wenn  man  sie  nicht  auf  einen 
ganzen  Körper,  sondern  nur  auf  einen  Teil  eines  solchen  anwenden 
will :  die  Potentiale  sind  dabei  wie  bestimmte  Integrale  zu  behandeln, 
in  denen  nicht  nur  die  Integranden,  sondern  auch  die  Grenzen  von 
dem  Parameter  abhängen,  nach  dem  differentürt  werden  soll.  Für 
stationäre  Ströme  fuhrt  er  die  Rechnung  durch  ®*^);  er  erhält  eine 
Formel,  die  mit  der  früher®^®*)  von  ihm  abgeleiteten  nicht  überein- 
stimmt. Für  lineare  Leiter  ergiebt  sich  das  Ampire'sche  Gesetz®**^). 
Nachträglich  bringt  er  noch  eine  Umformung®**^,  bei  der  die 
Incremente  der  kinetischen  Energie  und  des  Wärmeinhalts  als 
„Variationscoefficienten"  des  Potentials  erscheinen. 

In  einem  bcsondem  Abschnitte  ®*^^)  stellt  er  dann  die  Einwände 
von  Helmholtz  und  die  Stellen,  an  denen  er  sie  besprochen  hat^ 
zusammen,  und  fügt  einige  neue  Bemerkungen  bei.  Dafs  die 
Kirchhoff'schen  Differentialgleichungen  labiles  Gleichgewicht  der 
Elektricität  ergeben,  giebt  er  jetzt  zu;  selbst  Differentialgleichungen 
aufstellen  will  er  z.  Z.  noch  nicht,  meint  vielmehr,  das  könne  erst 
geschehen,  wenn  die  Theorie  der  Femwirkungen,  als  die  leichtere, 
zu  einiger  Festigkeit  gediehen  sei. 

8254)  §  2,  p.  156.  8265)  §  4/5,  p.  169—168.  8266)  §  9,  p.  178. 

8267)  §  10,  p.  174.  8268)  §  11,  p.  177.  8269)  §  12,  p.  180. 

8260)  §  13,  p.  184.  8261)  §  14,  p.  186.  8262)  §  16,  p.  189 
8-263)  IV,  p.  190. 
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dafs   es  bis   dahin  noch  nicht  gelungen  sei^  die  Gesetze  des   Strom- 
Verlaufes  aus  dem  Weber'schen  Gesetze  abzuleiten  ^'^). 

J.  Gl.  Maxwell  setzt  in  seinem  treatise  auseinander ^'^^):  aus 
Faradaj's  Versuchen  ergebe  sich  die  Existenz  einer  Function  M  der 
Gestalt  und  relativen  Lage  zweier  Leiter,  von  deren  Änderungen 
mit  der  Zeit  die  Induction  abhänge.  Faraday  habe  daher  schon 
frühzeitig  im  Felde  eines  Stromes  einen  besonderen  elektrischen 
Zustand  der  Materie  angenommen  und  für  ihn  den  Namen  „elektro- 
tonischer  Zustand'^  eingeflihrt.  Er  habe  zwar  diese  Annahme  später 
zurückgeschoben  und  statt  dessen  mit  den  magnetischen  Kraftlinien 
operirt,  aber  doch  inuner  wieder  auf  sie  hingewiesen.  Diesem  ^^etwas^^^ 
von  dem  man  jetzt  wisse,  dafs  es  eine  mathematische  Gröljse  sei^ 
habe  er  physikalische  Existenz  zugeschrieben,  da  er  zu  dieser  Vor- 
stellung vom  Experiment  aus  gelangt  sei,  sei  aber  bereit  gewesen^ 
diese  Theorie  fallen  zu  lassen,  sobald  er  diese  Erscheinungen  durch 
geläufigere  Vorstellungen  erklären  konnte.  Andere  seien  dann  später 
von  rein  mathematischen  Ansätzen  aus  zu  denselben  Ideen  gelangt^ 
hätten  aber  in  der  verfeinerten  mathematischen  Idee  des  Potentials 
zweier  Ströme  aufeinander  Faradaj^s  kühne  Hypothese  des  elektro- 
tonischen  Zustands  nicht  wieder  erkannt  und  es  daher  manch- 
mal schwierig  gefunden,  die  wissenschaftliche  Genauigkeit  von 
Faraday^s  Angaben  über  die  von  ihm  gefundenen  Gesetze  richtig  zu 
Avürdigen. 

Nach  einem  Bericht^*®')  über  die  Untersuchungen  vonHelmholtz'*^) 
und  Thomson  ^^^"^  bespricht  er  zunächst  die  Wirkungen  der  Selbst- 
induction®^.  Er  erwähnt  ihre  Analogie  zur  Wirkungsweise  eines 
hydraulischen  Widders,  hebt  aber  doch  auch  die  Verschiedenheiten 
hervor:  wenn  die  Erscheinungen  im  Strome  von  „momentum" 
[Bewegimgsgrölse]  herrührten,  sei  es  sicherlich  nicht  die  Bewegungs- 
gröfse  der  Elektricität  im  Leiter,  da  die  Wirkung  desselben  Stromes 
je  nach  der  Form  des  Leiters  verschieden  sei.  Man  werde  so  dazu 
geführt,  dafs  man  dem  Strome  eine  eigene  kinetische  Energie 
zuspreche^*®*).  Er  schaltet  daher  eine  Auseinandersetzung  über  die 
Behandlung  gekoppelter  mechanischer  Systeme  mit  allgemeinen 
Coordinaten  ein  und  wendet  dessen  Resultate  dann  im  7.  Capitel**^) 
auf  die  Theorie  des  Stromablaufs  an.  Ist  yv  die  Elektricitätsmenge, 
die  durch  einen  bestinmiten  Querschnitt  des  vten  Leiters  seit  Beginn 


8280)  nr.  52,  p.  78.         8281)  treatise  2,  Cambr.  1878,  nr.  689,  p.  173. 
8282)  nr.  643,  p.  176.         8288)  nr.  546,  p.  180. 
8284)  nr.  662,  p.  182.         8286)  nr.  678,  p.  206. 
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der  Zeitzählnng  geströmt  ist,  also  yl  die  Stromstärke  in  diesem 
Leiter,  so  setzt  er  die  kinetische  Energie  des  Systems  gleich: 

T='^^L,i,',»+  ^  M^^y'^  y'r  (176) 

Die  Koeffizienten  der  Selbstinduction  L^  und  der  gegenseitigen 
Induction  M  sind  dabei  Functionen  der  geometrischen  Goordinaten 
x^  des  Stromsystems.     Die  Gröfse 

heilst  das  ,,elektrokinetische  Momentom*'  des  Stromes  Ä^.  Ist  dann  ^'^*) 
E^  die  „eingeprägte  elektromotorische  Eraft'^  im  Strome  Ä^y  B^ 
sein  Widerstand^  so  wird  B^y^  zur  Überwindung  des  Widerstandes 
verwendet,  sodafs  E^  —  ^^tfr  zur  Änderung  der  Bewegungsgrölse 
übrig  bleibt;  die  Laplace'schen  Gleichungen  der  Mechanik  liefern 
dann: 

E^-B^y.-^p^.  (178) 

Ein  Glied  mit  rT/dy^  tritt  hier  nicht  auf,  da  T  von  den  y^  nicht 
abhängt;  p^  stellt  also  die  elektromotorische  Kraft  der  Induction 
dar.  Anderseits  ist  die  elektrokinetische  Energie  von  den  geometrischen 
Goordinaten  x  selbst  nicht  abhängig ;  man  erhält  also  fär  die  pondero- 
motorischen  Wirkungen  Gleichtmgen  der  Form®*^^: 

Daran  anschliefsend  behandelt  er  kurz  den  Fall  von  zwei  Stromkreisen, 
ohne  elektromotorische  Kraft  im  zweiten ,  soweit  er  sich  ohne  Integration 
der  Differentialgleichungen  verfolgen  läist®*^). 

Ein  späterer  Abschnitt****)  behandelt  den  Fall  der  Induction 
in  einem  isolirten  „Stromblatte^^,  d.  h.  in  einer  unendlich  dünnen 
leitenden  Schicht,  die  beiderseits  von  isolirenden  Medien  begrenzt  ist. 
Die  Stromlinien  sind  dann  geschlossene  Kurven,  die  sich  selbst  nicht 
schneiden ;  ist  (p  die  Stromfunction,  so  kann  das  Blatt  fttr  die  Wirkung 
nach  aufsen    durch   eine   magnetische   Doppelschicht  von   der  Stärke 


8286)  nr.  679,  p.  207.         8287)  nr.  680,  p.  208. 

8288)  nr.  681,  p.  208;  vgl.  die  Anwendung  auf  die  Vergleichung  zweier 
Inductionscoeffizienten  nr.  766,  p.  366. 

8289)  nr.  662,  p.  261;  vgl.  auch  Lond.  roy.  proc.  20,  1872,  p.  160; 
phil.  mag.  (4)43,  1872,  p.  629;  papers  2,  p.  286,  mit  der  bemerkenswerten 
Formulirung:  „the  image  is  what  we  should  arrive  at  by  producing  as  it 
were  the  mathematical  function  as  far  as  it  will  go'*. 
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q>  -{-  C  ersetzt  werden;  die  Constante  ist  für  eine  begrenzte  Flftche 
so  zu  bestimmen,  dafs  am  Bande  q>  -{-  C  ^^  0  wird,  für  eine  unbe- 
grenzte oder  eine  geschlossene  bleibt  sie  unbestimmt.  Daraus  ergiebt 
sich  dann  das  magnetische  Potential.  Ist  der  Widerstand  0,  so 
mufs  die  Normalcomponente  der  „magnetischen  Induction"  auf  dem 
Blatte  überall  constant  sein,  also  gleich  null,  wenn  sie  zu  Anfiang 
null  war,  „wie  wenn  das  Blatt  für  die  magnetische  Induction  un- 
durchlässig wäre'^  Für  ein  ebenes  Blatt  specieU  lassen  sich  alle 
vorkommenden  Grölisen  durch  die  eine  Potentialfunction: 


(ISO)  P -//'-■ 


r 


ausdrückend^,  in  der  q>  die  Stromfnnction  bedeutet;  das  magnetische 
Potential  ist  dann 

(181)  Ä If 

also  an  den  beiden  Seiten  des  Blattes  gleich  ±  2  tt  g).       Die  Normal- 
componente: 

dz  **  dz^" 


(182)  V ~- 


dagegen  hat  auf  beiden  Seiten  denselben  Wert.  Für  die  Componenten 
des  Vektorpotentials  der  Ströme  im  Blatte  selbst  ergeben  sioh  durch 
partielle  Integrationen  die  Ausdrücke: 

(183)  J'-f|,  e--|f,        ff-O; 

und  die  Componenten  des  Vectorpotentials  der  ftufseren  Erftfte 
lassen  sich  in  entsprechender  Form  schreiben,  wenn  man  aus  dem 
magnetischen  Potential  Sl  dieser  Kräfte  eine  Function 

(184)  P^ Csi^dz 

ableitet.  Ist  dann  noch  tf;  das  elektrostatische  Potential,  so  werden 
die  Komponenten  der  elektromotorischen  Kraft: 

(185)  X--A(^+fJ_U,    ... 

und  wenn  der  specifische  Widerstand  überall  gleich  22 ist,  so  wird  noch: 

(186)  X-Ätz-i^l^,       Y^Rv^^B^'^ 


dy  '  dx 


8290)  nr.  666,  p.  268. 
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Wird  eingesetzt  und  differentürt,  so  folgt  ^  t|;  »  0,  also  mit  Bück- 
sicht auf  die  Grenz-  und  Stetigkeitsbedingungen  t(;  =■  0.  Damit 
ergiebt  eine  Integration: 

-B  dP     d{P  +  p^) 


2»    dg  di 


f{z,ty,  (187) 


f  (jET,  i)  fällt  aber   aus    den  SchluDsresultaten  doch    heraus  und  darf 
deshalb  schon  hier  durch  null  ersetzt  werden. 

Wirkt  keine  äuTsere  Kraft,  so  ergiebt  sich^'^): 


f  (^,  y, 


die  magnetische  Wirkung  nach  der  Beite  der  positiven  z  ist  also 
dieselbe,  wie  wenn  der  Strom  constant  erhalten  würde,  das  Blatt 
aber  sich  nach  der  Bichtung  der  negativen  z  mit  der  Geschwindigkeit 
B/{2n)  entfernte.  Anderseits  sind  die  durch  plötzliche  Einwirkung 
eines  äuTseren  P^  inducirten  Ströme  von  der  Art,  dafs  sie  fdr  alle 
Punkte  auf  der  negativen  Seite  des  Blattes  die  Wirkung  von  P 
gerade  neutralisiren;  die  Wirkung  auf  die  positive  Seite  ist  also 
dieselbe,  wie  die  eines  positiven  Bildes  des  gegebenen  magnetischen 
Systems.  Von  diesem  Bild  mufs  man  sich  dann,  wenn  B  nicht 
vemachläfsigt  werden  kann,  vorstellen,  dafis  es,  wie  vorhin  angegeben, 
nach  der  negativen  Seite  hin  sich  entfernt.  Ändert  sich  P  stetig,  so 
wird  in  jedem  Augenblicke  ein  neues  solches  Bild  erzeugt,  es  ent- 
steht also  dann  ein  ganzer  „traal  of  images**^**').  Analytisch  drückt 
sich  das  dann  folgendermafsen  aus^***):  ist  P^  der  Wert  von  P  an 
der  Stelle  x,y,z  +  Bx  zur  Zeit  *— t,  P'J^  der  Wert  von  P^*>  an 
der  Stelle  rr,  y,  —  (jer  +  -Bt)  zur  Zeit  <—  t,  so  kommt: 

Setzt  man  das  in  (187)  ein,  so  erhält  man  durch  Integration: 

P^J^-^'  dr,  (190) 

0 

Als  Beispiel  behandelt  Maxwell  den  Fall  eines  einzelnen  sich 
mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegenden  Magnetpols ^'^);  sind 

|r=u^       12  =  0,       t'^c  +  wt  (191) 

8291)  ni.  669,  p.  267.   8292)  ni.  662,  p.  269.   8298)  nr.  668,  p.  269. 
8294)  nx.  664  p.  270. 
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die  Gleichungen  seiner  Bewegung,  so  ist  das  Potential  des  Büdemgee 

(192)  ^^f\{x-ut+uzy+y^+(e+c+Tot^TOvy+Rx]-^dt 

[Das  hier  auftretende    Integral   ist  divergent,  aber  seine  Ableitung, 
auf  die  es  allein  ankommt,  convergent]. 

Für  den  Fall  einer  begrenzten  Scheibe  giebt  er  nur  einige 
Andeutungen^^);  dagegen  behandelt  er  direct  das  Problem  der 
Arago'schen  unter  einem  Magnetpol  rotirenden  Scheibe  unter  der 
Voraussetzung,  dafe  die  Scheibe  gegenüber  ihrer  Entfernung  yom 
Magnetpol  als  unendlich  grofs  betrachtet  werden  kann  Die  Gleichungen 
werden  dann  ***•): 

(193)  dy-T'dt       a«  ' 

P  d(p  dx di^ 

Werden  Polarkoordinaten  eingeführt  und  die  Belationen 

(194)  57  ~  -  "y*  ^  ""  «"^ 
berücksichtigt,  so  gehen  sie  fiber  in: 

(195)  9-||,       t(;-iJr||; 
dazu  kommt  noch: 

(196)  Jx  ="  '^-  • 

Um  diese  letzte  Gleichung  zu  integriren,  bezeichnet  er  mit  Q  das 
Potential  einer  gedachten  Massenverteilung  von  der  Dichte  x  a-uf 
der  Scheibe;  dann  geht  sie  über  in: 

(197)  Äa^-'»>'- 

Das  magnetische  Potential  der  in  der  Scheibe  inducirten  Ströme  wird: 


(198)  Sl^ 


dsdz' 


Daraus  berechnet  sich  die  magnetische  Kraft  %,  und  die  Gleichung 
(197)  geht  über  in: 

/icio^  ^  ^'Q  ^'Q  ^'P 

^        '^  2jr  dz^  dScz*  dz* 


8296)  nr.  667,  p.  271.         8296)  nr.  6G8,  p.  272. 
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Hier  kann  man  zweimal  nach  z  integriren  und  dann  das  Bestdtat 
wieder  durch  einen  Bilderzug,  und  zwar  diesmal  einen  schrauben- 
förmigen, deuten®**^. 

Weitere  uns  angehende  Untersuchungen  finden  sich  noch  in 
dem  Abschnitt,  der  über  die  Vergleichung  von  Inductionsrollen 
handelt.  Maxwell  behandelt  hier***®)  die  Wheatstone'sche  BrCLcken- 
combination  für  den  Fall,  dafs  einer  der  4  Zweige  eine  Selbst- 
induction  L  enthält  und  mit  dem  Brückenzweige  einen  gegenseitigen 
Inductionscoefficienten  M  aufweist.  Ist  J<^  die  Stromst&rke  in  diBm 
Zweige  mit  der  Selbstinduction,  Jg  die  im  Brückenzweige  und 
bezeichnen  A^  F  die  Potentiale  an  den  Enden  des  ersteren,    so  ist: 

Ä  -  F -  RiJ^+LJ[  +  M{J[  +  /i).  (200) 

Für  den  anderen  von  Ä  ausgehenden  Zweig  ist: 

^-if=i2j/,  (201) 

Soll  weder  ein  dauernder  noch  ein  augenblicklicher  Strom  durch 
die  Brücke  geheu,  so  mufs  beständig  JF  —  If  sein;  die  so  entstehende 
Gleichung  bricht  Maxwell  sogleich  in  die  beiden 

^1  ^i  =  -ßg  «^2 ,         -^'  Ji  +  ^  (Ji  +  «^i)  ==  ^  (202) 

auseinander.  Wenn  die  denmach  erforderlich  doppelte  Adjustirung 
mühsam  erscheine,  könne  man  auch  Ä  und  Z  noch  durch  einen 
NebenschluTs  verbinden,  der  die  Abgleichung  für  Dauerstrom  nicht 
stört  und  so  regulirt  werden  kann,  dafs  auch  kein  augenblicklicher 
Strom  in  der  Brücke  auftritt. 

Sollen  zwei  Selbstinductionscoefficienten  verglichen  werden,  so 
schaltet  er  sie  in  zwei  aufeinanderfolgende  Zweige  der  Oombination 
ein®***).     Die  Bedingung  der  Ruhe  in  der  Brücke: 

(P  J,  +  L  J\)  S  J^^QJ^  (BJ^  +  NJ[)  (203) 


8297)  Vgl.  die  Bemerkung  von  Weinstein  zu  seiner  Übersetzung:  das 
Wort  ,,Zug**  ist  hier  nicht  auf  die  Zeit,  sondern  anf  den  Baum  zu  be- 
zieben. Eine  Note  zu  der  Abhandlung  in  den  Lond.  roj.  proc. ;  papers  2,  p. 
296  bemerkt,  dafs  er  die  Untersuchungen  von  Felici'"*)  und  Jochmann***') 
erst  nachträglich  kennen  gelernt  habe.  Beide  hätten  die  Existenz  der 
„gegenseitigen  Induction  der  indncirten  Ströme^^  erkannt,  aber  keinen  Ver- 
such gemacht  sie  in  die  Rechnung  einzuführen.  Daß  sich  das  elektrische 
Potential  als  oonstant  ergebe,  sei  so  aufzufassen:  die  Ströme,  die  man 
erhält,  wenn  man  je  zwei  Punkte  der  Scheibe  durch  einen  Draht  verbindet, 
hängen  nur  von  der  Indnctions Wirkung  auf  diesen  Draht  ab. 

8298)  nr.  766,  p.  866.         8299)  nr.  767,  p.  367. 
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spaltet  er  wie  vorldn  in  die  beiden: 

(204)  PS'^QB,      LS^NB 

auseinander. 

Auch  der  Abschnitt  über  die  elektromagnetische  Widerstanda- 
einheit  enh&lt  noch  einiges  uns  hier  angehende.  Maxwell  giebt  hier 
zunächst^'^)  die  Theorie  eines  älteren  Versuches  von  Eirchhoff,  bei 
dem  zwei  Punkte  durch  zwei  aufeinander  inducirend  wirkende  Zweige 
und  einen  dritten  verbunden  sind.  Die  Differentialgleichungen 
sind  hier: 

{B  +  B,)  J,-BJ,  +  L,  J[  +  Mr,  -  0, 

^       ^  BJ^  +  {B  +  B^)J^  +  MJ[+L^J'^^E 

Sind  die  Ströme  constant,  so  ist: 

(206)  (B  +  B^)  Ji  -  Ä  «7,  -  0. 

Wird  dann  M  plötzlich  zu  null  gemacht,  so  ergiebt  sich: 

(B  +  B^)  fj^dt-^B  fj^dt-MJ^'^0, 

(207)  ^  ^ 

-  B  j  J^dt  +  {B  +  B^)  j  J^dt - MJ^  =  0, 

und   daraus  läfst  sich  das  Verhältmüs /jj  dtiJ^   berechnen.        Sind 

B^  und  B^  grofs  gegen  B,  so  ist  es  einfach  gleich  M :  R. 

Endlich  ist  noch  die  Vergleichung  der  elektrostatischen  Capacitftt 
eines  Condensators  mit  einer  Selbstinduction  zu  erwähnen ^^^).  Die 
beiden  werden  in  einander  gegenüberliegende  Zweige  der  Brficken- 
combination  eingeschaltet;  soll  dann  kein  dauernder  Strom  durch. 
das  Galvanometer  gehen,  so  muls  man  haben: 


( 


208)  jJ^dt-    Cj^dt^BCJ^,  QJ^  +  LA^PJ^,   SJ^^BJ^ 


also  als  Bedingung  dafEbr,  dafs  weder  ein  dauernder,  noch  ein  augen- 
blicklicher Strom  durch  die  Brücke  geht: 

(209)  BQ  (J,  +  ^  J'^)  =  SP(J,  +  RCJ'^), 


8800)  nr.  759,  p.  868.  Kirchhoff  selbst  hatte  nicht  mit  der  Induction 
durch  Stromschwankungen,  sondem  nur  mit  der  durch  Bewegung  gearbeitet 
und  daher  die  Discassion  der  Differentialgleichungen  umgehen  können. 
Vgl.  übrigens  die  Durchführung  der  Rechnung  bei  Weinstein  p.  502. 

8301)  nr.  778,  p.  877. 
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was  wieder  in: 

BQ'-SP,       L/Q'^BC  (210) 

auseinander  bricht. 

A.  Oberbeck***^*)  will  die  üntersnohnngen  von  Jochxnann*^^*) 
durch  Berficksichtigung  der  .Jnductionswirkungen  höherer  Ordnung^ 
ergänzen,  findet  aber  die  Durchführung  sowohl  für  die  rotirende 
Scheibe,  als  flir  die  rotirende  Kugel  zu  complicirt  und  behandelt 
daher  nur  den  Fall,  dafs  ein  Ereiscylinder  in  einem  homogenen 
magnetischen  Felde  um  seine  eigene  Axe  rotirt.  Wird  diese  zur 
z  -  Axe  gewählt  und  hat  das  Feld  die  Richtung  der  x  -  Axe,  so  sind 
die  Componenten  der  magnetischen  Kraft 

X  =  0,   r=0,     Z=.^»o;  (211) 

man  kann  dann  auch  bei  BerQcksichtigung  der  höheren  Induotionen 
den  Bedingungen  durch: 

M  =  e;«0,       ü^—  r— 0,  g>  =  const  (212) 

genügen,  sodaTs  nur  noch  die  eine  Gleichung 

kiv=Ä»(t-^-^  (213) 

nebst    der   letzten    Gleichung    (134)   übrig    bleibt,    Oberbeck   führt 
Polarcoordinaten  ein  und  setzt  **^): 

T^=  jBco8e  + Csinö,       o  —  wrcose,  (214) 

unter    B,    C   Functionen    von    r    allein    verstanden,    die   dann  den 
Gleichungen : 

C         ('  (215) 


mit 


f,  =  -X ^^  Ä^tß  (216) 


genügen  müssen.  Er  integrirt  durch  Potenzreihen  und  zeigt,  daia 
man  so  allen  Bedingungen  genügen  kann.  Zur  Erklärung  der  be- 
obachteten Erscheinungen  reiche  schon  die  Berücksichtigung  der 
Anfangsglieder  dieser  Reihen  aus®^^). 


8302)  Aroh.  Math.  Phys.  56,  1874,  p.  894.        8808)  nr.  8,  p.  899. 
8304)  nr.  4,  p.  402. 
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N.  Schiller®*®^)  schickt  seinen  experimentellen  Untersuchimgeii 
eine  Darstellung  der  Theorie  voraus.  Er  behandelt  namentlich  den 
Verlauf  des  sekundären  Stromes  nach  Ö&ung  des  primären  für  den 
Fall,  daüs  der  sekimdäre  Kreis  offen  und  mit  einem  Condensator  ver- 
bunden ist;  dann  handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichungen: 

(217)  Lr  +  IiJ+V^O,         J^^CY', 

oder  wenn  der  Condensator  nicht  absolut  isolirt: 

(218)  J^aV+CV\ 

Ihnen  kann  durch  einen  Ausdruck  der  Form: 

(219)  7-c^'/^sin(^*  +  ^) 

genügt    werden;    die    Anfangswerte    sind    aus    der    Discussion    der 
Inductionsgleichungen  zu  entnehmen,  und  zwar  braucht  man  nur  den 

Wert    des    Integrals /V*  dt      Weiter®*®*)  stellt  er  die  Gleichungen 

für  den   Fall   auf,    dafs  die  erste  Bolle  auf  eine  zweite,  die  zweite 
auf  eine  dritte  usw.  inducirend  wirkt;  er  findet: 

und  giebt  die  wesentlichen  aus  dieser  Gestalt  sich  ergebenden 
Folgerungen  an,  verzichtet  aber  auf  die  Durchführung  der  Integration. 
E.  Riecke®^^)  war  durch  vorhergehende  Untersuchungen  zu 
der  Überzeugung  gekommen,  dafs  die  Differenzen  zwischen  den 
verschiedenen  Elementargesetzen  sich  auf  Kräfte  reduciren,  die  von 
Ansammlungen  freier  Elektricität  ausgehen;  daher  schien  ihm  die 
genauere  Untersuchung  solcher  elektrischer  Bewegungen  von  Interesse, 
bei  welchen  derartige  Ansammlungen  in  der  Tat  eintreten.  £r 
untersucht  deshalb  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einer  Kugel  im 
AnschluCs  an  Lorberg ^^®*),  aber  unter  Benutzung  der  allgemeinen 
von  Helmholtz  gegebenen  Differentialgleichungen  (133).  Er  bemerkt 
zunächst®^^  dafs  die  Gleichungen  (119)  und  (134)  nur  die  Möglichkeit 
eröffnen,  für  die  Functionen  (p  und  i  gewisse  Reihenentwicklungen 
aufzustellen;  wolle  man  die  Coefficienten  dieser  Entwicklungen  haben, 
so  müsse  man  auf  die  ursprünglichen  Gleichungen  (133)  zurück- 
gehen.     Weingarten  ®''*®)    habe    übrigens    schon    darauf  hingewiesen, 

8306)  Ann.  Phys.  Chem.  162,  1874,  p.  686.         8806)  nr.  7,  p.  662. 
8807)  Gott.  Abhandl.  21,  1876,  p.  1;  Auszng  Gott.  Nachr.  1876,  p.  224. 
8308)  §  1,  p.  10. 
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dafs  diese  Bedingungen  sich  durch  andere  nur  ftir  die  Oberfläche 
geltende  ersetzen  liefsen ;  so  könne  man  einen  Ausdruck  der  Function 
U  durch  ein  Oberflächenintegral  erhalten®***). 

Die  Verhältnisse  des  Extrastroms  in  einem  linearen  Leiter,  in 
dem  die  Stromintensität  nicht  mehr  als  vom  Orte  unabhängig  an- 
gesehen werden  kann,  sind  so  viel  ich  sehe  seit  Eirchhoff®^^  und 
Weber ®^*)  zuerst  wieder  von  0.  Heaviside®^®)  erörtert  worden. 
Ist  y  das  Potential,  Q  die  Elektricitätsmege,  die  seit  ^  »  0  durch 
den  Querschnitt  x  geflossen  ist,  also  dQjoi  die  Stromstärke,  so 
handelt  es  sich  um  die  Integration  der  simultanen  Differentialgleichungen: 

dx      ^^'  dx"^  dt+^  di^'         ^^^^^ 

in  denen  die  Gröfsen:  Capacität  C,  Widerstand  R  und  Selbstinduction 
L  auf  die  Längeneinheit  des  Leiters  bezogen  sind.  Elimination 
von  Q  ergiebt: 

?*  V  ?v  ?*v 

Da  die  Fälle  7?  =  0  und  X  =  0  sich  mit  Hilfe  „des  Fourier  sehen 
Satzes^^  [der  Entwicklung  in  harmonische  trigonometrische  Reihen] 
erledigen  liefsen,  so  ^i  anzunehmen,  dafs  dieselbe  Methode  auch  im 
allgemeinen  Falle  zum  Ziele  führen  werde;  in  der  Tat  sei: 

^-[Zil]f(*)  (223) 

eine  Lösung,  wenn  f  (f)  der  Gleichung 

CLT  +  Cli  f  +iV=-  0  (224) 

genügt.  Die  Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden  Gleichung 
sind  reell  oder  complex,  je  nachdem 

^pn^a  <ß  oder  >  ß  (225) 

ist,  wenn 

L/B'^a,         CBn^^ß  (226) 

gesetzt  wird.  Ist  V  so  bestimmt,  so  läfst  sich  Q  durch  eine  Reihe 
derselben  Form  darstellen,  die  nur  noch  ein  Glied  mit 

f-'/«  (227) 

8309)  p.  17.      Die   Integration  geschieht  durch  Entwicklungen  nach 
KugelfuDctionen . 

8310)  phil.  mag.  (6)2,  1876,  p.  136. 
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enthält.     Die  Anfangsbedingung: 

(228)  F=-  l--^mr  ^=-0 


Iftfst  sich  mit  Hülfe  der  Gleichnng  §  15  (8)  behandeln  "^^);  der 
Extrastrom  setzt  sich  dann  aus  zwei  Bestandteilen  zusammen,  von 
denen  der  eine 

(229)  -^ 

dem  ^^momentum^'  des  Anfangsstromes  l/(Iin)  seine  Entstehung  Ter- 
dankt,  und  ohne  Oscillationen  abklingt,  der  andere  aus  einer  unendlichen 
Folge  von  Oscillationen  besteht,  die  nur  mit  der  halben  Oesch windigkeit 
abklingen.  Die  Oscillationen  sind  am  stärksten,  wenn  a  und  ß  nicht 
wesentlich  von  einander  verschieden  sind. 

Ebenso  behandelt  Heaviside  auch  noch  die  Orenzbedingang 

(230)  dQ/dt-^0  för  a;  =.  0  und  ar  =  jc 

mit  Hülfe  der  Entwicklung: 

rnoi\  t  ^    I     2   'VI  1  — cos«« 

(231)  1  —  a;«--[.  ^-^ — cosnx 

[die  ein  specieller  Fall  von  §  38,  (24)  ist].  Er  macht  übrigens 
darauf  au&nerksam,  dals  in  der  Praxis  die  Verhältnisse  complicirter 
liegen  ^'^'),  indem  C  und  L  nicht  von  x  unabhängig  sein  können, 
auTser  vielleicht  bei  unterseeischen  Kabeln.  Schliefslich  bespricht 
er  noch  die  Vereinfachungen,  die  eintreten,  wenn  V  und  Q  als  von 
X  unabhängig  angesehen  werden  können  ^'^'). 

Die  um  diese  Zeit  herausgegebenen  Vorlesungen  von  B.  Biemann 
enthalten  eine  viel  eigentümliches  darbietende  Darstellung  der  Elektro- 
dynamik imd  der  Lehre  von  der  Induction.  Biemann  drückt  das 
Potential  zweier  Stromkreise  auf  einander  zuerst  in  der  Form  ans****), 
dafs  er  diese  Stromkreise  durch  transversal  magnetische  Flächen 
ersetzt  und  deren  Potential  aufeinander  bestimmt.  Die  so  erhaltenen 
Flächenintegrale  formt  er  in  Baumintegrale  um  und  berücksichtigt 
die  Continuitätsgleichung;  so  erhält  er  die  Darstellung: 

(232)  P=   ^-ßxX,  +  ..)dr, 


8811)  p.  188.         8312)  p.  142.         8318)  p.  143. 

8314)  Vorlesungen    üb.    Schwere ,    Elektricität    u.   Magnetismus  **^*), 
§  88,  p.  296. 
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das  Integral  erstreckt  über  den  ganzen  unendlichen  Raum;  X, . . .  und 
X j , . . .  bedeuten  dabei  die  Componenten  der  von  den  beiden  Strömen 
ausgeübten  Kräfte.  Dieses  Besultat  ninunt  er  dann  auch  für  nicht 
lineare  Ströme  in  Anspruch ®'^^);  werden  hier  für  die  Eraftcomponenten 
ihre  Ausdrücke: 


X=.^-  ^JT  ,...  wo  CT-J-^-^^  ,..  (233) 


d_v_  dw 

dz        dy 


eingeführt  und  wird  partiell  integrirt,  so  fallen  alle  Teile  weg,  die 
auTserhalb  des  zweiten  Leiters  liegen  und  es  bleibt  nur: 

erstreckt  über  diesen  zweiten  Leiter.  Werden  hier  die  Strom- 
componenten  wieder  eingeführt,  so  erscheint  P  als  Doppel-  (bezw. 
sechsfaches)  Integral: 

P  =  /  jjJ^  cos  (/,  «/j)  dxdx,  (235) 

Das  führt  zum  Ampere'schen  Oesetz^^^)  und  unter  Vennittlung  des 
Energieprincips  zu  Franz  Neumann's  Inductionsgesetz^^^. 

Weiter®*^®)  transformirt  er  den  für  das  Potential  gefundenen 
Ausdruck,  indem  er  die  Stromcomponenten  durch  die  Geschwindigkeits- 
componenten  der  einzelnen  Teilchen  ersetzt  und  dann^^')  solche  bei 
der  Integration  über  den  ganzen  Leiter  herausfallende  Teile  hinzu- 
fügt, dafs  nur  noch  die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit 
auftreten.  Je  nach  der  Wahl  dieser  Zusatzglieder  gelangt  er  zum 
Weber'schen  Gesetz  oder  zu  einem  Elementargesetz  der  Form®'*®): 

Wird  hier  über  den  ^^anzen  Leiter  integrirt,  so  wird  ein  Ausdruck 
erhalten,  der  als  Function  von  x^  y^  z  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung genügt®**^);  und  zwischen  den  Grölsen 


8316)  §  89,  p.  297.  8816)  §  91,  p.  806.  8817)  §  98,  p.  811. 
8318)  §  94,  p.  818.  8819)  §  96,  p.  8S2.  8820)  §  98,  p.  826. 
8321)  §  100,  p.  829. 
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und  derjenigen  Änderung  des  elektrostatlBchen  Potentials  F,  die 
dadurch  zu  Staude  kommt,  dafs  die  e^  als  beweglich,  die  e  als 
ruhend  behandelt  werden,  besteht  die  Gleichimg: 

sodaDs  man  F  als  die  Dichtigkeit,  u^,  Vjj  w^  als  die  Stromcomponenten 
eines  Äthers  auffassen  könnte^  Das  Weber'sche  Gesetz  dagegen 
fährt  auf  die  Differentialgleichung®**^: 

(239)  /1/1D^0 

In  den  Untersuchungen  von  H.  Herwig  über  den  Durchgang 
eines  Stromes,  der  zur  Zersetzung  zu  schwach  ist,  durch  eine 
Flüssigkeitszelle,  wird  die  Zelle  als  ein  Oondensator  behandelt,  von 
der  Selbstinduction  aber  abgesehen.  Daher  erh&lt  er  zunächst  für 
den  Ladungsstrom  Gleichungen  der  Form  ***•): 

E—  V  V 

(240)  ./  =  —^'  ,       J-   l   =C  V, 

unter  r  den  Widerstand  der  Flüssigkeit  gegen  den  Convectionsstrom 
verstanden;  und  daraus  durch  Integration  unter  den  Anfangsbedingungen 
F=«  0  füi-  ^  =  0: 

v_-/^|.-.^(_',(i+i))|, 

sowie  einen  entsprechenden  Ausdruck  für  den  Entladungsstrom  ®'^). 
Nachher®**^)  findet  er  sich  jedoch  durch  seine  experimentellen  Resultate 
veranlafst,  diesen  Ansatz  dahin  zu  modificiren,  dafs  er  auch  C  als 
variabel  behandelt,  also  in  der  Gleichung  (240)  rechts  (C  F)'  statt 
C  y' setzt.  Dagegen  nimmt  er  jetzt  r  =  oo,  wenigstens  für  diejenigen 
Stadien,  in  denen  /  und  also  auch  F  constant,  nlüxdich  gleich 
Eq/  (R  -f-  q)  ist,  unter  q  deigenigen  Widerstand  verstanden,  den 
die  Flüssigkeit  einem  zersetzendem  Strome  gegenüber  aufweisen 
würde.     Die  Gleichungen  führen  dann  zu: 

(242)  C=  ^ 

Q 


8322)  §  101,  p.  SSO. 

8828)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  2,  1877,  §  2,  p.  668. 

8324)  p.  571.    8326)  ib.  6,  1879,  §  2,  p.  321. 
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Für  die  weiteren  Stadien  erhält  er®**^,  wenn  dieser  Wert  von  C  als 
auch  fOr  sie  gültig  angenommen  wird,  dun^h  Elimination  von  J  die 
Gleichung: 

^'+r(i  +  i)-|r-o  (243) 

nnd  als  deren  Integral: 

„worin  offenbar  [?]  ^»0  sein  mofi,  sodafs  also  auch  für  diese 
weiteren  Stadien  sich  ein  constanter  Wert  von   V  ergiebt'^ 

Eine  dritte  Abhandlung  ^'^^)  überträgt  diese  Resultate  auch  auf 
Condensatoren  mit  festen  Isolatoren.  Herwig  meint,  den  Ergebnissen 
seiner  Versuche  entspreche  ein  Ansatz  der  Form: 

V^e[i  -"   e  -^'  +  j^  p  -0*  +  /iO  j  (245) 

und  sucht  für  die  in  ihm  aufbretenden  Constanten  a,  ß^  y  eine 
physicalische  Deutung. 

Inzwischen  hatte  auch  B.  Co  Hey  die  Elektricitätsbewegung  in 
einem  Stromkreis  betrachtet,  in  den  ein  Condensator  eingeschaltet 
ist^^^).  Seien  die  Potentiale  der  beiden  Pole  der  Batterie  V  und  0, 
die  der  Belegungen  des  Condensators  v  und  0,  R  der  Widerstand 
der  Leitung,  so  ergiebt  sich: 

^-p  =.  Cv.  (246) 

Sind  statt  eines  Condensators  deren  zwei  eingeschaltet  und  sind  v 
und  v^  die  Potentiale  der  Belegungen  des  einen,  v^  und  0  die  der 
Belegungen  des  andern ,  E  und  r  die  Widerstände  der  beiden  Teile, 
in  die  die  Leitung  durch  sie  zerlegt  wird,  so  ergeben  sich  die  beiden 
Gleichungen : 

^-^  =Civ'  -  v\),     ^'-7  "•  =  Cvl  (247) 

Ist  aufserdem  der  erste  Condensator  stets  geschlossen,  so  müssen 
auch  noch  die  linken  Seiten  dieser  beiden  Gleichungen  einander 
gleich    sein.       Elimination    liefert    dann    eine    Differentialgleichung 


8326)  p.  326.       8327)  ib.  18,  1881,  p.  177.       8828)  ib.  7,  1879.  p.  211. 
8329)  p.  218. 
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«rster  Ordnung  für  F  —  r.  Die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten 
macht  einige  Schwierigkeit,  indem  die  Anfangswerte  v  » t;^  •>- 1?^  ^  0 
mit  der  zuletzt  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  verträglich  sind; 
CoUey  nimmt  daher  nur  t;  i«  t;^  -»  0,  t;^  »  0.  [Die  genaue  Behandlang 
•des  Problems  würde  hier  die  Berücksichtigung  der  Abhängigkeit  des 
Potentials  vom  Orte  in  den  Leitungsdrähten  verlangen].  Entsprechende 
Untersuchungen  stellt  er  dann  auch  für  den  Entladungsstrom  an^*^. 
Weiter  **''^)  behandelt  er  im  Anschluis  an  Maxwell  und  Herwig  *•*•) 
•den  Fall,  dais  der  Leitungswiderstand  des  Dielectricums  der  Gonden- 
satoren  nicht  unendlich,  sondern  gleich  einer  endlichen  Gröfse  w  ist; 
in  der  Gleichung  (246)  ist  dann  rechts  noch  ein  Glied  mit  vlw  bei- 
zufügen, in  den  beiden  Gleichungen  (247)  2(v  — Vj)/«?,  bezw.  2  t;,/fp. 
Elimination  ergiebt  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  zweitem 
'Glied  fdr  den  Convectionsstrom.  Mit  den  so  gewonnenen  Anschauungen 
geht  er  dann  ebenfalls  an  das  Problem  eines  zum  Zersetzen  zu 
schwachen  Stromes  dui'ch  einen  Elektrolyten. 

R.  Blondlot®"*)  findet,  bei  Herwig»^**)  liege  gleich  zu  Anfang 
•ein  logischer  Fehler  vor,  indem  er  die  Differentialgleichung  unter 
Voraussetzung  eines  constanten  c  integrire  und  dann  doch  die  Resultate 
zur  Bestinmiung  von  c  benutze.  Bei  Oollej"^)  sei  zwischen  der 
Voraussetzung,  dafs  der  „Convectionsstrom"  dem  Potential  proportional 
-sei,  und  dem  Resultat,  dafs  er  mit  endlichem  Werte  einsetze,  ein 
'Ungelöster  Widerspruch®''').  Gegen  die  [im  folgenden  Paragraphen 
zu  besprechenden]  Untersuchungen  von  Kohlrausch  und  von  Wietlisbach 
sei  einzuwenden,  dafs  man  mit  ihren  Methoden  die  Polarisationen 
4er  beiden  Elektroden  nicht  getrennt  erhalten  könne  und  dafs  die 
„dissipation  spontan^e  de  la  polarisation"  bei  ihnen  vernachlässigt 
sei;  gegen  Kohlrausch  ausserdem  noch,  daDs  das  Dynamometer  immer 
ein  wenig  empfindliches  Instrument  sei.  Von  Blondlot 's  eigenen 
Untersuchungen  ist  für  uns  nur  zu  erwähnen,  dafs  er  die  gesamte 
zeitliche  Änderung  der  elektromotorischen  Kraft  zwischen  einer 
Elektrode  und  dem  Elektrolyten  durch 


8380)  p.  216. 

8881)  j.  de  pbys.  10,  1881,  p.  281.  Die  späteren  Abhandlimgen  von 
Herwig  hat  er  demnach  überhaupt  nicht  gekannt  oder  sich  durch  aein 
Urteil  über  die  erste  von  näherer  Eenntnifsnahme  abschrecken  lassen. 

8882)  p.  282.  Vgl.  die  oben  in  []  gesetzte  Bemerkung  zu  diesem  Punkt. 


%  110.  Veränderliche  elektrische  Ströme.  Induotion  u.  Selbttinduction.     16  L  7 

ausdrückt®^'),  wo  der  erste  Term  die  d^polarisation  spontanee,  der 
zweite  den  Strom  durch  die  Elektrode  vorstellt. 

0.  Heaviside^^)  vergleicht  den  O&ungseztrastrom  mit  dem 
allmähligen  Aufhören  des  Strömens  von  Wasser  in  einer  Bohre, 
wenn  die  wirkende  Kraft  aufhört;  die  Analogie  sei  vollkonmien, 
wenn  man  voraussetze,  dafs  das  Wasser  einen  zu  seiner  Geschwindig- 
keit genau  proportionalen  Widerstand  finde.  Daraus  leitet  er  die 
Gleichung  (3)  des  Stromverlaufes  ab.  Auch  für  andere  Fälle  sei 
die  Analogie  nützlich;  immerhin  dürfe  man  sie  nicht  zu  weit  treiben 
wollen««»)  und  müsse  namentUch  im  Auge  behalten,  dafs  bei  dem 
hydrodynamischen  Problem  keine  gegenseitige  Induction  zweier  ver- 
schiedenen Leitungen  stattfinde.  Weiter  behandelt  er  den  Schliefsungs- 
extrastrom^^*');  auch  erwähnt  er  die  Möglichkeit  des  Auftretens  von 
Oscillationen,  wenn  ein  Condensator  eingeschaltet  ist  „oder  ein  langer 
Draht,  der  wie  ein  Condensator  oder  vielmehr  wie  die  eine  Belegung 
eines  solchen  wirkt".  An  etwas  späterer  Stelle®**^)  führt  er  die 
damit  angedeuteten  Rechnungen  aus.  Er  behandelt  gleich  die  Ver- 
teilung einer  Condensatorenladung  zwischen  mehreren  neben  einander 
geschalteten  Leitungen,  also  die  Integration  der  Differentialgleichungen : 

Doch  begnügt  er  sich  mit  der  Bestimmung  der  Integralströme,  die 
sich  als  zu  den  Widerständen  der  einzelnen  Zweige  umgekehrt 
proportional  erweisen:  die  Formeln  für  den  Verlauf  der  Ströme  giebt 
er  nur  für  den  Fall  einer  imverzweigten  Leitung.  Endlich  bespricht 
er  noch  den  Einflufs  eines  Nebenschlusses  auf  den  Verlauf  des 
Extrastroms  *'^). 

G.  Chrystal®^*)  behandelt  die  Lehre  von  der  Induction  gleich 
elektromagnetisch,  giebt  aber  dann^^^)  auch  den  Ansatz  von  Helm- 
holtz'***)  und  Thomson '^^),  sowie ®'*^)  eine  Darstellung  von  Max- 
well's  Methode ^*^).  Bei  Besprechung  der  gegenseitigen  Induction®^ 
beschränkt  er  sich  auf  die  Bestimmung  des  Integralstroms  und  den 


833S)  p.  486.  nr.  6,  p.  442  berichtet  er,  er  sei  zu  seiner  Annahme 
der  Unabhängigkeit  der  Wirkungen  von  der  Natur  des  Elektrolyten  von 
der  Theorie  der  elektrocapillaren  Erscheinungen  aus  gekommen. 

8384)  j.  telegr.  eng.  7,  1878,  p.  808;  papers  1,  p.  96. 

8886)  nr.  3,  p.  306.  8886)  nr.  6,  p.  806. 

8387)  nr.  16,  p.  816.         8838)  nr.  18,  p.  822. 

8339)  encyclop.  Britann.  9th.  ed.  8,  1879,  p.  66.         8840)  p.  76. 

8341)  p.  80.         8842)  p.  81. 
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Verlauf  des  Offhungsinductionsstroms  und    auf  eine  Darstellnng '  Ton 
Thomson's'^*)  Theorie  der  Condensatorenentladungen. 

A.  Oberbeck®^  bespricht  noch  einmal  die  oscillirende  Ent- 
ladung. Er  entnimmt  aus  den  Untersuchungen  von  Helmholtz  und 
Schiller ^^^)  den  Satz,  dafs  das  Quadrat  der  Schwingungsdauer 
in  erster  Annährung  gleich  dem  Product  aus  Selbstinduction  und 
Capacität  ist.  Dann  führt  er  im  Anschluß  an  eine  in  §  111  zn 
besprechende  Untersuchung  von  Kohlrausch  auch  eine  elektromotorische 
Giegenkraffc  der  Polarisation  ein,  vernachlässigt  sie  aber  doch  wieder 
und  gelangt  so  zu  einer  Differentialgleichung  2.  Ordnung.  Weiter®***) 
discutirt  er,  indem  er  die  gegenseitige  Induction  vernachlässigt,  die 
Integration  der  simultanen  Differentialgleichungen 

(250)  1    t  ^     1   1  ^     1         2 

sowie  ein  zweites  ähnliches  System®**^).     Da  die  Variabeln  getrennt 
sind,  erhält  er  Interferenzerscheinungen. 

L.  Loren z****)  findet,  die  Formeln  von  Feddersen ®^^)  und 
Kirchhoff^**)  würden  durch  die  Versuche  nicht  bestätigt.  Er  führt 
daher  noch  ein  von  den  Stromänderungen  in  dem  betrachteten  Punkte 
selbst  abhängiges  Glied  in  die  Gleichungen  ein®**'),  ohne  ihm  im 
Voraus  ii-gend  eine  physicalische  Bedeutung  beilegen  zu  wollen, 
beschränkt  sich  aber  sogleich  auf  den  Fall,  dafs  die  Stromst&rke  vom 
Orte  imabhängig  ist.  In  der  Inductionsgleichung  (3)  ist  dann  X 
anzusehen  als  Summe  von  zwei  Bestandteilen,  von  denen  der  eine,  die 
,Jnductionsconstante^^,  nur  von  den  Femewirkungen  abhängt  und  in 
der  gewöhnlichen  Weise  berechnet  werden  kann,  der  andere  der 
Länge  des  Drahtes  direkt  und  seinem  Querschnitt  umgekehrt  proportional 
ist;  Er  glaubt  aus  seinen  Versuchen  schliefsen  zu  können®**®),  dafs 
dieser  zweite  Summand  für  die  verschiedenen  Metalle  noch  dem 
specifischen  Widerstand  proportional  sein  müsse.  Weiter  bespricht 
er  die  Frage,  ob  sich  durch  diese  Annahme  vielleicht  die  Nichtüber- 
einstimmung der  Resultate  Feddersen's  mit  der  Theorie  erklären 
lasse;  wegen  der  Bestimmung  der  Oscillationsdauer  verweist  er  auf 
Kirchhoff ®^®^),  führt  aber  die  Rechnung  für  die  von  ihm  betrachteten 
einfachen  Fälle  direkt  durch®***),  indem  er  den  Widerstand  sofirleich 


8348)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  6,  1879,  p.  210. 

8844)  nr.  2,  p.  229.         8846)  p.  231.         8846)  ib.  7,  1879,  p.  161 

8847)  p.  164.  8848)  p.  174.         8349)  p.  179. 


§  1  iO.  Yerändeiliche  ei ektrische  StrOme.  Inductdon  u.  SelbBtinduction.     1619 

vernachlässigt;  die  Oscillationsdauer  wird  dann  gleich  tcYlC^  das 
Decrement  verschwindet.  Was  den  EinfluTs  der  Magnetisirong  des 
Leitungsdrahtes  betrifft,  so  findet  er®*^®),  dafs  durch  sie  die  Selbst- 
induction  tun  2jckl  vermehrt  werde,  wenn  l  die  Lftnge  des  Drahtes, 
k  die  Magnetisinmg  ist  Er  hebt  hervor,  dafs  das  für  die  Berechnung 
der  „Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Elektricität  in  Telegraphen- 
drähten^^  fundamental  sei:  die  in  der  Erde  inducirten  Ströme  wirken 
auf  die  Leitung  über  der  Erde  in  solcher  Weise  zurück,  wie  wenn 
sich  unter  der  Erde,  symmetrisch  in  Bezug  anf  deren  Niveaufläche, 
eine  ähnliche  Leitung  mit  entgegengesetzt  gleichem  Strome  befände  ^^^^). 
0.  Lodge®*^*)  bespricht  den  Fall  von  drei  Stromkreisen,  bei 
welchen  zwei  Coefficienten  der  gegenseitigen  Lidnction  vernachlässigt 
werden  können,  sodafs  die  Gleichungen  lauten: 

IJ[  +  fnj'^  +  rj,  =  0  (251) 

Das  verfolgt  er  aber  dann  doch  nicht  weiter,  sondern  bricht  ab,  um 
vor  allem  die  Gesetze  der  Änderung  des  Stromes  bei  plötzlicher 
Änderung  des  Widerstandes  zn  untersuchen.  Ist  zur  Zeit  f  =  0  ein 
stationärer  Strom  J  =^  EjR  vorhanden  und  wird  der  Widerstand 
plötzlich  zum  Werte  S  verändert,  so  tritt  ein  Strom  auf,  der  nach 
dem  Gesetze 

verläuft;  für  i2 «  cx)  liefert  das  wieder  den  bekannten  Ausdruck  (4) 
für  den  Schliefsungsextrastrom,  für  grofse  8  einen  Ausdruck  für  den 
bei  teil  weiser  Öffnung  auftretenden  Extrastrom.  Den  Fall,  dafs  im 
Stromkreis  eine  elektromotorische  Gegenkraft  der  Polarisation  vor- 
handen ist,  behandelt  er  im  AnschluDs  an  die  in  §  1 1 1  zu  besprechende 
Untersuchung  von  Kohlrausch,  jedoch  unter  der  Annahme  einer 
Constanten  elektromotorischen  Kraft  der  Elektricitötsquelle;  er  erhält 
far  die  Stromstärke  einen  Ausdruck  der  Form®*^): 


mita  =  -^,        ^^y^TZP. 
^^  ^        K  4L»        L 


8360)  p.  187. 

8861)  p.  189.     Der  Beweis  macht  von  Entwicklungen  nach  Cylinder- 
functionen  Gebrauch. 

8862)  phil.  mag.  (6)9,  1880,  p.  128.         8358)  nr.  11,  p.  l88. 

102* 


1620    I.Hanpttoil.  U.Absclm.  Unters,  üb. Leitung  d. Wärme  n.  ElekMeii&i. 

Auch  bespricht  er  „die  Yeranderang  eines  Stromes,  in  dessen  NShe 
ein  anderer  vorhanden  ist^®^^),  also  die  Integration  der  Gleichungen 
(9)  unter  den  Anfangsbedingungen: 

(254)  Ji  =•  EjR  =0,     Jj  für  <  =-  0. 

Für  die  Bestimmung  der  Constanten  sei  es  zweckmftfsig,  statt  sie 
alle  direkt  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmen,  erst  eine 
Relation  zwischen  den  beiden  Stromstärken  abzuleiten.  Er  bespricht 
verschiedene  specielle  und  Orenzfälle  und  meint  *^all  this  is  verj 
instructiye'S  SchlieiJslich  nimmt  er  noch  die  Theorie  tertiärer  Inductions- 
ströme  in  Angriff ^^^),  wie  sie  bei  Störung  der  Inductionswage  durch 
ein  Metallstück  auftreten ;  doch  verzichtet  er  auf  allgemeine  Behandlung 
und  bespricht  nur  den  Fall,  dafs  der  Strom  im  Batteriezweig  als 
ungestört  betrachtet  werden  kann. 

Ch.  Tremaux  bespricht  noch  einmal  die  Ableitung  der  Inductions- 
gesetze  aus  dem  Energieprincip®^^).  Er  meint,  die  ursprüngliche 
Darstellung  von  Helmholz'*®*)  [die  spätere®^  scheint  er  nicht  zu 
kennen]  enthalte  zwei  Fehler,  die  sich  gerade  aufheben:  einmal  sei 
die  „elektrokinetische  Energie"  nicht  berücksichtigt,  dann  sei  der 
inducirende  Strom  gegenüber  dem  inducirten  vernachlässigt.  Ein 
strenges  Verfahren,  das  sich  auf  die  Lagrange'schen  Oleichongen 
stütze,  finde  man  bei  Maxwell®*®^;  doch  könne  man  die  Sache  auch 
elementar  erledigen,  allerdings  nicht  so  vollständig,  weil  man  dabei 
den  folgenden  Satz  als  Erfahrungssatz  mit  hinzunehmen  müsse: 
wenn  der  Anfangszustand  wieder  hergestellt  ist,  ist  die  Summe  der 
durch  die  Inductionsströme  in  Bewegung  gesetzten  Elektricitätsmengen 
nuU.  Daraus  folge,  dafs  der  „elektrische  Impuls",  der  einer  Orts- 
veränderung des  inducirenden  Stromes  entspreche,  gleich  sei  der  Summe 
der  Impulse,  die  man  erhalte,  wenn  man  den  Strom  in  der  Anfangs- 
lage aufhören  und  dann  in  der  Endlage  wieder  einsetzen  lasse.  Die 
elektromotorische  Kraft  der  Induction  von  J^  auf  c/g,  -^«/f  —  £|, 
mufs  zu  <7j  proportional,  etwa  gleich  l^J^^  sein;  wird  mit 

(255)  H,  ^ 

die  inducirende  Kraft  bezeichnet,  mit  der  eine  Vermehrung  von  J^ 
um  de/j  auf  e/j  wirkt,  so  ergiebt  sich  für  eine  elementare  Verschiebung 
die  Gleichung: 

(256)  X^J^dt^J^dH^ 


8364)  nr.  12,  p.  183.    8866)  nr.  16,  p.  188. 
8356)  ann.  täl^gr.  (8)7,  1880,  p.  189. 
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also 

A,  —  5'i   und  ebenso:  X^^  H[.  (257) 

Die  Ghröisen  if^  und  H^  kann  man  aber  folgendermafsen  berechnen: 
die  kinetische  Energie  ist  jedenfalls  von  der  Form  (75),  imd  dabei 
muTs  sein: 

MJ^J^  =  /  H^J^dJi  (258) 


/^ 


also  J7|  »  —  M  u.  8.  w.     Die  beiden  von  Helmholtz  vemachlftssigten 
Terme  seien  also  tatsächlich  einander  gleich. 

Auch  Mascart^^'')  findet,  man  könne  in  natürlicher  Verall- 
gemeinerung der  Ansätze  von  Helmholtz  die  Theorie  der  elektro- 
dynamischen Indnctionsströme  einfach  an  ein  gemeinsames  Princip 
anknüpfen.  Dabei  sei  es  zweckmäfsig,  sich  der  Ausdrucksweise  der 
Kraftlinientheorie  zu  bedienen;  die  Energie  eines  Magneten  in  Bezug 
auf  einen  Strom  sei  dann  gleich  dem  Product  aus  der  Stromintensität 
J  in  den  Eraftflufs  9,  der  ausgehend  vom  Magneten  durch  den 
Stromkreis  hindurch  tritt.  Für  kleine  Verschiebungen  sei  also  die 
Arbeit  der  elektromotorischen  Kräfte  gleich  Jdtp]  das  giebt  die 
Inductionsgleichung : 

EJdt  =  J^Rdt  +  Jdtp,  (259) 

Nun  könne  man  als  allgemeines  Princip  aufstellen,  dafs  dieselbe 
Gleichung  gilt,  durch  welche  Ursache  auch  die  Veränderung  des 
Kraftflusses  hervorgebracht  sei,  und  dieses  Princip  durch  Berufung 
auf  das  Energieprincip  rechtfertigen.  Die  Anwendung  auf  die 
elektrodynamische  Induction  giebt  wieder  die  Gleichungen  (l)  und  (2). 
Eine  ausführliche  Darstellung  der  Integration  der  Inductions- 
gleichungen  für  lineare  Leiter  giebt  M.  Brillouin®'^).  Er  stellt 
für  den  Fall  eines  einzelnen  Stromkreises  die  Gleichung  (3)  unter 
Berufung  auf  Briot^'^^  an  die  Spitze  und  schliefst  aus  ihr,  dafs 
die  Selbstinductionscoefficienten  positiv  sein  müssen,  da  die  Strom- 
intensität  doch  nicht  mit  der  Zeit  über  jede  Grenze  wachsen  könne. 


8867)  Paris  C.  B.  90,  1880  p.  981 ;  eogl.  phil.  mag.  (6)9, 1880,  p.  462.  Dafs 
Helmholtz  die  fragliche  Verallgemeinerung  seines  ursprünglichen  Ansatzes 
später  ^^^^)  selbst  vorgenommen  hatte,  scheint  auch  ihm  entgangen  zu  sein. 

8358)  Paris  th^se  1880;  ann.  ^c.  norm.  (2)10,  1881,  p.  9;  Auszug  j. 
de  phys.  10,  1881,  p.  257.     Sein  TT  ist  2  X. 
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Dann  stellt  er  für  ein  System  unverzweigter  Ströme  die  allgemeinen 
Gleichungen  (5)  auf  und  giebt  für  ihre  Integration  den  Ansatz: 

(260)  •^»  =  £+2'*'"'^''' 


u 


Die  a  sind  dabei  Wurzeln  einer  determinirenden  Gleichung  Ton  der 
Gestalt  der  Gleichung  der  Sakularstörungen,  also  alle  reeU®*^).  Dafs 
sie  alle  negativ  sein  müssen,  schliefst  er  wieder  daraus,  daüs  sonst 
die  Intensitäten  über  alle  Grenzen  wachsen  könnten®'^).  Das  giebt 
Relationen  zwischen  den  Inductionscoefficienten;  aus  ihnen  folgt 
u.  a.^'^^):  ist  der  Selbstinductionscoefßcient  eines  Leiters  null,  so 
müssen  auch  seine  Goefficienten  wechselseitiger  Induction  mit  allen 
übrigen  Leitern  null  sein.  Dann  fragt  er,  unter  welchen  Umständen 
sich  aus  den  Differentialgleichungen  eine  von  den  Ableitungen 
sämtlicher  Stromintensitäten  freie  Gleichung  zwischen  den  Intensitftten 
selbst  ergeben  könne;  er  findet ®'*^),  dafs  die  dazu  erforderlichen 
Bedingungen  niemals  strenge,  sondern  immer  nur  näherungsweise 
erfüllt  sein  könnten. 

Der  zweite  Abschnitt®*^)  handelt  von  der  Induction  in  ver- 
zweigten Leitersystemen.  Brillouin  fühii  die  Werte  des  Potentials 
in  den  Knotenpunkten  ein;  auch  deren  Differenzen  müssen  sich  dordi 
Gleichungen  der  Form: 

(261)  Vp-F.-^-Bp,«""«' 

ausdrücken  lassen.  Zur  Bestimmung  der  a  hat  man  diesmal  eine 
Determinante  gleich  null  zu  setzen,  die  aus  einer  Determinante  der 
vorbin  erwähnten  Form  durch  Bänderung  mit  Zeilen  und  Kolonnen 
hervorgeht,  die  keine  anderen  Elemente  als  0  oder  i  1  enthalten®'***). 
Auch  die  Wurzeln  der  so  entstehenden  Gleichung  sind  alle  reell  ®*^). 
Brillouin  giebt  verschiedene  Umformungen  dieser  Determinante,  u.  a. 
eine  Form®^**),  in  der  nur  die  Selbstinductionscoefficienten  geschlossener 
Stromkreise  auftreten.  Schliefslich  formulirt  er  eine  allgemeine  Begel, 
nach  der  man  die  Gleichung  in  jedem  Falle  gleich  hinschreiben 
könne  ®**^.  Er  giebt  auch  hier  Untersuchungen  über  die  Mögligkeit 
des  Auftretens  einer  Relation  zwischen  den  Intensitäten  allein,  ohne 
ihre  Ableitungen*^***).     Dann  zählt  er  diejenigen  Fälle  auf,  in  denen 


8869)  nr.  8,  p.  12.  8360)  nr.  4,  p.  18.  8361)  nr.  7,  p.   14. 

8862)  nr.  16,  p.  19.  8868)  nr.  16,  p.  20.  8364)  nr.  28,  p.  26. 

8366)  nr.  24,  p.  26.  8366)  nr.  33,  p.  82.  8367)  nr.  89,  p.  84. 

8368)  nr.  46,  p.  87. 
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die  determinirende  Gleichung  höchsens  vom  4.  Orade  ist^^^);  auB- 
fUhrlich  discatirt  er  den  Fall  von  zwei  Knotenpunkten,  die  durch 
drei  Leiter  verbunden  sind®*'®),  sowie  eine  Kombination  von  fünf 
Leitern  zwischen  drei  Punkten®''*). 

Eine    andere    Note    ßrillouin's®'^'*)    betrifft    die  Verteilung    der 
Gesamtenergie  veränderlicher  Ströme  zwischen  verschiedenen  Zweigen. 
Integration  der  Gleichungen  ergiebt  zunächst  für  jeden  Leiter: 
t  t 

jE^df  =  iZ, Ci  +  [^M,,!,]  +  [ir\  +f(V, -  FJ dt,         (262) 

0  0  • 

wenn  N  die  zugetührte  Arbeit  der  elektromagnetischen  Kräfte  bedeutet, 
und  für  jeden  Knotenpunkt: 

s 

^Qr^O.  (263) 

Für  einen  geschlossenen  Stromkreis  erhält  man  eine  Gleichung  der- 
selben Form  wie  (262),  nur  ohne  das  letzte  Glied.  Die  Verteilung 
der  Energie  erfolgt  dem  Ohm'schen  Gesetz  gemäüs,  wenn  die  Total«' 
energie  der  Stromeinheit  am  Ende  wieder  dieselbe  ist  wie  zu  Anfang. 
Dann  untersucht  er  auch  den  allgemeinen  Fall®*'®)  und  entwickelt 
aus  ihm  Grundsätze  für  Messung  der  Selbstinductionscoefücienten 
durch  Beobachtung  der  Integralströme  bei  verschiedenen  Anordnungen. 
R.  T.  Glazebrook ®®'*)  behandelt  den  Fall ,  dafs  in  zwei  Zweigen 
einer  Brückencombination  Condensatoren  eingeschaltet  sind,  die  nicht 
vollständig  isoliren.  Nach  Elimination  der  Potentiale  in  den  Knoten- 
punkten handelt  es  sich  noch  um  die  Integration  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  der  Form: 

I(J  +  i?i  .^1  -  R^Ji  =  0,  (264) 

r,Ä,j;  +  (i  +  |)(/,--^|.-)  +  7=o. 

die  durch  Exponentialfunctionen  geschieht  Sind  q^  und  g^  unendlich, 
so  wird  J  =  0,  wenn  R^C^  ^  E^Ci\  für  diesen  Fall  bespricht  er 
Empfindlichkeitsfragen. 

8869)  nr.  60,  p.  40.         8870)  nr.  64,  p.  43.         8871)  nr.  66,  p.  45. 
8872)  j.  de  phys.  10,  1881,  p.  24.         8878)  p.  101. 
8874)  phil.   mag.  (6)11,  1881,  p.  870. 
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N.  Umow**'*)  kritisirt  die  üntersucbung  von  Steftui  •*•*):  die 
Zerlegung  der  Gleichnngen  in  je  zwei  sei  durch  nichts  gereolitfertigt; 
auch  sei  der  Übergang  vom  Falle  der  Lagenandenmg  zu  dem  der 
Intensitätsändening  nicht  strenge  begründet.  Er  nimmt  daher  die 
Rechnung  noch  einmal  vor^*^*),  ausgehend  von  der  Gleiehmig: 

(266)  dF+{EiJi  +  E^J^)dt  +  dip^dT+(R^Jl  +  R^Jl)di 

in  der  F  die  ftoTlsere  Arbeit  bezeichnet,  g>  denjenigen  Teil  der 
Energie,  der  nicht  durch  die  chemische  Arbeit  der  Ströme  geliefert 
wird,  T  die  Idnetiscbe  Energie  der  ponderablen  Massen.  Wird  die 
Gleichimg  in  der  Form  geschrieben: 

(267)  {EiJ^-R^Jl)dt  +  {E^J^--R^Jl)dt  +  dip'^dT'-dF', 

so  bezeichnet  er  ihre  linke  Seite  als  das  disponible  Quantum  innerer 
Energie.  Daneben  stellt  er  dann  den  Ausdruck  des  elektrodynamischeii 
Potentials 

(268)  TT  -  -  4  (iic/J  +21f  JjJg  +  X,^) 

und  die  Gleichung  der  Energie  für  die  ponderablen  Teile: 

(269)  dT^dF-d^n. 

in  der  d^n  diejenige  Änderung  von  n  bezeichnet,  die  durch  die 
Änderung  der  Configuration  allein  hervorgebracht  wird.  Vaxüien 
E^  und  J^  allein,  so  variirt  auch  die  disponible  innere  Energie, 
ihre  Variation  muIJs  aber  null  sein,  wenn  elektromotorische  Kmft 
und  Stromstärke  durch  das  Ohm'sche  Gesetz  mit  einander  verbunden 
sind,  d.  h.  wenn  B^dJ^  »  dE^  ist;  das  giebt  die  Gleichung: 

(270)  (-B,  -  B^j;)  dt  +  dj^r^^O. 

Ebenso  wird  eine  entsprechende  Gleichung  für  die  Gröfsen  mit  dem 
Index  2  abgeleitet;  Elimination  ergiebt  dann: 

(271)  rf9«-d^7t  +  /id^J  +J^d^J. 

Werden  die  geforderten  Operationen  ausgeführt,  so  erkennt  mn.n^ 
dafs  die  rechte  Seite  nur  dann  ein  vollständiges  Differential  ist» 
wenn  9  =  jr  ist;  w.  z.  b.  w. 


8876)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  18,  1881,  p.  186.         8876)  p.  187. 
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Fr.  Kolacek®*")  discutirt  Condensatorversuche  von  v.  Ottingen» 
Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Differentialgleichungen: 

Kolacek  giebt  die  allgemeine  Lösung  und  bespricht  verschiedene- 
specielle  Fälle. 

Eine  Theorie  der  elektrodynamischen  Induction  von  J.  Montier**'®) 
benutzt  zur  Ableitung  der  Gleichung  (3)  den  Clausius'schen  Begriff" 
des  Virials. 

M.  Brillouin**'*)  fahrt  die  von  Maxwell®^  angedeuteten 
Methoden  zur  Vergleichung  von  Inductionscoefficienten  näher  aus; 
doch  beschränkt  er  sich  auf  solche  Methoden,  bei  welchen  nur  das- 
Galvanometer  erforderlich  ist,  bei  welchen  man  also  nur  die  Intensität 
des  stationären  Stromes  und  den  Gesamtbetrag  der  von  einem 
instantanen  Stromstofs  transportirten  Elektricitätsmenge  zu  messen 
braucht.  Zunächst  recapitulirt  er  noch  einmal  die  allgemeinen  Sätze; 
namentlich  bespricht  er  die  Frage,  ob  man  auch  bei  veränderlichen 
Strömen  die  mit  dem  Galvanometer  gemessene  Stromstärke  mit  dem 
flux  der  statischen  Elektricität  indentificiren  dürfe  ***^.  Man  konmi» 
dabei  auf  Schwierigkeiten:  wenn  man  sich  vorstelle,  dafs  ein  Knoten- 
punkt des  Leitungsnetzes  mit  einem  Körper  von  grofser  Capacität 
verbunden  sei,  müsse  diesem,  damit  er  am  Schlüsse  das  Potential 
F  habe,  eine  Elektricitätsmenge  CV  zugeführt  sein;  infolge  dessen 
könne  fär  einen  solchen  Knotenpunkt  nicht  während  des  ganzen 
Processes  die  Gleichung  ^  J  ^  0  gelten.  Sie  gelte  vielmehr  nur 
für  den  Int«gralstrom  zwischen  zwei  Zeiten,  in  welchen  die  Potential- 
verteilung denselben  Wert  hat.  Anderseits  würde  man  aber  doch 
aus  den  elektromagnetischen  Gesetzen  [durch  Grenzübergang  von  einem 
körperlichen  Leiter  her]  folgern,  dafs  diese  Gleichung  auch  in  diesem 
Falle  gelten  müsse  ^^*^).  Man  müsse  also  entweder  annehmen,  diese 
Gesetze  seien  für  veränderliche  Ströme  andere  als  für  constante; 
oder  dafs  die  elektromagnetisch  gemessene  Intensität  nicht  in  jedem 
Augenblick  dem  flux  proportional  sei;  oder  man  müsse  mit  Maxwell 
die    Polarisation  des  Dielectricums   mit    in    Rechnung    ziehen.      Die 


8377)  Prag  böhm.  GesellBch.  Ber.  1882,  p.  460;  tschechisch. 

8378)  bull.  Boc.  philom.  (7)7,  1882,  p.  22;  mir  nur  durch  das  Referat 
ßeibl.  7,  p.  648  zugänglich. 

8879)  Paris  th^se  1882;  ann.  ec.  norm.  (2)11,  1882,  p.  839;    Auszüge 
Paris  C.  R.  93,  1881,  p.  1010;  94,  1882,  p.  486. 
8380)  nr.  5,  p.  843.         8381)  nr.  6,  p.  344. 
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Versuche  gestatteten  nicht  zwischen  den  beiden  letzten  Hypothesen 
zu  entscheiden,  da  man  immer  nur  den  Integralstrom  gemessen  habe; 
eine  direkte  Prüfung  der  ersten  Möglichkeit  sei  noch  sehr  zu  wünschen. 
Versuche  mit  dem  Differentialgalvanometer  müfsten  allerdings  einen 
Unterschied  zwischen  der  2.  und  3'.  Hypothese  aufweisen:  aber  er 
sei  der  CapacitJit  proportional  un^  also  nur  unter  besonderen  Um- 
ständen merklich^'®').  Entsprechende  Bemerkimgen  giebt  er  dann 
auch  für  die  Induction  zweier  Stromkreise  aufeinander®*^).  Auf 
Grund  dieser  Erwägungen  stellt  er  die  Gleichimgen  für  den  Integral- 
strom direkt  auf  und  erklärt  dann®*^),  wenn  man  von  ihnen  zu  den 
Differentialgleichungen  übergehen  woUe,  müsse  man  genau  genommen 
noch  Glieder  hinzufilgen,  die  bei  der  Integration  zwischen  zwei 
stationären  Zuständen  wegfielen.  Immerhin  seien  die  Differential- 
gleichungen auch  schon  ohne  Zusatzglieder  im  Einklang  mit  den 
Versuchen  über  die  zweckmäfsigste  Gommutatorstellung,  die  aus  den 
Gesetzen  des  Integralstroms  nicht  entnommen  werden  könne. 

Nach  diesen  allgemeinen  Auseinandersetzungen  discutirt  er  dann 
eine  große  Anzahl  specieller  Anordnungen,  aber  immer  nur  in  Bezug 
auf  die  Gesetze  des  Integralstroms,  ohne  den  zeitlichen  Ablauf  im 
einzelnen  zu  verfolgen.  Nachher  bespricht  er  noch  den  Einfluß  der 
Gapacität®*®^):  Ist  ein  Knotenpunkt  des  Netzes  mit  einem  Condensator 
von  der  Ladung  Q  verbunden,  so  ist  für  einen  solchen  Punkt  die 
Gleichung  Vg  =»  0  durch  ^q  =  Q  zm  ersetzen.  Man  kann  dann 
jede  der  Elektrizitätsmengen  q  als  Summe  von  zwei  andern  q^  und  q^ 
ansehen,  von  denen  die  erstere  den  gewöhnlichen  Gesetzen  der 
Strom  Verzweigung  in  einem  Netze  ohne  Capacität  genügt,  während 
die  zweite  in  jedem  Knotenpunkt  die  Gleichung  5*^2  ==*  Q  ^nd 
für  jeden  geschlossenen  Stromkreis  die  Gleichung  ^Bq^  =»  O  be- 
friedigt. Diese  letzteren  Bestandteile  hängen  also  nur  von  den 
Oapacitäten  und  den  Widerständen,  nicht  von  den  Inductions- 
€oef6cienten  ab.  Schließlich  zeigt  auch  er®^®),  daß  Einschaltung 
einer  Capacität  im  Nebenschluß  dieselbe  Wirkung  hat,  wie  Ver- 
minderung der  Selbstinduction  um  Cr^,  unter  r  den  Widerstand 
desjenigen  Teiles  der  Leitung  verstanden,  der  zwischen  den  mit 
den  Condensatorplatten  verbundenen  Stellen  liegt. 

0.  Heaviside®^^)  setzt  für  zwei  Leiter  die  allgemeinen  Glei- 
chungen   an,    berechnet    aus    ihnen    die   Stärke   des   Integralstromes 


8382)  nr.  8,  p.  346.         8388)  nr.  9,  p.  847.         8384)  nr.  16,  p.  862. 

8885)  Kap.  VI,  nr.  78,  p.  404.         8386)  nr.  79,  p.  409. 

8387)  J.  telegr.  eng.  9?  1881?,  p.  427;  paper»  1,  nr.  5,  p.  120. 
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und  Tergleicht  sie  mit  der  Größe  der  Wirkung  der  elektrostatischen 
Influenz.  Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Falle  beliebig  vieler  linearer 
paralleler  Leiter,  in  denen  Stromstärke  usw.  auch  vom  Orte  abhängt  ^*^): 
er  setzt  die  Gontinuitätsgleichungen  an: 

dx  "•"    dt 

dazu  die  Relationen  zwischen  den  Potentialen  und  den  linaren 
Dichtigkeiten : 

endlich  die  zwischen  den  Potentialen  und  den  Stromstärken: 

Elimination  der  Stromstärken  giebt  dann  zunächst  Gleichungen 
der  Form: 

'^f-«Av+^«,.i;:r,       («6) 

und  nun  können  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (274)  entweder  die 
Potentiale  oder  die  Dichtigkeiten  eliminirt  werden;  das  letztere 
giebt  etwas  einfachere  GoefQcienten.  Hat  man  nur  mit  einem  Leiter 
zu  tun,  so  kommt  man  fOr  das  Potential  auf  die  Gleichung  (222): 
ihre  „allgemeine  Lösung^^  schreibt  er  jetzt  in  der  Form: 

V  ^  sin  {%Tjx  +  h){Ae^^'  +  Be^*),  (211) 

wo  y  beliebig  gewählt  werden  kann  und  dann  D^,  D^  die  beiden 
Wurzeln  der  in  D  quadratischen  Gleichung 

CLD^  +  CBD  -  V«  =  u  (278) 

sind.  Ist  der  Draht  beiderseits  abgeleitet,  so  muß  in  ihr  y  gleich 
einer  ganzen  Zahl  /^  6  »  0  genommen  werden;  die  Lösung  kann 
dann  geschrieben  werden: 

V  =  c-^'  sin  nx{A  cos  g^  +  -B  sin  qt)  (279) 
mit                                                                              

und  Heaviside  zeigt,  dals  dieses  q  bei  den  in  der  damaligen  Praxis 
vorliegenden  Verhältnissen  in  der  Tat  reell  ausfällt.  Aus  diesen 
Lösungen     kann    dann    durch    Reihenentwicklung    eine    solche    zu- 


8388)  nr.  18,  n.  129. 
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sammengesetzt  werden,  die  willkürlichen  Anfangsbedingungen  genügt. 
Sind  die  Bedingungen: 

(281)    F^OfOrrc— limdfür<«0,      7=lfÖrrc=»0, 

so  kann  das  mit  Hülfe  der  Oleicbung  §  15,  (8)  geschehen.  Die 
sich  ergebende  Formel  findet  er  „not  very  intelligible  without  study''; 
er  discutirt  daher  zunächst  den  Fall,  daüs  j> »  0  gesetzt  und  daCs  1/4 
im  Ausdruck  von  q  yemachlässigt  werden  kann.  Dann  ISXst  sich 
die  Reihe  [mit  Hülfe  von  Fourier's  Gleichung  §  38,  (24)]  summiren; 
imd  zwar  wird  erhalten: 


(282)  V  - 


1   far   0<x<tlYCL, 
0     „     tiyÖL  <z<n. 


Das  stellt  er  zunächst  graphisch  dar;  nachher  erläutert  er,  wie  die 
in  den  Figuren  auftretenden  scharfen  Ecken  sich  abstumpfen,  wenn 
man  den  Factor  exp  (— i>0  ^oiAi  zufftgt®^*). 

Hat  man  mit  zwei  gleichen  Drähten  zu  tun,  so  sind  wie  in 
dem  p.  1483  besprochenen  Falle  Fj  ±  F^  als  neue  Variable  ein- 
zuftlhren,  die  dann  einzeln  Gleichungen  der  Form  (222)  genü^n^ 
nur  mit  C  ±  C^,  statt  C  und  L  ±^  M^^  statt  L.^^)  Der  allgemeine 
Fall  beliebig  vieler  Drähte  ^'^^)  läfst  sich  ebenfalls  analog  behandeln 
wie  ohne  Induction;  an  die  Stelle  der  in  den  Gleichungen  §  108,  (239) 
angegebenen  Werte  treten: 

(283)   ^"  --V*  +  C,R,D  +  (C, i,  +  (7„M,,  +  •  •  ■)B' , 

Wird  dann  in  der  Gleichung  §108,  (240)  iy  =« «  gesetzt  und 
werden  die  2tn  zugehörigen  Werte  der  D  durch  die  Gleichung 
§  108,  (235)  bestimmt,  so  erhält  man  Lösungen  der  Form: 

F,  =  sin  (nx  +  b){A,e^^*  +  Ä,e^^*  +  •  •  •). 


Zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  A^i B^:  .  .  .\  A^iB^i  .  .  .'^  ... 
erhält  man  dabei  diu'ch  Einsetzen  lineare  Gleichungen;  die  zulässigen 
Werte   von   n  und   h   ergeben   sich   aus  den  Grenzbedingungen;    aus 

8889)  Eine  Note  von  1892  fuhrt  das  noch  näher  aus:  die  Behandlung 
des  Falles  V^^l  —  x  für  t  =  0  wird  1892  nicht  nur  ergänzt,  sondern 
auch  berichtigt  (p.  184). 

8890)  nr.  14,  p.  186.         8891)  nr.  16,  p.  186. 
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den  so  gebildeten  Elementarlösungen,  deren  jede  noch  2  m  disponible 
Konstante  enthält,  lassen  sich  dann  Lösungen  zusammensetzen,  die 
beliebigen  Anfangsbedingungen  genügen. 

Ist    ungenügende    Isolation    zu    berücksichtigen,    so    sind    die 
Gontinuitätsgleichimgen  (273)  zu  ersetzen  durch  ^^^^j: 

S  +  If  +  ^^^  -  0.  (285) 

Die  Gleichung  für  das  Potential  in  einem  einzelnen  Leiter  wird  dann: 


dx' 


(^  +  ^Ä)(^+^I?)^-  (2««) 


Kann  C  gegen  L  vernachlässigt  werden,  so  nimmt  die  Lösung 
dieselbe  Form  an,  wie  §  1U8,  (246),  nur  mit  anderer  Bedeutung 
der  Konstanten;  andernfalls  ist  eine  elementare  Lösung: 

F  =-  sin  (nx  +  h)e''P*{A  cos  g<  +  J9  sin  qt)  (287) 

mit: 

B 


2X 


+  /c'  '-tV^(»'+^^)-Ki+^'  (2««) 


Auf  Gleichungen  derselben  Form  wie  (286)  kommt  man  auch,  wenn 
man  im  Falle  zweier  gleicher  Drähte  wieder  Fj  ^  Fj  als  neue 
Unbekannte  einführt. 

Eine  schon  1882  aufgesetzte,  aber  erst  1892  publicirte  Ab- 
handlung Heaviside's^^^^)  behandelt  veränderliche  Ströme  in  einem 
linearen  Leiter  unter  der  allgemeinen  Voraussetzung,  dafs  die 
physikalischen  Eigenschaften  Functionen  des  Ortes  seien.  Aus  den 
Differentialgleichungen  (221)  ergiebt  sich  unter  dieser  Voraussetzung 
durch  Elimination  für  die  Stromstärke  die  Gleichung: 


8892)  nr.  18,  p.  139. 

8398)  papers  1,  p.  141.  Heaviside  selbst  sagt  von  dieser  Abhandlung 
(hier  a.  p.  VÜ),  dafs  sie  von  seinen  früheren  Untersuchungen  zu  den 
späteren,  von  MaxwelFs  allgemeiner  Theorie  ausgehenden  hinüberleite. 
In  der  Tat  erleichtert  sie  das  Verständnis  der  letzteren  wesentlich,  indem 
sie  manches  ausfuhrt,  was  dort  wie  selbstverständlich  behandelt  wird; 
man  hat  manchmal  geradezu  den  Eindruck,  als  sei  es  Heaviside  nicht 
immer  gegenwärtig  gewesen,  dafs  er  diese  Untersuchungen  ja  nicht 
publicirt  gehabt  hatte. 
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und  für  das  Potential: 

Es  ist  daher  in  diesem  Fall  bequemer,  mit  (289)  oder  auch  mit 
den  simultanen  Oleichongen  (221)  zu  operiren.  Heayiside  setzt 
zunächst  Elementarlösungen  der  Form  an®***): 

(291)  V=^ue^*,     J^we^*, 

in  denen  D  eine  Gonstante,  u,  w  Functionen  von  x  bedeuten; 
tr  mufs  dann  der  Differentialgleichung  genügen: 

und  u  bestinunt  sich  dazu  vermöge: 

(''')  « = w  ä:  • 

Die  zulässigen  Werte  von  D  ergeben  sich  aus  den  Orenzbedingangen; 
sind  D^,  2>2  zwei  von  ihnen,  so  führt  partielle  Integration  und 
Berücksichtigung  der  Differentialgleichungen  zu  dem  Integraltheorem: 

(294)  f  {Cu^u^  —  Lw^Wi)dx-^  D  —D   ^^^i'~^i^^' 
und  dann  Grenzübergang  noch  zu  dem  weiteren: 

(295 )  C{Cu*  -  Lu*)dx  =  [«''^"'^]- 

Das  erstere  drückt  die  Differenz  zwischen  der  gegenseitigen  potentiellen 
und  der  gegenseitigen  kinetischen  Energie  der  beiden  Lösungssysteme 
durch  die  Werte  von  Stromstärke  und  Potential  an  den  Enden  ans; 
berücksichtigt  man  die  in  den  Endapparaten  vorhandene  Energie, 
so  kann  man  auch  sagen:  die  gegenseitige  potentielle  Energie  zweier 
solcher  Lösungen  ist  ihrer  gegenseitigen  kinetischen  Energie  bestandig 
gleich.  Durch  Einführung  des  Begriffs  der  „Dissipativität^^  läfst  sich 
dieser  Satz  noch  in  zwei  andern  äquivalenten  Formen  aussprechen. 
Die  Orenzbedingungen  schreibt  er  hier  in  der  allgemeinen 
Form»«»): 

(296)  QoV-^oJ^     Qiy-i\J. 


8894)  nr.  2,  p.  142.         8896)  nr.  3,  p.  144. 
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in  der  die  P,  Q  Functionen  des  Operators  c/ct  bedeuten.  Jede 
Elementarlösnng    (u,  u^    enthält  noch   zwei   willkürliche   Gonstante: 

u^aG  +  hH,     w^al+bJ-,  (297) 

durch  Elimination  dieser  Constanten  erhält  man  die  determinirendj» 
Gleichung: 

{Q,G, - Po/„)(P,/,  -  Q,E,)  =  (Po/„  -  Q^H^XQ, G,  - P,/,)    (298) 

zur  Bestimmung  der  zulässigen  Werte  Ton  D.  Die  Integraltheoreme 
erlauben  dann  die  Bestimmung  der  Coefficienten  in  den  Entwicklungen 
einer  willkürlichen  Function  nach  diesen  Elementarlösungen  ®*^); 
die  dabei  sich  ergebende  Formel  läfst  sich  so  aussprechen:  die 
Differenz  zwischen  der  gegenseitigen  potentiellen  und  der  gegen- 
seitigen kinetischen  Energie  des  gegebenen  Anfangszustandes  und 
eines  Normalsystems  ist  doppelt  so  grofs  als  die  Differenz  der  beiden 
Energien  des  Normalsystems  selbst.  Vermöge  der  Bedingungen 
(296)  nimmt  dann  die  rechte  Seite  von  (294)  die  Form  an: 

in  der  z.  B.  Pq^  das  Resultat  der  Substitution  der  Konstanten  2)^ 
an  Stelle  des  Symbols  c/ct  in  Pq  bedeutet.  Die  Division  mit 
D^  —  D^  läfst  sich  ausführen,  und  das  Resultat  lälst  sich  auf  die 
Form  bringen: 


am  einfachsten  indem  man  erst: 


.%dPlQ 
BD 


iT'—-,-  (301) 


auf  die  Form  ^r^ilip)  bringt.     Sollen  dann®*^)  die  Coefficienten 
der  Entwicklungen 

bestimmt  werden,  so  definirt  er  Gröfsen  E^  durch 

K  ^^AfrW;  (303) 


8396)  nr.  4,  p.  146.         8897)  nr.  6,  p.  146. 
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damit  erbftlt  er: 

(304)  ^-{/^^""  ~  ^"'^''''  -2^/t-D.} 

-^-[«-'Äl^-I)]- 

Daraus  bestimmen  sich  die  Ä^\  die  den  [zusammen  yertrftglichen] 
Anfangsbedingungen   V  '^  U^  J  =^  W  genügende  Lösung  wird: 

<305)  r^^Ay-'u,,     J-^Ay-'w,, 

und  an  Stelle  der  Gröfsen  E^  treten  die  OröDsen 

(306)  ^-^^./;(D,)e''-'- 

fl 

Für  ^  B=  0,  aber  nicht  für  ^  >  0  können  die  E  aus  den  Ausdrücken 
auch  weggelassen  werden,  indem  fOr  das  Innere  des  Intervalls, 
wenn  auch  nicht  an  seinen  Grenzen,  die  Identitäten  besteben: 

(307)  ^fr^M'-O,      2'^,(2)J^-0. 


n 


in  denen  M^  den  Factor  von  A^  in  der  Gleichung  (304)  bedeutet. 
Was  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Entwicklung  einer 
willkürlichen  Function  in  die  hier  angesetzten  Reihen  betrifft,  so 
meint  er^^):  mathematisch  sei  die  Frage  schwer  zu  beantworten. 
Physikalisch  sei  man  zunächst  geneigt  zu  sagen:  das  Problem  hat 
doch  sicher  eine  Lösung;  die  Lösung  verlangt,  dafs  die  Entmcklong 
Torgenommen  wird;  also  mufs  die  Entwicklung  möglich  sein.  Aber 
damit  könne  man  sich  doch  noch  nicht  zuMeden  geben:  einerseits 
seien  solche  Entwicklungen  auch  möglich,  wenn  man  den  Gonstanten 
physikalisch  unzulässige  Werte  beilege;  anderseits  könne  man  auch 
Functionensysteme  ausfindig  machen,  nach  denen  eine  Entwicklung 
nicht  möglich  sei.  Z.  B.  sei  es  nicht  möglich,  eine  willkürliche 
Function  nach  den  Functionen  sin  ao;  zu  entwickeln,  wenn  die 
a  Wurzeln  einer  Gleichung  der  Form  cos  a  ■=  consi  sind.  Man 
müsse  also  namentlich  genauer  feststellen,  welche  Grenzbedingungen 
zulässig  seien  und  welche  nicht.     Der  einfachste  Weg,  um  zu   einer 


8S98)  nr.  6,  p.  148. 
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logischen  und  legitimen  Überzeugung  zu  gelangen,  sei,  dafs  man 
auf  die  Theorie  der  gewöhnlichen  linearen  DifTerentialgleiehungen 
zurückgehe,  also  zunächst  ein  System  mit  einer .  endlichen  Anzahl 
von  Freiheitsgraden  ins  Auge  fasse,  im  vorliegenden  Fall  ein  System, 
das  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Condensatoren  und  Inductions- 
rollen  bestehe.  In  diesem  Falle  bedürfe  die  Möglichkeit  der  Zer- 
legung eines  beliebig  gegebenen  Anfangszustandes  in  n  Normal- 
zustände keines  Beweises,  man  brauche  dazu  nur  n  Constante  aus 
n  Gleichungen  zu  bestimmen  [dafs  hier  schon  Schwierigkeiten  auf- 
treten können,  davon  redet  er  nicht].  Der  Grenzübergang  zu  n=^oc 
macht  ihm  dann  keine  Skrupel:  „since  a  breach  of  continuity  is 
out  of  question"®'^).  Dabei  kommt  er  zu  der  Überzeugung,  dafs 
die  Functionen  P  und  Q  in  (296)  rationale  ganze  Functionen  des 
Differentialsymbols  sein  müssen.  Damit  sei  erklärt,  weshalb  die 
vorhin  angeführte  Entwicklung  nicht  möglich  sei:  die  Gleichung 
cos  a  =  const.  könne  sich  aus  keiner  Grenzbedingung  dieser  Form 
ergeben.  Dagegen  führe  der  Grenzübergang  zu  der  Erkenntnis,  dafs 
die  Entwicklung  auch  möglich  sei,  wenn  die  Constanten  in  den 
Grenzbedingungen  physikalisch  unzulässige  Werte  hätten.  Daran 
schliefst  er  noch  ein  paar  specielle  Bemerkungen:  Functionen  mit 
Discontinuitäten  will  er  durch  solche  „mit  unendlich  steilem  Anstiegt 
ersetzt  wissen;  auch  giebt  er  einige  Andeutungen,  wie  für  den  Fall 
zu  verfahren  sei,  dafs  die  determinirende  Gleichung  gleiche  Wurzeln 
hat,  sodals  der  Ausdruck  (296)  versagt. 

Nach  der  schon'***)  besprochenen  Behandlung  von  Fällen  ohne 
jede  Selbstinduction  wendet  er  sich  dann^^)  zu  solchen,  in  welchen 
zwar  die  Linie  von  Selbstinduction  frei  angenommen  ist,  aber  auf 
die  der  Endapparate  Rücksicht  genommen  werden  mufs.  Ist  das 
Ende  a?  =  0  durch  eine  Rolle  von  der  Selbstinduction  Xq  und  dem 
Widerstand  JBq  mit  einem  Gondensator  von  der  Capacität  Cq  ver- 
bunden, dessen  andere  Platte  zur  Erde  abgeleitet  ist,  und  dessen 
Potential  Vq  heifse,  so  gelten  dort  die  Bedingungen: 


8399)  Seine  rhetorische  Frage  „we  may  now  well  ask,  not  whether 
the  decomposition  is  posrible,  but  what  is  there  to  prevent  it?**  erinnert 
sehr  an  die  ganz  ähnliche  Frage  Daniel  Bemoullis^^^,  den  Heaviside 
doch  sicher  nicht  gelesen  hat. 

8400)  nr.  11,  p.  167. 
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Durch  Elimination  von  Vq  und  unter  Benutzung  der  Differential- 
gleichung von  V  erhält  man  eine  Grenzbedingung  der  Form  (bei 
£inftlhrung  neuer  Bezeichnungen  für  die  Gonstanten): 

(308)  0  =  l|i'  -  rJ^'^  +  rml'';i,  +  rs/^- 

Ist  die  Linie  andererseits  zur  Erde  abgeleitet,  so  giebt  das  die 
determinirende  Gleichung: 

(309)  tg  a  =  —   ^   +ma  —  sa^. 

Ist  Lq  von  0  verschieden,  so  können  hier  ein  oder  zwei  Paare 
von  imaginären  Wurzeln  auftreten.  Heaviside  imtersucht  zunächst®^*) 
den  speciellen  Fall,  dafs  Cj  =  cx),  7?j  =  0  ist;  die  determinirende 
Gleichung  reducirt  sich  dann  auf: 

(310)  tga  =  5a^ 

Er  entninmit  früheren  Untersuchimgen  [die  hier  zusammen  mit 
andern  über  unharmonische  trigonometrische  Reihen  besprochen 
werden  sollen],  das  Resultat,  dafs  diese  Gleichung  für  5==  1,  47  .  .  . 
ein  Paar  imaginärer  Wurzeln  hat.  Sein  Versuch,  sie  ftlr  eine  un- 
endlich lange  Linie  zu  bestimmen,  beruht  wieder  auf  dem  schon  ^^^) 
erwähnten  Fehlschlufs;  er  meint  übrigens,  der  sich  ergebende 
Ausdruck  für  den  Integralstrom  müsse  sich,  wenn  nicht  anders, 
durch  die  Methode  der  Partialbruchzerlegung  veriüciren  lassen. 

Wirkt  die  Rolle,  durch  die  die  Linie  abgeleitet  ist,  inducirend 
auf  eine  zweite  Rolle,  vom  Widerstand  JR^,  Selbstinductions- 
coefficienten  L^  und  Coefficienten  der  gegenseitigen  Induction  Jlf, 
und  besitzt  der  Condensator  die  endliche  Leitfähigkeit  7^^,  so  hat 
man  statt  der  Gleichungen  (307)  die  folgenden  **^^): 

Elimination  von  v^  und  e/j  führt  zu  einer  Gleichung  zwischen 
V  und  J\  wird  in  ihr  F=sin(^jc  +  h)  gesetzt,  so  liefert  sie 
einen  Ausdruck  von  tg  h  durch  ^;  ist  am  andern  Ende  ein  Apparat 
derselben  Art  vorhanden,  so  erhält  man  für  tg  {Iz  +  6)  einen 
Ausdruck  derselben  Form  und  durch  Elimination  von  h  die  de- 
terminirende  Gleichung    für    z.      Die   Bestimmung    der   Coefficienten 


.^401)  nr.  12,  p.  169.  8402)  nr.  13,  p.  161. 
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in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach  den  so 
bestimmten  Normalfunctionen  führt  er  auf  zwei  verschiedene  Arten 
aus,  einmal  unter  direkter  Benützung  der  Details  der  Endapparate, 
dann  ohne  diese,  nur  mit  Hilfe  der  Bedingungsgleichungen.  Er 
weist  darauf  hin,  dafs  man  aus  diesen  letzteren  die  Details  der  End- 
apparate nicht  ersehen  könne,  wenigstens  dann  nicht,  wenn  man, 
wie  hier  geschehe,  die  dielektrische  Verschiebung  im  umgebenden 
Mittel  ignorire. 

Dann  wendet  er  sich  zum  Einfluis  „eingeprägt-er**  elektro- 
motorischer Kraft**®').  Hat  eine  solche  eine  gewisse  Zeit  eingewirkt, 
so  erlauben  die  bereits  abgeleiteten  Formeln  die  Verteilung  X  zur 
Zeit  t  nach  ihrem  Aufhören  zu  bestimmen,  ebenso  den  Endzustand  Xq; 
Xq  —  X  giebt  dann  den  Zustand  zur  Zeit  i  nach  dem  Anlegen 
der  Constanten  Kraft.  Der  Einflufs  einer  nur  während  eines  Zeit- 
elementes dt  angelegten  Kraft  kann  dann  dadurch  erhalten  werden, 
dafs  man  statt  dessen  zur  Zeit  /  die  Kraft  E  und  zur  Zeit  t  +  dt 
die  Kraft  —  E  anlegt  und  beide  andauern  läTst.  Durch  Integration 
erhält  man  schliefslich  den  Einßufs  einer  nach  Ort  und  Zeit  ver- 
änderlichen Kraft.  Dazu  ist  erforderlich,  dafs  man  die  Potential- 
verteilung kennt,  die  durch  die  Einheit  der  elektromotorischen 
Kraft  hervorgebracht  wird,  wenn  sie  an  der  Stelle  fl?j  wirkt;  diese 
letztere  kann  ohne  Reihenentwicklungen  bestimmt  werden,  wenn 
man  zunächst  den  Fall  ins  Auge  fafst,  dafs  an  der  Stelle  x^  ein 
Condensator  eingeschaltet  ist,  und  dann  die  Capacität  dieses 
Condensators  über  alle  Grenzen  wachsen  läfst. 

Aus  dem  Abschnitte  über  Induction  bei  Mascart  und  Joubert^^^^) 
sind  für  uns  nur  etwa  zu  erwähnen:  die  ausführliche  Darstellung  der 
Condensatorenentladungen^^),  die  Behandlung  der  Induction  in  einem 
offenen  Stromkreis,  dessen  Enden  mit  den  Platten  eines  Condensators 
verbunden  sind^°^),  endlich  die  Sätze  über  die  Teilung  des  Integral- 
stromes ®**^*). 

In  einer  anonymen  Darstellung  der  Theorie  der  Dynamo- 
maschinen werden  die  Inductionsgesetze  in  der  Weise  abgeleitet®*®'), 
dafs  erst  die  Tatsache  constatirt  wird,  dafs  bei  Drehung  eines 
Stromes  um  eine  Axe  in  einem  Magnetfeld  Arbeit  geleistet  oder 
gewonnen   wird  entsprechend  der  Anzahl  der  ein-  oder  austretenden 


8408)  nr.  14,  p.  164. 

8404)  nr.  636,  p.  478  der  deutschen  Übersetzung. 

8405)  nr.  646,  p.  489.         8406)  nr.  647,  p.  491. 
8407)  electrician  9,  1882,  p.  5. 
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Kraftlinien,  und  dafs  dann  diese  Arbeit  beim  Ansatz  der  Energie- 
gleichimg  in  Rechnung  gebracht  wird.  Weiterhin®*^)  wird  die 
Selbstinduction  analog  behandelt.  [Die  Darstellung  ist  übrigens 
insofern  uu vollständig,  als  von  der  auf  ponderomotorische  Wirkungen 
yerwendeten  Energie  nicht  die  Bede  ist]. 

Lord  Rayleigh^^^)  macht  noch  einmal  darauf  aufinerksam^ 
dafs  man  aus  dem  Verschwinden  des  Tntegralstroms  nicht  darauf 
schliefsen  könne,  dafs  der  Strom  auch  in  jedem  einzelnen  Augenblick 
null  ist.  Speciell  bespricht  er  den  Fall,  dafs  ein-  und  derselbe 
primäre  Strom  gleichzeitig  inducirend  auf  zwei  secundäre  Stromkreise 
wirkt,  deren  gegenseitige  Induction  vernachlässigt  wird. 

A.  Seydler^^^)  kommt  noch  einmal  auf  die  Beziehungen 
der  elektrodynamischen  Erscheinungen  zum  Energieprineip  zur&ck. 
Er  hebt  vor  allem  hervor,  dafs  aus  diesem  Princip  die  Existenz 
einer  ,^Potentialfunction  S"  ^"or  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Kräfte  zusanunen  gefolgert  werden  könne,  nicht  die  Existenz 
einzelner  solcher  Functionen  fttr  die  verschiedenen  Kraftarten**^). 
Weiter  setzt  er  auseinander:  wenn  P  das  Potential  zweier  Strom- 
kreise aufeinander  ist,  kann  die  Elementararbeit  der  pondero- 
motorischen  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  ebensowohl  in  der 
Form: 

(312)  —  J^J^dP -  J^FdJ^  -  J^PdJ^ 

als  in  der  Form 

(313)  -I-  J^J^dP—J^d{PJi)  -  Jid(PJ^) 

geschrieben  werden^*').  Sollen  dann  die  Wirkungen  der  einzelnen 
Kräfte  getrennt  abgeleitet  werden  können,  so  muß  die  Energie- 
gleichung in  mehrere  einzelne  Gleichungen  gespalten  werden;  indem 
er  das  versuchsweise  unter  Benutzimg  zuerst  der  Form  (312), 
dann  der  Form  (313)  macht,  findet  er,  dafs  zwar  nicht  die  erste, 
wohl  aber  die  zweite  mit  Hilfe  einer  einfachen  Nebenannahme  zu 
den  richtigen  Formeln  führt.  Die  der  Selbstinduction  entsprechenden 
Glieder  fügt  er  nachträglich®*^')  bei.  Dann  behandelt  er  Magneto- 
in duction®*^*):  , Jedenfalls  wird  es  gut  sein,  hier  ein  Glied  beizufügen, 
das  die  innere  Energie  der  Molekularströme  repräsentirt.^*    SchlielsHch 


8408)  ib.  11,  1883,  p.  390. 

8409)  Brit.  asBOc.   rep.   f.  1883,  p.  444;   electrician  11,   1888,    p.  620; 
papers  2,  p.  228. 

^<410)  Prag,  tschech.  Ber.  1888,  p.  236.         8411)  p.  237. 
8412)  p.  241.         8413)  p.  244.         8414)  §  2,  p.  246. 
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bespricht  er  die  ursprüngliche  Darstellung  von  Helmholtz'*®*)  [die 
spätere^®*)  scheint  auch  er  nicht  zu  kennen]:  er  meint ^^),  bei 
Helmhol tz  fehle  die  elektrodynamische  Arbeit,  und  hält  die  dann 
von  Helmholtz  vorgenommene  Vernachlässigung  der  Stromintensität 
in  dem  einen  Kreise  für  unerlaubt. 

J.  Fröhlich®*^')  benutzt  das  Dynamometeritu  absoluten  Wider- 
standsmessungen. Er  erhält  durch  Integration  aus  den  Differential- 
gleichungen (9),  (lO): 

Er(h-t;)^R^fj,dt  +  L(J^-J,<-0^)  +  M{J,-J,'-'>^),  (314) 

dann  aber  auch: 

E^Cj^dtr=B^Cj\dt  +  \L{J\  -  Ji^») +-2^/^/1  Jidf.         (316) 

und  drei  analoge  Gleichungen.  Er  nimmt  als  Grenzen  zwei  Momente, 
in  denen  die  Ströme  stationär  sind  und  sucht  dann  Combinationen 
der  Gleichungen  auf,  aus  denen  die  Inductionscoefficienten  heraus- 
fallen. Weiterhin®*^')  giebt  er  auch  die  allgemeinen  Integrale  seiner 
Gleichungen,  bemerkt,  dafs  die  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung 
hier  immer  reell  sind,  und  bestimmt  die  Integrationsconstanten  für 
besondere  Annahmen  über  die  Anfangsbedingungen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  elektromagnetischen 
zur  elektrostatischen  Widerstandseinheit  durch  J.  J.  Thomson^^®) 
handelt  es  sich  \mi  die  Entladung  eines  Condensators,  der  neben 
einen  Teil  eines  Zweiges  einer  Brückencombination  geschaltet  ist; 
die  Selbstindnction  wird  vernachlässigt,  die  Stromstärken  werden 
sogleich  durch  drei  von  ihnen  ausgedrückt.  Die  Gleichungen  werden, 
wenn  B^  vernachlässigt  werden  kann: 

{R^  +  Äe  +  ^2)  Ji  -  {^1  +  ^2)«^2  ~  ^1*^3  =  ^»       (316; 
-(B,+B,)J,  +  {R,  +  R,+B;)J,  +  {R,+R,)J^  +  C'Jj^dt^O, 

-R,J,  +  {R,  +  R,)J^  +  {R^  +  R,  +  R^)J^^O. 


8416)  §  3,  p.  260. 

8416)  Budap.  Acad.;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  19,  1888,  p.  106. 

8417)  §  7,  p.  121. 

8418)  Lond.  trans.  174,,  1884,  p.  707. 
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Der  Ansatz: 

Ji  =  «  +pe - >■',  /,  =  qv -",  J,  =  /(»)  +re-^', 
(317) 


Jj,rf<  =  1(1-6-^0 


erlaubt  das  Verhältnis  r/A,  das  die  bei  jeder  einzelnen  Entladiing 
durch  das  Galvanometer  gehende  Elektricitatsmenge  angiebt,  durch 
C  und  die  Widerstände  zu  bestimmen.  Soll  die  bei  n  EnÜadungen 
durchgehende  Menge  dem  dauernden  Strom  J^^^  das  Oleichgewicht 
halten,  so  mufs  vr  +  J^^X  =  0  sein;  daraus  ergiebt  sich  C  im 
elektromagnetischen  Maafse. 

.  P.  Culmann^^^)  bestimmt  das  Selbstpotential  einer  Spirale 
auf  Grund  der  Gleichling  (3)  mit  ballistischen  Methoden;  dabei 
discutirt  er  besonders  Empfindlichkeitsfragen. 

Die  Behandlung  der  InductioDSgese tze  bei  Fr.  Neumann®**) 
geht  auf  den  Verlauf  der  inducirten  Ströme  nicht  ein. 

J.  C.  M' Co nnel^^^)  bespricht  die  Entladung  eines  Gondensators 
durch  eine  verzweigte  Leitung,  in  der  nur  ein  Zweig  eine  merkliche 
Selbstinduction  hat.  Die  Differentialgleichungen  werden,  wenn  das 
anfangliche  Potential  des  Condensators  mit  E  bezeichnet  ist: 

^^*^^  R^(J,  -  J^)  -  C  -  ^  I  J^dt  +  E  =  0 

Die  determinirende  Gleichung  kann  hier  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
haben;  sind  beide  Wurzeln  reell,  und  L  hinlänglich  grofs,  so  hängt 
die  kleinere  Zeitconstante  wesentlich  von  />,  die  gröfsere  wesentlich 
von  C  ab.  Aufserdem  bespricht  er  noch  die  Verhältnisse  einer 
Brückencombination,  bei  der  Condensator  und  Selbstinduction  in 
zwei  nebeneinanderliegende  Zweige  eingeschaltet  sind;  der  Integral- 
strom  im  ersteren  ist  dann  von  der  letzteren  unabhängig.  Er  ver- 
sucht auch  fUr  diesen  Fall  die  Zeitconstanten  abzuschätzen. 

A.  Vaschy^**)  bespricht  den  EinfluTs  der  Selbstinduction  eines 
Empfangsapparates    auf   den  Verlauf   des    Stromes   in   der   Leitung. 


8419)  Dies.  Berl.  1884;  von  Helraholtz  veranlaßt. 

8420)  Vorlesungen  über  elektrische  Ströme  Kap.  8,  p.  256. 

8421)  Cambr.  proc.  6,  1888/86,  p.  211;  vom  Nov.  84. 

8422)  ann.  telegr.  (8)11,  1883,  p.  52. 
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Es  gelten  dann  die  Gleichnngen  (181)  von  §  108  unveilLndert,  bis 
auf  die  letzte,  die  durch 

mit  der  Bedingung: 

zu  ersetzen  ist.  Um  sie  zu  integriren,  führt  er  in  (319)  deigenigen 
Wert  von  J^  ein,  den  man  bei  gänzlicher  Vernachlässigung  der 
Selbstinduction  erhalten  würde;  das  hat  dann  dieselbe  Wirkung,  wie 
wenn  man,  statt  diese  Selbstinduction  in  Rechnung  zu  ziehen,  nur 
die  Capacität  des  letzten  Condensators  in  bestimmtem  Verhältnis 
vermehren  würde. 

Eine  zweite  Abhandlung  Vaschy's®**')  giebt  noch  einmal  die 
Ableitung  der  Fundamentalgesetze  der  Induction  unter  Benutzung 
des  Begriffes  des  Kraftflusses  im  Anschlufs  an  Blavier;  dabei  weist 
er  wiederholt  darauf  hin,  dafs  bei  Anwesenheit  von  weichem  Eisen 
der  Selbstinductionscoefßcient  als  veränderlich  behandelt  werden  müsse. 
Zur  Bestimmung  solcher  Coefficienten  benutzt  er  ballistische  Methoden  ^'^). 

J.  Fleming^^*)  überträgt  eine  von  Maxwell  in  Vorlesungen 
angegebene  Methode  zur  Behandlung  der  Verzweigung  stationärer 
Ströme  auf  veränderliche.  Die  Ströme  in  den  einzelnen  Zweigen 
werden  dabei  behandelt  als  Summen ,  bezw-  Differenzen  von  gedachten 
Strömen,  die  die  einzelnen  Maschen  des  Leitungsnetzes  umkreisen; 
dabei  fallen  die  Potentiale  in  den  Knotenpunkten  sogleich  aus  dem 
Ansatz  heraus  und  man  erhält  für  jede  Masche  eine  Gleichung  der 
Form: 

E^  x[B  +  J  +  Hj-yJ-zH,  (321) 

in  der  .r  den  Strom  um  diese  Masche,  //,  z  die  Ströme  um  die  an- 
grenzenden Maschen,  J?,  J,  H  Widerstände  bezeichnen.  Die  Lösung 
geschieht  im  allgemeinen  durch  Determinanten;  verlangt  man  nur 
die  Stromstärke  x  in  einem  bestinuuten  Zweig  zu  kennen,  so  empfiehlt 
es  sich^'*),  die  gedachten  Stromstärken  in  den  beiden  an  ihm  an- 
liegenden Maschen  mit  a:  -|~  ^  und  y  zu  bezeichnen.     Ist  nur  in  einem 

8428)  ib.  (8)12,  1886,  p.  218.         8424)  p.  228. 

8425)  phil.  mag.   (6)20,   1886,  p.  221;    Auszug   electiician   16,    1886, 
p.  448. 

8426)  §  4,  p.  228. 
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Zweige   eine   elektromotorische   Kraft  E  vorhanden,    so   erhalt    man 
für  die  gesuchte  Stromstärke  einen  Ausdruck  der  Form: 

(322)  ^  =  ^  -/" 

in  der  -^„  —  i  eine  erste  ünterdeterminante  von  J^  bezeichnet.  Damit 
ergiebt  sich  fOr  den  Widerstand  des  Leitersystems  zwischen  zwei 
Punkten,  die  durch  einen  einfachen  Leiter  vom  Widerstand  S  ver- 
bunden sind,  ein  Ausdruck  der  Form: 

(323)  «=5::r 

in  welchem  d^  und  d^_i  aus  J^  und  ^^_i  dadurch  hervorgehen^ 
dafs  man  B  '^  0  setzt.  Die  Gleichungen  (321)  lassen  sich  auch 
schreiben®**^: 

(324)  ^Ifr-^r- 

WO  //  die  Dissipationsfunction  [d.  h.  der  Ausdruck  f&r  die  Joule'sche 
Wftrme]  ist*  Von  dieser  Formulirung  aus  gelangt  man  zu  dem 
Falle ^*^),  daßs  auch  „elektrokinetische  Energie": 

(325)  T  =  ^^L,.Jl  +^M^^J^J^ 

zu  berücksichtigen  ist;  die  Gleichungen  werden  dann: 

Damit  bespricht  er  zunächst  die  Entladung  einer  Batterie  durch  ein 
Galvanometer  mit  shunt;  hier  hat  man  zwei  Maschen,  und  die 
Dissipationsfunction  wird: 

(327)  B (7,  +  J,y  4-  SJ\  +  GJl 

Den  "Widerstand"  von  Galvanometer  und  shunt  zusammen  berechnet 
er  hieraus  nach  der  Gleichung  (323),  er  erhält  einen  symbolischen 
Ausdruck  —  rationale  gebrochene  Function  des  Differentialoperators 
d/dt  —  und  erläutert  dessen  Bedeutung.  Die  entsprechende  Unter- 
suchung giebt  er  dann^^)  auch  för  den  Fall,  dafs  ein  Condensator 
durch  ein  Galvanometer  mit  shunt  entladen  wird;  er  zei^,  dals 
die  gesamte  entladene  Elektricitätsmengc  sich   nach  dem    Verhältnifs 


8427)  §  18,  p.  289.         8428)  §  14,  p.  240.         8429)  §  16,  p.   245. 
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der  Widerstände  verteilt,  unabhängig  von  der  Selbstinduction*  Dann 
führt   er  die  Integration     des  Systems: 

Li  {J't  -J\)  +  S(Ji  -  Ji)  ^C-'Q,  (328) 

/,  =  «' 

vollständig  durch ^^^);  dafs  er  dabei  statt  einer  Schlufsgleichung  3. 
eine  solche  4.  0.  erhält,  kann  nur  auf  ungeschicktem  Operiren 
beruhen.  Die  Discussion  der  Lösiing  giebt  er  nur  fOr  den  Fall 
X  =  0,  d.  h.  für  den  Fall,  dafs  der  shunt  inductionsfrei  ist. 

Schliefslich  teilt  er  noch  zwei  Beispiele  aus  der  letzten  von 
Maxwell  gehaltenen  Vorlesung  mit  ^'^).  Bei  dem  einen  handelt  es  sich 
um  die  Integration  der  Gleichungen: 

L^J'^  +  iJfjj  j;  +  i?,J, E  (329) 

Jf„j;  +  M„J',  +  L,J'^  +Ii,J,  =  0. 

Elimination  giebt  für  J^  einen  Ausdruck,  dessen  Zähler  ist: 

(jf„ A  -  ^»  L,)  (j;-  -  /;')  -  {M,,jR,  -  M„it,)  (j[  -  /;).  (330) 

Soll  also  t/3  identisch  null  sein,  so  muls  M^^  1?,  —  M^^  2?^  =  0  sein 
[wie  sich  einfacher  hätte  finden  lassen,  wenn  man  gleich  «Z,  =  J^ 
=  0  gesetzt  hätte]. 

Das  zweite  Beispiel®*^*)  betrifft  die  Bestimmung  der  Capacität 
eines  Condensators  durch  die  Brückenmethode*,  die  „elektromotorische 
Gegenkraft  eines  Condensators"  wird  durch 


C 


-^jJdt  (331) 


dargestellt;    und  wenn  er  in  der  Sekunde  einmal  entladen  wird,    so 
hat  das  den  Wert 

l  C'^7  (332> 

unter  J  den  Mittelwert  von  J  verstanden. 

0.  Heaviside^'^)  beb andelt  die  Verzweigimg  nicht  stationärer 
Ströme  im  AnschlulJs  an  eine  ihm  eigentümliche  Darstellung  der 
Verzweigung    stationärer    Ströme.      Sind  q  Punkte  paarweise   durch 

8430)  §  17,  p.  247.         8431)  §  19,  p.  262. 

8432)  §  20,  p.  264.         8483)  electrician  14,  1886,  p.  106. 
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1/2  g  (g  +  1)  Leitungen  mit  den  Leitfähigkeiten  Ä'^^  (m  ^  n)  yerbanden, 
so  definirt  er  noch  Gröfsen  K  mit  zwei  gleichen  Indices  durch  die 
Bedingungen: 

9 

<333)  ^J>r„„  =  0. 

Ist  V^  das  Potential  im  mten  Knotenpunkt,  E^^  und  J^^  elektro- 
motorische Kraft  und  Strom  im  Zweige  (  9n...n),  so  ist: 

(334)  J-„,  =  K„,  (E„,  +  r„-  7,). 

Der  Strom,  der  den  Funkt  (m)  durch  alle  in  ihn  einmündenden 
Zweige  verlassen  würde,  wenn  nur  in  diesen  Zweigen  elektromotorisdie 
Kräfte  wirksam  wären,    würde  sein: 

<335)  /„  =^-K«-  -Em« 


m^  H 


und  dafQr  kann  unter  Benutzung  der  Relationen  (333)  geschrieben 
werden : 

(336)  /«  -^K^n  >;• 

m  =  l 

Die  Determinante  der  K^^  ist  null,  ihre  ünterdeterminanten  haben 
Alle  den  gemeinsamen  Wert  Z,  diesen  nennt  er  die  characteri8ti8(die 
Fimction.  Man  kann  die  V  nicht  alle  aus  den  Gleichungen  (336) 
berechnen,  sondern  nur  q  —  1  von  ihnen  durch  die  /  und  die  letzte 
ausdrücken;  diese  bleibt  willkürlich  und  kann  z.  B.  gleich  null  ge- 
setzt werden.  Wird  Z  unter  Benutzung  der  Relation  (333)  auf  die 
Form  gebracht: 

(337)  Z  =  Äi8  X  -h  Y 

wo  X  und  Y  das  K^^  nicht  mehr  enthalten,  und  werden  alle  E 
bis  auf  E^2  gleich  null  genommen,  so  ergiebt  sich: 

(338)  ^>«='^>s(Ä„+r)5 

X/Y  ist  also  der  Widerstand  des  Systems  zwischen  den  Punkten  (l) 
und  (2)  mit  Ausschlufs  des  Zweiges  (12).  Für  (7  =  4  und  /y  -■  5 
giebt  er  die  characteristischen  Functionen  explicite  an. 

Soll  dann  Selbstinduction  berücksichtigt  werden,  so  ist  nur  in 
allen  Formeln  R^^  durch  -R,„„  +  J^mnP  ^^  ersetzen,  wo  jp  das 
Symbol  der  Differentiation  nach  der  Zeit,  also  gleich  djdt  ist. 
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Eine  Note  von  Lord  ßayleigh^**)  leitet  zuerst  einen  allge- 
meinen Satz  aus  der  Mechanik  der  Systeme  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Freiheitsgraden  ab:  sind  die  kinetische  Energie  T  und 
die  ,^issipationsfunction"  F  zugleich  auf  Summen  von  Quadraten 
reducirt: 

T=^2<'.'P'.',     F~.^^b,<p?,  (339) 

so  bestimmen  sich  die  Hauptschwingungen  des  Systems  aus  den 
Gleichungen: 

a,q>:+h,q>:^0;  (340) 

für  sie  ist  also 

9,=  Pe-V  (341) 

und  die  „ZeitcoD  stauten"  r,  =  1/p,  haben  dabei  die  Werte  bja^. 
Wird  mm  das  System  in  seiner  Freiheit  beschrftnkt,  indem  ihm  durch 
geeignete  Vorrichtungen  ein  bestimmter  Bewegungszustand  aufge- 
zwungen wird,  bei  dem 

<p,^Äj  (342) 

ist,  unter  den  Ä^  gegebene  reelle  Oonstante  verstanden,  so  ergiebt 
sich  aus  den  Bewegungsgleichungen: 

e^Pe-pf  (343) 

mit: 

i,=  (2'^?a.):(^^!6.).  (344) 

Dieses  p  nimmt  einen  stationären  Wert  an,  wenn  alle  Ä  bis  auf 
eines  null  sind,  wenn  also  die  aufgezwungene  Bewegung  mit  einem 
der  „natürlichen  Bewegimgstypen"  übereinstimmt.  Daran  anschliefsend 
bemerkt  er,  dafs  im  allgemeinen  alle  Zeitconstanten  durch  Vergröfsenmg 
von  T  oder  Verminderung  von  F  vergröfsert  werden;  bei  elektrischen 
Strömen  trete  das  ein ,  wenn  ihnen  Eisen  (als  Nichtleiter  betrachtet) 
genähert  oder  wenn  die  Leitfähigkeit  auch  nur  local  verbessert  wird. 
Aus  dem  Bericht  von  J.  J.  Thomson  über  die  verschiedenen 
Theorien  der  Elektrodynamik®**^)  sind  für  uns  nur  etwa  die  Be- 
merkungen zu  erwähnen,  mit  welchen  er  sein  Beferat  über  Kirchhoff  ®^') 
begleitet,  speciell  die   Integration  der  Gleichung  (30)®*'^^:  wenn  der 

8434)  Brit.  assoc.  rep.  f.  1885,  p.  911;  papers  2,  p.  428. 

8435)  Brit.  assoc.  rep.  f  1885,  p.  97;  electrician  16,  1886,  p.  439. 

8436)  p.  182. 
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Coefficient  (33)  grofs  ist,  nimmt  die  Lösung  die  Gestalt  einer  Welle 
an,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c/]/2,  also  nahezu  mit  Licht- 
geschwindigkeit fortpflanzt:  ist  jene  Gröfse  aber  klein,  so  bat  die 
Lösung  dieselbe  Form  wie  die  des  Problems  der  Wärmeleitung. 
Thomson  meint  nun,  es  sei  „obvious^^  dafs  diese  letztere  Form  erst 
gebraucht  werden  dürfe,  wenn  die  Grenzbedingungen  am  entlegenen 
Ende  sich  fühlbar  machen,  d.  h.  erst  nach  einer  Zeit  grölser  als 
diejenige ,  die  das  Licht  zum  Durchlaufen  der  Leitung  brauchen  würde. 

In  seiner  Besprechiing  der  mechanischen  Auffassung  physikalischer 
Vorgänge ^^^"^  stellt  J.  J.  Thomson  die  „Lagrange'sche  Function"" 
zweier  Stromkreise  an  die  Spitze  und  fragt,  von  welchen  Gröfsen 
ihre  Coefflcienten  abhängen  mögen.  Er  bezeichnet  mit  x  eine  Koordinate, 
on  der  die  relative  Lage  der  beiden  betrachteten  Leiter  gegenein- 
ander abhängt,  mit  l^,  ^s,  .  .  Coordinaten,  die  ihre  Form  bestimmen. 
Wären  L^  und  L^  von  x  abhängig,  so  würde  sich  zwischen  den  beiden 
Stromleitern  eine  Kraft  ergeben,  die  x  zu  vergröfsem  strebe,  selbst 
wenn  der  Strom  im  einem  von  ihnen  aufhörte.  Damit  bestimmt  er 
dann  die  elektromotorische  Kraft  der  Induction. 

Um  diese  Zeit  beginnt  auch  die  jetzt  gebräuchliche  Terminologie 
sich  festzusetzen.  0.  Heaviside^*®)  bringt  für  den  (durch  2  jt 
geteilten)  Selbstinductionscoefficienten  zunächst  den  Namen  „permeance" 
in  Vorschlag,  in  Analogie  zu  permeability  (Verhältnis  der  magnetischen 
Kraft  zur  magnetischen  Induction);  bald  darauf**'^)  will  er  jedoch 
auf  diese  Ausdrücke  beide  verzichten  und  dafür  „inductivity''  und 
dem  entsprechend  „inductance^^  sagen. 

In  einem  andern  Aufsatz®**®)  kommt  Heaviside  noch  einmal 
auf  die  Benützung  der  Brückenmethode  mit  variirenden  Strömen 
zurück.  Er  bringt  die  Bedingungen  dafür,  dafs  kein  Strom,  auch 
kein  momentaner  durch  die  Brücke  geht,  auf  die  Form: 

(345)       li^R^^jR^R^,     t, +T,  =  r2  +  T3,     L,L,^L,L^ 


8437)  Lond.  trans.  176,,  1886,  §  5,  p.  317;  vom  Dec.  1884.  Vgl.  auch 
die  etwas  ausführlichere  Darstellung  in  der  separaten  Publikation:  appli- 
cation  of  djnamics  to  physics  and  chemistry,  Lond.  1888,  nr.  29,  p.  47 
der  deutschen  Übersetzung,  Leipz.  ImüO.  In  dieser  macht  übrigens  Thomson 
ausdrücklich  darauf  aufmerksam  (p.  61),  dafs  das  Energieprincip  für  sich 
allein  hier  ebensowenig  zur  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  genügt, 
wie  bei  einem  mechanischen  System  von  zwei  Graden  der  Freiheit. 

8488)  electrician  16,  1886,  p.  310.         8439)  ib.  16,  1886,  p.  271. 

8440)  ib.  p.  489.  —  Weitere  hierher  gehörige  Angaben  und  teilweise 
Berichtigungen  phil.  mag.  (6)23,  1887,  p.l82,  206. 
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wo  mit  X  =  L/JR  die  Zeitconstanten  bezeichnet  sind.  Sind  nur  die 
beiden  ersten  erfüllt,  so  sind  der  stationäre  und  der  Integralstrom 
null.  Für  1^1  =  7?,,  L^  =  Zj  werden  die  zweite  und  dritte  Bedingung 
identisch,  sodafs  die  Gröfsen  mit  den  Indices  3  und  4  nur  zwei 
Bedingungen  zu  erfEQlen  brauchen.  Weiter  bespricht  er  den  EinfluDs 
der  gegenseitigen  Induction  zwischen  zweien  der  4  Zweige  oder 
zwischen  eisern  von  ihnen  und  der  Brücke;  er  findet,  dafs  bei 
Benutziing  von  M^  oder  M^  wenigstens  annäherungsweise  ein  in  die 
Brücke  eingeschaltetes  Telephon  zum  Schweigen  gebracht  werden 
könne,  aber  nicht,  wenn  man  mit  Hughes  M^^  benütze. 

Heaviside's  dieser  Zeit  angehörige  Untersuchung  über  die  Selbst- 
induction in  Drähten***^)  betrifft  den  Fall,  dafs  der  Draht  nicht 
mehr  als  linear  behandelt  werden  kann  und  arbeitet  daher  mit  dem 
ganzen  Büstzeug  der  Maxwell'schen  Theorie,  kann  also  auch  erst  bei 
dieser  besprochen  werden.  Doch  kommt  er  an  verschiedenen  Stellen 
auf  die  „lineare"  [d.  h.  eben  die  hier  besprochene]  Theorie  zurück.  So 
meint  er®**^),  den  Schritt,  „elektrische  Trägheitskräfte"  in  Rechnung 
zu  bringen,  habe  erst  Kirchhoff  getan,  doch  wisse  er  nicht,  ob  die 
Gröfsen  bei  Kirchhoff  dieselbe  Bedeutung  hätten,  wie  in  Maxwell's 
Vorstellungen.  Er  selbst  habe  dann,  ohne  von  Kirchhoff  etwas  zu 
wissen,  die  Gleichungen  in  der  Form  aufgestellt  (vgl.  (221),  (222)): 

(346) 
in  der  E  eine  eventuelle  äufsere  eingeprägte  Kraft  bezeichnet. 

» 

Der  Integration  dieser  Gleichungen  schickt  er  dann  allgemeine 
Bemerkungen  über  Entwicklungen  nach  willkürlichen  Functionen 
voraus ^^*).  Er  meint,  specielle  Beweise  für  die  Möglichkeit  be- 
stimmter Entwicklungen  seien  immer  umständlich  und  doch  nur  von 
ganz  beschränkter  Anwendbarkeit;  man  brauche  etwas  ganz  allgemeines 
und  in  seiner  Allgemeinheit  einfaches,  um  das  ganze  Feld  zu  beherrschen. 
Er  glaubt,  dafs  man  es  schliefslich  im  Energieprincip  finden  werde, 
wenigstens  soweit  die  Functionen  der  mathematischen  Physik  in 
Betracht  kommen,  ,4ncluding  the  infinitely  indiscoverable".    Bei  einem 


8441)  phil.  mag.  (5)22,  1886,  p.  118.  8442)  nr.  2,  p.  279. 

8443)  nr.  3,  p.  332.  ,,no  stadent  of  mathematical  physics,  if  he 
possess  any  soal  at  all,  can  fail  to  recognize  the  poetry  that  pervades 
this  branch  of  mathematics^*. 
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System    mit    einer    endlichen    Anzahl    von  Freiheitsgraden    kommen 
hauptsächlich    drei  Fmictionen   in  Betracht:   die  potentielle    Energie 

(347)  y-^^%.^M^r, 

die  kmetische  Energie: 

(348);  T^li^e^^x'.xr, 

mid  die  „dissipativiiy*': 

(349)  e=-2^.^;^.. 

Sind  noch  F^  die  Componenten  der  äuTseren  Kraft,  so  werden  die 
Bewegungsgleichungen : 

(350)  F^  ^^  [%y^,  +  hr ^'^  +  ^^ . ^"  1  • 

Sind  alle  J^  =  0  und  sind  p^,  p^  zwei  Werte  von  p,  fttr  die  das 
algebraische  Oleichungssystem : 

^361)       0-^(a„,  +  6^,j>  +  c^,i)»)x,      (^=1,2,..) 

eine  Lösung  hat  [also  zwei  Wurzeln  der  determinirenden  OleichnngJ, 
Qi,TJ^,T^,  und  4^  ^8»  ^8  die  zugehörigen  Werte  von  Q,  CT,  T;  so 
bestehen  nicht  nur  die  Gleichungen: 

(352)  Q^  +  ^P^{U,  +  T,)^0,     (28+2i>,(?7,  +  T,)=-0, 

sondern  es  gilt  auch  folgendes:  werden  die  Werte  von  Q^  U,  T, 
die  zur  Summe  der  beiden  Lösungen  gehören,  mit  Qi  -\-  Q%  -]r  Qm 
•  •  •  bezeichnet,    wo: 

(353)  Qi9-^^Kr(^'^n^'>i  +  ^Mf^'n) 

und  werden  dann  die  Summen  ^F  ^  x^. ,  und^SP  gg^^^  gebildet,  so 
ergiebt  sieb: 

(354)  (2i,  +  2  (^,  f7„  +i>,  r„) «  0,  q,^  +  2  (p,  h\^  +Ar,,)  =-  0 

und  daraus   CT^  =«  T^,  sobald  jpj  von  p^  verschieden  ist. 

Nach    diesen    Vorbereitungen    wendet   er    sich    zu    den   Orenz- 
bedingungen****).     Er  schreibt  sie  allgemein  in  der  Form 

(355)  F-Z(/), 

8444)  p.  336. 
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in  der  Z  eine  (rationale  gebrochene)  Function  des  Differentialoperators 
j?  =  djdt  bezeichnet.     Es  wird  dann: 

V..  -  r„  =  "1^  -  ^x  -^t  f  E|.        (356) 

und  indem  man  die  beiden  betrachteten  Systeme  zusammenfallen 
läßt,  wird 

^{TJ-T) J^ll  (357) 

erhalten.  Soll  dann  —  immer  noch  für  den  Fall  einer  endlichen  Anzahl 
von  Freiheitsgraden  —  die  allgemeinste  Bewegimg  als  Summe  von 
solchen  Normallösungen  dargestellt  werden,  so  ergiebt  sich  für  den 
Coefficienten  der  ersten  der  Wert: 

wo  der  Index  0  sich  auf  den  gegebenen  Anfangszustand  bezieht. 
Im  Obergang  zu  Reihen  von  unendlich  vielen  Normalfonctionen 
findet  er  keine  andere  Schwierigkeit^^^),  als  dafs  man  im  eineinen 
Falle  fragen  könne,  ob  man  denn  wirklich  alle  Normalfunctionen 
hat.  Im  Falle  der  Gleichung  (346)  seien  solche  BefOrchtungen 
überflüssig;  wenn  hier: 

gesetzt  werde,  so  könne  man 

Vp  =»  sin  {mx  +  Ö),     /^  «  -^  cos  {mx  +  0)  (360) 

als  Normallösung  nehmen.  6  [und  die  zulässigen  Werte  von  p^ 
bezw.  m,]  bestimmen  sich  aus  den  Grrenzbedingungen;  die  Werte  der 
Coefßcienten  in  der  allgemeinen  Lösung  sind  schliefslich: 


Ist  zu  Anfang  in  den    Endapparaten  Energie   vorhanden,    so  ist  sie 
im  Zähler  beizufügen,  ohne  Änderung  des  Nenners. 

Entsprechend  könne  man  auch  verfahren,    wenn  C,  JR,  und  X 
Functionen   des    Ortes   sind;    man    müsse  dann  nur  von  der  letzten 


8446)  p.  3.38.    „by  continuitj  equallj  clear^*. 
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Gleichung  (346)  auf  die  beiden  ersten  zurückgehen,  ,ysiiigalaritie8, 
of  course,  to  receive  special  attention^^  Es  sei  bemerkenswert,  dals 
man  oft,  vielleicht  immer,  den  Ausdruck  f(ir  die  im  Zähler  von  Ä 
wegen  der  Endapparate  hinzuzufügenden  Glieder,  von  willkürlichen 
Multiplicatoren  abgesehen,  aus  der  blofsen  Form  der  Functionen  Z 
entnehmen  könne,  ohne  im  übrigen  das  Detail  der  Endapparate  zu 
kennen.     Dazu  sei  nur  erforderlich,    daüs  man 

J  — 

dp 

in  die  Summe  von  Quadraten: 

(362)  ^rXn  (P)  y 

umforme,  in  der  die  f\  Constante  bedeuten ;  im  Zähler  von  A  sei  dann 

(363)  -^^rrXip) 

hinzuzufügen,  wo  die  E^  ebenfalls  Constante  sind.     Weiteres  darüber 
verspricht  er  später  mitzuteilen. 

Weiterhin®**®)  untersucht  er  die  Wirkung  von  ,4o^g^tadinal 
impressed  force^.  Wird  an  der  Stelle  x^  eine  constante  elektro- 
motorische Kraft  e^  eingeführt,  die  flir  sich  allein  eine  Potential- 
verteilung 

(364)  F=e„2'A«. 

erzeugen  würde,  und  wird  diese  Kraft  dann  wieder  entfernt,  so  wird 
das  Potential  zur  Zeit  t: 

(365)  r  =  -  7„  -  e^^A^u^  e-Pr*. 

Daraus  ergiebt  sich  durch  schrittweise  Integration  der  Einflufs  einer 
variabeln  elektromotorischen  Kraft  an  der  Stelle  x^  zu: 

t 

(366)  V ^A,  «,  j),  e"'  'Je,  e  "  "r ',  d<, , 


o 


und  durch  abermalige  Integration  nach  x^  der  Einflufs  einer  über 
die  ganze  Linie  verteilten  solchen  Kraft  Dabei  ist  Ä^  eine  Function 
von  Zi^  die  nach  früheren  Methoden  gefunden  werden  kann,  oder  nach 
der  folgenden,  die  auch  für  den  Fall  anwendbar  ist,   dafs  die  Grenz- 


8446)  p.  348. 
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bedingungen  nicht  /F  =  0  sind,  sondern  die  allgemeine  Form  (355) 
haben:  man  nehme  zuerst  bei  Zi  einen  Condensator  der  Capacitftt 
Ci  and  der  Potentialdifferenz  Eq  an  and  lasse  dann  C^  über  alle 
Grenzen  wachsen.     Die  Differentialgleichung  wird  zunächst: 

die  „gegenseitige  potenzielle  Energie^^  der  Anfangsladong  des  Conden- 
sators  and  desjenigen  normalen  u,,  das  dem  tr^  entspricht,  ist  dann: 

-  ^p  (368) 

Im  Zähler  von  Ä^  kommt  in  diesem  Fall  nur  der  Condensator  in 
Betracht,  es  wird  also: 

^,  =  -  15  .  (369) 

wo  M  der  Wert  der  Differenz  2 17  —  2  T  fOr  das  durch  die  An- 
wesenheit des  Condensators  modificirte  yollstöndige  Normalsystem 
ist.  Beim  Orenzübergang  zu  C  =»  cx)  gehen  dann  w^  und  u^  in  tc^ 
und  Uy  über. 

Dieser  Abschnitt  schliefst***^)  und  der  nächste  (vierte)  beginnt ****) 
mit  der  Auseinandersetzmng:  man  könne  nicht  Endapparate  an  die 
Linie  anschliefsen,  ohne  dafs  dadurch  die  Normalfunctionen  geändert 
würden;  die  Gleichung  (358)  gelte  nur,  wenn  der  Wert  von  J  V  an 
beiden  Enden  die  Menge  der  dort  ein-  bezw.  austretenden  Energie 
angebe;  diese  Bedingungen  seien  nicht  zu  erfüllen,  wenn  man  den 
Strom  proportional  zu  cos  mx  annehme.  Man  könne  also  nur  die 
vier  Fälle  in  dieser  Weise  behandeln,  die  aus  den  möglichen 
C!ombinationen  von  V  =^  0  oder  J'  =»  0  an  beiden  Enden  entstehen, 
dazu  noch  als  fünften  den  Fall  der  in  sich  geschlossenen  Linie. 
Wenn  man  praktisch  um  diese  Schwierigkeit  herumkommen  wolle, 
bleibe  nichts  übrig,  als  die  radiale  Componente  des  Stromes  in 
Leitern  „abzuschaffen";  wenn  man  dann  den  Strom  CdV/dt  durch 
das  Dielectricum  beibehalten  wolle,  müsse  man  annehmen,  dafs  er 
mit  dem  Teile  des  longitudinalen  Stromes,  der  im  Leiter  verloren 
gehe,  „bj  some  secret  method,  with  which  we  are  not  concemed^^ 
verbunden  sei.  Die  Gleichungen  der  elektromagnetischen  Theorie 
nehmen  dann  die  Form  an: 

-^^=C<»F,     E-^^^B^*>J;  (370) 


8447)  p.  362.         8448)  p.  419. 
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dabei  bedeuten  (P^  und  7^*^  im  allgemeinen  Operationssymbole^ 
Functionen  von  x  und  r /et,  die  bei  dieser  Art  die  Sache  zu 
behandeln  als  bekannt  angenommen  werden  müssen.  Im  einfachsten 
Fall  wird: 

(371)  C(«)  ^K+C-^^,     m^B+  L^^' 

Für  den  Energiestrom  ergibt  sich  dann,  wenn  die  äufsere  elektro- 
motorische Kraft  gleich  null  ist®***): 

(372)  -  ^-p  =  KV^  +  f^^J-p  +  •^^'^•^5 

und  für  zwei  verschiedene  Normallösungen,  die  zu  den  Exponenten 
Pi  und  j?2  gehören: 

(373)  ^»»=     k-pl     ■^»'^«' 

wobei  übrigens  zu  beachten  ist,  dafs  zu  jedem  Exponenten  zwei 
verschiedene  Normallösungen  gehören.  Die  Verwendung  dieser 
Gleichungen  sei  im  allgemeinen  mit  Schwierigkeiten  verbunden®***); 
bei  specieller  Wahl  des  Anfangszustandes  komme  man  aber  durch, 
etwa  durch  die  „Condensatormethode",  die  zu  der  Gleichung  (366) 
führe,  oder  auch  folgendermafsen:  sei  zuerst  eine  äufsere  elektro- 
motorische Kraft  E  nur  an  einer  Stelle  x^  vorhanden;  die  Constanten 
in  den  Ausdrücken  von  V  und  /  haben  »dann  in  den  beiden  Stücken^ 
in  die  die  Linie  durch  diesen  Punkt  zerlegt  wird,  verschiedene  Werte; 
sie  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  bei  x  ='  x^  das  J  stetig 
sein,  das  V  die  vorgeschriebene  ünstetigkeit  aufweisen  soll.  Die 
so  erhaltenen  Ausdrücke  werden  gebrochene  rationale  Functionen 
des  Symbols  p\  wenn  man  sie  in  Partialbrüche  zerlegt  „without 
inquiring  too  curiously  into  its  strict  applicability  or  bothering 
about  equal  roots"®**^)  erhalte  man  die  gesuchte  Entwicklung. 
Integration  nach  x  liefere  dann  für  den  Fall  einer  kontinuirlich 
verteilten  elektromotorischen  Kraft  und  für  die  Anfangsbedingung 
eT"  =  0  für  f  =  0  eine  Entwicklung  der  Gestalt: 


/ 


(374)  '''^^"^~dq> 

--I — z. 

dp 


Jp I  EJpdx 


8449)  p.  424.         8460)  p.  426. 

8451)  p.  428.  In  den  papers  2,  p.  226,  stellt  er  Einzelheiten  dieser 
Entwicklung  richtig:  es  ergiebt  sich,  dafs  die  Formel  (374)  nur  unter  be- 
stimmten Voraussetzungen  gilt. 
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Man  könne  liierans  die  Formel  fOr  den  Fall  ableiten,  dafs  e  eine 
gegebene  Function  von  t  ist;  doch  habe  das  keinen  Zweck,  da 
praktisch  doch  nur  der  Fall  einer  einfach  harmonischen  Function 
in  Betracht  komme,  der  sich  leicht  direkt  behandeln  lasse.  Das 
hier  auftretende  — pc(p/(p  ist  identisch  mit  dem  früheren  voll- 
ständigen 2  ( Z7  —  7^ ,  die  Beiträge  der  Endapparate  eingerechnet. 
Setzt  man  in  der  Formel  /  =  cx),  um  den  schliefslichen  stationären 
Zustand  zu  erhalten,  so  kann  man  die  Partialbmchreihe  wieder 
Summiren,  kommt  aber  auf  einen  Widersprach,  der  sich  dadurch 
aufklärt,  dafs  für  p  =  0  die  verschiedenen  Grenzbedingnngen  fELr 
einen  stationären  Zustand  im  allgemeinen  nicht  miteinander  ver- 
träglich sind.  Man  müsse  dann  auf  die  früheren  Formeln  zurück- 
gehen imd  erhalte  so: 

X  n 

0  X 

imter  J^  und  J^^  die  beiden  zu  j;  »  0  gehörenden  Normallösungen 
verstanden.     Für  Ä  =  0  giebt  das: 


-.  n 


Jfs-^j  ^^^'  (  /  ^^^  +  ^0  +  -ßi)  (37B) 


wo  JB,  JBq,  iJj  dasjenige  bedeuten,  was  aus  i?^,  —  Z^,  Zj  durch 
die  Substitution  jj  =  0  hervorgeht.  Nachdem  er  dann  wieder  Ent- 
wicklungen nach  Cjlinderfrinctionen  behandelt  hat,  kommt  er®*^*) 
auf  den  Fall  zurück,  dafs  BS^^  und  (P^  Functionen  von  p  allein, 
nicht  von  x  sind.  Die  Normallösungen  für  den  Strom  sind  dann 
cos  mx  und  sin  wx,  wo  m  als  Function  von  p  durch 

-m^==rS^)(p)  (377) 

delinirt  ist.  Dementsprechend  specialisirt  er  die  früheren  Formeln; 
er  erhält  bei  Z  =  Ä"  ==  0  für  eine  willkürliche  Function  eine  Ent- 
wicklung der  Form: 

_^  %\xi{mx  +  B)JV^%m{mx-\-e)dx 

d{mn)   Cptn*C-*p-*  +  Z^Z^ 


8462)  p.  438. 
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in  der  die  m  Wurzeln  der  transcendenten  Oleichung 

(379)  tg  m«  -  -  .^^-^.^^^^-^ 

sind.  Multiplikation  der  einzelnen  Glieder  mit  den  entsprechenden 
Exponentialfunctionenen  exp  {pi)  giebt  dann  den  Wert  von  Y  ffir 
einen  beliebigen  Moment  i.  Alles  das  gilt  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Endapparate  keine  Energie  enthalten;  andernfalls  sind  noch 
die  entsprechenden  Glieder  im  Z&hler  hinzuzufügen. 

Der  sechste  Teil^^')  behandelt  die  Verzweigung  von  Inductions- 
strömen.  Heaviside  setzt  zimächst,  unter  Bezugnahme  auf  die  bei 
der  Duplex -Telegraphie  gemachten  Erfahrungen,  auseinander,  dafs 
vollständige  Ausbalancirung  die  vollständige  elektrische  Identität 
der  beiden  zu  vergleichenden  Zweige  verlange,  wenn  zwischen 
dem  Brückendraht  und  den  übrigen  Zweigen  keine  wechselseitige 
Induction  stattfindet.  Praktisch  könne  man  die  vollständige  Identität 
durch  Übereinstimmung  in  den  jedesmal  in  Betracht  kommenden 
Eigenschaften  ersetzen.  Dann  giebt  er  die  allgemeine  Theorie  ^^)t 
zwischen  den  elektromotorischen  Kräften  ^  imd  den  Strom- 
intensitäten J  in  den  verschiedenen  Zweigen  bestehen  Gleichungen 
der  Form: 

(380)  FJ,^^U^E^, 

in  der  die  F  und  die  f  Differentialoperationen  vorstellen.  Ist 
/*y  "^  0,  so  heißen  die  Zweige  mit  den  Indices  \k  und  v  zu  einander 
conjugirt.  Ist  nur  eine  elektromotorische  Kraft,  J^^,  von  null  ver- 
schieden, so  wird  FJ^  =  0,  also 


(381)  J  ^^ 


A^' 


unter  den  p  die  verschiedenen  Wurzeln  der  determinirenden  Glei- 
chung F{jß)  »  0  verstanden;  die  A  bestimmen  sich  aus  der  Eigen- 
schaft, dafs  die  gegenseitige  elektrische  und  die  gegenseitige 
magnetische  Energie  zweier  conjugirter  Zweige  für  jedes  Paar  Ton 
Werten  p  übereinstimmen.  Ist  femer  "E^  =  0  bis  /  =»  0  und  Ton 
da  an  constant,  so  ergiebt  sich: 

8153)  ib.  28,  1887,  p.  178.         8464)  p.  176. 
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wo  cir(^)  den  stationftren  Strom  vorsteUt;  sind   die  Widerstände  für 
sich  ausbalancirt,  ist  also  in  dem  Ausdruck: 

/•(JE?)  ^a^E  +  a^E'  +  •  •  •  (383) 

das  «0  ^  ^»  8®  ^s*  ^^^^  "^  ^'     ^^^  ^®^  Integralstrom  ergiebt  sich: 

Jdt-i[^y  (384) 

also  null,  wenn  auch  (7^  »•  0  ist.     In  diesem  Fall  ergiebt  sich  femer: 


j  j""  "-FW 

0      0 


•^«***  =  -mm  (38Ö) 


usw.  Wenn  F  Potenzen  von  p  mit  negativen  Exponenten  enthält, 
kann  /(«)  =  0  sein«**^). 

Weiter  recapitulirt  er  seine  früheren  Untersuchungen  ^••)®**®), 
die  ersteren  mit  dem  ergänzenden  Zusatz  ^^):  im  allgemeinen  sei 
es  bequemer  mit  den  Widerständen,  bezw*  den  entsprechenden 
Operatoren  li  +  Lp  zu  arbeiten;  doch  gebe  es  auch  Fälle,  in 
welchen  die  Leitfähigkeiten  bequemer  sind.  Z.  B.  tritt,  wenn  neben 
jeden  Zweig  von  der  Leitfähigkeit  K  ein  Condensator  von  der  Ca- 
pacität  C  geschaltet  ist,  K  +  Cp  an  SteUe  von  K  als  Operator  auf 
—  und  fahrt  dann  fort:  Elimination  von  B^  und  L^  aus  den 
Gleichungen  (345)  ergiebt: 

K  -  ««)(«i  -  '.)  -  0;  (386) 

die  beiden  damit  getrennten  Fälle  unterscheiden  sich  dadurch,  dals 
wohl  für  T^  =  Tj,  aber  nicht  für  Ti  =*  tj  der  Strom  auch  während 
der  „variablen  Periode"  sich  zwischen  den  Zweigen  1  +  3  und  2  +  4 
immer  im  Verhältnis  ihrer  Widerstände  teilt.  Aufserdem  bespricht 
er  noch  verschiedene  specielle  Möglichkeiten,  den  Bedingimgen  zu 
genügen.  Daran  schliefst  er  einen  Bericht  über  die  Entwicklung 
seiner  Ideen  ®**^):  er  sei  ursprünglich  zu  der  „method  of  equal  ratio" 


8465)  Die  hier  sich  findende  Angabe,  auch  in  diesem  Falle  müsse 
,,true  resistance  balance'^  stattfinden,  wenn  das  variable  J  null  sein  soll, 
nimmt  er  ib.  24,  1887,  p.  64  unter  Hinweis  auf  das  Beispiel  des  ein- 
geschalteten Condensators  selbst  zurück.  8456)  p.  180;  weitere  Aus- 
fQbrungen  hierüber  hatte  Heaviside  inzwischen  electrician  16,  1886,  p.  146 
im  Verlaufe  seiner  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Fortpflanzung 
elektromagnetischer  Induction  gegeben. 

8467)  p.  184. 


1 654    I-  Hauptteil    14.  Abschn.  Unten,  üb.  Leitung  d.  Wärme  u.  Elekiricit&t. 

nicht  durch  die  eben  dargestellte  allgemeine  Theorie  gekommen, 
sondern  einfach  von  dem  ihm  von  der  Duplextelegraphie  her  be- 
kannten Princip  der  Copinmg  einer  wirklichen  Telegraphenlinie 
durch  eine  „künstliche";  die  allgemeine  Untersuchung  habe  er  ^^ore 
from  curiositj  than  anjthing  eise"  untemonunen,  sie  habe  sich  aber 
dann  doch  als  nützlich  erwiesen.  1881  habe  er  dann  zur  Bestimmung 
von  Selbstinductionscoefficienten  sich  der  MaxwelFschen  Methode  der 
Vergleichung  mit  einem  Condensator  bedient.  Das  verlange  aber 
eine  sehr  mühsame  doppelte  Adjustirung.  Er  habe  daher  nur  die 
Selbstinduction  einer  kleinen  Anzahl  von  Bollen  direkt  mit  dem 
Condensator  bestinunt  und  die  andern  dann  mit  diesen  verglichen. 
Weiter  bespricht  er  noch  verschiedene  andere  Möglichkeiten  Ton 
Versuchsanordnungen;  dabei  giebt  er  fiir  das  Z  von  zwei  neben- 
einander geschalteten  Rollen  den  Ausdruck®*^): 

Ko^ij  ^         -^  y^^  _^-^^  +  X,  -  2  Jlf)i>"  • 

Später***^*)  kommt  er  noch  einmal  auf  die  allgemeinen  Formeln 
zurück,  unt«r  der  Voraussetzung,  dafs  jeder  Zweig  einen  Condensator 
im  Nebenschlufs  enthalte.     Die  Z  haben  dann  die  Form: 

(388)  {Cp  +  {R  +  Lpy'}'\ 

Sind  die  L  alle  null,  so  werden  für  die  Ausbalancirung  drei  Be- 
dingungen erhalten,  die  zu  (345)  ganz  analog  sind;  die  t  sind  dabei 
durch  die  RC  vertreten.  Sind  dagegen  die  Condensatoren  in  die 
Hauptleitungen  eingeschaltet,  so  werden  die  Operatoren: 

(389 )  Z^R  +  Lp+  ^^' 

Die  Bedingung  Z^Z^  =^  Z^Z^  zerfällt  hier  in  5  Gleichungen,  die 
auch  erfällt  sein  können,  ohne  dafs  die  erste  Gleichung  (345)  besteht. 
Es  folgt  die  Untersuchung  des  Falles,  dafs  auch  die  gegen- 
seitigen Inductionen  zwischen  den  einzelnen  Zweigen  zu  berück- 
sichtigen sind^^).  Er  habe  früher  angenommen,  alle  so  erreichten 
Ausbalancirungen  seien  unvoUkonmien,  d.  h.  die  erste  Gleicbung 
(345)  sei  bei  ihnen  nicht  eiiüllt;  obzwar  einige  besser  als  andere. 
Nachher  sei  er  durch  experimentelle  Resultate  auf  die  Vermutung  ge- 
führt worden,  dafs  bei  einigen  jene  Bedingung  doch  erfQllt  sei,  und 
habe  daraufhin  erst  die  allgemeine  Untersuchung  unternommen. 
Er    stellt    demgemäfs    jetzt    die    allgemeinen    Gleichungen    für    den 

8458)  p.  186.         8459)  p.  202.         8460)  p.  203. 
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Stromverlauf  in  der  Brückencombination,  mit  den  21  Inductions- 
coefficienten,  auf^*^);  die  Bedingung  fEU*  das  vollständige  Ver- 
schwinden des   Stromes  in  der  Bracke  nimmt  dabei   die  Form   an: 

A^  +  A,p  +  A^p'  =.  0  (390j 

Aq  giebt  die  Ausbalancirung  der  Widerstände;  J^  » 0  dazu  die 
Bedingung  f&r  das  Verschwinden  des  Integralstroms;  ist  auch 
^  =s  0,  so  ist  der  Strom  in  der  Brücke  beständig  null.  Aus  den 
so  erhaltenen  allgemeinen  Formeln  leitet  er  dann  eine  grofse  Anzahl 
specieller  ab;  namentlich  untersucht  er,  in  welchen  Fällen  sich  die 
Bedingungen  mit  zwei  von  0  verschiedenen  3f  einfach  durch 
„bracketing"  aus  denjenigen  zusammensetzen,  die  gelten,  wenn  nur 
je  eines  der  M  von  0  verschieden  ist  —  inmier  unter  der  Voraus- 
setzung, dais  schon  R^ '^  R^  und  L^  ^  L^  genommen  sei.  Dabei 
weist  er  auch  auf  die  Beziehung  dieser  Untersuchungen  zum  all- 
gemeinen Beciprocitätssatz  hin®***). 

Die  Fortsetzung ^*')  bringt  zunächst  Nachträge  zum  sechst-en 
Teil.  Heaviside  definirt  allgemein  zwei  Systeme  dann  als  ähnlich, 
wenn  ihre  Symbole  Z  sich  nur  durch  constante  Factoren  unterscheiden. 
Werden  zwei  solche  Systeme  nebeneinander  geschaltet,  so  können 
sie  durch  ein  einziges  System  derselben  Art  ersetzt  werden,  indem 
sich  die  Leitfähigkeiten,  die  Capacität«n  und  die  reciproken  Werte 
der  Inductanzen  einfach  addiren.  Werden  sie  hintereinander  ge- 
schaltet, so  addiren  sich  die  Operatoren  Z.  Dann  kommt  er  noch 
einmal  auf  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wheatstone'schen  oder 
wie  er  zu  sagen  vorzieht  Christi  ersehen  Brückencombination  zurück; 
er  macht  darauf  auftnerksam,  dafs  in  den  Bedingungen  der  Aus- 
balancirung die  21  Inductionscoefficienten  nur  in  6  Verbindungen 
auftreten,  für  die  man  die  (>  Coefficienten  dreier  geschlossener 
Stromkreise  nehmen  könne.  Von  dieser  Auffassung  aus  könne  man 
die  Bedingungen  sofort  hinschreiben.  Dann  wirft  er  die  Frage 
auf,  unter  welchen  Bedingungen  zwei  nebeneinander  geschaltete 
Rollen  sich  durch  eine  einzige  ersetzen  lassen:  Dazu  ist  erforderlich, 
dafs  das  Z  der  Combination  —  vgl.  (387)  —  sich  auf  die  Form 
11  +  Lp  reducirt;  die  Bedingung  hiefär  ist: 

H461)  p.  205.         8462)  p.  212.         8463)  ib.  24,  1887,  p.  64. 
.S464)  nr.  4,  p.  67. 
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und  es  wird  dann: 

Man  könne  den  Fall,  dafs  die  Bedingung  (391)  erfOllt  ist,  al» 
einen  Fall  von  Äbnlichkeit  in  weiterem  Sinne  auffassen.  Die 
entsprecbenden  Bedingungen  fELr  eine  beliebige  Anzahl  von  BolleB 
erhalte  man  am  einfachsten^^),  wenn  man  davon  ausgehe,  dais 
sich  dann  in  ihnen  die  Strömungsintensit&ten  wie  die  Leitfähigkeiten 
müssen  verhalten  können;  man  findet,  dais  dazu  alle  die  Sommen  wie: 

(393)  1  +  ^..+^.+... 

einander  gleich  sein  müssen.  Dann  folgt  die  Bemerkung ^^); 
wenn  bei  der  Brückencombination  der  5.  Zweig  zum  6.  für  constante 
Ströme  conjugirt  ist,  so  erzeugt  eine  elektromotorische  Kraft  in 
1,  2,  3,  oder  4  denselben  Strom  in  5,  ob  6  geschlossen  ist  oder 
nicht;  wie  mit  Hilfe  der  Differentialoperatoren  leicht  zu  beweisen 
sei.  Aber  die  Stromverteilung  ist  nicht  in  beiden  Fällen  dieselbe, 
so  dafs  also  beim '  Offnen  oder  Schlielsen  von  6  ein  Extrastrom 
auftritt.  Femer  setzt  er  auseinander ^^^),  wie  man  zweckm&Isig 
verfahre,  um  die  Frage  zu  beantworten,  unter  welchen  Umständen 
der  Strom  in  5  von  der  Beschaffenheit  von  6  unabhängig  ist:  man 
brauche  dazu  nur  alle  Stromintensitäten  aufser  J^  imd  J^  zu  eli- 
miniren,  dann  «Tg  durch  die  elektromotorischen  Kräfte  und  J'^  aus- 
zudrücken und  in  diesem  Ausdruck  den  Coef&cienten  von  J^^  zu 
null  zu  machen;  und  zwar  gelte  das  auch,  wenn  die  Coefficienten 
nicht  blofs  Widerstände,  sondern  Differentialoperatoren  bedeuten, 
die  auch  die  Selbstinductionscoefßcienten  —  aber  nicht  die 
Coefficienten  gegenseitiger  Induction  —  enthalten.  Die  Selbst- 
in duction  von  6  tritt  dabei  in  der  gesuchten  Bedingung  nicht  auf* 
Umständlicher  werde  die  Sache,  wenn  auch  gegenseitige  Inductionen 
zu  berücksichtigen  sind®***);  die  Unabhängigkeit  des  J^  von  der 
Beschaffenheit  von  6  ist  dann  so  zu  verstehen,  dafs  die  gegen- 
seitigen Inductionen  von  6  mit  den  übrigen  Zweigen  passende 
Werte  haben  müssen. 

Es  folgen  Nachträge  zum  dritten  Teil^^*).     Heaviside  bespricht 
hier   den  Fall,   dafs   an   der   einen  Endstation   neben   ein  Stück    der 

8466)  p.  68.         8466)  p.  69.         8467)  p.  70.         8468)  p.  71. 
8469)  p.  72. 
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Leitung  von  der  Leitfähigkeit  K^  ein  Condensator  von  der  Ca- 
pacität  Cq  geschaltet  ist,  und  dafs  dort  die  Leitung  aufserdem  eine^ 
Rolle  (l)  enth&lt,  die  auf  eine  andere  Bolle  (2)  inducirend  wirkte 
Der  zugehörige  Operator  hat  dann  die  Gestalt: 


so  dafs: 


ist.  Der  erste  Term  reprftsentirt  hier  die  doppelte  elektrisch» 
Energie  des  Condensators  für  die  Einheit  der  Stromstärke,  der 
zweite  und  vierte  die  negative  doppelte  magnetische  Energie  dea 
primären  und  des  secundären  Stromes,  wenn  der  primäre  gleich  1 
ist;  der  dritte  ist  entgegengesetzt  gleich  der  doppelten  gegenseitigen 
magnetischen  Energie  des  primären  Stromes  1  und  des  entspechenden 
secundären  Stromes.  Daraus  bestimmen  sich  dann  die  Functionen,, 
die  in  diesem  Fall  in  den  Zählern  der  Entwicklungscoefficienten  (361) 
noch  zu  dem  Litegral  hinzutreten  müssen.  Er  bemerkt  dazu^^^)r 
im  vorliegenden  Fall  hätte  man  diese  Zusatzglieder  direkt  aus  der 
Kenntnis  der  einzelnen  Bestandteile  des  Endapparates  entnehmen 
können;  aber  es  sei  ihm  eben  darauf  angekommen,  zu  zeigen,  dals- 
zu  ihrer  Bestimmung  nichts  weiter  erforderlich  sei,  als  Kenntnis 
des  Operators  Zq.  Man  müsse  dazu  nur  Z^  in  eine  Sunmie  von 
Quadraten  und  Producten  von  Functionen  transformiren;  im  vor- 
liegenden Falle  sei: 


dZ,  Co 


i,,.  -  (^-.  -  f )  -  l:,Si.:.?  ■  <"»«) 


cp        {K,  +  C 

So  könne  man  immer  vorgehen,  ganz  unabhängig  davon,  ob  daa 
Problem    überhaupt    eine   physikalische   Bedeutung  habe;   nur  dürfe 

natürlich  nicht  so  etwas  wie  yp  vorkommen.  Er  habe  daa 
übrigens  auch  verfolgt,  aber  es  führe  sehr  weit.  Besonders  sei  der 
Fall  zu  beachten,  dafs  ein  Teil  des  Endapparates  zur  Linie  conjugirt 
sei;  den  EinfluTs  solcher  Teile  könne  man  aus  einer  reducirten 
Form  von  Z  nicht  entnehmen  ®*^^). 


8470)  p.  76. 

8471)  Will  er  damit  sagen:  „wohl  aber  aus  einer  nicht  reducirten*^? 
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Was  die  Terminologie  betrifft,  so  schlägt  er  jetzt®'"')  permittance 
för  die  Capacitat,  elastance  fär  ihren  reciproken  Wert,  permittiTitj 
und  elastiyitj  für  die  entsprechenden  specifischen  Eigenschaften  Tor. 

Ein  8.  Abschnitt  wurde  von  der  Bedaction  des  phil.  mag. 
,,wegen  Raummangels^^  zurückgewiesen  und  ist  erst  5  Jahre  später 
veröffentlicht^'').  Er  beginnt  mit  der  Auseinandersetzung,  da£s 
die  Methode  der  Integration  durch  Reihenentwicklung  nach  ,,Xornial- 
functionen"  doch  eigentlich  etwas  sehr  künstliches  sei,  namentlich 
wenn  dabei  nicht  Exponential-,  sondern  trigonometrische  Functionen 
der  Zeit  auftreten^'*).  Einen  Teil  der  Schwierigkeiten  könne  man 
freilich  umgehen,  wenn  man  zunächst  den  Fall  der  eingeprägten 
einfach  harmonischen  elektromotorischen  Kraft  betrachte;  wenn  man 
•dabei  die  Frequenzzahl  in  hinlänglich  weiten  Grenzen  variire,  gelange 
man  mit  wenig  Mühe  zu  Erkenntnissen,  die  durch  die  Methode  der 
Normalfünctionen  nicht  zu  erreichen  seien.  In  der  |Theorie  der 
schwingenden  Saiten  habe  man  daneben  noch  die  LOsong 
[vgl.  §§  4—6]: 

(397)  u^f{x  —  vi), 

die  sich  unmittelbar  physikalisch  interpretiren  lasse.  In  der  elektro- 
magnetischen Theorie  gebe  es  einen  Fall,  —  soviel  er  augenblicklich 
tibersehe,  nur  diesen  einen,  —  der  die  gleiche  Behandlung  gestatte; 
und  zwar  komme  man  dazu  merkwürdig  genug  nicht  dadurch,  dafs 
man  eine  Constante  gleich  Null  setze,  sondern  dadurch,  dafs  man 
eine  gewöhnlich  auTser  Acht  gelassene,  die  „leakage  conductance^',  ein- 
führe.   Die  Gleichungen  nehmen  dann  die  Form  an  [vgl.  (370),  (37 1)]: 

(398)  -i^^RJ-^Lij^,     -Y^^KV+C^l; 

^  cx  öt^  dx  et  ^ 

bestehen  dabei  zwischen  den  Constanten  die  Relationen: 

(399)  J  =  I  =  V 

und  wird  v  durch 

{400)  LCv^  =  1 

definirt,    so    ergiebt    sich    durch    Elimination    von    J    für     I'    eine 
Differentialgleichung  der  Form: 


<4oi)  ''^  i;  =  (-. + ;.)• 


8472)  p.  79. 

8473)  papers  2,  p.  307.  Wegen  der  Gründe  der  Zurückweisung  vgl.  »*»«\ 
•8474)  In  der  Akustik  ist  es  gerade  umgekehrt. 
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die  durch: 


-9  t 


V^e-"{f,{x-vf)+f,{x+vt)),  J=  j-[f^(x-vt)-f^(x+vt)}  (402) 

befriedigt  wird,  d.  h.  durch  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
mit  derselben  Geschwindigkeit  und  derselben  „attenuation^^  fort- 
schreitende Wellenzüge.  Die  in  ihnen  auftretenden  willkürlichen 
Functionen  ergeben  sich  aus  den  Anfangswerten  von  V  und  J 
vermöge : 

fi(x) -=- ^{r  +  LvJ),     /i(x)-A(K-Xt,/).         (403) 

Dabei  ist  für  die  in  Richtung  der  positiven,  bezw.  negativen  x  fort- 
schreitende Welle  beständig: 

In  jedem  Teil  einer  solchen  einzelnen  Welle  sind  die  elektrische 
und  die  magnetische  Energie  beständig  einander  gleich,  und  die 
Zerstreuung  der  Energie  findet  zur  Hälfte  im  Drahte,  zur  Hälfte 
aufserhalb  desselben  statt.  Die  gegenseitigen  Energien  einer  posi- 
tiven und  einer  negativen  Welle  sind  beide  null.  Er  bemerkt  ^^^), 
dafs  man  hier  wirklich  von  einem  Stromelement  reden  könne,  indem 
man  nämlich  V  nur  in  einem  bestimmten  Intervall  von  null  ver- 
schieden annehme.  Ein  solches  Element  bilde  aber  für  sich  ein 
vollständiges  elektromotorisches  System  mit  geschlossenen  Strom- 
linien. Daran  anknüpfend  bespricht  er  einige  Schwierigkeiten,  die 
er  in  der  MaxwelFschen  Vorstellung  des  Zwangszustandes  findet. 
Dann  discutirt  er  die  gefundene  Lösung  (402)  ausführlich  ^^^), 
namentlich  mit  Bezug  auf  die  Reflexion  an  den  Enden  und  an 
Stellen,  an  welchen  der  Widerstand  sich  unstetig  mit  dem  Orte 
ändei^t,  sowie  die  Bildung  stationärer  Bewegungszustände  durch 
wiederholte  Reflexionen.  Eine  constante  elektromotorische  Kraft  1 
an  der  Stelle  or  =  0  erzeugt  zwei  Wellen,  eine  positive: 

r,  =  i  exp  (-  f-)  (x  <  vi)       (405) 

und  eine  negative 

r,  =  iexp(+|j);  (406) 

8475)  p.  310.         8476)  p.  311. 
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früheren  Untersuchungen  ergebe  sich,  dalis  sich  solche  Operatoren 
nach  denselben  Gesetzen,  wie  die  Widerstände,  bezw.  wie  die  Leit- 
fähigkeiten zusammensetzen  lassen.  Darauf  beruhe  ihre  Wichtigkeit 
auch  für  die  Praktiker;  darunter  verstehe  er  aber  nicht  Anti-  oder 
Extratheoretiker,  sondern  Leute  „who  desire  to  make  theoiy 
practicallj  workable^.  In  den  einfachsten  Fftllen  haben  diese 
Operatoren  die  Gestalt 

(414)  Z  =  i2  +  Xi?,      Y=K+Cp, 

aber  eben  nur  dann,  wenn  blofs  magnetische  oder  blols  elektrische 
Energie  zu  berücksichtigen  ist.  Doch  könne  man  in  zwei  praktich 
wichtigen  Fällen  diese  Einfachheit  durch  ein  gewisses  Opfer  an 
Allgemeinheit  erreichen:  wenn  der  ganze  Zustand  eine  einfach 
harmonische  Function  der  Zeit  ist;  und  wenn  man  nur  den  Integral- 
strom zu  berücksichtigen  braucht.  Im  letzteren  Fall  drückt  Heavigide 
zunächst  für  den  stationären  Zustand  alle  Stromstärken  vermöge 
der  für  ihn  geltenden  Verzweigungsgesetze  durch  eine  von  ihnen 
aus®***);  der  Ausdruck  für  die  Energie  geht  dann  über  in: 

(415)  2'=iioA 

und  der  hier  auftretende  Factor  Lq  kann  als  „impulsive  Inductanz*' 
des  Systems  bezeichnet  werden.  Entsprechend  definirt  er  die  ^^m- 
pulsive  Permittanz".  Bei  nicht  stationären  Strömen  folgt  dann  aus 
der  Gleichung»*»*) 

(416)  V=^{Z,+pZi+  p^Z'^  +  •  •  0«^ 
durch  Integration  zwischen  zwei  stationären  Zuständen: 

(417)  J{y  -  Z^J)dt  -  Z'^iJ-]; 

es  ist  also  hier 

(418)  L,  =  Z', 

ZU  setzen,  wenn  von  J=0  ausgegangen  wird.  Ist  ^q  — »  oo,  so 
ist  die  zweite  Form  (-114)  zu  gebrauchen.  Daran  anschliefsend  giebt 
er  Ausdrücke  fiir  die  Energie»*»^). 

Die  Übertragung   auf  körperliche  Leiter»*»'')  führt  zn  der  Vor- 
stellung,   dafs   mit  jeder  Fläche,    die    Sitz   einer   elektromotorischen 


8484)  nr.  6,  p.  484.         8485)  nr.  6,  p.  486.         8486)  nr.  7,  p.  486. 
8487)  nr.  8,  p.  487. 
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Kraft  ist,  ein  Operator  verbunden  ist,  der  diese  Kraft  mit  dem 
Strom  durch  die  Fl&che  in  Beziehung  setzt  und  nur  von  der  Be- 
grenzung der  Fläche  abhängt.  Das  fährt  dann  zn  Überlegungen, 
die  der  allgemeinen  elektromagnetischen  Theorie  angehören. 

Nachher  kehrt  er  wieder  zu  linearen,  oder  wie  er  sich  ausdrückt, 
„endlichen"  Combinationen  zurück®**®).  Für  solche  seien  drei  Arten 
von  „induction-balance"  möglich:  die  „wahre",  die  auf  vollkommener 
Ähnlichkeit  der  zu  vergleichenden  Systeme  beruht,  einschliefslich 
solcher  Fälle,  in  welcher  die  erforderliche  Beduction  eines  7,  „in 
virtue  of  pecnliar  internal  relations"  eintritt;  die  „sinusoidale",  die 
für  harmonische  Schwingungen  bestimmter  Frequenz  stattfinde, 
übrigens  nicht  für  blofse  Stromunterbrechnngen  verwendet  werden 
dürfe,  und  eine  dritte  Art,  bei  der  es  auf  die  „impulsive"  Inductanz 
(415)  ankomme.  Über  die  Methode  der  „cumulation  of  impulses" 
von  Ayrton  und  Perry®***)  will  er  sich  noch  nicht  aussprechen. 
Die  Bedingung  für  die  Ausbalancirung  der  impulsiven  Inductanz 
erhalte  man  am  einfachsten,  wenn  man  die  magnetische  und  elek- 
trische Energie  einander  gleich  setze®*®*).  Dann  kommt  er  noch 
einmal  auf  das  im  4.  Abschnitt  seiner  vorhergehenden  Unter- 
suchungen behandelte  Beispiel  (378)  zurück  und  geht  in  ihm  zur 
Grenze  l  =«  c»  über®*^);  der  Operator  erscheine  dann  in  der 
irrationalen  Form: 


^%  (*!«) 


Er  zeigt,  dais  man  dieses  B«sultat  durch  einen  eigentümlichen  [wohl 
nicht  unbedenklichen]  Grenzübergang  erhalten  kann,  ausgehend  von 
der  Vorstellung,  dafs  die  Verlängerung  eines  nach  der  andern  Seite 
unendlich  langen  Drahtes  um  ein  kleines  Stück  dessen  Eigenschaften 
nicht  ändern  könne.     Im  Grenzfall  des  „distortionslosen"  Stromkreises 

Ä(7=Xi  =  i;-*  ('420) 

wird  einfach  Z  =  Xv,  also  constant®*^);  in  diesem  Falle  kann  folglich 
auch  ein  begrenzter  Leiter  sich  wie  ein  unendlich  langer  verhalten. 
Wird  J?  ==  0,  so  fällt  auch  noch  die  Absorption  weg. 

Es  folgen  dann  Überlegungen  über  die  Anwendung  der  Wider- 
standsoperatoren auf  Normallösungen,  d.  h.  solche,  die  die  Zeit  nur 
in  einem  Exponentialfactor  enthalten®**^)-  Dabei  sei  es  zweckmäfsig, 
zuerst  die  Operatoren  von  Brüchen  zu  befreien.     Besonders  nützlich 


8488)  nr.  9,  p.  493.         8489)  nr.  10,  p.  494.         8490)  nr.  12,  p.  497. 
8491)  nr.  16,  p.  499. 
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sei  die  Verwendung  von  Widerstandsoperatoren  bei  der  üntersucbung 
der  Wirkung  von  eingeprägten  elektromotorischen  Kräften**'*);  man 
ersetze  diese  zuerst  durch  einen  Condensator  von  der  Capacitftt  C 
und  der  Anfangsladung  Ce  und  gehe  dann  zur  Grenze  C7  «■  oo  über. 
Dabei  tritt  zunächst: 

<421)  Zi  -  (Cp)  -  1  +  Z 

un  die  Stelle  von  Z;  femer  ist  für  jede  Normallösung  J"  =»  —  Cp  V. 
Beim  Grenzübergang  wird  dann  ein  characteristischer  Exponent  gleich 
null  und  es  tritt  folglich  im  Ausdruck  fSlr  die  Stromstärke  ein  Glied 
eZ^  auf.  Zum  SchluDs  bemerkt  er  noch^^');  wenn  Z  irrational  sei, 
könne  man  wahrscheinlich  die  vollständige  Lösimg  unmittelbar  ab- 
leiten; aber  wie  das  im  Falle  der  Gleichung  (419)  zu  machen  sei, 
sei  ,^ot  obvious^^;  obwohl  der  Übergang  von  den  unendlichen  Reihen 
2u  den  Litegralen,  die  für  einen  unendlich  langen  Draht  auftreten, 
keine  Schwierigkeiten  biete. 

Li  derselben  Zeit  wollten  0.  und  A.  W.  Heaviside  der  Society 
"of  telegraph  engineers  and  electricians  einen  gemeinsamen  Aufsatz 
über  das  Brückensjstem  in  der  Telephonie  vorlegen  lassen;  doch 
-wurden  Schwierigkeiten  gemacht:  „die  Gesellschaft  habe  Ton 
<8elbstinduction  jetzt  genug  gehört  und  wisse  schon  alles  darüber^. 
Soviel  ich  sehe  ist  er  auch  später  nicht  publicirt:  nur  drei  Noten, 
die  von  0.  Heaviside  allein  herrühren,  sind  wenigstens  zum  Teil  in 
dessen  gesanmielte  Abhandlungen  aufgenommen^^).  Die  erste  Ton 
ihnen  besteht  wesentlich  aus  Inhaltsangaben  früherer  Abhandlungen. 
Die  zweite  *^*^)  bespricht  die  Frage  der  Ausbalancirung  der  Induction 
in  Telegrapbenlinien:  Zwei  nebeneinander  herlaufende  Linien  von  den 
Widerständen  R^  und  B^  seien  an  zwei  Stellen  durch  Zweigleitungen 
verbunden,  in  welche  Condensatoren  von  den  Capacitäten  Cj,  C^  ein- 
geschaltet seien,  und  auTserdem  durch  die  Leitfähigkeiten  K^^  K^ 
kurzgeschlossen.  Sind  e^^  e^  die  eingeprägten  elektromotorischen 
Kräfte  in  den  beiden  Leitungen,  T'^,  V^  die  Potentialdifferenzen  der 
Condensatoren,  J  die  Stromstärke  in  den  Hauptleitungen,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Bewegung 

(422) 


8492)  nr.  17,  p.  600.   8498)  nr.  18,  p.  502.   8494)  papen  2,  p.  sss. 
8496)  p.  884. 
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Daraus  folgt  /  =  0,  sobald  r?^  -[-  ^j  *"  0  ist.  Hat  man  dagegen  mit 
«iner  complicirteren  Anordnung  zu  tun,  deren  Gleichungen  sind^**^: 

^i-(^^yz+^z{yz+y^)-CiK+^i('^i  +  yf)^      (423.) 

so  folgt  aus  Cj  +  e,  =  0  nur  dann    \\  +  7^  =  0,    Fj  +  V^  =  0,  wenn: 
R^:li^^C^:C,^C^:C^^(L^  +  M):{L^  +  ]d)  (424) 

ist.  Diese  Bedingungen  sind  unabhängig  von  r.  Durch  Elimination 
"der  Stromstärken  erhält  er  noch^^^)  ein  System  von  Differential- 
gleichungen für  die  Potentiale  in  symbolischer  Form. 

Ein  Vortrag  von  H.  W.  Preece®**®)  berichtet  über  die  Mittel, 
die  damals  von  der  englischen  Telegraphenverwaltung  zur  Erreichung 
gröfserer  Schnelligkeit  im  Telegraphiren  benutzt  wurden.  Von 
mathematischem  Interesse  ist  hauptsächlich,  da£s  W.  Preeoe  auch  hier 
noch  durchaus  auf  dem  Boden  der  alten  Untersuchungen  von  W. 
Thomson ^^^^)  stehen  bleibt,  bei  der  auf  die  Selhstinduction  der  Linie 
keine  Bücksicht  genommen  wird :  auTserdem  etwa  noch,  dals  er  hinter 
den  Elektromagneten  von  der  Selhstinduction  L  noch  einen  inductions- 
freien  Widerstand  R  einschaltet,  dessen  Enden  mit  den  Platten  eines 
Condensators  von  der  Capacität  C  verbunden  sind,  und  dann  durch 
elementare  Überlegungen  [die  aber  nur  die  gesamte  in  Bewegung 
gesetze  Elektricitätsmenge  berücksichtigen]  plausibel  zu  machen  sucht, 
dafs  bei  dieser  Anordnung  die  Wirkungen  von  Selhstinduction  und 
Capacität  sich  gerade  aufheben,  wenn  L  =  CB^  ist.  In  der  sich 
anscbliefsenden  Discussion  verweist  Lord  Bayleigh  auf  die  Unter- 
suchungen von  Chrystal ****),  Perry  auf  diejenigen  von  Sumpner^^^)  ; 

8496)  p.  837.         8497)  p.  388. 

8498)  electxician  19,  1887,  p.  428;  franz.  ann.  t^legr.  (3)15,  1888,  p. 
59;  Auszug  Brit.  assoc.  rep.  f.  1887,  p.  874.  Der  Vortrag  enthält,  auch 
abgesehen  von  der  Vernachlässigung  der  Selhstinduction,  manche  Seltsam- 
keiten, so  die  Definition  der  Zeitconstanten  als  „die  Zeit,  die  der  Strom 
braucht,  um  seinen  vollen  Wert  zu  erreichen'' und  die  sich  daran  anschließende 
Auffassung,  daß  damit  zugleich  die  Zeit  gegeben  sei,  die  man  zwischen 
zwei  Signalen  verstreichen  lassen  müsse,  wenn  sie  sich  nicht  stören  sollen. 
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Der  zweite  Band  des  Handbuches  von  Mascart  und  Jonbert 
enthält  aufser  einer  Darstellung  der  Methoden  von  Maxwell  ®^^  und 
von  Brillouin*'*'^)  zur  Bestimmung  von  Inductionscoefficienten  noch 
einiges  hierher  gehörige.  So  geben  sie®*^^)  eine  Theorie  der  In- 
ductionswage  (Sonometer)  von  Hughes,  soweit  eine  solche  überhaupt 
möglich  sei;  es  handle  sich  um  eine  Gleichung  der  Form: 

(427)  LJ\  —  M^^J\  +  JJfij/;  +  BJx  -  0. 

Soll  J^  beständig  null  sein,  so  müssen  die  Änderungen  von  J^  und 
«Tj  beständig  zu  einander  proportional  sein,  was  im  allgemeinen  nicht 
zu  erreichen  ist.  Bei  einer  etwas  complicirteren  Anordnung,  bei 
der  eine  gröfsere  Anzahl  von  Constanten  disponibel  ist,  läfst  es  sich 
allerdings  erreichen,  aber  nur  in  so  weit  einem  körperlichen  Leiter 
ein  bestimmter  Inductionscoefficient  zugeschrieben  werden  kann. 
Sie  fügen  hinzu,  es  sei  schwierig,  die  von  Hughes  erhaltenen  Resultate 
streng  zu  interpretiren,  welche  Art  von  Correctionen  man  auch 
wählen  möge. 

Auch  P.H.  Ledeboer®*®*)  bespricht  die  Methoden  von  Maxwell***'), 
Brillouin««'^),  Lord  Rayleigh  und  Joubert  (§  111)  ausfuhrUch, 
namentlich  die  erstere,  indem  er  die  Rechnung  so  führt,  dais  die 
allgemeine  Litegration  der  Differentialgleichungen  umgangen  und 
nur  die  gesamte  durch  das  Galvanometer  gegangene  Elektricitftts- 
menge  berechnet  wird.  Daran  knüpft  er  die  Discussion  von  Empfindlich- 
keitsfragen. Ein  zweiter  Aufsatz  *^^)  bespricht  noch  einige  specielle 
Anordnungen,  bei  denen  das  Galvanometer  kurz  geschlossen  ist;  ein 
dritter  ^*^*^)  in  entsprechender  Weise  Methoden  zur  Bestimmung  von 
Coefficienten  gegenseitiger  Liduction^  die  durch  die  Verbreitung  der 
Transformatoren  erforderlich  geworden  seien:  die  eine  Leitung  wird 
in  einen  Zweig  der  Brücke  eingeschaltet,  die  andere  zu  einem  secundären 
Stromkreis  geschlossen.  Ein  vierter  ®^^^)  betrifft  die  Bestimmung 
sehr  kleiner  Selbstindi^ionscoefQcienten.  Die  Methode  von  H.  F.  Weber, 
die  einen  solchen  Co^ßcienten  mit  einem  Coefficienten  gegenseitiger 
Induction  vergleiche,  verlange  die  Kenntnis  dieses  letzteren;  er  verfthrt 
daher  im  Anschlnfs  an  Lord  Rayleigh  so,  dafs  er  erst  die  Brücke 
für    Gleichstrom    ausbalancirt  und  dann  die    gesammte  beim  Offnen 


8607)  traitä  11,  987,  p.  364  der  deutschen  Übersetzung. 

8608)  lum.  electr.  20,  1886,  p.  629. 

8609)  ib.  21,    1886,    p.  6;    ausführliche    Neuredaktion    dieser    u.  der 
vorhergehenden  Abhandlung  j.  de  phys.  (2)6,  1887,  p.  68. 

8610)  lum.  electr.  22,  1886,  p.  481. 

8611)  ib.  24,  1887,  p.   161. 
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durch  das  Galvanometer  gehende  Elektricit&tsmenge  bestimmt.  Even- 
tuell könne  man  sich  dabei  auch  eines  Multiplikationsverfahrens 
bedienen. 

Endlich  ein  fünfter®*^*)  stellt  die  Methoden  zur  Bestimmung 
von  Selbstinductionscoefficienten  noch  einmal  zusammen,  ohne  neue 
mathematische  Entwicklungen  geben  zu  wollen. 

E.  Cohn  und  L.  Arons®*^*)  werfen  die  Frage  auf,  ob  die 
Dielektricitätsconstante  eines  Leiters  einen  endlichen  Wert  haben 
könne.  In  einem  Isolator  von  der  Dielektricitätsconstante  (i  gilt 
die  Differentialgleichung 

tiJV^-47tQ,  (428) 

an  der  Grenze  zweier  Isolatoren: 

in  einem  Leiter  dagegen  die  Differentialgleichung: 

JV=^0  (430) 

und  an  seiner  Oberfläche 

Daraus  folgt  für  den  Leiter  |ii  =  oo  nur  unter  der  weiteren  Vor- 
aussetzung 

^  +  0    bezw.    47r0  +  -^i|^,  (432) 

und  umgekehrt  ergeben  sich  die  Gleichungen 

^  =  0,  4«<T  =  -  ^i  1^  (433) 

nur,  wenn  man  fc  als  endlich  voraussetzt.  Wenn  aber  MaxwelFs 
Vorstellung  von  der  Möglichkeit  des  Nebeneinanderbestehens  von 
Leitungs-  und  Verschiebungsstrom  richtig  sei,  könne  man  einen 
Körper,  in  dem  diese  Möglichkeit  tatsächlich  eintrete,  ersetzen  durch 
zwei  nebeneinander  geschaltete  Körper,  von  denen  der  eine  den 
gegebenen  Widerstand,  aber  keine  Capacität,  der  andere  unendlichen 


8612)  ib.  27,  1886,  p.  601. 

8513)  Ann.  Phye.  Chem.  N.  F.  28,  1886,  p.  464. 
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Widerstand  und    die  gegebene    Capacität  habe.       Die    Gleichungen 
werden  dann: 

(434)  E--V, 


B 


Q\  +  Q\ ; 


sie  lassen  sich  durch  Exponentialfunctionen  integriren.  Für  eine 
andere  Anordnung  erhalten  sie®^**)  eine  Differentialgleichung  2.  O., 
deren  Integral  aber  sich  nach  unmeisbar  kurzer  Zeit  ebenfalls  auf 
nur  eine  Exponentialfunction  reducirt. 

In  einem  zweiten  Aufsatz  ^^^^)  besprechen  sie  die  Methode  von 
Schiller ^^^)  und  weisen  darauf  hin,  dafs  dieser  selbst  schon  die  Art, 
wie  er  die  Inductionsrolle  als  einen  Condensator  behandle,  dessen 
Platten  den  Enden  der  Bolle  angefügt  sind,  nur  als  eine  erste  An- 
näherung bezeichne.  Dann  besprechen  sie  das  Verhältnis  A/fi  von 
Leitungsvermögen  und  Dielektricitätsconstante^^*):  fi/(^7tk)  sei  die 
Zeit,  in  welcher  die  ursprüngliche  Differenz  zwischen  dem  Potential 
und  seinem  Endwert  auf  1/e  ihres  ursprünglichen  Betrages  sinke. 
Man  könne  sie  im  Anschlufs  an  einen  von  Maxwell  für  mechanische 
Zwangszustände  eingeführten  Ausdruck  als  Relaxationszeit  bezeichnen. 
Sie  habe  nicht  nur  in  den  elektrischen  Mafssystemen  die  Dimensionen 
einer  Zeit,  sondern  bedeute  tatsächlich  eine  solche.  Sie  discutiren 
dann  noch^^^^)  qualitativ  den  Einüufs  der  Selbstinduction  auf  die 
Beobachtungen. 

In  einem  dritten  Aufsatz  von  Cohn  allein ^^*®)  wird  der  Fall 
1)ehandelt,  dafs  das  Elektrometer  nicht  neben,  sondern  hinter  die 
zu  untersuchende  Substanz  geschaltet  ist.  Die  Selbstinduction  könne 
auch  hier  vernachlässigt  werden,  ebenso  die  Polarisation  der  Elek- 
troden ^^^),  indem  wieder  die  eine  Zeitconstante  sehr  viel  kleiner 
als  die  andere  ist,  sodafs  die  beiden  Erscheinungen  sich  zeitlich 
voneinander  trennen. 

Heaviside  kommt  auch  im  Verlauf  seiner  allgemeinen  elektro- 
magnetischen Untersuchungen  noch  einmal  auf  den  Verlauf  veränderlicher 
Ströme  in  linearen  Leitern  zurück**^).  Er  entnimmt  aus  J. J.  Thom- 
son®**^)  einen  allerdings  sehr  knappen  Bericht  über  die  Untersuchungen 

8614)  p.  462.     Der  Nachtrag  ib.  33,  1888,  p.  31  berührt  uns  nicht. 

8616)  ib.  33,  1888,  p.  14.         8616)  p.  24.         8517)  p.  27. 

8618)  ib.  88,  1889,  p.  44.         8619)  p.  50. 

8620)  electrician  18,  1887,  p.  10;  papers  2,  p.  81.  In  der  Vorrede 
zu  den  papers  empfiehlt  er,  diese  Abhandlung  vor  der  früheren®**')  zu  lesen 
da  sie  eine  elementare  Darstellung  biete. 
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KirchhofiTs,  gesteht  aber,  dafs  er  ,,neither  head  nor  tail"  aus  ihm 
machen  kömie.  Er  bemerkt,  dafs  Eirchhofifs  Gleichungen  (27),  (30) 
sich  von  den  seinigen  nur  durch  die  Bezeichnung  unterscheiden,  daüs 
aber  bei  Kirchhoff  die  Abhängigkeit  der  Capacität  von  den  Dimen- 
sionen des  Drahtes  „clearly  wrong^^  sei.  Dann  bespricht  er  noch  ein- 
mal seine  eigenen  Untersuchungen  vom  Jahre  1876^***^),  bei  denen  er 
von  Kirchhoff  noch  nichts  gewuTst  habe.  Er  meint,  es  sei  schwierig 
sich  von  der  Bedeutung  des  Gliedes  ^LJ'  eine  genügende  „mental 
representation'^  zu  verschaffen;  immerhin  sei  die  „water  pipe  analogy" 
einfach  genug,  nur  dürfe  man  sie  nicht  zu  sehr  ins  Detail  durch- 
führen wollen ,  da  sie  dann  sicher  unrichtig  werde.  Nebenbei  bemerkt 
er,  es  sei  auffallend,  dafs  Maxwell  in  seinem  treatise  die  osdllatorische 
Natur  der  Condensatorentladung  nicht  erwähne,  die  doch  Thomson 
schon  1853  ^^^)  bekannt  gewesen  und  überdies  so  einfach  aus  Maxwell's 
Gleichimgen  abzuleiten  sei.  Dann  bespricht  er  Condensatorentladungen. 
Speciell  discutirt  er  die  Grenzfälle  22  =  0  und  X=>0  und  die  Art, 
wie  der  allgemeine  Fall  sich  als  „a  mixture  of  diffusion  and  wave 
transfer'^  auffassen  lasse.  Weiter  fragt  er  nach  dem  Übergang  von 
den  allgemeinen  Formeln  zu  denjenigen  für  kurze  Drähte,  bei  denen 
y  als  von  X  unabhängig,  nur  als  Function  von  i  angesehen  werde;  die 
Schwingungen  des  Stromes  seien  für  kurze  Drähte  in  der  Tat  un- 
bedeutend, nicht  so  die  des  Potentials ^  und  das  F  der  elementaren 
Theorie  repräsentire  tatsächlich  einen  Mittelwert. 

Weiter®**^)  stellt  er  die  umgekehrte  Frage,  wie  man  von  der 
elementaren  Theorie  aus  zur  elektromagnetischen  gelangen  könne. 
Der  erste  Schritt  „to  getting  out  of  the  wire  in  the  dielectric" 
liege  schon  bei  W.  Thomson'*'*)  vor;  man  komme  so  wenigstens 
„as  far  as  the  boundary  of  the  wire**.  Er  betrachtet  Hin-  und 
Rückleitung  durch  zwei  concentrische  Bohren:  sind  "E^  und  J^j  <^® 
„longitudinalen  elektrischen  Kräfte**  in  ihnen,   so  erhält  er  zunächst: 

i;,  -  i^  +  |i'  =  -  L^J\  (435) 

und  wenn  J^ ,  J^  die  Stromdichtigkeiten  in  den  Oberflächen  der  Leiter, 
^1  und  fg  die  etwaigen  eingeprägten  Kräfte  in  ihnen  sind: 


8621)  p.  148 ;  papers  p.  86.         8622)  p.  144. 
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Zwischen  diesen  Stromdichtigkeiten  und  dem  totalen  Strom  bestehen 
dann  Beziehungen  von  der  Form: 

(437)  Q^J^  =  E^V  J,     QiJf  -  B^l^  J, 

Man  könne  in  guter  Annäherung  die  kleine  radiale  Componente  des 
Stromes  im  Leiter  vernachlässigen,  dabei  aber  doch  vermöge  der 
Continuitätsgleichung  (273)  den  Strom  im  Dielectricum  aa  den  im 
Leiter  anschliefsen.  Die  Bestimmung  der  jß(^)  sei  dann  ein  elektro- 
magnetisches Problem ;  wenn  man  sie  als  gegeben  annehme ,  habe 
man  damit  „a  practical  working  System^',  indem  die  Grenzbedingongen 
sich  als  Differentialgleichungen  zwischen  V  und  J  darstellen.  Im 
Falle  unvollständiger  Isolation®**^)  ist  die  erste  Gleichung  (221) 
durch  die  zweite  Gleichung  (398)  zu  ersetzen.  Für  den  Energie- 
strom erhält  er  auch  hier  die  Gleichung  (372)*^**). 

Der  weitere  Verlauf  seiner  Untersuchungen  bringt  noch  einmal 
eine  ausführliche  Theorie  der  Brückencombination*^^),  die  er  jetxt 
einfach  als  „den  Christie^'  zu  bezeichnen  vorschlägt.  Jeder  einzelne 
Zweig  könne  dabei  aus  einer  beliebigen  Combination  von  Leitern 
und  Condensatoren  bestehen,  solange  nur  nicht  mehr  als  4  Knoten- 
punkte zu  berücksichtigen  seien.  Die  Differentialgleichung  für  jeden 
Zweig  kann  dann  wieder  in  der  Form  F  —  Z«7  geschrieben  werden, 
und  die  Bedingung  daffir,  dafs  ein  Strom  im  Batteriezweig  keinen 
Strom  in  der  Brücke  erzeugt,  lautet: 

(438)  Z,  Z,  =  Z,  Z^. 

Die  Annahme  Z  =  jK  +  Z^  giebt  wieder  die  drei  Gleichungen  (345); 
die  Annahme  Z  =  (K  -{-  Cp)  "  ^  läfst  sich  ähnlich  behandeln.  Die 
Bedingungen  sind  jedenfalls  erf&llt,  wenn  der  Zweig  2  zum  Zweig 
1  imd  der  Zweig  4  zum  Zweig  3  elektrisch  ähnlich  sind.  Speoiell 
stellt  er  den  Operator  Z  für  den  Fall  auf,  dafs  eine  Telegraphenlinie 
mit  den  4  Constanten  R^L^C^K  in  den  Zweig  eingeschaltet  ist  und 
die  Stromstärke  in  ihr  nach  dem  Gesetze: 

(439)  J  ^  A  cos  mx  +  -B  sin  mx 
von  der  Abscisse  abhängt;  es  wird  dann: 

F  =  —     "^—  (J.  sin  mx  —  B  cos  mx)  , 


(440) 


m 


2 


=  {K  +  Lp\  {11  +  Lp\ 


8528)  p.  212;  papers  p.  96.         8624)  p.  390,  bezw.  102. 


§110.  Veränderliche  elektrische  ströme.  Iiidactiona.Selb8tiiiduction.     1673- 

Soll  am  andern  Ende,  für  a*  =»  i,   7«=  0  sein,  so  folgt 

BzÄ^tgml,  (441> 

also: 

Ist  aber  für  a;  =  ^  die  Bedingung  V  =  Y J,  so  kommt  ebenso: 

R  +  Lp{B  +  Lp)t9nil±mY  ,        . 

^"^       m         B+Lp  —  mYtgmr  ^**''^ 

Weiter ®^*^)  bespricht  er  den  Fall,  dafs  alle  6  Zweige  Selbst- 
induction  und  alle  Paare  von  ihnen  gegenseitige  Induction  aufweisen,. 
sodaTs  21  Constante  vorkommen.  „This  looks  formidable^';  aber  sie 
können  schliefslich  nur  in  6  Verbindungen  auftreten.  Man  könne 
z.  B.  3  geschlossene  Stromkreise  auswählen.  Es  sei  das  ein  Fall, 
in  dem  der  Marwell^sche  Ansatz^**)  wirklich  zweckmäfsig  sei.  Die 
Bedingungen  erhält  er,  indem  er  für  die  beiden  Stromkreise  125 
und  345  die  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung  ansetzt,  das  in 
ihnen  keine  elektromotorischen  Kräfte  vorhanden  sind,  unter  der 
Annahme  J^  =^  J^  alle  Stromstärken  durch  J\  und  J^  ausdrückt  und 
dann  symbolisch  ausmultiplicirt.  Er  giebt  vollständige  Ausdrücke 
der  6  auftretenden  Coefficienten  durch  die  ursprünglichen  21  und 
discutirt  verschiedene  specielle  Beispiele. 

Noch  weiter ^^*^J  behaDdelt  er  den  Fall,  dafs  zwei  Stromkreise 
inducirend  auf  einen  dritten,  aber  nicht  aufeinander  wirken,  also  die 
Integration  der  Gleichungen 

0=  ZjJ,  +M^^r^,  (444) 

Dann  nimmt  er  noch  einen  vierten  Stromkreis  hinzu,  auf  den  der 
erste  und  zweite,  aber  nicht  der  dritte  wirkt.  Die  Resultate  wendet 
er  auf  den  Fall  an®^*^,  dafs  die  Operatoren  die  complicirtere ,  aua 
der  elektromagnetischen  Theorie  sich  ergebende  Gestalt  haben.  Dann 
bricht  er  ab®^^^)  und  bespricht  noch  einmal  die  Fragen  der  Fem- 
t^lephonie.      W.  Thomson's    Theorie    der   submarinen    Kabel    sei  „a 

8626)  p.  457,  bezw.  106. 

8626)  electrician  19,  1887,  nr.  39,  p.  6;  papers  2,  p.  112. 

8527)  p.  60,  bezw.  116.         8628)  nr.  40,  p.  79,  bezw.  119. 
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splendid  thing",  aber  Preece  ^*®)  wende  sie  falsch  an.  Eine  elektrische 
Leitung  besitze  selbst  im  einfachsten  Fall  nicht  nur  zwei,  sondern 
Tier  verschiedene  zu  berücksichtigende  Constante.  Bei  unterseeischen 
Kabeln  sei  die  „distortion"  grofs;  infolgedessen  könne  man  dort  die 
Zeichen  nur  langsam  aufeinanderfolgen  lassen  und  damit  hänge  es 
zusammen,  dafs  man  bei  ihnen  die  Induction  nicht  zu  berücksichtigen 
brauche.  Speciell  erwähnt  er  auch  hier  den  Fall,  dafs  die  Bedingxmg 
(399)  erftillt  ist,  sodafs  das  allgemeine  Integral  in  der  Form  (402) 
geschrieben  werden  kann.  Die  Anwendung  auf  ein  unterseeisches 
Kabel  würde  zu  grofse  leakage  verlangen;  immerhin  könne  man 
wenigstens  eine  Annäherung  versuchen.  Man  müsse  dann  noch  die 
Empfangsapparate  so  einrichten,  dafs  die  Reflexion  der  ankommenden 
Wellen  vermieden  wird;  für  den  Fall,  dafs  die  Bedingung  (399) 
erfüllt  ist,  könne  das  dadurch  geschehen,  dafs  man  dem  Empfangs- 
apparat den  Widerstand  Lv  und  die  Inductanz  null  gehe.  Daran 
anschliefsend  schildert  er  qualitativ  das  Verhalten  des  Integrals  im 
allgemeinen  Falle:  eine  Welle  lasse  dann  einen  langen  „Schweift 
hinter  sich,  der  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  nach  rückwärts 
ausbreite,  mit  der  der  Kern  nach  vorwärts  geht;  ist  die  Linie  ge- 
nügend lang,  so  ändert  der  Kern  schliefslich  seine  Gestalt  so  stark, 
dafs  er  nur  noch  als  ein  Teil  des  Schweifes  erscheint  Dann  discutirt 
er  ausführlich  den  speciellen  Fall®***)  wie  in  der  früheren  nicht  publi- 
cirten  Abhandlung**'*);  er  meint ***^),  das  sei  zwar  ein  idealer  Fall, 
aber  man  könne  sich  an  ihm  die  Verhältnisse  des  allgemeinen  Falles 
ohne  viel  Mathematik  klar  machen. 

Weiter  fahrt  er  in  der  Besprechung  der  Grenzbedingungen  fort. 
Ist  am  Ende  J.  ein  Widerstand  Bq  eingeschaltet,  so  erzeugt  eine 
dort  eingeprägte  elektromotorische  Kraft  e  eine  Potentialdifferenz: 

(445)  V,  '^"^ 


«      Ro  +  Lv 

und  den  entsprechenden  Strom  yJXL v).  Ist  aber  die  elektromotorische 
Kraft  an  einer  anderen  Stelle  eingeprägt,  so  treten  Interferenzen  der 
verschiedenen  reflectirten  Wellen  auf.  Findet  vollständige  Reflexion 
an  den  Enden  statt,  so  braucht  man  nur  eine  geometrische  Reihe 
zu  Summiren,  um  zu  sehen,  wie  eine  stationäre  eingeprägte  E^raft 
einen  stationären  Zustand  erzeugt;  in  derselben  Weise  müsse  man 
sich  den  Übergang  zu  dem  Falle  vorstellen,  dafs  Strom  and  Potential 


8629)  nr.  41,  p.  124,  bezw.  124.         8630)  nr.  42,  p.  168,  bezw.   128. 


§  110.  Veränderliclic  elektrische  Ströme.  Indnction  u.  Selbstindaction.     1675 

als  von  X  unabhängig  behandelt  werden.  Wenn  „distortion^^  vor- 
handen sei,  seien  die  Vorgänge  im  einzelnen  etwas  anders,  aber  im 
Resultat  bedinge  das  keinen  wesentlichen  unterschied. 

Noch  weiter  *^^^)  bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  Grenzbedingung 
die  Form 

V^B^J  (446) 

hat.  Das  giebt  zwischen  den  ankommenden,  den  reflectirten  und  den 
weitergegebenen  Wellen 

V.^LvJ^,  ~Fs  =  it;J,,  Fi+F,=  r3,  J^+J^--J^  (447) 
die  Beziehung: 

die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet  er  als  den  Transformations- 
factor  für  diesen  Fall.  Auch  hier  verfolgt  er  die  Ausbildung  eines 
stationären  Zustandes  durch  die  successiven  Reflexionen;  die  Auf- 
stellung und  Discussion  der  Lösung  dieses  Problems  durch  Fourier'sche 
Reihen  habe  er  als  zu  saure  Trauben  aufgegeben.  Was  die  Grenz - 
fälle  i2^  »=  0  und  Jß^  »  oo  betreffe,  so  sei  zu  beachten,  dalis  eine 
Theorie  die  wirklichen  Verhältnisse  im  allgemeinen  gut  darstellen 
imd  doch  in  Grenziällen  versagen  könne:  an  den  Enden  dürfe  man 
Capacität  und  Inductanz  nicht  mehr  als  constant  behandeln. 

Dann  bespricht  er  kurz  den  Fall,  dafs  mehrere  solche  „distortions- 
lose"  Ströme  nebeneinander  geschaltet  sind®*'*) ,  und  weiter  den  Fall, 
dafs  irgendwo  ein  inductionsloser  Widerstand  r  eingeschaltet  ist. 
Er  erhält  wieder  die  schon®*'*)  besprochenen  Resultate  und  bemerkt 
dazu:  die  dabei  verlorene  Energie  trete  als  Joule'sche  Wärme  in  r 
auf.  Auch  der  Grenzübergang  von  dem  Fall,  dafs  eine  grofse  Reihe 
solcher  Widerstände  eingeschaltet  ist,  zu  dem  Fall  continuirlich  ver- 
teilter leakage  findet  sich  hier,  mit  dem  Zusatz:  der  einfachste  Weg, 
um  zu  diesem  letzeren  Fall  zu  gelangen,  sei,  dafs  man  von  einem 
vollständig  isolirten  Stromkreis  ohne  Widerstand  ausgehe;  ein  solcher 
habe  keine  „distortion^^  und  auch  keine  „attenuation^*;  die  Elektricität 
gleite  dann  dem  Draht  entlang  „like  a  smeared  lightning'^  [I]  Auch 
die  Verhältnisse  in  einem  Kreise  mit  Distortion  könne  man  von  da 
aus  sich  klar  machen. 


8631)  nr.  48,  p.  206,  bezw.  132.         8632)  nr.  44,  p.  295,  bezw.  187. 
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In  ähnlicher  Weise  behandelt  er  auch®*^*)  die  Wirkung  von 
Brückenzweigen,  die  zwischen  Hin-  und  Bückleitung  querüber  gelegt 
sind,  mit  nachdrücklichem  Hinweis  auf  die  Bedeutung  dieser  Ver- 
hältnisse für  die  Telephonie®***). 

Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  die  Reflexion  zu  sprechen ^^^). 
Werden  in  der  ersten  Gleichung  (447)  die  Potentiale  durch  ihre 
Ausdrücke  vermittelst  der  Stromstärken  ersetzt,  oder  umgekehrt  in 
der  zweiten  die  Stromstärken  durch  die  Potentiale,  so  wird  auDser 
der  Gleichung  (448)  noch  erhalten: 

(449)  C,v,(V,-  V,)^C,v^V, 
(„persistance  of  electrification")  und  durch  Ausmultipliciren: 

(450)  V,J^  +  V^J,  =  V,J, 

(„equation  of  transfer  of  energy").  Wenn  ünstetigkeitsstellen  von  V 
oder  von  J  möglich  wären,  würden  Oberflächenströme  hinzukommen 
müssen. 

Weiter  bemerkt  er,  von  der  Gleichung  (448)  aus  könne  man  den 
Fall  eines  aus  beliebig  vielen  Stücken  bestehenden  Leiters  behandeln 
und  dann  durch  Grenzübergang  zu  dem  Fall  gelangen,  dafs  H  und  L 
beliebige  Functionen  von  x  sind,  während  K  in  derselben  Weise  wie 
M  und  C  in  derselben  Weise  wie  L  sich  ändert.  Man  könne  aber 
die  Resultate  für  diesen  Fall  auch  ableiten,  indem  man  auf  die  funda- 
mentalen Gleichungen  (398)  zurückgehe;  sie  könnten  durch  (404) 
nur  befriedigt  werden,  wenn  E/K  gleich  L/C  gleich  (Lv)*  und  von 
X  unabhängig  sei.  Ein  dritter  Weg  zu  denselben  Resultaten  sei, 
dafs  man  an  die  Wirkung  von  Brückenzweigen  anknüpfe. 

Es  folgen  noch  ein  paar  Bemerkungen  über  den  Fall,  dafs  J.v 
von  X  unabhängig,  aber  die  beiden  anderen  Bedingungen  nicht  erfüllt 
seien;  dann  gelte  an  einer  Brücke  die  Gleichung: 

(451)  F:-  =  (l  +  2i.)(l+4)' 

doch  komme  man  damit  nicht  weiter.     Damit  bricht  er  seine  Unter- 
suchungen ab,  „having  been  requested  to  discontinue  them'*  ***••). 


8633)  nr.  45,  p.  340,  bezw.  141.         8534)  nr.  46,  p.  459,  besw.  146. 

8636)  nr.  47,  electrician  20,  1888,  p.  189,  bezw.  p.  161. 

8686)  papers  1,  p.  X  spricht  er  sich  ausführlicher  hierüber  aus:  die 
neue  Redaction  habe  ihm  mitgeteilt,  sie  habe  auf  geschehene  Um&mffe 
niemand  gefunden,    der  seine  (H.^s)  Untersuchungen  lese.      Auch  andeie 


§  1 1 0.  Veränderliche  elektrische  Ströme.  Induction  n.  Selbstindnction .     1677 

Die  Bedaetion  des  Electrician  spricht  noch  ihr  Bedauern  ans 
dafs  so  viel  practisch  wichtige  Folgerungen  in  so  viel  Mathematik 
vergraben  seien ®^*');  F.  B.  Hawes  schliefst  sich  als  Telephonist  dem 
mj8688^.  Heaviside****J  verweist  auf  seine  Schlufsbemerkung;  die 
Redaction»"®)  auf  Ysschj^^), 

Um  diese  Zeit  ist  die  Frage  nach  zweckmäfsigen  Methoden  zur 
Bestimmung  von  Inductionscoefficienten  viel  discutirt  worden.  G.  Carey 
Foster^^^^)  zeigt,  dafs  die  Bestimmung  sehr  einfach  möglich  ist, 
wenn  man  einen  Condensator  von  bekannter  Capacität  zur  Verfügung 
hat;  die  allgemeine  Integration  der  Differentialgleichungen  ist  dabei 
nicht  erforderlich,  wenn  man  sich  so  einrichtet,  dafs  sowohl  der 
stationäre  Strom ,  als  der  Integralstrom  durch  das  Galvanometer 
null  ist. 

Eines  ähnlichen  Verfahrens  bedient  sich  A.  Roiti*^*),  um 
nmgekehrt  von  einem  bekannten  Inductionscofficienten  auf  die  Capacität 
«ines  Condensators  zu  schliefsen. 

Auch  Fr.  Kohlrausch *^*)  begnügt  sich  mit  der  Bestimmung 
des  Integralstroms.    Es  handelt  sich  bei  ihm  um  das  Gleichungssystem: 

J^J  +  ^Jo  =  ^  —  LJ'  —  J^o/o  +  ^fi  —  ^Jo »         (452) 

und  es  wird  so  operirt,  daCs  X,  Xq,  und  M  herausfallen,  sodafs  die 
Bestimmung  von  A  ermöglicht  wird. 

W.  E.  Ayrton  und  J.  Perry®***)  finden,  die  bisherigen  Methoden 
zur  Bestimmung  von  SelbstinductionscoeMcienten  seien  für  die  Praxis 
zu  umständlich.  Die  Methode  von  Maxwell®**®)  verlange  zwei  Adju- 
stirungen,  von  denen  immer  die  eine  die  andere  wieder  in  Unordnung 
bringe;  das  sei  nahezu  hoffnungslos.    Die  beste  sei  noch  die  von  Lord 


eoglische  Zeitschriften  hätten  um  dieselbe  Zeit  seine  Aufsätze  abgelehnt; 
„there  seemed  to  be  an  idea  that  official  views  [d.  h.  diejenigen  von 
Preece***®*)]  should  not  be  controverted  er  criticised".  Daß  man  auch 
anderswo  als  in  England  drucken  könne,  scheint  ihm  undenkbar  gewesen 
zu  sein. 

8537)  p.  309.         8638)  p.  452.         8589)  p.  482.         8540)  ib. 

8541)  phil.  mag.  (5)28,  1887,  p.  121;  mit  Beihilfe  von  A.  H.  Fison. 

.^542)  Torino  mem.  (2)38,  1888,  p.  68;  vom  Juni  86. 

8543)  Münch.  Ber.  17,  1887,  p.  8;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  81,  1887, 
p.  594;  Centralbl.  f.  Elektrot.  9,  1887,  p.  469. 

8544)  j.  telegr.  eng.;  electrician  19,  1887,  p.  17;  franz.  lum.  älectr.  24, 
1887,  p.  401;  deutsche  Darstellung  von  R.  Scharfhausen,  Centralbl. 
f.  Elektrot.  9,  1887,  p.  609. 
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Bayleigh®*^),  aber  auch  sie  habe  drei  schwere  Nachteile.  Dann  be- 
schreiben sie  ihre  eigenen  Anordnungen  und  teilen  die  von  Sumpner 
durchgeführten  Hechnungen  mit.  Es  handelt  sich  um  die  Differential- 
gleichungen: 

Bi{x-y)  +  It^ix  +  z)  +  R^x+L^x''^0, 

(463)  B,{y  +  z)  +  R^{y-x)  +  R,y  +  L,y'  =  E, 

Bfiiy  +  z)  +  B^x  +R^z  ^E, 

Elimination  von  y  und  z  giebt  für  x  eine  Gleichung  H.  O.;  ¥nrd 
diese  zwischen  zwei  stationären  Zuständen  integrirt,  so  erhält  man 
eine  Relation  zwischen  den  zu  bestimmenden  Gröfsen.  £iiie  zweite 
gewinnen  sie,  indem  sie  das  Galvanometer  kurz  schliefsen  und  dann 
die  Entladung  beobachten;  dabei  richten  sie  sich  so  ein,  daOs  der 
Gesamtstrom  durch  das  Galvanometer  null  ist.  Die  Schlufsformel 
nimmt  durch  geeignete  Vernachlässigungen  die  Grestalt  an: 

(454)  Xj  =  (T  T. 

in  der  T  die  beobachtete  Zeit  des  Stromschlusses,  6  die  ,,scheinbare 
Erhöhung  des  Widerstandes  B^  durch  die  Selbstinduction"  bedeutet. 
Durch  Wiederholung  des  Experiments  mit  einem  andern  Wert  von  T 
kann  die  Rechnung  noch  vereinfacht  werden®^. 

Soll  das  Instrument  zur  Bestimmung  gegenseitiger  Induction 
zwischen  den  Zweigen  3  und  6  verwendet  werden,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  (453)  noch  Glieder,  die  diese  gegenseitige  Induction  und 
die  Selbstinduction  von  6  enthalten  ®^^).  Die  ebenfalls  von  Siunpner 
durchgeführte  Rechnung  führt  auf  eine  Differentialgleichung  IH.  O., 
die  wie  die  vorige  sich  behandeln  läfst  und  dann  auf  eine  Gleichung 
zwischen  M^^  und  L^  fährt,  während  7.^  nur  in  Gliedern  auftritt,  die 
vernachlässigt  werden  können.  Nach  demselben  Verfahren  könne  man 
auch  die  Capacität  eines  neben  den  Zweig  3  geschalteten  Condensators 
bestimmen  ®^^.  Ein  erster  Anhang  bespricht  einige  ballistische 
Methoden;  ein  zweiter ®'**®)  das  von  Ledeboer  und  Manoeuvrier®***) 
eingeführte  und  erprobte  Verfahren.  Auch  machen  sie  darauf  auf- 
merksam, dafs  man  die  Bestimmung  der  Zeit  T  umgehen  könne. 

W.  E.  Sumpner^^^)  benutzt  ebenfalls  die  „seit  langem  be- 
kannte"  Bemerkung,    dafs   die   Wirkungen   von  Selbstinduction    und 


8546)  p.  40.         8546)  p.  69.         8547)  p.  83.         8648)  p.   86. 
8649)  j.  telegr.  eng;  electrician  19,  1887,  p.  127. 
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Capacität  sich  aufheben  können ,  „allerdings  nur  bis  zu  einem  gewissen 
Grade^^     Es  handelt  sich  bei  ihm  um  die  Integration  des  Systems: 

K-^  F  =  Ä  (Ji  +  Jj),     7  =  Äj/i  +  L^J\ ,     J^^  GV.     (455) 

Die  „elektromotorische  Kraft  des  Extrastroms^^  ist  hier: 

(X  -  G^B\)J[  -  CL^  R^r;,  (456) 

ihr  Zeitintegral  zwischen  zwei  stationären  Zuständen: 

{Z-CS[)[J,l  (457) 

Er  zeigt,  dafs  MaxwelVs  Methode  zur  absoluten  Bestimmung  von 
Selbstinductionscoefficienten  auch  zur  Bestimmung  von  Capacitäten 
dienen  könne  —  Maxwell  habe  das  wohl  nur  deswegen  nicht  bemerkt, 
weil  er  immer  sein  Augenmerk  auf  Nullmethoden  gerichtet  habe  — , 
meint  aber  auch,  die  „Doppelnullmethode"  sei  practisch  ganz  unbrauch- 
bar. Er  giebt  verschiedene  zur  Messung  geeignete  Anordnungen  an;  bei 
allen  werden  die  Widerstände  so  ausbalancirt,  dafs  kein  stationärer 
Strom  durch  das  Galvanometer  geht,  und  dann  wird  ballistisch  operirt. 

Weiter  bespricht  er  den  allgemeinen  Fall,  dafs  in  jeden  Zweig 
ein  Condensator  neben  einem  indnctionsfreien  shunt  vom  Widerstand 
i?,  eingeschaltet  ist  ®*^).  Sei  R  das  Verhältnis  einer  elektromotorischen 
Kraft  im  Zweige  x  zu  dem  von  ihr  erzeugten  Strom  im  Zweige  tf 
(nach  einem  Satz  von  Helmholtz  ist  dabei  R  =  -^yi)i  so  erhält 
man  für  jeden  Zweig  zwei  Gleichungen  der  Form: 


(458) 


^H';^;  ■'■■ 

und: 

Der  (irenzwert  von  -Ä,^/-B,  für  den  Fall  jR,  =  oo  ist  dabei  gleich 
dem  Coefficienten  von  R^  im  Ausdruck  von  -B,  .  Setzt  man  noch 
mit  Maxwell: 

I^J.+  '^M.^Jy  =  P,>  (460) 


8ÖÖ0)  p.  189. 
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80  erhält  man  durch  Integration  für  die  gesamte  durch  das  Galvanometer 
gegangene  Elektricitätsmenge  den  Ausdruck: 

(461)  Q,-Q,-Q,  +  Q.. 

Yerzwei^ng  solcher  Ströme  bespricht  er  unter  der  Annahme,  daCs  in 
jedem  Knotenpunkt  nicht  mehr  als  drei  Zweige  zusammentreffen; 
jeder  solche  liefert  dann  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

^  ^  Rxx  Jixp  Rx* 

Er  meint ®*^^),  die  Benutzung  solcher  „Netzwerkfunctionen  Ä^y"  sei 
der  von  Determinanten  ebenso  überlegen,  wie  diese  der  gewöhnlichen 
Algebra,  giebt  Relationen  zwischen  ihnen  und  zeigt  ihre  Zweck- 
mäfsigkeit  für  verschiedene  Anwendungen. 

E.  C.  Rimington®^**)  giebt  eine  Modification  von  Maxwell's 
Methode  zur  Vergleichung  eines  Selbstinductionscoefficienten  mit  einer 
Capacität^^^),  bei  der  der  Condensator  nicht  neben  einen  ganzen  Zweig 
der  Brückencombination,  sondern  nur  mit  Hilfe  einer  Gleitvorrichtung 
neben  einen  bestimmten  willkürlichen  Teil  eines  solchen  Zweiges 
geschaltet  wird.  Durch  Benutzung  des  von  Ayrton  und  Peny****) 
angegebenen  Princips  könne  man  die  Methode  noch  empfindlicher 
machen®*^).  Endlich  untersucht  er,  unter  welchen  Bedingungen  man 
dabei  das  Galvanometer  durch  ein  Telephon  ersetzen  könne;  er  findet, 
dafs  man  dann  jedenfalls  wie  Maxwell  doppelt  adjustiren  müsse,  was 
unpraktisch  sei.  Ein  zweiter  Aufsatz  desselben  Autors  ^^)  vergleicht 
zwei  Capacitäten,  indem  er  sie  neben  zwei  benachbarte  Zweige  der 
Brückencombination  schaltet;  er  bespricht  dabei  speciell  den  Fall, 
dafs  die  Condensatoren  nicht  voUständig  isoliren®^*),  und  dafs  auch 
auf  die  Selbstinduction  der  übrigen  Zweige  Rücksicht  genommen 
werden  mufs®^^),  begnügt  sich  aber  mit  der  Bestimmung  des  Integral- 
stroms. Ein  dritter ®^^^)  bespricht  noch  einmal  ausführlich  die  auch 
von  Ayrton  und  Peny®^*)  behandelte  Verteilung  des  Inductions- 
stromes  zwischen  einem  Galvanometer  und  seinem  shunt,  und  zwar 
unter  Berücksichtigung  der  Induction  durch  die  Bewegung  der 
Galvanometemadel. 

P.  H.  Ledeboer®^^®)  bespricht  die  Frage,  inwiefern  man  einem 
System  von  zwei  nebeneinander  geschalteten  Rollen  einen  bestimmten 


8661)  p.  232.  85.52)  phil.  mag.  (6)24,  1887,  p.  64.  8663)   p.  67. 

8664)  ib.  p.  238.         8655)  p.  240.         8656)  p.  243. 
8557)  electrician  19,  1887,  p.  454. 

8658)  luixi.^lectr.26, 1887, p. 251;  Auszugzusammen mit  G.Manoeuvrier 
Parie  C.  R.  105,  1887,  p.  218,  871.     Vgl.  die  ziemlich  gleichzeitige  Unter- 


§  1 10.  Veränderliche  elektrische  Ströme.  Induction  n.  Selbstinductioa.     1681 

Selbstinductionscoefficienten  zuschreiben  könne.  Es  handelt  sich  um 
die  Gleichungen: 

e/0  =  «Tj    +  «'Si 

E^J^  +  L^J\  -  R^J^  +  L^r^  ,  (463) 

Elimination  ergiebt  f&r  Jq  die  Gleichung: 

die  unter  der  Bedingung: 

R^L^^R^L^  (465) 

dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichung  des  Strom  Verlaufs  in  einem 
einzelnen  Leiter  mit  dem  Widerstand,  bezw.  dem  Selbstinductions- 
coefficienten: 

Im  allgemeinen  Fall  aber  führt  die  Elimination  auf  eine  Gleichung 
U.  0.  für  /,  man  kann  also  dann  die  beiden  nebeneinandergeschalteten 
Rollen  nicht  durch  eine  einzige  ersetzen,  erhält  vielmehr  zur  Bestimmung 
dieser  Grölsen  die  drei  Gleichungen: 

XiX, -(Xi+i,)X  =  0, 
ÄiZ,  +  R^Ly^  -  (i?i  +R^)L~  (L,  +  L^)R^  0,     (467) 
R^R^^R(R^  +  R^)^0 

und  überzeugt  sich,  dals  diese  nur  unter  der  Bedingung  (465)  mit 
einander  verträglich  sind.  Wenn  man  ein  solches  zusammengesetztes 
System  in  einen  Zweig  einer  Brückencombination  einschaltet  und 
seine  Selbstinduction  nach  der  ballistischen  Methode  bestimmt,  so 
findet  man  «5*»): 

wie  wenn  man  von  den  Gleichungen  (467)  nur  zwei  zu  berücksichtigen 
hätte.  Voraussetzung  ist  dabei,  dafs  nicht  nur  J/'e^^,  sondern  auch 
J  J"  dt  gleich  null  gesetzt  werden  kann. 

Buchung  von  Heaviside  ^^^^ ,  in  der  auch  die  gegenseitige  Induction  be- 
rücksichtigt ist. 

8669)  p.  264. 

8660)  phil.  mag.  (6)24,  1887,  p.  226.  Er  bemerkt  p.  227,  dals  ihm 
Rimington  ^^^')  einigermaßen  zuvorkommen  sei. 
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IffQ    I ftiiiTffTiPiL  l^ÄJamäa.  CsfiBSL  ib. 


^innwiray  T^u  ladnctiiHMtMisffiäwrBffi.       Er  anKtüC 

tf<i   ^^2^  fJtr  üiAiiijeiL'GUK   scrteLfr   von.   •siiiaati0r  wiiMiffiigig' 

^^■wii^iim  ^eä  Stromes  in.  «i^r  Bruekjt  hl  k<HTm*n.  senden  waA  da» 
r;<«stz  Ikr»  Teriasfl»  f3r  «ien  FftH.  i^is  &»  lTi#iii§iiii§i  ii.  nkkt 
«nftlh  siiuL  d»  ouhi  si&r  dum  FjüpthT^irfakpitifrigga  «üacntiraL  k«3BBe. 
Er  3€Czt  daiuT  nofik  einmal  •!»  GIdi.4riz]igeL  >347: — 349'  a&.  daza 

ftr  &  «Mrtrrjisca&äeiK'  FiMrsfifr  eines  •^twm  Torbaori^bem  Cogüli'wjiTnts: 


.  4«& .  ff  -  ^2"^ 

nnd  ftr  die  elektnymotonjche  Kraft: 

»'470 1  E  =  ^  £„  1x1  —  xi ■ . 

Afüjerdem    mlbvr  man   in  jenen  Gieiekimgen.    wexn  C 

Toriuuiden    seien,  jeden    Ton  diesen  als  eine  besondere  Haeehe    d« 

Netzes  behandeln.     Damit  gewinnt  er  Gleicknngen  der  Form: 

,  .  d#  -rx       /^x    •    fx       ex 

r47i. 

Er  netzt  dann  jogleiefa  die  Gleichongen  an«  die  sich  aas  diesen  dnrdi 
Integration  nach  der  Zeit  f&r  die  Integralströme  ergeben.  Dann 
wendet  er  sie  auf  den  Fall  an,  dals  ein  Zweig  der  Brdeke  eine  Selbst- 
indactir/n  and  einen  Condensator  nebeneinander  geschaltet  entbllt« 
indem  er  hier  wie  fiberall  voraussetzt,  die  Aasbalancinmg  für  stntionlre 
ätr^me  sei  bereits  erreicht  ^**^».  Weiter  bespricht  er  den  Fall.  daCs 
die  eingeschaltete  Inductionsrolle  noch  besonders  korz  geschlossen  ist^^**); 
den  Fall,  daß  Selbstindaetion  and  Condensator  in  gegenüberliegende 
Zweige  der  Bracke  geschaltet  sind^^^^:  die  Benutzang  eines  Differential- 
galTanometers^*^^^;  die  Vergleichong  zweier  Selbstindactionscoefficien- 
ttjfi^)^  entweder  durch  Einschaltang  in  nebeneinander  liegende 
Zwinge  der  Brficke,  oder  mit  dem  Differentialgalvanometer;  die  Ver- 
gleichong eines  Selbstinduetionscoefißcienten  mit  einem  Coefficienten 
gegenseitiger  Indaction  *****j.     Im  letzteren  Falle  schaltet  er  Ton  den 

fibdlj  g  3,  p.  227.         »562;  p.  229.         8563;  p.  230.  8564^  p.  «31. 

8566;  $  4,  p.  232.         8566;  §  5,  p.  235. 
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beiden  Bollen,  deren  gegenseitige  Induction  bestimmt  werden  soll, 
die  eine  in  den  Batteriezweig,  die  andere  neben  die  Brücke.  Schliefslich 
bespricht  er  noch  die  Yergleichung  einer  Capacitftt  mit  einem  Coeffi- 
eienten  gegenseitiger  Induction  ^**^. 

Leduc^*®)  behandelt  den  Verlauf  der  inducirten  Ströme  in 
einer  Spirale  mit  Eisenkern  unter  der  Annahme,  dafs  die  Magneti- 
sirung  nach  dem  Fröhlich'schen  Gesetz: 

'P'i+ITj  (472) 

von  der  Stromstärke  abhängt.     Die  Gleichung: 

{E~-BJ)dt^d(p  (473) 

läfst  sich  dann  durch  algebraische  und  logarithmische  Functionen 
integriren. 

H.  Lamb^'^^)  bezeichnet  Hls„Zeitconstante  eines  Leiters^^  eine  Zahl 
A  von  der  Beschaffenheit,  dafs  im  Leiter  Ströme  möglich  sind,  deren 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  durch  exp  ( —  Xi)  sich  ausdrückt;  als 
„Hauptzeitconstante*^  die  kleinste  dieser  Zahlen.  Man  könne  sie 
annährend  bestimmen  mit  Hülfe  der  beiden  aus  dem  akustischen 
Untersuchungen  von  Lord  Bayleigh  zu  entnehmenden  Sätze:  Vermehrung 
des  Widerstandes  in  irgend  einem  Teil  des  Leiters  vergröfsert  die 
Constante;  berechnet  man  sie  unter  irgend  einer  willkürlichen  Annahme 
über  die  Stromverteilung,  so  bekommt  man  sie  zu  klein. 

J.  C.  Mc  Connel®*^^)  macht  darauf  aufmersam,  daÜB  die  von 
Maxwell  im  AnschluTs  an  Helmholtz^*^)  gegebene  Herleitung  der 
Inductionsgleichungen  aus  dem  Energiegesetz  allein  nicht  in  Ordnung 
sei ;  die  Änderungen  der  elektrokinetischen  Energie  seien  vernachlässigt. 
Das  mache  sich  nur  deswegen  nicht  geltend,  weil  der  eine  Strom 
sehr  schwach  gegen  den  andern  angenommen  werde.  H.  W.  Watson 
bemerkt  dazu®^^^),  auch  beiMascart  und  Joubert®*^)  liege  ein  ähnliches 
Versehen  vor.  Er  giebt  die  richtige  Form  der  Energiegleichung  und 
spaltet  sie  unter  Berufung  auf  Symmetriegründe  [die  mir  nicht  zwingend 
scheinen]  in  zwei  Gleichungen.  A.  Seydler®*^^)  constatirt,  dafs  der 
Fehler  in  der  That  schon   bei   Helmholtz  vorkomme  und   mehrfach, 

8667)  §  6,  p.  237.         8668)  Paris  C.  R.  104,  1887,  p.  286. 

8669)  Lond.  roy.  proc.  42,  1887,  p.  289.  Vgl.  übrigena  Lord  Rayleigh's 
eigene  Darstellung**'*). 

8670)  Nature  86,  1887,  p.  172.         8671)  ib.  p.  228. 

8672)  ib.  p.  612.  Auch  in  dieser  DiscusBion  ist  wieder  übersehen,  daß 
Helmholtz  die  Sache  selbst  richtig  gestellt  hatte '^^^).  Vgl.  übrigens  auch 
Stefan  "<>')  und  Umow»"»)- 
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zuerst  wohl  von  C.  Neumann  ®**^),  ®***)  und  von  ihm  selbst^*®)  be- 
merkt worden  sei.  Dafs  er  sich  so  zähe  halte,  liege  wohl  nur  an 
der  eingerissenen  Confusion  in  den  Bezeichnungen. 

J.  Moutier®^^*)  will  die  Inductionsgesetze  noch  einmal  ableiten, 
um  sie  auch  für  die  Induction  in  offenen  Leitern  anwenden  zu  können. 
Er  setzt  zuerst  auseinander,  die  stationären  Ströme  könne  man  mit 
Kirchhoff  durch  die  Annahme  erklären,  dafs  die  Oberfl&che  des  Leiters 
von  einer  Schicht  bedeckt  sei,  deren  Dichtigkeit  eine  lineare  Function 
der  Abscisse  sei.  Er  meint  dann®^^^)  [ich  sehe  nicht  wieso],  die 
gewöhnliche  Erklärung  der  Inductionsgesetze  setze  im  secund&ren 
Stromkreis  eine  wenn  auch  noch  so  kleine  elektromotorische  Kraft 
voraus;  Faraday  habe  das  durch  seinen  elektrotonischen  Zustand 
vermeiden  zu  können  geglaubt;  diesen  elektrotonischen  Zustand  könne 
man  als  Wirkung  der  auf  dem  primären  Leiter  ausgebreiteten  Schicht 
auffassen.     Ist  q  die  elektrische  Ladung  in  einem  Punkt   der  Ober^ 

fläche  des  secundären  Leiters,  Fihr  Potential,  so  ist  1/2  ^Va  die 
„eigene  Energie  des  secundären  Leiters^^;  sie  sei  proportional  dem 
Quadrat  der  durch  Influenz  zerlegten  Elektricitätsmenge  Q  auf  dem 
secundären  Leiter,  etwa  gleich  1/2  a^,  sodafs  man  diesen  wie  einen 
Condensator  von  der  Capacität  a  auffassen  könne.  Die  Stärke  des 
secundäten  Stromes  ist  dann  J  =^  Q\  die  von  ihm  geleistete  Elementar- 
arbeit also  =^aQJdt\  und  das  muTs  also  gleich  1/2  d  {LJ^)  -{-  I^J^dt 
sein.  Für  die  gegenseitige  Induction  zweier  Stromkreise  aufeinander 
erhält  er  ebenso  die  simultanen  Gleichungen  ®^^^): 

aQ^R^J^  +  L^J'  +MJ\. 

(^74) 


mit  Rücksicht  auf 


(475)  J^^^  +  Q' 


giebt  das  fCir  Q  eine  Differentialgleichung  3.  0.;  er  integrirt  sie  durch 
Exponentialfanctionen,  bestimmt  die  Gonstanten  aus  den  Anfangsbe* 
dingungen  und  discutirt  die  Bedingungen  für  die  Realität  der  Wurzeln 
der  determinirenden  Gleichung.  Speciell  bespricht  er  den  Fall,  da(s 
L^L^  nahezu  gleich  M^  ist.  In  derselben  Weise  discutirt  er  dann 
auch   den  öffhungsextrastrom,  indem   er  E  durch  Null   ersetzt®''*). 


8673)  lum.  ^lectr.  26,  1887,  p.  3.         8574)  nr.  2,  p.  5. 
8576)  nr.  4,  p.  7.         8676)  nr.  6,  p.  12. 
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Ein  zweiter  Aufsatz  desselben  Autors  ®*^^  behandelt  den  Verlauf 
der  Induction  in  verzweigten  Stromkreisen.  Er  zeigt,  dafs  hier  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  st^^ts  reell  sind®"®).  Auch 
bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  Unterbrechung  nicht  in  demjenigen 
Teil  der  Leitung,  der  die  Elektricitätsquelle  enthält,  sondern  in  einem 
der  Zweige  erfolgt®*^®),  sowie  den  Fall,  dafs  in  zwei  Zweigen  elektro- 
motorische Kräfte  vorkommen®*®®). 

A.  Oberbeck®*®^)  bespricht  noch  einmal  Induction  in  körperlichen 
Leitern;  speciell  den  Fall®*®*)  einer  kreisförmigen  Platte  um  die 
X'Axe.     Für  die  Stromcomponenten  kann  dann  gesetzt  werden: 

«-ftW,     v^-^^(q),     «»  =  0  (476) 


oder: 

dtp 


y--Tx     i'P((f)=ß(ff)<^9h  (477) 

entsprechend  für  die  Componenten  der  inducirten  elektromotorischen 
Kraft: 

^o-|§.     ^o--||,     W,^0  (478) 

und  fGtr  die  Potentiale: 

^=ly'     ^  =  11'       ^=Ö.  (479) 

Die  Differentialgleichungen  liefern  dann: 

^  =  -  Hh  +  f )  +  ^W-  (*«<>) 

Mit  Hülfe  dieser  Function  q>  läfst  sich  das  elektromagnetische  Potential 
folgendermafsen  berechnen:  das  Potential  eines  Kreisstromes  vom  Radius 
a  und  der  Intensität  i/;  (^)  ^(T  ist  gleich  dem  einer  Doppelschicht  von 
diesem  Moment,  die  auf  der  Kreisfläche  vom  Radius  a  ausgebreitet 
ist;  die  gesamten  Ströme  entsprechen  also  einer  Doppelschicht,  deren 
Moment  im  Abstand  ^  den  Werth  hat: 

R 

J^{o)da=^q>{R)^q>{^)  (481) 


8577)  ib.  p.  401.    8678)  p.  404.    8679)  p.  460.    8580)  p.  585. 
8681)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  31,  1887,  nr.  3,  p.  816. 
8582)  nr.  4,  p.  818. 
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wo  E  den  Radius  der  Platte  bedeutet.  Das  elektromagnetische  Potential 
im  Punkte  a?i,  y^,  e^  bat  folglich  den  Wert: 

(482)  i>=_-/_J:LWzJP(£)rf«,, 

und  die  elektromotorische  Kraft  ist: 

(483)  E^-  Ifll ä.. 

Die  Function  f^  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Potential,  das  die 
inducirende  Eji^isscheibe  ausüben  würde,  wenn  sie  mit  Masse  von 
der  Dichtigkeit  J  belegt  wäre.  Sind  die  Radien  der  beiden  Kreis- 
ströme klein  im  Verhältnifs  zu  dem  der  Platte,  so  ergiebt  sich  hieraus 
in  erster  Annähenmg®^®*): 

(484)  /-o  =-'"/•'. 

wo  jetzt  r  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  der  Platte  bedeutet:  wird 
dieser  Wert  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck  von  P  durch 
logarithmische  und  algebraische  Functionen.  Ist  aber  umgekehrt 
der  Radius  der  Platte  klein  gegen  die  Radien  der  Kreisströme  und 
ihre  Entfernungen  von  der  Platte,  so  kann  man  die  vorkommenden 
Gröfsen  nach  Potenzen  von  q  entwickeln®^. 

A.  Vaschy****^)  giebt  einige  Auseinandersetzungen  über  die  Ver- 
minderung der  schädlichen  Wirkungen  des  Extrastroms  in  möglichst 
elementarer  Darstellung.  Die  Frage  ist:  wie  kann  man  erreichen, 
dafs  die  elektromotoriscbe  Kraft  der  Induction  ein  gewisses  Maximum 
nicht  übersteigt?  Die  totale  elektromotorische  Kraft  des  Öffnungs- 
extrastroms hat  den  Werth  LJ;  verteilt  sie  sich  über  ein  Zeitintei^ 
vall  ö,  so  wird  ihr  Mittel  werth  LJjd^  man  mufs  also  dafür  sorgen, 
dafs  0  möglichst  grofs  wird  und  dabei  LJ  möglichst  constaut  bleibt. 
Er  sucht  das  erst  durch  successives  Einschalten,  dann**®*)  durch 
Nebenschalten  von  Widerständen  zu  erreichen.  Dabei  ist  aber  dann 
Selbstinduction  zu  berücksichtigen,  also  die  Gleichungen®*®') 

(485)  y BJ-  LJ'  =^-qJ^-  XJ[. 

zu  discutiren,  wo  J  —  Jj  der  Strom  im  äußeren  Stromkreis  ist*  er 
findet  einen  A\isdruk  für  die  scheinbare  Selbstinduction  einer  solchen 


r\ 


8583)  p.  821.         8584)  p.  822. 

8685)  ann.  t^lögr.  (8)15,  1888,  p.  299;   Auazug  Paris  C.  R.   107,  iggg, 
p.  780;  lum.  ^lectr.  80,  1888,  p.  372. 

8686)  nr.  2,  p.  308.         8687)  p.  805. 
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Verbindung  und  die  scheinbare  elektromotorische  Kraft.  Weiter 
behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  ein  Condensator  nebengeschaltet 
jgj.8688^.  ^jg  Gleichungen  werden  dann: 

RJ+LJ'^-V,     J^Cr,  (486) 

das  giebt  die  Differentialgleichung  (16).  Für  den  Fall  der  oscillirenden 
Entladung  berechnet  er  das  Maximum  des  Potentials. 

Eine  sich  bald  anschliefsende  ausführliche  Darstellung  der  Unter- 
suchungen Vaschjs^^^^)  erinnert  zunächst  daran,  dafs  Thomson's 
Theorie ^^''^),  da  sie  die  Selbstinduction  nicht  berücksichtige,  für 
die  gegenwärtigen  Bedürfhisse  der  Praxis  nicht  ausreiche.  Sie  führe 
zu  dem  SchluTs,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  unendlich  grofs 
sei;  das  sei  im  Widerspruch  nicht  nur  „avec  les  idees  consider^s 
comme  les  plus  rationnelles  en  physique^\  sondern  auch  mit  der  Er- 
fahrung. [Hier  liegt  ganz  offenbar  eine  Verwechslung  zwischen  mathe- 
matisch null  und  physikalisch  unmerklich  klein  vor].  Er  stellt  dann 
wieder  die  Differentialgleichungen  (398)  auf  und  leitet  aus  ihnen 
die  Gleichung  (286)  b\}^^^\  die  sich  für  jr=  0  auf  (222)  reducirt-. 
Dann  bespricht  er  die  Bedingungen®^*^): 

F=  0,     «7"«  0     für  /  =-  0     und  jedes  positive  x^ 

r=0     für     x=-Tt,  (487) 

„  ,^  ^     und  jedes  positive  /. 

V^n     für     a?  =  0  **  ^ 

Er  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  diese  Bedingungen  eine  Discon- 
tinuität  aufweisen,  insofern  für  ^  =  0  überall  V  gleich  0  sein  soll, 
aufser  für  a;  =—  0;  eine  solche  Werthverteilung  könne  „weder  durch 
eine  algebraische  Function,  noch  durch  eine  gewöhnliche  Transcen- 
dente"  dargestellt  werden,  wohl  aber  durch  die  Reihe: 

[vgl.  §  15,  (8)  und  §  38,  (24)].  Er  bespricht  ausführlich,  welche 
Werthe  diese  Reihe  darstellt,  wenn  x  aufserhalb  des  Intervalls  (0 . . . «) 


8688)  p.  310. 

8689)  ann.  t^ägr.  (8)15,  1888,  p.  481;  Auszug  Paris  G.  B.  107,  1888, 
p.  1146;  lum.  älectr.  31,  1889,  p.  82.  Er  erwähnt  p.485,  dafs  er  Heaviside's 
Untersuchungen  erst  nachträglich  kennen  gelernt  habe;  übrigens  meint  er, 
gerade  seine  für  die  Telegraphenpraris  wichtigen  Resultate  stilnden  bei 
Heaviside  nicht  [vgl.  dazu^^^*)];  auch  sei  seine  Darstellung  vielleicht  leichter 
lesbar,  namentlich  für  mit  der  alten  Theorie  schon  vertraute  Leser. 

8590)  §  2,  p.  486.         8591)  §  8,  p.  487. 
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Auch  C.  Niven®**^)  bespricht  verschiedene  Methoden  zur  Be- 
stimmung von  InductionscoefQcienten.  Er  findet  es  wünschenswert, 
das  Verfahren  so  einzurichten ,  dafs  die  Ausbalancinmg  för  dauernde 
und  die  für  momentane  Ströme  von  einander  unabhängig  werden. 
Dabei  sei  es  angenehm,  nicht  nur  die  Bedingungen  für  das  Ver- 
schwinden des  Stromes  in  der  Brücke  zu  kennen,  sondern  auch  das 
Gesetz  ihres  Verlaufes  für  den  Fall,  dafs  diese  Bedingungen  nicht 
erfüllt  sind,  da  man  nur  dann  Empfindlichkeitsfragen  discntiren  könne. 
Er  setzt  daher  noch  einmal  die  Gleichungen  (347) — (349)  an,  dazu 
für  die  elektrostatische  Energie  eines  etwa  vorhandenen  Condensators: 

(469)  H  -  i2f 
und  für  die  elektromotorische  Kraft: 

(470)  E  =  ^E^,i^x,-x';). 

AuDserdem  müsse  man  in  jenen  Gleichungen,  wenn  Condensatoren 
vorhanden  seien,  jeden  von  diesen  als  eine  besondere  Masche  des 
Netzes  behandeln.     Damit  gewinnt  er  Gleichungen  der  Form: 

d   dT      dQ       dB ^dE 

,,_  .  dt  dx       dx  "^  dx^^  dx 

(471) 

Er  setzt  dann  sogleich  die  Gleichungen  an,  die  sich  aus  diesen  durch 
Integration  nach  der  Zeit  für  die  Integralströme  ergeben.  Dann 
wendet  er  sie  auf  den  Fall  an,  dafs  ein  Zweig  der  Brücke  eine  Selbst- 
induction  und  einen  Condensator  nebeneinander  geschaltet  enth&lt, 
indem  er  hier  wie  überall  voraussetzt,  die  Ausbalancinmg  für  stationäre 
Ströme  sei  bereits  erreicht  *^®^).  Weiter  bespricht  er  den  Fall,  dafs 
die  eingeschaltete Inductionsrolle noch  besonders  kurz  geschlossen  ist®***); 
den  Fall,  daß  Selbstinduction  und  Condensator  in  gegenüberliegende 
Zweige  der  Brücke  geschaltet  sind®^^');  die  Benutzung  eines  Differential- 
galvanometers®***); die  Vergleichung  zweier  Selbstinductionscoefficien- 
ten®***),  entweder  durch  Einschaltung  in  nebeneinander  liegende 
Zweige  der  Brücke,  oder  mit  dem  Differentialgalvanometer;  die  Ver- 
gleichung eines  Selbstinductionscoefficienten  mit  einem  Coeffieienten 
gegenseitiger  Induction  *****).     Im  letzteren  Falle  schaltet  er  von  den 

8661)  §  3,  p.  227.         8562)  p.  229.         8663)  p.  230.         8564)  p.  231. 
8565)  §  4,  p.  282.         8566)  §  5,  p.  236. 
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beiden  Bollen,  deren  gegenseitige  Induction  bestimmt  werden  soll, 
die  eine  in  den  Batteriezweig,  die  andere  neben  die  Brücke.  Schliefslich 
bespricht  er  noch  die  Vergleichung  einer  Capacität  mit  einem  Coeffi- 
cienten  gegenseitiger  Induction®**^). 

Leduc^*®)  behandelt  den  Verlauf  der  inducirten  Ströme  in 
einer  Spirale  mit  Eisenkern  unter  der  Annahme,  dafs  die  Magneti- 
sirung  nach  dem  Fröhlich'schen  Gesetz: 

von  der  Stromstärke  abhängt.     Die  Gleichung: 

(E  —  RJ)  dt  =  d(p  (473) 

läfst  sich  dann  durch  algebraische  und  logarithmische  Functionen 
integriren. 

H.  Lamb®*^**)  bezeichnet  al8„Zeitcon8tante  eines  Leiters"  eine  Zahl 
X  von  der  Beschaffenheit,  dafs  im  Leiter  Ströme  möglich  sind,  deren 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  durch  exp  ( —  Xi)  sich  ausdrückt;  als 
„Hauptzeitconstante"  die  kleinste  dieser  Zahlen.  Man  könne  sie 
annährend  bestimmen  mit  Hülfe  der  beiden  aus  dem  akustischen 
Untersuchungen  von  Lord  Bayleigh  zu  entnehmenden  Sätze:  Vermehrung 
des  Widerstandes  in  irgend  einem  Teil  des  Leiters  vergröfsert  die 
Constante;  berechnet  man  sie  unter  irgend  einer  willkürlichen  Annahme 
über  die  Stromverteilung,  so  bekommt  man  sie  zu  klein. 

J.  C.  Mc  Connel®*^^)  macht  darauf  aufmersam,  dafs  die  von 
Maxwell  im  AnschluTs  an  Helmholtz^^^)  gegebene  Herleitung  der 
Inductionsgleichungen  aus  dem  Energiegesetz  allein  nicht  in  Ordnung 
sei;  die  Änderungen  der  elektrokinetischen  Energie  seien  vernachlässigt. 
Das  mache  sich  nur  deswegen  nicht  geltend,  weil  der  eine  Strom 
sehr  schwach  gegen  den  andern  angenommen  werde.  H.  W.  Watson 
bemerkt  dazu®^^^),  auch  beiMascart  und  Joubert®*^)  liege  ein  ähnliches 
Versehen  vor.  Er  giebt  die  richtige  Form  der  Energiegleichung  und 
spaltet  sie  unter  Berufung  auf  Symmetriegründe  [die  mir  nicht  zwingend 
scheinen]  in  zwei  Gleichungen.  A.  Seydler®*^^)  constatirt,  dafs  der 
Fehler  in  der  That   schon   bei   Helmholtz  vorkonmie  und   mehrfach, 

8667)  §  6,  p.  237.         8668)  Paris  C.  R.  104,  1887,  p.  286. 

8669)  Lond.  roy.  proc.  42,  1887,  p.  289.  Vgl.  übrigens  Lord  Rayleigh's 
eigene  Darstellung  **'*). 

8670)  Nature  86,  1887,  p.  172.         8671)  ib.  p.  223. 

8672)  ib.  p.  612.  Auch  in  dieser  DiBcusBion  ist  wieder  übersehen,  daß 
Helmholtz  die  Sache  selbst  richtig  gestellt  hatte  ^^^").  Vgl.  übrigens  auch 
Stefan  "<")  und  ümow»"»)- 
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zuerst  wohl  von  C.  Neumann  ®**^),  ®*^*)  und  von  ihm  selbst"^®)  be- 
merkt worden  sei.  Dafs  er  sich  so  zähe  halte,  liege  wohl  nur  an 
der  eingerissenen  Confusion  in  den  Bezeichnungen. 

J.  Montier®*^*)  will  die  Inductionsgesetze  noch  einmal  ableiten, 
um  sie  auch  für  die  Induction  in  offenen  Leitern  anwenden  zu  können. 
Er  setzt  zuerst  auseinander,  die  stationären  Ströme  könne  man  mit 
Kirchhoff  durch  die  Annahme  erklären,  dafs  die  Oberfläche  des  Leiters 
von  einer  Schicht  bedeckt  sei,  deren  Dichtigkeit  eine  lineare  Function 
der  Abscisse  sei.  Er  meint  dann^^^)  [ich  sehe  nicht  wieso] ,  die 
gewöhnliche  Erklärung  der  Liductionsgesetze  setze  im  secundären 
Stromkreis  eine  wenn  auch  noch  so  kleine  elektromotorische  Kraft 
voraus;  Faraday  habe  das  durch  seinen  elektrotonischen  Zustand 
vermeiden  zu  können  geglaubt;  diesen  elektrotonischen  Zustand  könne 
man  als  Wirkung  der  auf  dem  primären  Leiter  ausgebreiteten  Schicht 
auffassen.  Ist  q  die  elektrische  Ladung  in  einem  Punkt  der  Ober- 
fläche des  secundären  Leiters,  7  ihr  Potential,  so  ist  Iß^Vq  die 
„eigene  Energie  des  secundären  Leiters^^;  sie  sei  proportional  dem 
Quadrat  der  durch  Influenz  zerlegten  Elektricitätsmenge  Q  auf  dem 
secundären  Leiter,  etwa  gleich  1/2  a^,  sodafs  man  diesen  wie  einen 
Condensator  von  der  Capacität  a  auffassen  könne.  Die  Stärke  des 
secundäten  Stromes  ist  dann  J  ==  Q\  die  von  ihm  geleistete  Elementar- 
arbeit  also  ^aQJdt-^  und  das  muTs  also  gleich  1/2  d  (LJ^)  -{-  JRJ^dt 
sein.  Für  die  gegenseitige  Induction  zweier  Stromkreise  aufeinander 
erhält  er  ebenso  die  simultanen  Gleichungen  ®^^^): 

mit  Rücksicht  auf 

(475)  /^  =  ^  +  ^' 

giebt  das  für  Q  eine  Differentialgleichung  3.  0.;  er  integrirt  sie  durch 
Exponentialfonctionen,  bestimmt  die  Gonstanten  aus  den  Anfangsbe- 
dingungen und  discutirt  die  Bedingungen  für  die  Realität  der  Wurzeln 
der  determinirenden  Gleichung.  Speciell  bespricht  er  den  Fall,  dals 
L^L^  nahezu  gleich  M^  ist.  In  derselben  Weise  discutirt  er  dann 
auch   den  Öffhungsertrastrom ,  indem   er  E  durch  Null  ersetzt**'*). 


8673)  lum.  älectr.  26,  1887,  p.  3.         8574)  nr.  2,  p.  6. 
8576)  nr.  4,  p.  7.         8676)  nr.  6,  p.  12. 
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Ein  zweiter  Aufsatz  desselben  Autors  ®^^^  behandelt  den  Verlauf 
der  Induction  in  verzweigten  Stromkreisen.  Er  zeigt,  dafs  hier  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  stets  reell  sind®^^®).  Auch 
bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  Unterbrechung  nicht  in  demjenigen 
Teil  der  Leitung,  der  die  Elektricitätsquelle  enthält,  sondern  in  einem 
der  Zw^eige  erfolgt®^^®),  sowie  den  Fall,  dafe  in  zwei  Zweigen  elektro- 
motorische Kräfte  vorkommen  ®^*^). 

A.  Oberbeck®**^)  bespricht  noch  einmal  Induction  in  körperlichen 
Leitern;  speciell  den  Fall^®*)  einer  kreisförmigen  Platte  um  die 
X'Axe.     Für  die  Stromcomponenten  kann  dann  gesetzt  werden: 


oder: 


«=-J-'»'(?).     «•' =  -  7 '/' (e) ,     «"=<>  (476) 

entsprechend  für  die  Componenten  der  inducirten  elektromotorischen 
Kraft: 

TTo^^O  (478) 


^0- 

dx 

und 

fBtr  die 

Potentiale: 

U  -  -^-^ 

V  - 

dx  ' 

Die 

Differentialgleichungen 

liefern 

dann: 

Sf.\ 

TT  =  0.  (479) 


F{z),  (480) 

Mit  Hülfe  dieser  Function  tp  läfst  sich  das  elektromagnetische  Potential 
folgendermafsen  berechnen:  das  Potential  eines  Kreisstromes  vom  Radius 
a  und  der  Intensität  i/;(^)rf<y  ist  gleich  dem  einer  Doppelschicht  von 
diesem  Moment,  die  auf  der  Kreisfläche  vom  Radius  a  ausgebreitet 
ist;  die  gesamten  Ströme  entsprechen  also  einer  Doppelschicht,  deren 
Moment  im  Abstand  q  den  Werth  hat: 

R 

J^{c)da^q>{R)^q>{(,)  (481) 


8677)  ib.  p.  401.    8578)  p.  404.    8679)  p.  460.    8680)  p.  686. 

8681)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  31,  1887,  nr.  3,  p.  816. 

8682)  nr.  4,  p.  818. 
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wo  B  den  Radius  der  Platte  bedeutet.    Das  elektromagnetische  Potential 
im  Pimkte  a?j,  y^,  z^  hat  folglich  den  Wert: 

(482)  P=._-^JZWZ-L(^)rf„, 


und  die  elektromotorische  Kraft  ist: 
(483)  E--  §Jll 


dm. 


Die  Function  f^  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Potential,  das  die 
inducirende  Eji^isscheibe  ausüben  würde,  wenn  sie  mit  Masse  von 
der  Dichtigkeit  J  belegt  wäre.  Sind  die  Radien  der  beiden  Ejreis- 
ströme  klein  im  Verhältnifs  zu  dem  der  Platte,  so  ergiebt  sich  hieraus 
in  erster  Ann&herung®^*): 

(484)  /i --'";•', 

wo  jetzt  r  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  der  Platte  bedeutet:  wird 
dieser  Wert  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck  von  P  durch 
logarithmische  und  algebraische  Functionen.  Ist  aber  umgekehrt 
der  Radius  der  Platte  klein  gegen  die  Radien  der  Kreisströme  und 
ihre  Entfernungen  von  der  Platte,  so  kann  man  die  vorkommenden 
Gröfsen  nach  Potenzen  von  q  entwickeln®^®*). 

A.  Vaschy®**^)  giebt  einige  Auseinandersetzungen  über  die  Ver- 
minderung der  schädlichen  Wirkungen  des  Ertrastroms  in  möglichst 
elementarer  Darstellung.  Die  Frage  ist:  wie  kann  man  erreichen, 
dafs  die  elektromotorische  Kraft  der  Induction  ein  gewisses  Maximum 
nicht  übersteigt?  Die  totale  elektromotorische  Kraft  des  öflfnungs- 
extrastroms  hat  den  Werth  XeT";  verteilt  sie  sich  über  ein  Zeitinter- 
vall ö,  so  wird  ihr  Mittel  werth  LJ/d]  man  mufs  also  dafür  sorgen, 
dafs  6  möglichst  grofs  wird  und  dabei  LJ  möglichst  constant  bleibt. 
Er  sucht  das  erst  durch  successives  Einschalten,  dann®*®*)  durch 
Nebenschalten  von  Widerständen  zu  erreichen.  Dabei  ist  aber  dann 
Selbstinduction  zu  berücksichtigen,  also  die  Gleichungen®^^) 

(485)  V RJ-  LJ'  ^-qJ^  —  XJ[. 

zu  discutiren,  wo  J  —  Jj  der  Strom  im  äußeren  Stromkreis  ist;  er 
findet  einen  Ausdruk  für  die  scheinbare  Selbstinduction  einer  solchen 


8588)  p.  821.         8584)  p.  822. 

8586)  ann.  t^lögr.  (8)16,  1888,  *p.  299;   Auszug  Paris  C.  R.  107,  1888, 
p.  780;  lum.  electr.  80,  1888,  p.  372. 

8686)  nr.  2,  p.  308.         8687)  p.  805. 
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Verbindung  und  die  scheinbare  elektromotorische  Kraft.  Weiter 
behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  ein  Condensator  nebengeschaltet 
ist®*^);  die  Gleichungen  werden  dann: 

ÄJ+  ZJ'  =  ~  F,     /=  CF';  (486) 

das  giebt  die  Differentialgleichung  (16).  Für  den  Fall  der  oscillirenden 
Entladung  berechnet  er  das  Maximum  des  Potentials. 

Eine  sich  bald  anschliefsende  ausführliche  Darstellung  der  Unter- 
suchungen Vaschjs^^^*)  erinnert  zimächst  daran,  dafs  Thomson's 
Theorie'^'*),  da  sie  die  Selbstinduction  nicht  berücksichtige,  für 
die  gegenwärtigen  Bedürfhisse  der  Praxis  nicht  ausreiche.  Sie  führe 
zu  dem  Schluls,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  unendlich  grofs 
sei;  das  sei  im  Widerspruch  nicht  nur  „avec  les  id4es  consider^s 
comme  les  plus  rationnelles  en  physique*^,  sondern  auch  mit  der  Er- 
fahrung. [Hier  liegt  ganz  offenbar  eine  Verwechslung  zwischen  mathe- 
matisch null  und  physikalisch  unmerklich  klein  vor].  Er  stellt  dann 
wieder  die  Differentialgleichungen  (398)  auf  und  leitet  aus  ihnen 
die  Gleichung  (286)  B,h^^^\  die  sich  für  JT«  0  auf  (222)  reducirt. 
Dann  bespricht  er  die  Bedingungen ®**^): 

F=  0,     J  «  0     für  /  =-  0     und  jedes  positive  x, 

r=0     für     ir=»n;,  (487) 

^,  ^  ^     und  jedes  positive  /. 

V^n     far     rr  —  O  "^  ^ 

Er  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  diese  Bedingungen  eine  Discon- 
tinuität  aufweisen,  insofern  für  ^  °«  0  überall  F  gleich  0  sein  soll, 
aufser  für  x  >»  0;  eine  solche  Werth Verteilung  könne  „weder  durch 
eine  algebraische  Function,  noch  durch  eine  gewöhnliche  Transcen- 
dente"  dargestellt  werden,  wohl  aber  durch  die  Reihe: 

[vgl.  §  15,  (8)  und  §  38,  (24)].  Er  bespricht  ausführlich,  welche 
Werthe  diese  Reihe  darstellt,  wenn  x  aufserhalb  des  Intervalls  (0  . . .  ä) 


8688j  p.  310. 

8689)  ann.  t^ägr.  (8)16,  1888,  p.  481;  Auszug  Paris  G.  R.  107,  1888, 
p.  1146;  lum.  älectr.  31,  1889,  p.  82.  Er  erwähnt  p.  486,  dafs  er  Heaviside's 
Untersuchungen  erst  nachträglich  kennen  gelernt  habe;  übrigens  meint  er, 
gerade  seine  für  die  Telegraphenpraxis  wichtigen  Resultate  senden  bei 
Heaviside  nicht  [vgl.  dazu^^^*)];  auch  sei  seine  Darstellung  vielleicht  leichter 
lesbar,  namentlich  für  mit  der  alten  Theorie  schon  vertraute  Leser. 

8690)  §  2,  p.  486.         8691)  §  8,  p.  487. 
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liegt.  In  Analogie  mit  der  Thomson'schen  Lösung  §  108,  (48)  sacht 
er  dann®*^*)  der  Gleichung  (222)  unter  diesen  Bedingungen  durch  eine 
Reihe  der  Form: 

(489)  y  =s  TT  —  a?  —  2  x/—  <i""'  sin  nx 

zu  genügen;  er  findet,  dafs  cc^^  Wurzel  der  Gleichung: 

(490)  CLal  +  CRcc^  +  n«  =  0 

sein  mufs,  dafs  also  zu  jedem  Werth  von  n  zwei  Glieder  der  Reihe 
gehören.  Die  noch  nicht  berücksichtigten  Nebenbedingungen  geben 
dazu: 

(491)  ^(«  +  4(»'  -  0,       4<^>«<»)  +  ^W«W  -  0 

und  für  die  Stromstärke  wird  erhalten: 

(492)  nj^l-  ir  ^'/^  +  -Y-      (i>  — -(„     cos  nx. 


L      «;,-—«; 


Diese  Lösung  discutirt  er  dann  noch  im  Einzelnen^**).     Wird 

(493)  j5  =  T.  ^|:=. 

gesetzt,  80  kommt: 

Ist  d>  1,  so  sind  diese  W^urzeln  alle  complex,  ist  aber  d  <  1,  so 
sind  diejenigen  reell,  die  zu  den  kleinsten  Werthen  von  n  gehören. 
Für  beide  Fälle  schreibt  er  die  Lösung  in  reeller  Form  hin.  Si>eziell 
interessirt  ihn  der  Verlauf  des  Stromes  an  der  Empfangsstation 
X  =»«****);  er  hängt  vom  Verbältnifs  t/T  und  von  der  für  die  Leitung 
charakteristischen  Zahl  ö  ab.  Der  Grenzfall  J  =  0  giebt  die  Kurve 
von  Thomson '^^•),  der  andere  J  =  cx)  giebt: 

(495)  J  ^(+  2  V(-  1)"  sin  nt, 

«-1 

also,  wie  man  durch  Berücksichtigung  der  Gleichimg  §  38,  (24) 
findet,  eine  treppen  förmige  Linie.  Die  übrigen  Fälle  liegen  da- 
zwischen; für  ^  =  1,46  setzt  der  Strom  nach  einer  gewissen  Ver- 
zögerung nahezu  plötzlich  ein  und  bleibt  dann  nahezu  constant.     Er 

8692)  §  4,  p.  401.         8698)  §  5,  p.  493.         8694)  §  6,  p.  495. 
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zeigt  noch®^**),  dafs  für  t  =  einem  ungeraden  Vielfachen  von  li^CL 
die  Keihe  zwar  divergirt,  dafs  aber  die  Beihe 


[absolut]  convergirt;  woraus  folgt,  dafs  die  durch  die  Reihe  dar- 
gestellte Function  auch  im  allgemeinen  Fall  dieselben  Unstetigkeiten 
aufweist,  wie  im  Grenzfall  6  =  cx),  nur  in  vermindertem  Malsstabe. 
Er  meint  übrigens  augenblicklich®*^),  thatsÄchlich  habe  man  nie  mit 
solchen   unstetigkeiten    zu    tun,    da  das  Potential   der  Geberstation 

doch  nicht  plötzlich  von  0  auf  1  springen  könne.  Für  t  <  n^CL 
ergiebt  sich  die  Stromstärke  an  der  Empfangsstation  als  strenge  null, 

sodafs  man  die  von  der  Länge  der  Linie  unabhängige  Gröfse  l/YCL 
als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  auffassen  könne:  „resultat  entiere« 
ment  rationnel^^^^^).  Er  zeigt  dann  noch  durch  ausführliche  Rechnung, 
dafs  man  sich  die  Resultate  auch  verständlich  machen  könne,  indem 
man  annehme,  die  ursprüngliche  Stromstärke  pflanze  sich  längs  der 
Linie  mit  dieser  Geschwindigkeit,  aber  mit  „affaiblissement"  fort  und 
werde  dann  an  den  Enden  reflectirt.  Ln  Falle  li  ==  0®^^®)  findet 
keine  Schwächung  statt:  man  hat  einfach  mit  der  Gleichung  der 
Saiten  Schwingungen  zu  tun;  für  i?  >•  0  zeigt  er  im  Anschlufs  an 
Hugoniot's  später  zu  besprechende  Untersuchungen,  dafs  man  für  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  durch 

definirten  „Wellenfront"  gerade  den  Wert  Ij^CL  bekommt. 

Nachdem  er  dann  noch  einige  Beispiele  numerisch  durchgerechnet 
hat**«^,  bespricht  er«^)  den  Fall,  dafs  K  nicht  0  ist;  die  Gleichung 
(490)  ist  dann  durch: 

CLa^  +  (CR  +  LK)  «  +  ^^^  +  w^  =»  0 ,  (498) 

die  erste  Gleichung  (491)  durch 

«  «         «(1  -(-  BK)  ^        * 

zu  ersetzen.    Für  CR  =^  LK  giebt  auch  er  das  Integral  (402)®***^) 

8696)  §  7,  p.  502.  8596)  p.  604;  C.  R.  107,  p.  1146. 

8597)  §  8,  p.  606.  8698)  p.  612.         8699)  §  9,  p.  612. 

8600)  §  10,  p.  516.         8601)  §  11,  p.  617;  C.  R.  107,  p.  1147. 
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Die  Fortsetzung ^^^')  behandelt  zunächst  den  Fall,  dafs  das 
Potential  bei  o;  =  0  nach  Ablauf  einer  Zeit  r  wieder  auf  0  gebracht 
wird.  Ist  J"  =  /*(/)  die  Lösung  des  vorigen  Falles,  so  ist  die  des 
jetzigen  J  «  f(t)  —  f(t  —  t).  Für  d  =-  1, 46  ist  das  nahezu  identisch  0; 
das  würde  also  „YoUkommene^^  Signale  geben  und  man  würde  be- 
liebig schnell  telegraphiren  können,  wenn  bei  der  Ableitung  alle 
Nebenumstände  berücksichtigt  wären.  Durch  Grenzübergang  gelangt 
man  da  für  den  Fall  einer  stetig  veränderlichen  elektromotorischen 
Kraft  zu  der  Formel««^): 

(500)  EJ^J^f(t^r)dr. 

Damit  läfst  sich  wenigstens  für  den  Fall,  dafs  der  Anfangswert  nicht 
null  ist,  approximativ  die  Frage  beantworten:  wie  mufs  f  gewählt 
werden,  wenn  J  in  gewünschter  Weise  von  der  Zeit  abhängen, 
z.  B.  constant  sein  soll.  Ist  wie  in  der  Telephonie  [und  in  der 
Wechselstromtechnik!]  die  elektromotorische  Kraft  eine  periodische 
Function  der  Zeit,  so  giebt  (500)  asymptotisch  eine  Function  der- 
selben Art;  Vaschy  interessirt  sich  aber  auch  für  die  „variable 
Periode^  und  zeigt ^^^),  dafs  sich  die  Integration  einfach  ausführen 
läfst,  wenn  der  Finfluls  der  Endapparate  nicht  berücksichtigt  zu 
werden  braucht. 

Statt  der  versprochenen  Fortsetzung  erscheint  dann  zunächst  *^^) 
ein  Aufsatz  über  „künstliche  Telegraphenlinien^*,  d.  h.  Zusammen- 
setzungen von  InductionsroUen,  deren  Verbindungsstellen  alle  zur  Erde 
^abgeleitet  sind.  Wird  die  Selbstinduction  nicht  berücksichtigt,  so 
hat  man  ein  System  von  Gleichungen  der  Form: 

(501)  F,_,  -  V,  =  B,J„       J,  -  J,^,  -  C,  Vi 

Elimination  der  J  giebt  für  die  V  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen, dessen  determinirende  Gleichung,  wenn  die  B  einerseits, 
die  C  andererseits  alle  einander  gleich  sind,  ein  einfaches  Gesetz 
befolgt  und*^)  fftr  w  =-  oo  in 

(502)  ®^"  >^«  =  0 

übergeht.  Berücksichtigung  der  Selbstinduction  complicirt  die  Ver- 
hältnisse nur  unwesentlich®^^).    Sind  die  äufsersten  7?  merklich  gröfser 

8602)  ann.  t6l6gr.  (8)  16,  1889,  §  12,  p.  148.         8603)  §  13,  p.  150. 
8604)  §  14,  p.  158.         8605)  ann.  tel^gr.  (3)16,  1889,  p.  517. 
8606)  p.  522.  8607)  §  2,  p.  524. 
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als  die  übrigen,  wie  es  den  Verhftltnifisen  am  Ende  einer  Leitung 
•entspricht,  so  erhält  man  ohne  Berücksichtigung  der  Selbstinduction 
fElr  den  Grenzfall  w  =  oo  eine  determinirende  Gleichung  der  Form®*^): 

6ota  =  aa*  —  -^,  (503) 

deren  Wurzeln  alle  reell  sind;  mit  Berücksichtigung  der  Selbst- 
induction wird  sie  wesentlich  complicirter  und  kann  auch  complexe 
Wurzeln  haben. 

E.  Weiller®*®^)  erhebt  auf  die  Idee  der  Neutralisirung  des 
ungünstigen  Einflusses  der  Capacität  durch  Einführung  von  Selbst- 
induction gegen  Vaschj  Prioritätsansprüche  auf  Grund  einer  Patent- 
amneldung;  Vaschy®"®)  weist  sie,  so  weit  sie  uns  hier  angehen, 
damit  zurück,  dafs  jene  Patentanmeldung  gar  keine  Formeln  ent- 
halten habe. 

A.  Potier®®^^)  bemerkt  zu  den  Untersuchungen  von  Vaschy: 
der  in  einem  Element  inducirte  Strom  hänge  nicht  nur  von  den 
Veränderungen  der  elektromotorischen  Kraft  in  diesem  Element  ab, 
sondern  von  ihren  Veränderungen  im  ganzen  Stromkreis.  Wenn  man 
das  berücksichtige,  komme  man  zu  einer  Differentialgleichung  höherer 
Ordnung,  deren  Integration  einige  Entwicklungen  erfordern  würde, 
die  aber  mit  der  von  Thomson  §  108,  (l)  die  Eigenschaft  gemein  habe, 
dafs  sie  eine  unter  sonst  gleichen  Umständen  zum  Quadrat  der  Ent- 
fernung proportionale  Fortpflanzungsdauer  ergebe. 

L.  Arons^^^*)  behandelt  Rückstandsbildung  in  einem  Condensator, 
dessen  Dielektricum  aus  zwei  verschieden  leitenden  Schichten  besteht. 
Die  Gleichungen  für  die  Ladung  sind: 

^-  -  '-'n^'  +  ^1  ( ^i  -  ^'«)  -  Ä,  +  <^» ^'» '        (^04) 

ihr  den  Anfangsbedingungen  V^  =  T',  —  0  für  ^  =  0  genügendes 
Integral  giebt  er  nur  unter  Vernachlässigung  von  r.  Für  die  Ent- 
ladung erhält  er  entsprechende  Gleichungen,  nur  mit  J^=0;  er 
integrirt  sie  unter  der  Voraussetzung,   dafs,  für  <  =  0,   F^  =  JSJ  ist 

8008)  §  8,  p.  628. 

8609)  Paris  G.  R.  108,  1889,  p.  128;  Auszug  lum.  älectr.  31,  188»,  p.  239. 

8610)  p.  216,  bezw.  337.  Er  verweist  auch  darauf,  dafs  er  noch  früher 
[vgl.  ^^"^]  eine  dahin  gehende  Andeutung  gemacht  und  diese  dann  an 
einer  mir  nicht  zugänglichen  Stelle  (bull,  intern,  ^ectr.  4,  p.  818)  weiter 
ausgefahrt  habe. 

8611)  Paris  80C.  phjB.;  lum.  ^ectr.  31,  1889,  p.  688. 

8612)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  36,  1888,  p.  808. 
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und  V^  den  aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  sich  ergebenden 
Wert  hat.  Ebenso  kommt  er  dann  von  da  zur  Rückstandsentladang. 
Eine  Anfrage  von  G.  B.®*^*)  beantwortet  Fleming^")  dahin, 
dafs  er  in  der  That,  abweichend  von  dem  Lehrbuch  von  Cumming, 
aber  in  Übereinstimmung  mit  Maxwell,  unter  dem  Selbstinductiona- 
coefficienten  L  das  Doppelte  des  Factors  von  J^  im  Ausdruck  der 
elektrischen  Energie  verstehe. 

K.  0.  Richter®*^*)  nimmt  die  Lehre  von  den  Inductionswirkungen 
linearer  auf  körperliche  Leiter  noch  einmal  vor,  ausgehend  von  einer 
ihm  von  G.  Neumann  mitgeteilten,  von  Fr.  Neumann  in  Vorlesungen 
gegebenen  Form  des  Inductionsgesetzes.    Dabei  wird  angenommen  ^^*), 
dafs  man  den  inducirten  Strom  so  berechnen  dürfe,  wie  wenn  seine 
Componenten  nach  den  drei  Coordinatenaxen  direkt  inducirt  würden. 
Die  Inductionswirkungen  der  inducirten  Ströme  vernachlässigt  er  ^wie 
dies   angesichts   der   Unsicherheit,    welche   noch   gegenwärtig    in    der 
Elektrodynamik  herrscht,  wohl  gerechtfertigt  sein  dürfte^^;   auch  be- 
schränkt er  sich  auf  den  Fall,   dafs  die  inducirten  Ströme   stationär 
ausfallen.     Er  erhält  Gleichungen  der  Form®*^^): 

darin  ist,  wenn  q>  das  Potential  der  freien  Elektricität  bedeutet: 

(506)  fi>^g>-ejß/f^^''^da, 

(507)  ^'^-YjrdxTo^'^-- 
Dabei  besteht  die  Identität: 

(^0«)  '^: + '^  +  f = *>^ 

also  ist  fOr  stationäre  Ströme,  wie  er  sie  voraussetzt, 
(509)  z/t  =  0. 

Dazu  kommt  noch  die  Oberflächenbedingung: 

(510)  _p?  +  ?':-  =  o. 

^  Cn    *     dt 


8618)  Electrician  20,  1888,  p.  360.         8614)  ib.  p.  889. 

8615)  Diss.  Leipz.;  Zeitechr.  Math.  Phys.  38,  1888,  p.  209. 

8616)  §  1,  p.  212.         8617^  §  2,  p.  214. 


§  1 1 0.  Veränderliche  elektrische  Ströme.  Induction  u.  Selbstindaction.     1 693 

Dadurch  und  durch  die  Stetigkeitsbedingungen  ist  zunächst  i|;  be- 
stimmt;   die    gegebene  Function   V„    genügt   immer  der  Bedingung, 

dafs  fv^da  von  der  Zeit  unabhängig  ist. 

Als  Beispiel  behandelt  er  zunächst  ^^®)  den  Fall,  dafs  in  einem 
Eotationskörper  durch  einen  Kreisstrom  vom  Badius  q  um  die  Bo- 
tationsaxe  Ströme  inducirt  werden.  Dabei  ergiebt  sich  zunächst  t/;  =  0, 
dann  j^  =«  (J;  die  Ourven  der  inducirten  Ströme  werden  concentrische 
Kreise,  för  ihre  Dichtigkeit  ergiebt  sich: 

'   ^  —  tl  —  lj  f  -    ^^®A®  l        Coli") 

wenn  r  den  Abstand  eines  Punktes  des  Körpers  von  der  Axe  be- 
deutet. Das  entwickelt  er  einerseits  nach  Potenzen  von  |  —  o;, 
andererseits  nach  solchen  von  r.  Speciell  behandelt  er®*^*)  den  Grenz- 
fall ^  ="  0,  mit  d^/dt  =  0  oder  dJ/dt  =»  0.  Durch  Integration 
nach  §  erhält  er  die  Wirkung  eines  Solenoids. 

Im  zweiten  Beispiel®**^)  ist  der  „Conductor"  eine  unbegrenzte 
planparallele  Platte,  der  ,Jnducent"  besteht  aus  zwei  zu  ihr  imd 
zueinander  parallelen  Drähten,  als  Hin-  und  Bückleitung.  Auch 
hier  ergiebt  sich  i/;  =  0;  die  Ströme  fliefsen  zu  den  Drähten  parallel. 

Im  zweiten  Abschnitt ^*^^)  nimmt  er  umgekehrt  den  Inducenten 
als  ruhend,  den  Conductor  als  bewegt  an.  Die  Differentiationen 
nach  der  Zeit  und  die  nach  den  Coordinaten  der  Punkte  des  Leiters 
düi*fen  dann  nicht  vertauscht  werden,  es  ist  vielmehr  z.  B.  zu  setzen: 

^  (^r\  _  ^M_z\  _  _L  l^^JL  +  ^r  ^_'  +  ?r  ^:).    (512^ 

dx\  dt  )       dt\  dx  I       ^Yr    ^^^  <^^        dy  dy       dz  dz  i       -       ^ 

Das  bringt  Modificationcn  in  den  Ausdrücken  der  inducirten  elektro- 
motorischen Kräfte  mit  sich,  die  nur  wegfallen,  wenn  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  x\  y\  z'  von  den  Coordinaten  unabhängig  sind, 
d.  h.  wenn  blofs  eine  Translation  vorliegt.  Dementsprechend  be- 
handelt er  zunächst  den  Fall®^*^),  dafs  ein  Kreisstrom  inducirend 
auf  eine  zu  ihm  parallele  Platte  wirkt,  die  in  sich  selbst  parallel 
verschoben  wird.     Im  allgemeinen  Fall®*^)  sind  zur  Transformation 


8618)  §  3,  p.  218.         8619)  p.  224.         8620)  p.  227. 

8621)  §  4,  p.  270.  Er  bemerkt  p.  210,  hier  liege  nur  ein  Unterschied 
in  der  mathematischen  Formulirung  vor,  da  es  doch  nur  auf  relative  Be- 
wegung ankommen  könne;  indessen  habe  er  die  Eintheilung  von  der  Ent- 
stehung seiner  Arbeit  her  beibehalten. 

8622)  §  5,  p.  272.         8623)  §  6,  p.  277. 
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der  Gleichungen  umfangreiche  Rechnungen  erforderlich.  Er  giebt  zwei 
Formulirungen:  bei  der  einen  wird  zunächst  t/;,  bei  der  andern  zu- 
nächst (p  gesucht.  Die  zweite  giebt  die  von  Jochmann  *^^)  fftr  einen 
inducirenden  Magnetpol  angegebenen  Formebi;  Richter  zieht  übrigens 
die  erstere  im  allgemeinen  vor.  Er  specialisiit  noch  die  Formeln 
für  den  Fall,  dafs  die  Bewegung  eine  Rotation  um  eine  feste  Axe 
ist  (es  ist  dann  t/;  =  const.)  und  behandelt  als  Beispiel  die  schon 
von  Jochmann  discutirte  Rotation  einer  Platte  unter  dem  Einflufs 
eines  Magnetpols  ^•**). 

E.  Brylinski®^^)  bespricht  eine  von  Ledeboer  [wo?J  gegebene 
Definition  der  ^elektromagnetischen  Capacität^^  eines  Leiters:  wird 
in  der  Gleichung  (3)  JR  =  V  und  L  =  CR^  gesetzt,  so  geht  sie 
über  in: 

(513)  E^  V  +  CRV\ 

d.  h.  sie  erhält  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  für  den  Verlauf 
des  Potentials  bei  der  Entladung  eines  Gondensators.  Die  hiedurch 
definirte  Gröfse  C  ist  das,  was  Ledeboer  elektromagnetische  Capacitftt 
nennt;  Brylinski  meint,  das  habe  den  Nachteil,  dafs  diese  Gbröfse 
vom  Leitungswiderstand  des  gesamten  Stromkreises  abhängt.  Er  be- 
spricht dann  verschiedene  bis  dahin  gegebene  Methoden  zur  Bestinamung 
von  Selbstinductionscoefficienten. 

Ein  zweiter  Aufsatz  desselben  Autors *•*•)  verfolgt  im  AnschluTs 
an  Vaschy^*^^)  die  Integration  der  Gleichung  (222)  für  den  Fall 
weiter,  dafs  die  elektromotorische  Kraft  im  Ursprung  variabel  ist, 
also  unter  den  Bedingungen: 

(514)  V^F(f)  fftr  a;==0,    F«0  füi-  x^7t,   F=0,   ^y -0  für  x^jt. 


dt 


Er  setzt  für   V  eine  Entwicklung  der  Form  an 
(515)  ^^^2~nf  ^^""'^^ 


8624)  §  7,  p.  288.  Er  findet  seinenfWeg  einfacher  als  den  von  Joch- 
mann; das  liegt  aber  nur  daran,  dafs  bei  ihm  die  Complicaüon  in  die 
Ableitung  der  allgemeinen  Formeln  verlegt  ist. 

8626)  aun.t^l^gr.  (3)  15, 1888,  p.  97;  Auszug  lum.  ^lect.  30, 1888,  p.  628. 

8626)  ann.  t^l^gr.  (3)16,  1889,  p.  135.  Die  etwas  umständliche  Dar- 
stellung Brjlinski's  ist  im  Text  vereinfacht;  das  Verfahren  ist  übrigens 
interessant  und  würde  eine  Prüfung  der  Bedingungen  seiner  Zuläsaigkeit 
verdienen. 
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deren  einzelne  Glieder  der  zweiten  Bedingung  (514)  schon  genügen. 
Statt  der  durch  zweimalige  Differentiation  nach  x  aus  dieser  Ent- 
wicklung hervorgehenden  Reihe  benutzt  Biylinski  die  folgende: 

IS  =  22'^(F(0  -  t.«))  sin  nx ;  (516) 

so  erhält  er  für  t/;^  die  Gleichung  mit  zweitem  Glied: 

CL^';^  +  CR^l  +  nV«  =  F(t),  (517) 

die  er  unter  der  Voraussetzung  integnrt,  dafs  F{i)  sich  in  eine 
Summe  von  Exponentialfunctionen  entwickeln  lasse. 

W.  E.  Sumpner^^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  aus  der 
Gleichung  (16)  folgt:  die  Ladungszeit  ist  proportional  zur  gröfseren  Zeit- 
constante  oder  zu  2L/R,  je  nachdem  -L<  oder  >^-(7JB*  ist.  Wenn 
L  =  CR  ist,  so  ist  jede  der  beiden  genannten  Gröfsen  kleiner  als  OB, 
sodafs  bis  zu  diesem  Werte  die  Einfügung  einer  Selbstinduction  die 
Entladung  beschleunigt.  Die  Entladungszeit  ist  ein  Minimum  für 
X  =  ü,  die  gröfsere  Zeitconstante  hat  dann  den  Wert  CE.  Das 
will  er  auf  die  Theorie  der  Blitzableiter  anwenden.  0.  Lodge^**®) 
fragt,  ob  richtig  referirt  sei;  Sumpner®**^)  bestätigt  das  und  giebt 
noch  einmal  die  Ableitung;  daraufhin  erklärt  Lodge^^)  die  Be- 
merkimg für  in  der  Tat  richtig  und  schliefst  eine  längere  Discussion 
an,  macht  aber  noch  darauf  aufmerksam,  dafs  für  den  Verlauf  der 
Erscheinung  im  einzelnen  auch  die  Werte  der  GoefQcienten  in  den 
einzelnen  Gliedern  der  Formel,  nicht  nur  ihre  Exponenten  von  Be- 
deutung seien.     All  das  erläutert  er  durch  graphische  Darstellungen. 

R.  Felici®**^)  kommt  noch  einmal  auf  die  Resultate  von  Joch- 
mann ^^^)  zurück,  in  der  Absicht  zu  zeigen,  dafs  sie  sich  auch  aus 
seinen  alten  Ansätzen  ^^^')  ableiten  lassen.  In  allen  bisher  untersuchten 
Fällen  lasse  sich  das  Potential,  das  durch  zwei  Elektroden  in  den 
Punkten  a^,  6^,  c^  und  a^,  h^^  c^  hervorgebracht  wird,  darstellen  als 
Differenz  zweier  Werte  derselben  Function: 

V  =  f{x,  y,  z-,  a^,  b^,  c^)  -  f(x,  y,  z;  a,,  6^,  Cj).  (518) 

Dasselbe  Potential  müsse  nun  auch  zustande  konmaen,  wenn  man  die 
Elektroden  entferne,  dafür  aber  in  jedem  Element  jeder  Stromlinie 
eine  elektromotorische  Ejraft  annehme,  die  zu  dem  dort  vorhandenen 


8627)  phil.  mag.  (6)25,  1888,  p.  474;  Auszug  electrician  20,  1888,  p.  718; 
franz.  Auszug  von  P.  L.  lum.  ^lectr.  31,  1889,  p.  140. 

8628)  electrician  20,  1888,  p.  721.         8629)  ib.  p.  761. 

8630)  ib.  21,  1888,  p.  39.         8681)  n.  eim.  (8)  24,  1888,  p.  8S. 
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Strom  parallel  und  gleichgerichtet  sei.  Wird  eine  solche  Kraft  nur 
in  dem  an  der  Stelle  x^,  p^,  z^  befindlichen  Element  angenommen, 
so  erzeugt  sie  im  Punkte  x,  y,  z  ein  Potential: 

das  Gesamtpotential  wird  also  durch  Integration  dieses  Ausdrucks 
über  das  Volumen  des  Leiters  erhalten.  Hat  man  nur  mit  einer 
unendlich  dünnen  Platte  zu  tun,  so  kann  man  deren  Volumen-, 
bezw.  Flächenelement  gleich  dsds^  setzen,  unter  ds  das  Element 
der  Niveaulinie  verstanden;  die  Integration  nach  s  läfst  sich  dami 
ohne  weiteres  ausführen,  indem  c  V/cs^  •  ds^  längs  der  Stromlinie 
con staut  ist.     Dabei  ist  zunächst: 

(520)  /•  =  log  { (x  -  a)»  +  (y  -  6)» } 

zu  setzen;  in  dem  von  Jochmann  behandelten  Falle  kommt  dazu 
noch   die   von   dem  Magneten   inducirte  elektromotorische  Bjaft®***): 

(521)  j,_2«.Mi"9^ 

wobei  R  den  Abstand  des  Magnetpols  von  dem  betrachteten  Strom - 
element,  co  die  Geschwindigkeit  des  letzteren,  q>  den  Winkel  zwischen 
diesen  beiden  Richtungen  bedeutet.  Ist  n  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Rotation  um  die  Axe,  so  bildet  diese  Kraft  mit  den  Coordinaten- 
axen  Winkel  von  den  Cosinus: 

(522)  cos  ;i  = ^—.-  -,        cos  a  = f^-?^     • 

Das  ist  in: 

(523)  f  ^  =  -  7  ""  cos  A  +  ^^  7  ^  cos  u 

einzusetzen;  in  dem  sich  so  als  Ausdruck  fiir  das  magnetische  Po- 
tential P  ergebenden  Doppelintegral  lassen  sich  die  Integrationen  bei 
Einführung  von  Polarcoordinaten  ausführen  und  man  konunt  auf 
einen  speciellen  Fall  der  von  Jochmann  gegebenen  Formel  (97),  (99). 
Wenn  man  freilich  mit  Jochmann  eine  Platte  von  endlicher  Dicke 
behandeln  wolle,  werde  man  wahrscheinlich  für  f  einen  viel  compli- 
cirteren  Ausdruck  als  (520)  benützen  müssen**'*).     Zum  Schlufs^***) 

8632)  nr.  8,  p.  37. 

8688)  Er  verweist  auf  elektroBtatische  Untersuchungen  von  Maggi; 
dafs  auch  das  entsprechende  Problem  der  Stromverteilung  mehrfach  ^*'^), 
'*"),  '**■)  behandelt  worden  war,  scheint  ihm  entgangen  zu  sein. 

8634)  nr.  4,  p.  40. 


§110.  Ver&nderliche  elektrische  ströme.  Indactionu.Selbstindnction.     1697 

spricht  er  die  Ansicht  aus,  gerade  die  Untersuchung  von  Inductions- 
strömen  in  körperlichen  Leitern  werde  geeignet  sein,  eine  Entscheidung 
zwischen  den  verschiedenen  vorgeschlagenen  Formen  des  Elementar- 
gesetzes der  Induction  herbeizuführen  [?]. 

Von  der  Untersuchung  von  E.  Bazzi®**^)  über  die  Verschiebung 
der  Niveaulinien  in  einer  stromdurchflossenen  rotirenden  metallischen 
Scheibe  war  mir  nur  ein  Beferat®***)  zugänglich,  aus  dem  nur  eben 
zu  ersehen  ist,  dafs  das  Problem  auch  analytisch  discutirt  ist. 

S.  P.  Thompson®*'')  zeigt,  dafs  und  wie  man  den  Begriff  des 
„Transformationscoefficienten"  von  der  Theorie  der  Wechselstrom- 
transformatoren (§  lll)  auch  auf  die  der  Transformatoren  von 
Gleichströmen  übertragen  könne.  Werden  die  inducirten  elektro* 
motorischen  Kräfte  mit  E,  die  Klemmenspannungen  mit  e  bezeichnet, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

E,^e,-  R^J^ ,       ^  =  ^2  -  i?,/^.  (524) 

Ist  bis  auf  Gröfsen,  die  zu  vernachlässigen  sind: 

E^J^  =  -E^J,,  (o25) 

wie  bei  einem  gut  construierten  Apparat  der  Fall,  so  folgt: 

e,  =  ÄCj  -  (J?8  +  1^B,)J^,       k  =  EJE,,  (526) 

d.  h.  alles  geht  im  secundären  Stromkreis  so  vor  sich,  wie  wenn 
die  Klemmenspannung  von  e^  auf  ke^  „transformirt"  und  der  Wider- 
stand um  Ä*i?j  vermehrt  wäre. 

J.A.  Fleming®**®)  behandelt  noch  einmal  die  Induction  zwischen 
zwei  congruenten  Stromkreisen  [vgl.  ^^•*),  ®®'*)].  Die  determinirende 
Gleichung  hat  dann  die  beiden  Wurzeln 

B 


_ —  _ « 


L±M 


(527) 


Die  Schwierigkeiten  der  Constantenbestimmung  sucht  er  durch  eine 
Betrachtung  zu  umgehen,  bei  der  er  zuerst  annimmt,  dafs  zur  Öff- 
nung eine  kleine  Zeit  dt  erforderlich  ist  und  dafs  während  dieser 
Zeit  auf  den  secundären  Strom  eine  constante  inducirende  Kraft 
MJ/dt  wirkt;  dann  geht  er  zur  Grenze  dt  ^=  0  über  und  kommt 
so  zu  dem  Resultat,  dafs  bei  instantaner  Öffnung  des  primären  Stromes 
der  secimdäre  Strom  sogleich  mit  der  Stärke  MJ/L  einsetze.    Indem 


8635)  Pisa  ann.  5,  1888,  p.  61. 

8636)  F.  d.  Math.  20,  p.  1156;  die  F.  d.  Phys.  bringen  nur  den  Titel. 

8637)  phil.  mag.  (5)26,  1888,  p.  167. 
8688)  electrician  22,  1889,  p.  40. 
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er  dann  annimmt,  dieser  Strom  klinge  im  secundären  Leiter  ebenso 
ab,  wie  wenn  der  primäre  gar  nicht  vorbanden  wäre,  berechnet  er 
seine  gesamte  „Quantität"  [den  Integralstrom]  durch  Integration 
nach  der  Zeit  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo;  und  auf  Grund  des 
so  erhaltenen  Resultats  verlangt  er****)  bei  der  Gonsfantenbestimmung 
für  den  Schliefsungsstrom,  dafs  dessen  gesamte  Quantität  ebensogrofs 
als  die  des  Öffnungsstroms  sein  soll.  Weiterhin^**®)  bespricht  er 
Induction  zwischen  körperlichen  Leitern  und  die  aus  ihr  entspringenden 
Schirmwirkungen,  aber  blofs  qualitativ. 

St.  Doubrava®**^)  behandelt  den  Fall,  dafs  ein  Condensator  zu- 
erst geladen,  dann  durch  einen  andern  Stromkreis  entladen  wird.  Er 
fOhrt  nicht  die  Ladung,  sondern  die  Stromstärke  als  Hauptunbekannte 
ein.  Als  Starkstromtechniker  interessirt  er  sich  hauptsächlich  für 
die  Frage,  wieviel  von  der  zur  Ladung  aufgewendeten  Energie  als 
Joule'sche  Wärme  zerstreut  und  wieviel  bei  der  Entladung  wieder 
frei  wird;  er  findet  diese  beiden  Beträge  genau  gleich. 

Um  diese  Zeit  scheint  die  Frage  über  den  Verlauf  des  In- 
ductionsvorganges,  wenn  in  den  primären  Stromkreis  ein  Conden- 
sator eingeschaltet  ist,  actuell  geworden  zu  sein.  J.  A.  Fleming®***) 
glaubt  unter  Berufung  auf  Lord  Rayleigh^®^),  unmittelbar  nach  der 
Unterbrechung  könne  man  den  Widerstand  vernachlässigen.  Es 
handelt  sich  dann  um  die  Integration  der  Gleichungen  (111).  Sie 
führt  auf  ungedämpfte  Schwingungen,  und  es  ergiebt  sich,  dafs  eine 
halbe  Schwingung  nach  der  Öffnung  des  primären  Stromes  der  se- 
cundäre  doppelt  so  stark  ist,  als  er  ohne  Condensator  sein  würde. 
Dieses  Besultat  macht  er  dann  noch  durch  eine  qualitative  Be- 
trachtung plausibel:  es  handle  sich  wesentlich  um  eine  Resonanz- 
erscheinung. C.  V.  Boys®***)  ist  mit  dieser  letzteren  nicht  ein- 
verstanden und  versucht  eine  andere.  0.  Lodge  meint,****)  sicher 
hätten  sich  schon  viele  Leute  die  Theorie  dieser  Anordnung  aus- 
gearbeitet, ohne  sie  der  Veröffentlichung  werth  zu  halten.  Er  giebt 
eine  Behandlung,  bei  der  zuerst  die  Gleichung  des  primären  Stromes 
ohne  Rücksicht  auf  die  Rückwirkung  des  secundären  integrirt  und 
dann  aus  dem  Resultat  die  auf  den  secundären  Kreis  wirkende  in- 
ducirende  Kraft  abgeleitet  wird. 


8639)  p.  100.         8640)  p.  272,  p.  800. 

8641)  electrician  22,  188D,  p.  676. 

8642)  electrician  23,  1889,  p.  84;  franz.  Auszug  von  E.  M.  lum.  electr. 
32,  1889,  p.  489. 

8643)  ib.  p.  126.         8644)  ib.  p.  139. 
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Jacquin^^^)  behandelt  zunächst  noch  einmal  die  Entladung 
eines  Gondensators  durch  einen  einfachen  Stromkreis.  Er  giebt  die 
Bestimmung  des  Integrationsconstanten  fQr  verschiedene  Annahmen. 
Weiter****)  behandelt  er  den  complicirteren  PaU,  dafs  der  Gonden- 
sator  nicht  in  die  Hauptleitung,  sondern  im  NebenschluTs  eingefdgt 
ist.     Es  handelt  sich  dann  um  die  Integration  der  Gleichungen: 

Elimination  führt  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  .  Ordnung 
für  J.  Auch  hier  discutirt  er  ausführlich  verschiedene  Gonstanten- 
bestimmungen.  Schliefslich  zeigt  er  auch  die  Bedeutung  dieser 
Resultate  fftr  die  Telephonpraxis  ®**^:  durch  Benutzung  des  Gonden- 
sators könne  man  die  Zeitconstante  verkleinem  und  dadurch  rascheres 
Telegraphiren  ermöglichen.  Er  weist  übrigens  ausdrücklich  darauf 
hin,  dafs  man  eigentlich  auch  die  Gapacität  der  Linie  selbst  be- 
rücksichtigen müTste,  will  das  aber  nicht  thun,  da  es  auf  „des 
equations  d'une  extreme  complication^^  führe. 

Ein  zweiter  Aufsatz  von  Doubrava***®)  läfst  die  Voraussetzung 
fallen,  dafs  die  Widerstände  vernachlässigt  werden  können,  behandelt 
also  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichungen: 

LJi  +  MJi  +  EJ^  +  C-\fjidt=^0,  MJi  +  NJi  +  SJi^O.  (529) 

Elimination  ergiebt  hier  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
deren  determinirende  Gleichung  ist: 

er  scheint  anzunehmen,  dafs  deren  Wurzeln  immer  alle  reell  sind. 
Auch  hier  berechnet  er  den  Nutzeffekt. 

F.  Larroque®**^)  beschäftigt  sich  mit  dem  bei  Blitzschlägen 
beobachteten  „choc  en  retour".     Er  findet  die  landläufige  Erklärung, 


8645)  lam.  electr.  34, 1889,  p.  29.  Ein  anderer  Aufsatz  desselben  Autors 
über  die  Verwendung  des  Gondensators  zur  Ermöglichung  rascheren  Tele- 
graphirens,  ^lectricien  1889,  war  mir  nicht  zugänglich. 

8646)  nr.  3,  p.  66.  Merkwürdiger  Weise  behauptet  er,  \venn  man  um- 
gekehrt jj  eliminire,  erhalte  man  keine  „auflösbare*^  Gleichung  für  •/,. 

8647)  nr.4,  p.  178. 

8648)  Centralbl.  f.  Elektrot.  12, 1889,  p.  37;  englischer  Auszug  electrician 
23,  1889,  p.294;  franz.  Darstellung  von  A.  Palaz,  lum.  älectr.  83, 1889,  p.  284. 

8649)  lum.  electr.  33,  1889,  p.  67. 
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nach  der  es  sich  einfach  um  die  Wiedervereinigung  der  vorher  durch 
Influenz  getrennt  gewesenen  Elektricitäten  handle,  ungenügend  and 
reproducirt  daher  zunächst  die  Formeln  für  die  osciilatorische  Gon- 
densatorentladung,  dann  die  Formeln  von  Heaviside  für  die  Fort- 
pflanzung sehr  rascher  Schwingungen  in  einem  Draht  von  kleinem 
Widerstand.  [Dafs  die  ersteren,  nicht  aber  die  letzteren  einen 
Dämpfungsfactor  aufweisen,  hindert  ihn  nicht,  sich  auf  beide  Formeln 
nebeneinander  zu  beziehen.] 

Auch  K.  Sulzberger^^)  stellt  die  Gleichimgen  fElr  die  Ladung 
und  Entladung  eines  Condensators  noch  einmal  auf.  Speciell  be- 
handelt er  den  Fall  der  aperiodischen  Bewegung;  er  berechnet  die 
gesamte  während  einer  gewissen  Zeit  transportirte  Energiemenge  and 
benutzt  seine  Resultate  zu  absoluten  Widerstandsmessungen. 

Der  bei  B.  Karsten®**^)  sich  findende  Versuch,  die  Bedingungen 
für  das  identische  Verschwinden  des  Stromes  in  der  Brücke  der 
Wheatstone'schen  Combination  mit  den  von  Hagenbach  ^'^)  gegebenen 
Formeln  für  die  Ladungszeit  in  Beziehung  zu  setzen,  scheint  mir 
verfehlt:  bei  Hagenbach  handelt  es  sich  wesentlich  um  die  Abhängig- 
keit der  elektrischen  Gröfsen  vom  Ort,  bei  Karsten  ist  vorausgesetzt, 
dafs  die  Stromstärke  in  jedem  einzelnen  Zweig  vom  Orte  unabhängig 
sei.  Es  kann  also  nur  eine  äufserliche  Übereinstimmung  der  Formeln 
vorliegeo. 

Aus  der  selbständig  erschienenen  Darstellimg  von  J.  J.  Thomson*s 
„applications"  ®*'^)  ist  für  uns  aufser  den  schon  besprochenen  Dingen 
noch  die  Discussion  der  Rückstandswirkungen  ^•^)  zu  erwähnen. 
Man  könne  sie  sich  mechanisch  verständlich  machen  durch  den  Ver- 
gleich mit  zwei  zusammengekoppelten  mechanischen  Systemen  mit 
zu  vernachlässigender  Trägheit,  von  denen  das  erste  reibungslos  ist 
und  von  denen  nur  auf  das  erste  eine  Kraft  wirkt.  Werden  von 
der  Function,  die  die  Koppelung  ausdrückt,  nur  die  in  den  Co- 
ordinaten  niedrigsten  Glieder  beibehalten,  so  lauten  die  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  solchen  Systems: 

(531)  ^      '^         ^  ^^ 

by'  +  ay  —  (ßx  +  yy)  -=^  0 , 


8660)  Difls.  Zürich  1889;  H.F.Weber  gewidmet. 

8651)  Diss.  Kiel  1889   (G.  Karsten  gewidmet,    aber   anscheinend    von 
L.  Weber  veranlafst),  p.  10. 

8652)  nr.  64,  p.  154  der  deutschen  Übersetzung. 
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(Ö32) 


Wird  das  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt,  so  tritt  eine  Gleichung 
derselben  Form  auf,  wie  wenn  die  auf  das  erste  System  wirkenden 
Kräfte  nicht  allein  von  dem  augenblicklichen  Zustand  dieses  Systems, 
sondern  auch  von  den  vorhergegangenen  Verschiebungen  abhängig 
wären.  Wolle  man  statt  dessen  die  früheren  Kräfte  in  der  Formel 
haben,  so  brauche  man,  wenn  A  vernachlässigt  werden  kann,  nur 
zunächst  X  zu  eliminiren  ^^').  Die  Resultate  ändern  sich  auch  nicht 
wesentlich,  wenn  die  Trägheit  des  zweiten  Systems  nicht  vernach- 
lässigt werden  kann^*^);  es  tritt  dann  nur  eine  gröfsere  Anzahl 
von  Gliedern  desselben  Typus  auf.  Speciell  wendet  er  die  Formeln 
auf  den  Fall  an,  dafs  die  Kraft  X  von  <  =  0  bis  (  =  T^  den  Wert  Z, 
von  *—  2j  bis  <  ==  T,  den  Wert  —  Z  hat*"*);  dabei  ninunt  von 
^  =>  jTj  an  das  x  wie  eine  Exponentialfunction  der  Zeit  ab,  wenn 
nur  ein  secundäres  System  vorhanden  ist,  wie  eine  Summe  solcher 
Functionen  beim  Vorhandensein  mehrerer  derartiger  Systeme. 

Weiter  *•*•)  untersucht  er  den  Einflufs  eines  secundären  Systems 
auf  das  Abklingen  von  Schwingungen  des  primären,  d.  h.  den  Fall, 
dafs  in  den  Gleichungen  (531)  X  =  0  gesetzt  wird.  Wird  an- 
genommen, dalis  X  zu  c*"  proportional  ist,  so  wird  fElr  p  eine  deter- 
minirende  Gleichung  erhalten,  die  er  auf  die  Form  bringt: 

Äp^+^-a  =  ^^^l_-^.  (533) 

Hier  setzt  er  in  erster  Annäherui\g  für  p  rechts  denjenigen  Werth, 
den  es  haben  würde,   wenn   das   secundäre  System   nicht  vorhanden 

wäre,  d.  h.  ij/ft/^,  und  vernachlässigt  ß  neben  a;  dadurch  erhält 
er  für  das  logarithmische  Decrement  den  Werth: 

-  ^^^-  .,  (534) 


2  Aa^-^iLh 

während  er  für  die  Schwingungsdauer  T  denjenigen  Werth  beibehält, 
den  sie  für  die  ungestörte  Bewegung  hat. 

8663)  p.  157.    8654)  p.  168.    8656)  nr.  66,  p.  162. 
8656)  nr.  67,  p.  164. 
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G.  Lippmann®*^^  fragt,  wie  sich  die  Inductionsgcsetze  ge- 
stalten^ wenn  man  vom  Widerstände  ganz  absieht,  etwa  so,  wie  man 
in  der  „rationellen^'  Mechanik  von  der  Reibung  abzusehen  gewohnt 
ist.  Die  Intensität  des  inducirten  Stromes  ist  dann  in  jedem  Augen- 
blick gerade  so  grofs,  dafs  der  flax  de  force  durch  den  Stromkreis 
unverändert  bleibt,  „wie  wenn  dieser  für  Kraftlinien  undurchdringlich 
wäre''.  Ein  solcher  Stromkreis  verhält  sich  also  wie  ein  durch  In- 
fluenz magnetisirtes  diamagnetisches  Blatt.  Er  weist  darauf  hin, 
dafs  f&r  rasch  wechselnde  Ströme  die  Resultate  nahezu  gelten. 

J.  Stefan®*^)  verfolgt  unter  der  gleichen  Voraussetzung  die 
Stromverzweigung:  sie  geschieht  dann  in  der  Weise,  dafs  die  elektro- 
dynamische bezw.  magnetische  Energie  bei  gegebener  Oröfse  des 
Gesamtstroms  jederzeit  ein  Minimum  ist.  Daran  knüpft  er  Über- 
legungen betr.  die  Verteilung  eines  Stromes  über  den  Leiterquerschnitt: 
bei  einem  kreisförmigen  Leiter  werde  das  Minimum  0  dann  erreicht, 
wenn  der  Strom  nur  in  einer  unendlich  dünnen  Schicht  an  der  Ober- 
fläche des  Leiters  condensirt  ist,  für  einen  Leiter  von  anderer  Ge- 
stalt, wenn  er  auf  der  Oberfläche  so  verteilt  ist,  wie  eine  elektro- 
statische Ladung  im  Zustande  des  Gleichgewichts.  In  den  Versuchen 
von  Hertz  findet  er  eine  experimentelle  Bestätigung  dieser  Auffassung. 

Weiter®***)  erwähnt  er  früher  von  ihm  mit  Hülfe  von  Cylinder- 
functionen  entwickelte  Formeln  über  die  Verteilung  des  Stromes 
über  den  Querschnitt  in  einem  kreisförmigen  Leiter  für  den  Fall, 
dais  die  Stromstärke  auch  in  der  Längsrichtung  variabel  ist.  Für 
sehr  grofse  Werte  der  Sch>vingungszahl  seien  jene  Formeln  schlecht 
convergent  und  daher  zur  Berechnung  überhaupt  nicht  geeignet; 
man  könne  aber  für  diesen  Fall,  wenn  z  die  Tiefe  einer  Schicht 
unter  der  Oberfläche  bedeutet,  die  Differentialgleichung  auf  die 
Form  bringen: 

(535)  ^-       ^  (!'«__  1^^^). 
^        '  et       ^n\i\dz^       a  dz) 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  sei: 

(536)  u  =  er^'  sin  {yi  —  hz), 

»667)  Paris  C.  R.  109,  1889,  p.  261 ;  lum.  ^lectr.  33,  1889,  p.  394.  Daf» 
der  Widerstand  auch  früher  schon  ***^)  gelegentlich  vernachlässigt  worden 
war,  wo  seine  Berücksichtigung  unbequem  schien,  scheint  ihm  entgangen 
zu  sein. 

8668}  Wien.  Ber.  99,  2  a,  1890,  p.  319;  Ann.  Chem.  Phys.,  N.F.  41,  1890, 
p.  400. 

8669)  p.  825,  bezw.  40^. 
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mit: 

Die  Intensität  des  Gesamtstroms  bei  z  =^  0  ergiebt  sich  dann  zu: 

Wird  das  in  die  Oberflächenbedingung  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  von  derselben  Form  wie  (3),  nur  mit  „scheinbaren^^  Werten 
von  Widerstand  und  Selbstinduction.  Für  grofse  Werthe  der  Schwing^gs- 
zahl  reducire  sich  der  erstere  auf  den  von  Lord  Bayleigh  angegebenen 
Wert.  Stefan  skizzirt  dann  noch  die  entsprechende  Theorie  fdr  einen 
Leiter,  der  von  einer  concentrischen  Bohre  umgeben  ist****). 

Ein  zweiter  Aufsatz  desselben  Verfassers  ^••^)  bemerkt,  dafs  dem- 
nach auch  die  Theorie  der  oscillirenden  Entladung  von  Thomson  ®^ 
und  Kirchhoff®^*)  revidirt  werden  müsse,  da  sie  die  Annahme  gemacht 
hätten,  der  Strom  erftllle  den  Querschnitt  gleichmäfsig.  Findet  die 
Entladung  wie  bei  den  Hertz'schen  Versuchen  zwischen  zwei  weit 
von  einander  entfernten  Condensatoren  statt,  so  seien  die  Gleichimgen: 

Dabei  ist: 

J^l^uda,  (539) 

und  es  gilt  die  Gleichung: 

F^  _  Fl  =  lau^  +  LJ\  (640) 

in  der  u^  die  Stromdichte  in  einer  oberflächlich  gelegenen  Faser  und 
L  den  Selbstinductionscoefflcienten  bedeutet.  Durch  Differentiationen 
und  Eliminationen  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form: 

Der  Ansatz  vereinfacht  sich***^,  wenn  man  gleich  die  Annahme  ein- 
führt, dafs  die   Stromdichte  nur  an  der  Oberfläche  von  Null  ver- 


8660)  p.  831,  bezw.  412.         8661)  ib.  p.  584,  bezw.  421. 
8662)  p.  589,  bezw.  426. 
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schieden  ist;  bezeichnet  wieder  x  die  Tiefe  einer  Schicht  unter  der 
Oberfläche,  so  wird  die  Differentialgleichung  einfach: 

(»«)  T,  -  'B 

und  die  OberflSchenbedingung: 

Ein  Integral  von  (542)  ist  [vgl.  §  103  (60)]: 
(544)  «  =  ^    /*exp(-,,*)/<a;  +  2»,y<)dt. 


—  OD 


um  /'  der  Orenzbedingung  (543)  gemäfs  zn  bestammen,  solle  man 
wie  Thomson  [wo?]  bei  Lösung  einer  analogen  Aufgabe  der  Wftrme- 
leitung  verfahren;  das  führt  auf: 

(545)  k^r  -  rnfl^f^  +♦„/"  =  0 
unter  den  Anfangsbedingungen: 

(546)  f^o/nf—yif^O,  w/"-)/ä/-iv_o  für  f  «- O. 
Die  determinirende  Gleichung  wird: 

(547)  k^of'  —  nTf^a^  +  w-  «  0, 

und  die  Constantenbestimniung  führt  auf  ein  auch  sonst  behandeltes 
Gleichungssystem.  Die  Wurzeln  von  (547)  sind  entweder  alle  vier 
complex  oder  zwei  reell,  zwei  complex;  er  bespricht  die  Möglich- 
keiten experimenteller  Bealisirung  dieser  beiden  Fälle. 

Von  den  dieser  Zeit  angehörigen  Lehrbüchern  stellt  das  von 
H.  Weber  (Braunschweig)  die  Ableitung  der  Inductionsgesetze  aus. 
dem  Weber'schen  Gesetze  ausführlich  dar ®^*),  beschäftigt  sich  aber 
gar  nicht  mit  der  Verfolgung  des  aus  ihnen  sich  ergebenden  Strom- 
verlaufs. 

Das  von  H.  W.  Watson  und  S.  H.  Burbury^*^)  stellt  den 
Ausdruck  (75)  für  die  Energie  eines  Systems  von  zwei  Leitern  an 
die  Spitze  und  deducirt  aus  ihm  die  Inductionsgesetze. 


8663)  Elektrodynamik,  Brannschweig,  1889,  p.  148. 

8664)  matb.  theory  of  electricity  and  magnetism,  2, 1889,  nr.  360,  p.  78. 
Übrigens  bemerkt  ßurbury  selbst  an  anderer  Stelle  (Cambr.  proc.  6^ 
1886/89,  p.  829;  vom  Juni  1889),  die  Schlufsweise  sei  „as  a  logical  pro^ 
cess'*  dem  Einwände  ausgesetzt:   wenn  sie  in  Ordnung  wäre,  müTste   sie 
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J.  Bertrand^^)  beginnt  mit  der  Auseinandersetznug,  es  sei 
eine  grofse  Übertreibung,  wenn  man  in  Deduetionen  aus  dem  Energie- 
prineip  die  Erklärung  und  den  Beweis  der  Induddonsgesetze  sehen 
wollte:  die  Tatsachen  könnten  auch  ganz  andere  sein,  ohne  dafs 
das  Prineip  verletzt  würde.  Er  zeigt  dann^**),  dafs  die  von  den 
ponderomotorischen  Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs  geleistete 
Arbeit  die  zur  Erzeugimg  der  Ströme  aufgewendete,  deren  Äquivalent 
die  Joule'sche  Wärme  ist,  übersteigt.  Daraus  und  aus  dem  Energie- 
prineip  folge  aber  nur,  dafs  noch  ein  unbekannter  Energiebestandteil 
in  Rechnung  gezogen  werden  müsse,  ohne  dafs  man  irgend  einen 
Schlufs  auf  die  Natur  dieser  Energie  ziehen  könne.  An  und  für 
sich,  abgesehen  von  der  Erfahrung,  könne  man  z.  B.  an  die  Möglich- 
keit denken,  dafs  für  einen  Strom,  der  Arbeit  leiste,  das  Joule'sche 
Gesetz  nicht  mehr  gelte  oder  dafs  die  Intensität  des  inducirenden 
oder  des  inducirten  Stromes  sich  ändere  oder  dafs  Vorgänge  im 
umgebenden  Äther  zu  berücksichtigen  seien.  Das  Inductionsgesetz 
bekomme  man  nur,  wenn  man  a  priori  die  Annahme  mache,  dafs 
nur  Intensitätsänderungen  des  primären  Stromes  in  Betracht  kommen 
könnten.***^)  Wenn  man  die  Inductionswirkimgen  auf  einen  vorher 
stromlosen  Leiterkreis  berechnen  wolle,  versage  das  Energieprincip.^*^) 
Weitere  Widersprüche,  die  er  zunächst  noch  findet,  räumt  er  dann®*^*) 
selbst  durch  die  Erklänmg  hinweg,  dafs  man  auch  die  Selbstinduction 
berücksichtigen  müsse.  Auf  die  Integration  der  so  gewonnenen 
Differentialgleichungen  läfst  er  sich  überhaupt  nicht  ein,  auch  nicht 
in   dem   sich   anschliefsenden   Abschnitt   über   elektrische   Maschinen. 

Aus  E.  Hospitalier's  Lehrbuch'***)  ist  für  uns  etwa  zu  er- 
wähnen: Bei  der  Behandlung  der  Gondensatorentladung  setzt  er  zu- 
nächst voraus,  dafs  das  Dielektricum  einen  endlichen  Widerstand  q 
aufweist**'®);  im  Resultat  aber  setzt  er  doch  gleich  g/r  =  oo . 
Weiter    etwa    die    Bestimmung    des    Verlaufes    von    Offnungs-    und 


sich  auch  auf  die  Induction  zwischen  einem  Strom  und  einem  Magneten 
anwenden  lassen;  das  sei  aber  nicht  der  Fall.  Er  glaubt  die  Ursache 
davon  darin  suchen  zu  sollen,  dafs  für  die  Wechselwirkung  zwischen  Strom 
und  Schale  das  Gesetz  der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  nicht  gelte. 

8665)  le9ons^^'^)  chap.  11,  p.  208.  Man  vergleiche  auch  die  Wendung 
bei  Überreichung  des  Buches  an  die  Academie,  Paris  C.  R.  109,  1889,  p.  655: 
„consid^rations  un  peu  vagues  auxquelles  on  a  donn^  le  nom  de  th^orie 
math^matique  de  Tinduction/* 

8666)  nr.  153,  p.  209. 

8667)  nr.  154,  p.  214.    8668)  nr.  155,  p.  215.    8669)  nr.  158,  p.  218. 
8670)  trait^'«*»)  nr.  271,  p.  250. 
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Schliefsungsextrastroin  ®*^^) ,    mit   der  sich   anschlieisenden    Ableitung 

des  Ausdrucks 

(548)  W^^LJ^ 

för  die  während  der  Schliefsung  aufgespeicherte  Energie®*'*).  Von 
der  Verzweigung  eines  veränderlichen  Stromes  bespricht  er  nur  den 
einfachsten  Fall®^''):  weiter**'*)  die  gegenseitige  Neutralisirung  von 
Selbstinduction  und  Capacität  im  Anschlufs  an  Sumpner®^')  und**^) 
kurz  oscillirende  Entladungen.  Von  Methoden  zur  Bestimmung  von 
Selbstinductionscoefficienten  erwähnt  er  nur  solche,  die  kaum  mathe- 
matische Entwicklungen  erfordern.  Endlich  behandelt  er  auch  noch 
den  Verlauf  inducirter  Ströme»«'«). 

E  Gerard»«")  leitet  die  Ausdrücke  für  die  Energie  eines  Stromes 
oder  Strompaares  aus  der  Analogie  zwischen  einem  Strome  und 
einem  magnetischen  Blatte  ab.  Damit  gewinnt  er  die  Differential- 
gleichung für  den  Verlauf  des  inducirten  Stromes»«'®).  Auch  be- 
rechnet er  die  während  des  variablen  Zustandes  aufgespeicherte 
Energiemenge»«'*),  sowie  die  Verteilung  des  Integralstromes  zwischen 
zwei  Zweigen»«»^).  Die  Gleichungen  der  gegenseitigen  Induction 
zwischen  zwei  Stromkreisen  stellt  er  zwar  auf  »«»^),  benutzt  sie  aber 
nur  zur  Berechnung  der  gesamten  in  Bewegimg  gesetzten  Elektricitäts- 
menge»«»*).  Weiter  giebt  er  noch  die  allgemeinen  Gleichungen  (222) 
für  einen  Stromkreis,  in  dem  die  Stromstärke  nicht  mehr  als  vom 
Orte  unabhängig  angesehen  werden  kann»«»«).  Er  weist  auf  ihre 
Identität  mit  den  Gleichungen  für  die  Fortpflanzung  von  Schall- 
wellen in  einem  Mittel  hin,  in  dem  der  Widerstand  der  Geschwindig- 
keit proportional  ist.  Auch  er  verweist  für  die  Bemerkung,  dafs  sich 
Selbstinduction  und  Capacität  neutralisiren  können,  auf  Sumpner»^'). 
Schliefslich  bespricht  er  noch  Condensatorentladungen  »«»*). 

Dasjenige  Lehrbuch  dieser  Zeit,  in  dem  der  Verlauf  inducirter 
Ströme  am  ausführlichsten  behandelt  ist,  ist  das  von  Vase  hj.     Er 


8671)  nr.  440,  p.  450.  8672)  nr.  443,  p.  462.  8673)  nr.  445,  p.  464. 
8674)  nr.  446,  p.  465.  8675)  nr.  447,  p.  466.  8676)  nr.  462,  p.  486. 
8677)  le9on8  •«**)  nr.  132,  p.  140.         8678)  nr.  166,  p.  193. 

8679)  nr.  177,  p.  210. 

8680)  nr.  178,  p.  212;   für  den  Fall,  dafs  die  Bückwirkung   der  Be- 
wegung der  Galvanometemadel  berücksichtigt  werden  mufs,  nr.  179,  p.  2is. 

8681)  nr.  184,  p.  226.         8682)  nr.  185,  p.  227. 

8683)  nr.  195,  p.  246.    Die  Abhandlung  von  Demany  im  bull.  Montefiore 
1890,  auf  die  er  hier  verweist,  war  mir  nicht  zugänglich. 

8684)  nr.  197,  p.^4^.        %^%V)  TÄ.OftQ,  ^.263; 
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setzt  für  die  elektromotorische  Kraft  der  Selbstinduction  allgemein 
einen  Ausdrack  der  Form  an  *•*•): 

E^LJ'-  Bi^lr -  p'"  +  ^^J^  +  ...);        (549) 

er  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  bei  Integration  zwischen  zwei 
stationären  Zuständen  die  Zusatzglieder  wegfallen  Im  11.  Band^^^) 
beginnt  er  dann  mit  der  Übertragung  der  Kirchhoff'schen  Sätze  auf 
veränderliche  Ströme:  statt 

-  dtiVo  +  Jf,.  ^1  +  •  •  •  +  JM-,,/J  (550) 

könne  man  auch 

schreiben,  wo  dann  T  den  magnetischen  Kraftflufs  durch  den  ^ten 
Zweig  bedeute.  Dem  Einwand,  dafs  dieser  nur  für  geschlossene 
Stromkreise  definirt  sei,  könne  man  dadurch  begegnen^  dafs  man  die 
einzelnen  Zweige  zu  solchen  Kreisen  zusammenfasse.  Integration 
zwischen  zwei  stationären  Zuständen  ergiebt  dann: 

yj\dt  =  ^{  B^J\dt  +  (,^,[J,] } ,  (652) 

wenn  nämlich  mit  JB^  der  Widerstand  des  dem  ^rten  und  A;ten  Kreise 
gemeinsamen  Stückes  und  mit  (i  i^  die  Induction  zwischen  diesen 
beiden  Kreisen  bezeichnet  wird.  Daraus  folgt  z.  B.,  dafs  der  Integral- 
strom sich  zwischen  zwei  Zweigen  unabhängig  von  den  Inductions- 
coeffizienten  nach  demselben  Yerhältnifs  teilt,  wie  ein  stationärer 
Strom,  „wenigstens  wenn  er  in  keinem  der  beiden  Zweige  Arbeit  zu 
leisten  hat". 

Sind  zwei  Punkte  des  Netzes  mit  den  Platten  eines  Condensators 
verbunden,  so  sind  diese  Punkte  als  Knotenpunkte  des  Netzes  mit- 
zurechnen^*®*). Einfacher  sei  es,  die  vorkommenden  FäUe  direct  zu 
behandeln.  Der  Ladungsstrom  eines  Condensators  von  der  Capacität  C 
und  dem  Potential  V  hat  die  Intensität  CrV/dt;  ist  der  Gondensator 
neben  einen  Zweig  des  Netzes  geschaltet,  so  wird  dadurch  die  In- 
tensität in  diesem  Zweig  um  diesen  Betrag  vermindert,  gerade  wie 
wenn  er  eine  elektromotorische  Gegenkraft  vom  Betrage  RCcV/dt 
enthielte.     Das  Integral  dieser  Intensitätsverminderung  beträgt: 

RC[V]^R^C[J];  (553) 

8686)  traite  d*electr.  et  de  magn.,  Paris  1890,  nr.  175,  Bd.  1,  p.  372. 

8687)  nr.  191,  Bd.  2,  p.  1.         8688)  nr.  192,  p  4. 
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für  den  Integralstrom  ist  also  ein  solcher  nebengeschalteter  Con- 
densator  einer  negativen  Selbstinduction  R^C  äquivalent. 

Dann  betrachtet  er  den  Fall,  dafs  eine  Anzahl  von  Punkten 
der  Leitung  je  einer  Platte  mit  einer  Anzähl  von  Gondensatoren 
verbunden  sind,  die  andern  Platten  alle  mit  einem  nnd  demselben 
Punkt  der  Leitung,  etwa  mit  der  Erde®*®^).  Orenzübergang  zu 
n  =  oc  giebt  für  die  Verminderung  der  Selbstinduction  einer  Leitung 
durch  ihre  Capacit&t  C  (beides  auf  die  Längeneinheit  bezogen)  den 
Wert: 

(554)  j C{Rx  +  ffydx-^{ (Rl  +  p)»  -  p» } , 

0 

wenn  q  den  Widerstand  der  Endapparate  bedeutet  Richtig  ver- 
standen gilt  dieses  Resultat  auch  für  den  Fall,  dafs  die  Rückleitung 
nicht  durch  die  Erde,  sondern  durch  einen  besonderen  Dralit  erfolgt. 
Für  die  Anwendung  auf  die  bei  einer  Inductionsrolle  vorliegenden 
Verhältnisse  verweist  er  auf  Brylinski®**^). 

Weiter®*^)  schreibt  er  die  Gleichung  (3)  in  der  Form: 

Für  hinlänglich  langsame  Änderungen  sagt  das  aus:  wenn  V  =»  f(t) 
ist,  wird  RJ  =  f(t  —  r).  Auch  kann  man  durch  successive  Approxi- 
mation eine  Reihenentwicklung  der  Form 

(556)  Jtj  ^v+^i-iyr-^^ 

erhalten.  Die  Fälle,  dafs  ein  Condensator  ein-  oder  nebengeschaltet 
ist,  lassen  sich  ähnlich  behandeln.  Für  schnellere  Anderongen  ver- 
sage diese  Annäherungsmethode  ^*^');  übrigens  sei  dann  auch  die 
Differentialgleichung  gar  nicht  mehr  richtig,  indem  die  Strom- 
dichtigkeit nicht  mehr  über  den  Querschnitt  constant  sei  und 
die  Worte  Capacität  und  Inductionscoeffizient  keine  bestimmte  Be- 
deutung mehr  hätten.  Er  wolle  aber  doch,  vorbehaltlich  theoretischer 
oder  experimenteller  Nachprüfung,  einige  Probleme  nach  dem  ein- 
fachen Ansatz  bebandeln.  Dem  entsprechend  zeigt  er  zuerst  ^**), 
dafs  die  Stromstärke  im  ersten  Augenblick  hauptsächlich  von  der 
Selbstinduction,  nicht  vom  Widerstand  abhängt;   dann   betrachtet  er 


8689)  nr.  194,  p.  6.         8690)  nr.  196,  p.  11.         8691)  nr.  196,  p.  14. 
8692)  p.  15. 
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oscillirende  Condensatorentiadungen  ®*^'),  weiterhin  verschiedene  spe- 
cielle  Anordnungen  zur  Yermindemng  der  Funkenbildung  u.  dgl. 
Den  Reciprocitätssatz  für  variable  Zust&nde  beweist  er^*^)  durch 
successive  Differentiation  der  Differentialgleichungen. 

Das  zweite  Kapitel  handelt  von  der  Fortpflanzung  von  Strömen 
in  Telegraphenlinien.  Er  recapitulirt  zun&chst  noch  einmal^**) 
W.  Thomson's  fELr  Leitungen  ohne  Selbstinduction  geltendes  ,,Ahnlich- 
keitsgesetz^^,  demzufolge  das  Yerhältnifs  der  Intensität  im  Momente  / 
zu  ihrem  Grenzwert  för  ^  =  oo  nur  von  dem  Verhältnifs  t/(CR) 
abhängt;  das  Baisonnement  freilich,  durch  das  man  daraus  ableite, 
die  Übermittlungsgeschwindigkeit  telegraphischer  Signale  sei  zu  CR 
umgekehrt  proportional,  sei  incorrect.  Wenn  Selbstinduction  zu  be- 
rücksichtigen sei,  sei  jenes  Yerhältnifs  Function  der  beiden  Gombi- 
nationen  T/{CB)  und  L/{CR^): 

Genau  genonmien  müfste  man  noch  Diurchmesser  der  Leitimg,  Wider- 
stand der  Bückleitung,  magnetische  Permeabilität  u.  s.  w.  berück- 
sichtigen und  also  die  ganze  elektromagnetische  Theorie  herbeiziehen; 
doch  reiche  man  in  vielen  Fällen  mit  dem  einf stehen  Ansatz  (557) 
aus,  wenn  man  nur  den  in  ihm  auftretenden  Gonstanten  eine  modi- 
ficirte  Bedeutung  beilege.  Die -Bestimmimg  der  in  (557)  auftretenden 
Function  (p  sei  um  so  wichtiger,  als  man  [wie  in  seinen  früheren 
Untersuchimgen®**')]  den  Fall  einer  beliebig  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen elektromotorischen  Kraft  leicht  durch  schrittweise  Integration 
erledigen  könne,  wenn  nur  erst  der  Fall  einer  Constanten  Kraft  er- 
ledigt sei®*^).  Dazu  stellt  er  zunächst  noch  einmal  die  Gleichung 
§108,  (1)  für  die  Elektricitätsbewegung  in  einem  ungenügend 
isolirten  Kabel  ohne  Selbstinduction  auf,  discutirt  sie  aber  dann 
doch  nur  für  den  Fall  vollständiger  Isolation®*^').  Die  erforderliche 
Transformation  der  Thetareihen  entnimmt  er  Thomson'^®'),  aufserdem 
verweist  er  auf  Blavier  und  Gounelle '^*) ,  sowie  auf  Lagarde '**®). 
Die  sich  anschliefsende  Discussion  der  Bewegung  in  einem  Kabel 
mit   Selbstinduction®*^)   geschieht   ebenfalls   wie  in   seinen  früheren 


8693)  nr.  197,  p.  19  8694)  nr.  202,  p.  41.         8696)  nr.  203,  p.  46. 

8696)  nr.  206,  p.  61.         8697)  nr.  206,  p.  64. 

8698)  nr.  207,  p.  69;  nr.  209,  p.  73  berechnet  er  dazu  einige  numerische 
Beispiele  „ä  titre  d'ezercice,  sans  j  attacher  d'importance** ;  auch  weist 
er  auf  die  Analogie  des  Problems  mit  dem  der  Bewegung  einer  Saite  im 
widerstehenden  Mittel  mid  auf  den  Grenzfall  B=*0  hin. 
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Abbandlungen  «*®i),  «*»»);  auch  führt  er^^^)  die  Bemerkung  von  Hu- 
goniot^^^)  an.  Ist  die  Isolation  unvollkommen®^®^),  so  tritt  an  Stelle  der 
Gleichung  (222)  die  andere  (286);  Yaschy  bespricht  namentüch  den 
Fall,  dafs  die  Relation  (399)  erfüllt  ist  und  die  allgemeine  Lösung 
folglich  die  Gestalt  (402)  hat;  dabei  berücksichtigt  er  auch  all- 
gemeinere, durch  die  Geber-  und  Empfängerapparate  hereingebrachte 
Grenzbedingungen.  Schliefslich  behandelt  er  noch  wie  früher***) 
„künstliche  Telegraphenlinien"  mit®'"^)  und  ohne*^®*)  Selbstinduction, 
sowie  einen  bestimmten  Fall  von  Endapparaten®'®*). 

Von  Methoden  zur  Messung  von  Capacitäten®'*^)  und  von  In- 
ductionscoefficienten®'®*)  bespricht  er  nur  ballistische,  die  keine  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  erfordern. 

H.  Poincare®'*^*)  berichtet  zunächst  über  einen  Rechenfehler, 
der  Maxwell  bei  der  Ableitimg  der  Inductionsgesetze  aus  dem  Weber- 
schen  Gesetze  untergelaufen  sei  und  der  erst  bei  der  Berechnung 
der  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromkreises  durch  einen  zweiten 
aufgehoben  worden  sei.  Dann®'*^^  pflichtet  er  Bertrand®***)  dahin 
bei,  dafs  man  die  Inductionsgesetze  nicht  aus  dem  Energieprincip  allein 
ableiten  könne.  Wenn  man  annehme,  dafs  die  elektromotorische  Kraft 
der  Induction  eines  primären  Stromes  auf  einen  secundären  und  um- 
gekehrt dargestellt  werde  durch: 

(558)  -  BiJ[  -  C^J^ ,       -.  B^r^  -  C,/, , 

und  wenn  man  mit  MJ^J^  das  elektrodynamische  Potential  beider 
Stromkreise  aufeinander  bezeichne,  so  führe  das  Energieprincip  nur 
zu  den  beiden  Gleichungen: 

(559)  ^1  =  ßj ,       Ol  -4-  Ca  =  jr  +  ^. 

Erst  wenn  man  die  allerdings  natürliche,  aber  doch  nicht  unabweis- 
bare Annahme  hinzunehme,  dafs  die  Verschiebung  eines  Stromes  aus 
einer  Lage  U^  in  eine  zweite  Lage  H^  dieselbe  Wirkung  habe,  wie 
das  Verschwinden  des  Stromes  in  H^  und  sein  Entstehen  in  JEfj,  er- 
halte man  noch: 

(560)  C^-B[,       C,  =  B^. 

und  damit  die  gewöhnlichen  Formeln.  Für  ungeschlossene  Ströme 
liefere  die  berichtigte  Rechnung  von  Maxwell  noch  Zusatzglieder;  ftlr 

8699)  p.  66.         8700)  nr.  208,  p.  68.         8701)  nr.  210,  p.  76. 
8702)  nr.  211,  p.  82.         8703)  nr.  212,  p.  85. 
8704)  VIT,  Kap.  6,  p.  870.         8706)  VII,  Kap.  6,  p.  390. 
870G)  Paris  C.  R.  110,  1890,  p.  826.         8707)  p.  828. 
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diese  sei  also  das  Weber'sche  Gesetz  mit  der  eben  angeführten  An- 
nahme nicht  verträglich. 

Lippmann^^^^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  bei  inducirten 
Strömen  die  Begriffe  ,,elektromotorische  Kraft"  und  ,,Potentialdifferenz" 
auseinanderzuhalten  seien;  in  einer  offenen  magnetelektrischen  Maschine 
seien  diese  beide  Oröfsen  sogar  einander  entgegengesetzt  gleich.  Ist 
eine  Maschine  vom  innem  Widerstand  R  durch  einen  äufseren  Wider- 
stand JR^  geschlossen,  so  bestehen  die. beiden  Gleichungen: 


aas  ihnen  ergiebt  sich: 


Setzt  man  die  entsprechenden  Gleichungen  fiir  einen  geschlossenen 
Stromkreis  an,  so  fallen  die  Potentialdifferenzen  aus  dem  Zähler  von 
J  heraus. 

A.  Gray®'*^^)  kommt  noch  einmal  auf  die  Ableitung  der  In- 
ductionsgleichungen  aus  dem  Energieprincip  zurück.  Er  meint,  bei 
der  gewöhnlichen  Darstellung  werde  bei  der  Berechnung  der  Wirkung 
zwischen  einem  Magneten  imd  einem  Strom  die  „innere  potentielle 
Energie  des  Systems"  nicht  berücksichtigt,  wohl  aber  im  Falle  von 
zwei  Magneten  oder  zwei  Strömen.  Dieser  Unterschied  werde  nirgends 
klar  begründet.  So  sei  z.  B.  Helmholtz'*^)  und  im  Anschlufs  an 
ihn  Maxwell®***),  wie  schon  Mc  Connel®*'®)  richtig  bemerkt  habe, 
nur  „bj  what  seems  an  inadmissible  process"  zum  richtigen  Resultat 
gelangt.  Er  selbst  ist  der  Meinung,  alles  was  man  als  potentielle 
Energie  zu  bezeichnen  gewohnt  sei,  sei  im  Grunde  kinetische,  und 
setzt  im  Anschlufs  an  J.  J.  Thomson^*'')  auseinander®'^®):  wenn  die 
kinetische  Energie  sich  darstellen  läfst  als  Summe  von  zwei  Gliedern 
T  ,  7'  ,  von  denen  das  zweite  die  Geschwindigkeitskomponenten  q>' 
nicht  enthält,  so  kann  eine  auf  ein  q>  bezügliche  Lagrange'sche 
Gleichung  geschrieben  werden: 

d    cTip  ^^y  dT\p  (^9i%\ 

dt    dtp  dff  dff  '  ^       ^ 


8708)  lum.  electr.  35,  1890,  p.  446. 

8709)  phil.  mag.  (6)30,  1890,  p.  441;  franz.  Auszug  lum.  ^ectr.  39, 
1891,  p.  688.  Die  Literatur  der  Präge  >«••),  »"»),  •"«),  "**),  "**)»  •"•)i  ""^ 
""),  "'•*),  ""),  "'^1  "®0  scheint  ihm  gröfstenteils  unbekannt  gewesen 
zu  sein. 

8710)  p.  443. 
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gerade  wie  wenn  T^  die  potentielle  Energie  wäre.  Dann  entnimmt 
er  aus  Maxwell  den  allgemeinen  Ausdruck  (325)  fELr  die  ,,elektro- 
kinetische^^  Energie  eines  Stromsystems;  indem  er  die  „magnetischen 
Inductionen"  durch  die  einzelnen  Stromkreise: 

(564)  '  2Vi  =  g,... 

und  Lord  Bajleigh's  Zerstreuungsfimction  Q  (439)  einfahrt,  nehmen 
•die  Gleichungen  die  Form  an: 

(565)  iv;;  =  i\  -  ^^, . . . 

Wenn  Ampere's  Theorie  der  Molekularströme  in  Magneten  richtig 
«ei,  müTste  sich  das  auch  auf  ein  System  anwenden  lassen,  das  ganz 
•oder  teilweise  aus  Magneten  bestehe;  Burbury^*^)  habe  die  Möglich- 
keit davon  bezweifelt,  er  wolle  zeigen,  dafs  es  doch  gehe.  Zu  diesem 
Zwecke  behandelt  er  zimächst^^^^)  Liduction  zwischen  zwei  Strom- 
kreisen unter  der  Voraussetzung,  dafs  L^  imd  Z^,  aber  nicht  M^ 
konstant  sind,  imd  zeigt,  dafs  die  Formeln  in  diesem  Falle  mit  dem 
Energieprincip  im  Einklang  sind,  indem  J^J^dM  die  ponderomoto- 
rische  Arbeit  der  elektromagnetischen  Kraft  ist.  Ln  Falle  von 
Magnet  und  Strom ®'^*)  sind  JK,  und  B^  gleich  0  zu  setzen;  mit 
Hülfe  der  sich  dann  ergebenden  Gleichimg 

<566)  L^JidJ^  +  MJ^dJ^  +  J^J^dM  =  0 

lassen  sich  die  Ausdrücke  für  die  geleistete  Arbeit  und  die  Ver- 
mehrung der  inneren  Energie  so  umformen,  dais  man  die  Gleichheit 
ihrer  Summe  mit  der  von  der  Elektricitätsquelle  gelieferten  Energie 
erkennt.  Das  setzt  aber  voraus,  dafs  J^  nicht  wesentlich  geändert 
wird,  dafs  also  MJjL  klein  ist.  Dieses  Resultat  sucht  er  sich  dann 
auch  durch  eine  qualitative  Überlegung  plausibel  zu  machen.  Ähn- 
lich behandelt  er  dann  noch®^^*)  den  Fall  von  zwei  Magneten:  auch 
hier  liege  keine  unüberwindliche  Schwierigkeit  vor. 

W.  Thomson*^**)  macht  darauf  aufmerksam,  daCs  die  gewöhn- 
liche Ableitung  des  Satzes  „Die  beim  öffnen  und  Schliefsen  des 
primären  Stromkreises  in  einem  secundären  erhaltenen  integralen  In- 
ductionsströme  sind  einander  gleich'^  Constanz  des  Widerstandes 
voraussetze.  Bei  raschem  öffnen  und  Schliefsen  sei  diese  Annahme 
nicht  mehr  zulässig,  da  dann  der  Strom  nicht  gleichmftfsig  über  den 

8711)  p.  446.         8712)  p.  447.         8718)  p.  449. 
8714)  pbil.  mag.  (6)  29,  1890,  p.  276. 
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Querschnitt  des  secundären  Leiters  verbreitet  sei.  Er  glaubt  daher 
zunächst,  für  diesen  Fall  sei  der  Satz  überhaupt  nicht  richtig;  nach- 
träglich überzeugt  er  sich,  dafs  er  doch  gilt,  indem  das  Integral  über 
die  gegenseitigen  Inductionen  zwischen  den  einzelnen  Fäden  des  se- 
cundären Stromes  sich  zu  0  ergiebt. 

ß.  Colley®^^*)  findet,  man  habe  noch  keine  vollständige  Theorie 
des  Inductionsapparates  mit  Gondensatoren  in  beiden  Stromkreisen. 
Eigentlich  fähre  das  Problem  auf  partielle  Differentialgleichungen; 
er  wolle  aber  davon  absehen,  da  das  zu  verwickelt  würde.  Dann 
handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichungen: 


«^1  =  -  Ci  K     ^^i  =  ^1  -  A-^i'  -  ^J',> 

da   =**   Oj  r  o,  XCaV»   ^"     r  •    2^»tß ^   ~-~  JnLJ  *. 


{567) 


Er  meint,  sie  biete  keine  principielle  Schwierigkeit,  sei  aber  um- 
ständlich; daher  vernachlässigt  er  sogleich  die  Bückwirkung  des  ser 
cundären  Stromes  auf  den  primären.  Dann  kann  er  für  J^  einen 
Ausdruck  der  Form 

e/j  =  c  -  «'  (^  cos  <  -i-  JB  sint  t)  (568) 

annehmen;  damit  erhält  er: 

J^^  —  ae"  ^''^  -i-  e  -  «'  (a  cos  ^  +  6  sin  ^).  (569) 

§  111.   Wechselströme. 

Die  Grundformel  der  Theorie  der  Wechselströme  findet  sich  der 
Sache,  wenn  auch  nicht  der  Form  nach,  bei  J.  H.  Koosen®^**).  Er 
sucht  nämlich  einen  Ausdruck  nicht  für  die  Stromstärke,  sondern 
für  den  erregten  Magnetismus;  auch  beschränkt  er  sich  auf  die 
—  weiterhin®*^'')   von  ihm  noch  einmal  ausdrücklich  als  Hypothese 


8715)  J.  ru8S.  phjs.  Ges.  23,  1891,  p.  7;  deutscher  Auszug  Ann.  Phjs. 
€hem.  N.  F.  44,  1891,  p.  109;  französischer  lum.  ^ectr.  42,  1891,  p.  841; 
ganz  kurz  j.  de  phys.  (8)  1,  1892,  p.  132.  Vgl.  auch  die  vorläufige  Mit- 
teilung J.  ru88.  phys.  Ges.  22,  1890,  p.  98;  franz.  Paris  C.  R.  110, 1890,  p.  700; 
kürzer  j.  de  phys.  (2)  10,  1891,  p.  428.  Die  russischen  Originale  waren 
mir  nicht  zugänglich. 

8716)  Ann.  Phys.  Cham.  87,  1862,  p.  886.  —  Dafs  diese  Untersuchung 
in  Vergessenheit  gerathen  ist,  liegt  jedenfalls  daran,  dafs  die  von  Eoosen 
behandelte  Sazton'sche  Maschine  bald  aulser  Gebrauch  kam.  —  Der  Name 
Wechselstrom  ist  mir  zuerst  bei  E.  du  Bois-Beymond^®'^)  begegnet. 

8717)  p.  410. 

Jahresbericht  d.  Deutschen  Mathem.- Vereinigung.   TL  \^% 
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bezeichnete  —  Annahme,  dafs  diese  Function  bei  angeschlossener 
Wicklung  die  Form 

(1)  3f— sino()< 

hat,  ,,weil  sonst  die  unten  folgenden  Integrationen  nicht  zu  bewerk- 
stelligen wären^^  [was  übrigens  nicht  richtig  ist;  an  die  Möglichkeit 
der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  in  eine  trigonometrische 
Reihe  hat  er  offenbar  nicht  gedacht].  Ist  der  Magnetismus  zur  Zeit  t 
bei  geschlossener  äufserer  Leitung  gleich  y,  so  erregt  er  in  jedem 
Augenblick  einen  Strom  ay' dt*^  mit  diesem  ist  dann  die  dorcb  ihn 
bewirkte  Vermehrung  des  Magnetismus  proportional,  etwa  gleich 
afiy^lt.  Diese  Vermehrung  des  Magnetismus  müsse  aber  dem  vom 
Stahlmagneten  auf  den  Eisenkern  ausgeübten  magnetischen  Moment 
{M  —  y)dtia  jedem  Augenblick  entgegengesetzt  gleich  sein;  so  kommt 
er  zu  der  Differentialgleichung: 

(2)  y  +  a(iy'  »  sin  o>^ 

und  zu  ihrem  der  Anfangsbestinunung  ^  *«  0  für  /  —>  0  genügenden 
Integral : 

1     •      *  *  /       *  \ 

^     —  Bin  oat  —  o  cos  <ot        w  exp  I  —     - 1 

dessen  zweiter  Term  den    rasch  abklingenden  Schliefsungsextrastrom 
vorstellt.     Koosen  setzt  auch  schon  auseinander,   dafs   sonach    durch 
den  Einflufs  der  secundären  Ströme   sowohl  die  Punkte   der  magne- 
tischen Indifferenz,  als  auch  die  der  gröfsten  magnetischen  Polarit&t 
nach  rechts  verschoben  werden,  sodafs  „der  Einflufs  der  Inductions- 
ströme  auf  den  Magnetismus  als   ein   die  Phasen   des   letzteren  ver- 
zögernder aufgefafst  werden  kann^^^^^^).     Damit  stehe  im  Zusammen- 
hange, dafs  der  Gommutator,  der  dazu  dient,  die  Ströme  der  von  ihm 
besprochenen  Maschine  in  Gleichstrom   zu  verwandeln,  je   nach   der 
Drehungsgeschwindigkeit  anders  gestellt  werden  mufs^^^^).     Dann  be- 
stimmt er  die  „mittlere  Stromstärke^^  indem  er  den  gefundenen  Aus- 
druck über  den  vierten  Teil  der  Periode  integrirt  imd  das  Resultat 
dann    mit    der    vierfachen    Umdrehungsgeschwindigkeit    multipliciit; 
dabei  übersieht  er  freilich  ganz,   dafs  er  erst  noch  mit  dem  Wider- 


i 


8718)  p.  398.  Er  scheint  übrigens  nicht  bemerkt  zu  haben,  dafs  alle 
diese  Bestimmungen  sich  viel  einfacher  ausführen  lassen,  wenn  man  das 
erste  Glied  von  y  auf  die  Form  JR  sin  {at —  S)  bringt. 

8719)  p.  896. 
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stand  hätte  dividiren  müssen®'*^).  Übrigens  erwähnt  er  auch  schon, 
dafs  eine  genauere  Untersuchung  die  in  der  Eisenmasse  inducirten 
[jetzt  gewöhnlich  nach  Foucault  genannten]  Ströme  berücksichtigen 
müBte,  und  dafs  man  die  von  ihm  angegebenen  Formeln  mit 
Hülfe  eines  Dynamometers  würde  prüfen  können  ®^*^).  Endlich  ver- 
sucht er  die  Beziehung  seiner  Theorie  zum  Energieprincip  klarzu- 
stellen, meint  aber  selbst,  der  strenge  Beweis,  dafs  dieses  Prineip  auch 
hier  gelte,  lasse  sich  zur  Zeit  noch  nicht  führen®'*^. 

Wechselströme  werden  auch  benutzt  in  der  von  W.  Thomson 
vorgeschlagenen  und  von  einer  Kommission  der  British  association 
ausgearbeiteten  Methode  zu  absoluten  Widerstandsmessungen  im 
elektromagnetischen  Mafsc.  Ihre  Theorie  ist  von  J.  Gl.  Maxwell 
gegeben  ®^^).  Der  Stromkreis  steht  bei  den  Versuchen  unter  der 
Einwirkung  von  zwei  einfach  periodischen  elektromotorischen  Kräften, 
die  vom  Erdmagnetismus  und  von  einer  Magnetnadel  inducirt  sind 
und  gleiche  Periode,  aber  eine  von  der  augenblicklichen  Stellung  der 
Nadel  abhängige  Phasendifferenz  <p  aufweisen;  es  handelt  sich  also 
um  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  der  Form: 

LJ'  +  EJ  ^  Ä  cos  cat  -\-  B  cos  {tot  —  g>).  (4) 

In  ihr  wäre  g>  eigentlich  eine  Variable,  deren  Abhängigkeit  von  der 
Zeit  durch  eine  zweite  lineare  Differentialgleichung  beherrscht  wird; 
indem  aber  die  Versuche  so  eingerichtet  werden,  daÜB  tp  constant 
bleibt ^'^^),  ergiebt  sich  als  Integral  von  (4),  nach  Weglassung  eines 
rasch  abklingenden  Gliedes: 

J  =  p,  .    jf-t  {-^  (-^  Cös  ^^  +  ^^  sin  (ot) 

-\-  B  (R  cos  (mf  —  g))  +  Lm  sin  (wt  —  g>)}. 


8720)  p.  397. 

8721)  p.  410.  Dabei  läuft  ihm  freilich  wieder  ein  Irrthum  unter:  das 
Dynamometer  giebt  nicht  die  mittlere  Stromstärke  im  Sinne  von  Koosen, 
sondern  die  Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Quadrat  der  Stromstärke. 

8722)  p.  414. 

8728)  Brit.  assoc.  rep.  38,  f.  1868,  p.  168;  reprint  of  reports  on  electri- 
ca! resistance,  1873;  nicht  in  Maxwell's  papers.  Der  Bericht  schreibt 
p.  111  die  Idee  der  Methode  Thomson  zu;  weshalb  G.  Wiedemann,  Elektrici- 
tät  IV  2,  1886,  nr.  1308,  p.  921,  sie  als  „zweite  Methode  von  W.  Weber" 
bezeichnet,  habe  ich  nicht  eruiren  können;  ob  auf  mündliche  Tradition  hin? 

8724)  Dieser  Punkt  ist  ausführlicher  als  in  dem  Bericht  selbst  er- 
läutert in  Maxweirs  treatise  11,  nr.  765,  p.  365.  Dort  sind  die  Vernach- 
lässigungen zum  Teil  in  anderer  Reihenfolge  eingeführt.    Man  v^L  «^t*^^ 


1716    LHanptteil.  14.AbBchn.  Unters,  üb. lieitungd. Wärme  u.Elektricität 

Explieite  tritt  dann  die  Fundamentalformel  der  Theorie  der 
Wechselströme  in  einer  gelegentlichen  Bemerkung  von  J.  Gl.  Max- 
well auf»"^).     Ist  in  der  Gleichung  (vgl.  §  110,  (3)) 

(6)  Lr  +  RJ^E 

die  elektromotorische  Kraft  eine   einfach  harmonische   Function    der 

Zeit: 

(7)  JK  =  E  cos  mt 

so  ergiebt  sich  [abgesehen  von  rasch  abklingenden  Bestandteilen] 

(8)  J-=|  (»<-«) 
mit: 

(9)  4»  =  i?  +  «»i»,  tga  =  '^ 

Ist  aber  in  der  Nähe  des  betrachteten  noch  ein  anderer  Stromkreis 
mit  dem  Widerstand  S^  der  Selbstinduction  N  vorhanden,  und  ist  M 
der  Coefßcient  der  gegenseitigen  Induction  zwischen  beiden  Strom- 
kreisen, so  erhält  man  für  den  Strom  im  ersten  Kreise  ebenfalls  ein 
Gesetz  der  Form  (8),  aber  mit  anderen  Werten  der  Konstanten  A^ 
a;  und  zwar  mit  denselben,  die  man  erhalten  würde,  wenn  man  in 
(9)  den  Widerstand  E  und  die  Selbstinduction  L  des  primären  Leiters 
durch  die  Werte»"«) 

^lu;  ^  "^  5«  +  a>*i\r»'        ^  "■  ßf»  +  «« iV» 

ersetzen  würde. 

Viel  versteckter  erscheinen  dieselben  Formeln  gleichzeitig  bei 
W.  Weber.»"')  Weber  nimmt  nicht  an,  dafs  die  Stromstärke  in 
der  ganzen  Länge  des  Leiters  denselben  Werth  hat;  infolgedessen  ist 
er,  um  durchzukommen,  genöthigt,  sich  auf  den  Fall  eines  kreis- 
förmigen Leiters  zu  beschränken.  Er  nimmt  für  die  elektromoto- 
rische Kraft  einen  Ausdruck  der  Form: 

(11)  sin  (ot  E  {f^  sin  ns  -\'  g^  sin  ns\ 


auch  die  Darstellungen  bei  Mascart  und  Joubert,  II,  nr.  1108,  p.  489  der 
deutschen  Übersetzung  und  bei  Wiedemann  an  der  in  der  vorigen  Note 
genannten  Stelle. 

8726)  Lond.  roy.  trans.  156,  1864,  nr.  42;  papers  1,  p.  647. 

8726)  Bei  Maxwell  steht  M  statt  i(P,  auch  in  den  papers:  berichtigt 
von  Lord  Rayleigh,  phil.  mag.  (6)  21,  1886,  p.  376  and  M.  Wien,  Ant^ 
Phyg.  Chem.  N.  F.  49,  1893,  p.  307;   richtig  auch  bei  Mascart  und  Jon- 
bert,  trait^  1,  nr.  544,  p.  487  der  deutschen  Übersetzung» 

8727)  Leipz.  Abhandl.  6,  1864,  nr.  20;  Werke  4,  p.  169. 
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in  der  s  die  längs  des  Leiters  gemessene  Abscisse  bedeutet,  und 
setzt  für  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricität  einen  Ausdruck  der 
Form  an: 

e  =^  £  (a^  sin  ns  +  b^  cos  ns)^  (12) 

in  der  a^,  b^  zu  bestimmende  Functionen  der  Zeit  bezeichnen;  die 
Stromstärke  wird  dann  ausgedrückt  durch: 

/  =»  —  g-  ^J  —  (b'n  sin  «5  —  ün  cos  ns).  (13) 

Indem  er  diese  Ausdrücke  in  seine  allgemeinen  Inductionsgleichungen 
(§  110,  66)  einsetzt  und  dann  die  Goel^cienten  der  verschiedenen 
trigonometrischen  Functionen  von  s  einzeln  gleich  null  setzt,  erhält 
er  zur  Bestimmung  der  a„  b^  Differentialgleichungen  der  Form: 

an  +  aa'n  +  n^ß^n  ""  ^'y^n  «"^  ^^  ^  ^^  /^  .\ 

bn  +  abn  +  n^ßb^  +  nyg^  cos  (at  =  0, 

in  der  die  Coefficienten  in  uns  augenblicklich  nicht  näher  inter- 
essirender  Weise  von  den  Constanten  des  Leiters  abhängen.  Den 
Gleichungen  kann  durch  den  Ansatz 

«n  =  1?«  sin  (w^  +  pj,         b^  =  q^  sin  {pt  +  pj  (15) 

genügt  werden,  wenn  die  Konstanten  |>^,  g^,  q^  passend  bestimmt 
werden;  die  Resultate  lassen  sich  dann  zu 

i;  =  E  sin  {tot  +  pj,         cT'  =  J  sin  {tat  +  p^)  (16) 

zusanmienziehen^^^^),  wo  Eq,  J^,  ^^,  q^  Functionen  des  Ortes  sind, 
die  aber*'^)  praktisch  meistens  —  nicht  immer  —  durch  Constante 
ersetzt  werden  können,  was  dann  Formeln  giebt®'^),  die  mit  (9) 
übereinstimmen.  Weber  discutirt  noch*^'^)  die  Formeln  für  die 
Verteilung  der  freien  Elektricität  während  solcher  Wechselströme; 
wird 

gesetzt,  so  ist  dk'/ds  nähern ngs weise  zur  Differenz  zwischen  der  im 
Punkte  s  ausgeübten  elektromotorischen  Kraft  und  ihrem  Mittelwerte 
über  die  ganze  Länge  des  Leiters  proportional. 

Eine  spätere  Note  Max w eil s®'**)  behandelt   die  Theorie  eines 
Versuchs   von   Grove,  bei  dem  Wechselströme   in  einen  Condensaior 

8728)  p.  174.     8729)  nr.  21,  p.  176.     8730)  p.  176.      8731)  nr.  22,  p.  177. 
8732)  phil.  mag.  (4)  36,  1868,  p.  360;  papers  2,  p.  121. 
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geschickt  werden,  der  aufserdem  noch  durch  einen  Nebenschlufs  ge- 
schlossen ist.  Sind  «7^,  J,  die  beiden  Stromstärken,  so  handelt  es 
sich  um  die  Integration  der  Gleichungen 

(18)    V==R^J^,     CY^J^-J^,     (ocoso)^  +  J?Ji  +  XJi  +  F  — 0. 

Maxwell  giebt  die  periodische  Lösung  dieses  Oleichungssystexns  an. 
Im  Falle  i^  ==  0  werden  wieder  die  Oleichimgen  (7)  erhalten;  im 
Falle  122  »  cx>  (d-  h-  wenn  der  Condensator  nicht  geschlossen  ist), 
erhält  man 

A- 


0»)  "«•+(/.--i)* 

also  am  gröfsten,  wenn 

(20)  iCco*-l 
ist. 

Merkwürdig  ist  übrigens,  dafs  Maxwell  in  der  schon  genannten, 

der  eben  erwähnten  nur  kurze  Zeit  vorausgehenden  Note*^'^®),  in  der 

er  sich  mit   der  Theorie  der  Dynamomaschine  beschäftigt,   von  den 

hier  besprochenen   Formeln   keinen   Gebrauch   macht,  sondern    alles 

auf  die    Veränderung   des   Coefficienten   der  gegenseitigen  Induction 

wirft  und  dann   die  in  der  That  stetige  Veränderung    dieser  GrSfse 

für  die  Rechnung  durch  eine  ruckweise  ersetzt  ^^^^).     Eine  Andeutung 

über  die   Bestimmung  der  zweckmäfsigsten  Commutatorstellong,   die 

hier  bei  Maxwell  sich  findet,  hat  später  Brillouin  in  einer  Note®'**) 

zu  seiner  Übersetzung  dieser  Abhandlung  folgendermafsen  ausgeführt: 

es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

(21)  RJ  +  ^^-  [(X  +  2M^  cos  (ot\J]  =  0; 
sie  geschieht  durch: 

/oo^  T  ^   T    ^  +_23fo_C08ai  /  2li(p         \ 

(22)  J  -Ji  L.\-2M,C08a>t^^^[^  «> l/Z^=4JtfJ '  ' 


wo: 


ist  und  J^  den  Werth  von  cT"  für  w/  =«  «j  bedeutet.  Für  (o  ^  «s  ^t  -f:  a, 
giebt  das  einen  Werth  J^;  und  nun  soll  a^  so  bestimmt  werden,  dafs 
dieser  möglichst  grofs  wird. 

8783)  papers  2,  p.  80.         8734)  j.  de  pbys.  (2)  1,  1882,  p.  28. 
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Dann  treten  Wechselströme  bei  Fr.  Kohlrausch  auf®'**),  dftr 
ihre  chemischen  Wirkungen  untersucht.  Dabei  ist  die  elektromoto- 
rische Kraft  der  Polarisation  zu   berücksichtigen;  Kohlrausch   setzt 

sie    innerhalb    gewisser  Grenzen    proportional    zu  J  J  dt^    sodafs  er 

eine  Gleichung  der  Form 

RJ^Esiatot-  Lf  —pjjdt  (24) 

und  als  ihr  Integral,  abgesehen  von  rasch  abklingenden  Bestand- 
teilen, 

BBm(at-\-  l—  —  fl>X)  cos  toi 
^-E \     -l—  (25) 

erhält     Für  w  —  Yp/L  heben  sich  die  Wirkungen  der  Polarisation 

und  die  der  Selbstinduction  gerade  auf®^'*);  für  w  =»  }/j;/(2  i)  ist 
die  Stromst&rke  dieselbe  wie  ohne  Polarisation. 

Ein  zweiter  Aufsatz*'*')  leitet  diese  Sätze  rückwärts  ab,  indem 
er  für  die  Stromstärke  eine  einfach  harmonische  Function  der  Zeit 
ansetzt  und  fragt,  wie  die  elektromotorische  Kraft  varüren  mufs, 
wenn  sie  einen  derartigen  Strom  erzeugen  soll. 

Gröfsere  Bedeutung  gewann  die  Frage  nach  dem  Verlauf  der 
durch  periodische  elektromotorische  Kräfte  hervorgebrachten  Ströme 
aber  doch  erst  durch  die  Einführung  des  Telephons.  Eine  Theorie 
dieses  Instruments  hat  zuerst  E.  Du  Bois-Reymond®'*®)  skizzirt; 
werden  die  Ausbiegungen  der  Membran  des  Gebertelephons  durch 
eine  trigonometrische  Fimction  der  Zeit  dargestellt,  so  ist  auch  das 
magnetische  Potential  zu  dieser  Function  proportional,  also  [wenn 
die  Zeiteinheit  so  gewählt  wird,  dafs  2  7r  die  Periode  ist]: 

P  =  const.  sin  t  (26) 

Im  Empfängertelephon  werde  dann  ein  Strom  inducirt,  dessen  Starke 
den   Schwankungen    des  magnetischen  Potentials    proportional,  also 

P  =  const.  cos  t  (27) 

sei.  Indem  er  durch  die  Verfügung  über  die  Zeiteinheit  verhindert 
wird  zu  sehen,  dafs  hier  die  Constante  noch  von  der  Schwingungszahl 


8735)  Gott.  Nachr.  1872,  p.  456;  Ann.  Phys.  Chem.  148,  1878,  p.  148. 

8736)  p.  150:  „dieses  mir  völlig  unerwartete  Resultat  erscheint  nicht 
ohne  Bedeutung*'. 

8737)  ib.  Jubelbd.,  1874,  p.  297. 

8738)  Arcb.  (Anat.)  Physiol.  1877,  p.  678. 


1720    I.Hauptteil.  U.Abschn.  Unters,  üb. Leitangd.  Wärme  a.Elektricit^i 

abhängt,  glaubt  er  för  zusanunengesetzte  Schwingungen  schliefsen 
zu  können,  Schwingungszahl  und  Amplitudenverhältnifs  aller  einzelnen 
Teiltöne  blieben  ungeändert,  nur  die  Phasen  würden  durcheinander 
geworfen.  Infolgedessen  sieht  er  in  der  Möglichkeit  der  Übermittlung 
von  Klangfarben  durch  das  Telephon  einen  Beweis  der  Helmholix- 
schen  Theorie,  nach  der  die  Klangfarbe  nur  von  den  relativen  Ampli- 
tuden der  Teiltöne,  nicht  von  ihren  Phasen  abhängig  sei. 

Demgegenüber   macht   L.    Hermann^^'^)    darauf   aufinerksam, 
dafs  aus 

(28)  P  «  sin  ©^ 
folgt 

(29)  -jT-  =  w  cos  mt 

dafs  sonach  nicht  nur  die  Phasen,  sondern  auch  die  Amplituden  der 
einzelnen  Teil  töne  verschieden  geändert  werden,  also  auch  die  Klang- 
farben. Da  der  Versuch  das  Gegenteil  zeige,  so  müsse  irgend  etwas 
übersehen  sein,  wahrscheinlich  im  Empfänger. 

Du  Bois-Bejmond  erklärt  dann  in  einem  Nachtrag  zu  seiner 
Abhandlung®'*^),  „wie  jeder  wisse,  seien  die  Dinge  verwickelter  als 
er  sie  dargestellt  habe;  er  habe  sich  auf  eine  erste  Annäherung  [?] 
beschränkt,  weil  es  an  Zeit  fOr  die  Herstellung  der  erforderlichen 
Figur  gefehlt  habe^S  Wenn  P=  sin  co^,  erhalte  dP/dt  den  Faktor  »; 
er  glaubt  aber  seine  Auffassung  dadurch  retten  zu  können,  dafs  er  an- 
nimmt, die  Klangfarbe  hänge  nur  ab  von  der  „allgemeinen  Gestalt  der 
Gharacteristica^^,  d.  h.  derjenigen  Kurve,  die  die  Amplitude  als  Function 
der  Ordnimgszahl  der  Teiltöne  darstellt.  Dabei  scheint  er  bei  ,^11- 
gemeiner  Gestalt*^  hauptsächlich  an  Anzahl  und  Lage  der  Wende- 
punkte zu  denken.  Er  glaubt  dann  —  ein  sehr  charakteristisches 
Beispiel  von  ungerechtfertigter  Anwendung  naturwissenschaftlicher 
Schlufsweise  bei  einer  mathematischen  Frage  —  aus  einer  fBr 
specielle  Daten  entworfenen  Figur  schliefsen  zu  können,  dafs  diese 
allgemeine  Gestalt  bei  der  Übertragung  im  wesentlichen  erhalten 
bleibt.  Nachher  giebt  er  doch  selbst  zu,  dafs  durch  die  Transfor- 
mation ein  convexer  Teil  der  Kurve  in  einen  concaven  übergeführt 
werden  könne;  „unstreitig  mufs  dadurch  die  Klangfarbe  sich  ändern; 
bis  auf  weiteres  aber  kann  niemand  zeigen,  dafs  dies  nach  der  von 


H7«9)  Arch.  geg.  Physiol.  16,  1877,  p.  266. 

8740)  Arch.  (Anat.)  Physiol.  1877,  p.  582;  wegen  der  Zeitfolge  der 
verschiedenen  Publicationen  vgl.  Hermann,  Ann.  Phya.  Chem.  N.  F.  6» 
p    H3. 
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mir  aufgestellten  Theorie  ...  in  stärkerem  Mafse  geschehen  müsse, 
als  es  in  Wirklichkeit  der  FaU  ist."«'*^) 

Ein  zweiter  Aufsatz  von  L.  Hermann®^**)  weist  darauf  hin 
dafs  die  relative  Verstärkung  der  Obertöne  in  noch  erhöhtem  Mause 
eintreten  müTste,  wenn  zwischen  Geber  und  Empfänger  noch  mehr 
Inductionen  eingeschoben  werden;  auch  davon  sei  tatsächlich  nichts 
zu  bemerken.  Man  könnte  sich  femer  durch  Interferenzversuche  da- 
von überzeugen,  dafs  auch  keine  Phasenverschiebung  derart  stattfinde, 
wie  sie  die  einfache  Theorie  fordere.  Die  Entscheidung  der  Frage, 
wie  diese  Resultate  mit  den  Inductionsgesetzen  in  Einklang  zu  bringen 
seien,  müsse  er  andern  überlassen. 

Dem  gegenüber  machen  gleichzeitig  H.  F.  Weber®'**)  imd  H. 
Helmholtz®'**)  darauf  aufmerksam,  daCs  in  der  besprochenen  Theoiie 
die  Selbstindnctiou  nicht  berücksichtigt  ist.  Sie  stellen  beide  für  den 
Fall,  dafs  Oeber  und  Empfänger  zwei  verschiedenen  Stromkreisen 
angehören,  die  Differentialgleichungen  auf: 

J  /  (30) 

Weber  setzt  dann: 

P=Po+^sin(ö<  (31) 

und  zeigt,  dafs  den  Gleichungen  durch 

/^=  C^sin(ö)<  +  aJ  (32) 

genügt  wird,  wenn  die  C^  und  a^  geeignet  bestimmt  werden.  Für 
den  Fall,  dafs  beide  Telephone  in  demselben  Stromkreis  sich  befinden, 
erhält  er»'"): 

C ^_^A_.^_  fga=^-\'  (33) 


8741)  So  mufs  man  sich  winden,  wenn  man  es  mit  seiner  Stellung 
nicht  vereinbar  hält,  zuzugeben,  dafs  man  einen  Fehler  gemacht  haben 
könne. 

8742)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  6,  1878,  p.  88;  Auszug  Arch.  ges. 
Physiol.  16,  1877,  p.  816. 

8743)  Zürich  Viert.  *^8,  1878,  p.  266;  engl.  phil.  mag.  (5)7,  1879,  p.  34. 

8744)  Berl.  Ber.  1878,  p.  488;  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  5,  1878,  p.  448; 
Abhandl.  1,  p.  463. 

8745)  Die  Formeln  stimmen  mit  denjenigen  MaxwelFs  (9)  überein,  wenn 
man  beachtet,  dafs  dort  E  und  —  a  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  hier 
(üA  und  a. 
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Die  Änderungen  der  Amplituden  werden  also  von  den  Schwingongs- 
zahlen  merklich  unabhängig,  wenn  B  gegen  L(o  Temachlaasigt 
werden  kann. 

Helmholtz  benutzt  complexe  Ghröfsen;  er  nimmt 

(34)  P  =  c'«" 
und  setzt  dementsprechend 

(35)  Ji «  B^e*""',         J^  =  -»2«'"', 
so  findet  er: 

(36)  '^ 


^»       Äi  Ä,  +  »«(JT—  LN)+  im(B^  L^  +  B^L^) 

Den  Fall,  dafs  beide  Telephone  in  denselben  Stromkreis  eingeschaltet 
sind,  erhalte  man,  wenn  man  M  ^^  0  setze;  das  giebt: 

(37)  B  -         *"' 


B  +  imL 


Er  setzt  auseinander,  dafs  LN — M^  immer  positiv  sein  müsse. 
L/B  ist  die  Zeit,  innerhalb  deren  die  Stromstärke  auf  1/e  ihres  ur- 
sprünglichen Betrages  sinkt,  wenn  die  elektromotorische  Kraft  zu 
wirken  aufhört.  Auch  er  kommt  zum  Resultat,  daüs  beim  Telephon 
die  Verhältnisse  so  liegen  müssen,  dafs  R^  gegen  die  Quadrate  und 
Produkte  der  (oL  vernachlässigt  werden  kann. 

Weiter  giebt  er  noch  an®'**),  wie  die  entsprechenden  Rechnungen 
für   beliebig  viele  inducirend   aufeinander  wirkende   Stromkreise   zu 
führen  sind.     Er  zeigt  [ähnlich  wie  Poisson^^^)],  dals  die  auftretende 
Nennerdeterminante  für  keinen  reellen  Wcrth  der  Frequenzzahl  null 
werden   kann.      Der   Zähler   kann   allerdings   null   werden;   sind   nur 
die  M^  ^^1  von  null  verschieden,  wie  in  dem  von  Hermann®^**)  be- 
trachteten Falle,  so  reducirt  er  sich  auf  deren  Product.     Auch  zeigt 
er,    dafs   bei  grofsem   (o   das   Übertragungsverhältnis   von   <o   nahezu 
unabhängig    ist.      Zum   Schlufs    bemerkt   er   noch,    dais    die    ganzen 
Überlegungen  sich  auch  auf  den  Fall  übertragen  lassen,  dafs  es  sich 
nicht  mehr  um   lineare  Leiter   handelt;   und   dafs   die  Rückwirkung 
der  Schwingungen  der  Platte  des  Empf  ängcrtelephons  auf  den  Strom 
vernachlässigt   werden   könne,   da  ihre  Amplituden  sehr  viel  kleiner 
als  die  der  Geberplatte  seien. 


8746)  nr.  2,  p.  468. 
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Auch  G.  Ferraris®^^^  hatte  zuerst  angenommen,  dafs  ein  Strom 
im  Greber  von  dem  Gesetze: 

im  Empfänger  einen  solchen  von  dem  Gesetze: 

J^  =  -hr~-  h^a,  sin  «(<  +  «.  +  3*,)  (39) 

hervorbringe  und  dann  gesagt:  wenn  man  sich  so  einrichtet,  daüs  die 
Verschiedenheiten  der  Veränderung  der  Amplituden  nicht  merklich 
sind,  kann  man  sich  davon  überzeugen,  dafs  diirch  die  Verschieden- 
heit der  Phasen  die  Klangfarbe  des  Tones  im  Empfänger  gegenüber 
der  im  Geber  nicht  wesentlich  geändert  wird. 

Eine  etwas  spätere  Abhandlung  ®^^)  behandelt  zunächst  den  Fall, 
dafs  Geber  und  Empfänger  zwei  verschiedenen  Stromzweigen  an- 
gehören.    Aus  den  beiden  Gleichungen 

«/"l  i?i  —  f/j  1?2  «=  Xj  J^ 

ergiebt  sich,  wenn  J  =  sin  (ot  gesetzt  wird: 

^iiyTS  +  Ä^Y       ,  ^\    L,      )'    ^^     Ri  +  Bt  (41) 

Ganz  analoge  Gleichungen,  nur  mit  anderer  Bedeutung  der  Coeffi- 
denten,  erhalte  man  aber  auch,  wenn  beide  Telephone  hintereinander 
geschaltet  sind.®'*^)  Durch  Combination  von  Versuchen,  bei  welchen 
gleiche  Intensität  des  Tones  erzielt  wird,  ergeben  sich  Gleichungen 
zwischen  den  Constanten  des  Stromkreises.  Gegenüber  Hermann  hebt 
Ferraris  hervor®'^),  dafs  doch  thatsächlich  eine  Veränderung  der  Klang- 
farbe stattfindet:  die  höheren  Obertöne  seien  im  Empfänger  im  Ver- 
hältnis stärker  als  im  Geber.  Weiter  macht  er  darauf  aufmerksam®'*^), 
dafs  man  auch  die  Selbstinductionseoefficienten  auf  diese  Weise  be- 
stimmen  und  aus   ihnen   die  Stärke   des  Extrastromes   nicht  nur  in 


(40) 


8747)  800.  ingegn.  Torino  1878;  opere  1,  p.  91;  weniger  ausführlich 
Torino  atti  18,  1878,  p.  287;  opere  1,  p.  81;  deutsch  Repert.  Phys.  14,  1878, 
p.  497.  Eine  Note  p.  108  macht  übrigens  schon  darauf  aufmerksam,  dafs 
eine  vollständigere  Behandlung  „die  Zeit  berücksichtigen  müfste,  die  die 
Inductionsströme  zum  Entstehen  nnd  Verschwinden  brauchen.^^ 

8748)  Torino  atti  13,  1878,  p.  980;  opere  1,  p.  118;  deutsch.  Repert. 
Pbys.  16,  1879,  p.  121. 

8749)  p.  119.         8750)  nr.  2,  p.  126.         8761)  nr.  4,  p.  180. 
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•der  Inductionsspirale,  sondern,  was  wichtiger  sei,  auch  in  den  Telephonen 
selbst  berechnen  könne.  Mit  der  allgemeinen  Formel  sei  äss  allerdings 
umständlich;  er  beschränkt  sich  deshalb  auf  den  Fall,  daTs  die  beiden 
benutzten  Telephone  identisch  sind  und  also  J^^  =  i?,,  i^  ««  Zj  ist. 
Der  erste  Ansatz  schlägt  ihm  fehl,  indem  sich  herausstellt,  dafs  die 
Selbstinductionscoefficienten  seiner  Instrumente  nicht  constant,  sondern 
zur  Schwingungsperiode  proportional  sind;  daraus  ergiebt  sich  aber 
dann®^^^),  dafs  die  Einschaltung  eines  Telephons  in  einen  Stromkreis, 
der  von  einem  Wechselstrom  durchflössen  wird,  die  Intensität  de« 
letzteren  in  einem  von  der  Frequenz  unabhängigen  Verhältnis  reducirt, 
das  also  dadurch  die  Ellangfarbe  nicht  verändert  wird,  wenn  die  Phasen 
auf  diese  keinen  Einflufs  haben.  Immerhin  müsse  man  noch  auf  die 
„Verzögerung  des  magnetischen  Zustandes^^  Bücksicht  nehmen.*^*^ 
Ein  zweiter  kürzerer  Abschnitt®'^)  versucht  die  absolute  Inten- 
sität der  Ströme  im  Telephon  zu  bestimmen.  Ferraris  benutzt  eine 
Anordnung,  bei  der  der  Strom  im  Hauptkreis  durch 

1   für  0<<<^ 
für  &<f<27C 

oder  durch  die  trigonometrische  Reihe: 

(43)  J^^^  +  .^«,«^^-2-  cos(tn^-  ^  ) 

bestinmit  ist;  dabei  interessirt  ihn  aber  nur  der  Grundton. 

Der  Versuch  einer  Theorie  des  Telephons  von  Br.  Ayres*^**) 
ist  ganz  unzulänglich.  Da  er  nur  mit  dem  Ohm'schen  Gesetze 
arbeitet  und  von  Selbstinduction  nichts  weiTs,  findet  er  die  Strom* 
stärke  einfach  dem  Ausschlag  der  Platte  proportional;  da  infolge- 
dessen in  seinen  Gleichungen  „keine  Functionen  der  Zeit  vorkommen^^^ 
schliefst  er  ohne  weiteres®'**),  die  Wirkung  sei  von  der  Tonhöhe 
unabhängig. 

0.  Heaviside®'*'')  giebt  ebenfalls  das  Integral  der  Gleichung  (6) 
und  seine  Anwendung  auf  die  Theorie  des  Telephons,  ohne  Nennung 
von  Vorgängern,  aber  ohne  es  ausdrücklich  für  sich  in  Anspruch 
zu  nehmen®'^).     Auch  er  findet,  dafs  die  höheren  Töne  stärker  ge- 


(")         '-[i 


\ 


8762)  p.  136.  8763)  p.  188.  8764)  p.  140. 

8756)  electrician  1,  1878,  p.  63.  8766)  p.  75. 

8767)  j.  telegr.  eng.  7,  1878,  nr.  6,  p.  307;  bis  nr.  13  in  etwas  anderer 
Redaction  auch  phil.  mag.  (6)  6,  1878,  p.  177;  electrician  1,  1878,  p.  S44. 
8758)  An  einer  späteren  Stelle  (phil.  mag.  (6)  23,  1887,  p.  23)  sagt  er: 

von  der  wichtigen  Gröfse  ^i^'  -|-  X'a>',  die  jetzt  allen  elektrischen  Schul- 
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dämpft  werden  als  die  tiefen,  versucht  aber  keine  Erklärung  dafür, 
wieso  trotzdem  die  thatsächlich  stattfindende  genügende  Übertrag^g 
der  Klangfarbe  möglich  ist.  Daran  schliefst  er  eine  Discussion  von 
Maximumproblemen.  Weiter  betrachtet  er  Induction  von  Wechsel- 
strömen „von  Draht  zu  Draht^^;  also  die  Integration  der  Gleichungen 
(30);  er  giebt  für  das  Verhältnifs  der  Amplitude  im  secundären  zu 
der  im  primären  Strom  den  Ausdruck: 

Aufserdem^^^)  bespricht  er  den  Einflufs  eines  Kabelfehlers  auf 
Wechselströme;  dabei  handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Glei- 
chungen: 

LJ*  +  RJ  '^  sia  (oi  —  Vy         J^J^  +  J^^ 

L^J{+B,J,^  V,  (45) 

B^J^  =  F. 

Für  die  Amplitude  von  J^  giebt  er  den  Ausdruck: 

{ (ii+ ij, +^--^~'^-^f + „»  (i + A  +  ^-^^+ A?^) ) -i  (46) 

Er  discutirt  verschiedene  specielle  Annahmen  und  zieht  den  Schluls, 
dafs  solche  Kabelfehler  bei  Wechselstrom  viel  schädlicher  sind  als 
bei  Gleichstrom.  Endlich  ®^^^)  bespricht  er  noch  den  Einfluis  eines 
Nebenschlusses  auf  den  Verlauf  der  Wechselströme. 

H.  Aron®'**)  giebt  die  Theorie  des  Mikrophons.  Sind  i^,  / 
bezw.  J  +  ji  R  -{-  r  Widerstand  und  Stromstärke  im  Ruhezustand 
bezw.  während  der  Bewegung,  so  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

RJ  ^E,       {J  +  j)(R  +  r)^E-  Lj'  (47) 

unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Gröfse  2.  0.  jr-, 

Jr  +  Rj  +  Ly  =  0.  (48) 

Ist  r  ^  sin  (of,  so  ergiebt  sich  hieraus  für  j  ein  Ausdruck  der  Form 
^  sin  (of  -{-  d;  B  und  ö  hängen  von  od  ab,  aber  in  entgegesetzter 
Weise  als  beim  Telephon,  indem  nämlich  die  Amplituden  höherer 
Töne    hier    in    stärkerem  Verhältnifs  reducirt    werden,    als   die  von 

knaben  geläufig  sei,  hätten  vor  seiner  hier  besprochenen  Abhandlung  nur 
ein  paar  Theoretiker  etwas  gewufst. 

8769)  nr.  14,  p.  316.  8760)  nr.  17.  p.  320.  8761)  nr.  19,  p.  826. 

8762)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  6,  1879,  p.  408. 
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tiefen.  Durch  geeignete  Combination  von  Telephon  und  Mikrophon 
könne  man  also  Tonübermittlung  mit  unveränderter  Klangfarbe 
erzielen. 

G.  Chrystars  Compendium®^**)  enthält  über  Wechselströme 
nur  eine  Darstellung  der  Untersuchung  von  Kohlrausch  ®^**). 

V.  Wietlisbach®^^)  untersucht  Anwendungen  des  Telephons 
zu  physikalischen  Messungen.  Zunächst  behandelt  er  Entladungen 
eines  Condensators  durch  ein  Telephon,  indem  er  die  Formeln  von 
E[irchhoff  benutzt.  Dann  bespricht  er  den  Einflufs  der  Polarisation 
der  Electroden  im  AnschluGs  an  Kohlrausch  ®^'^)  unter  Benutzung 
einer  Brückencombination.     Ist  die  Intensität  in  einem  Zweige 

(49)  J^  =  Fe*^ 

und  ist  p  die  Polarisation,  L  die  Selbstinduction ,  so  hat  die  elek- 
tromotorische Kraft  die  Form®'*^): 

(60)  E,  =  q^J^  =  -  iJ^  (P*^  -  ri)- 

Werden  dieser  Werth  und  entsprechende  Werthe  für  die  anderen  Zweige 
in  die  KirchhofTschen  Gleichungen  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  als  Be- 
dingung daför,  dafs  weder  ein  momentaner  noch  ein  dauernder 
Strom  durch  die  Brücke  geht: 

(51)  "^^'A  -  '-^^^^M 

und  das  zerfällt  in  die  zwei  Gleichungen: 

(ri  +  P?)(ri  +  qI)  =  (H  +  rf)(r|  +  rf), 
(52) 

arc  tg  -  —  arc  tg  -  =  arc  tg  ^}  —  arc  tg   *  • 

Wietlisbach  discutirt  verschiedene  specielle  Fälle:  dann  macht  er 
ausdrücklich  darauf  auhnerksam^^^),  dafs  man  durch  Variiren  der 
Widerstände  allein,  bei  ungeänderten  Selbstinductionen,  keine  Stille, 
sondern  nur  ein  Minimum  des  Geräusches  erzielen  könne  und  dafs 
die  zu  diesem  Zwecke  erforderliche  Stellung  keineswegs  mit  der 
„Gleichgewichtsstellung  für  Widerstände^^  identisch  ist. 

Die  Frage,  unter  welchen  Umständen  es  gelingt,  das  Telephon 
in  der  Brücke  zum  Schweigen  zu  bringen,  ist  gleichzeitig  auch  von 

8768)  encyclop.  Britann.  9th.  ed.  8,  1879,  p.  49. 

8764)  Dias.  Zürich  1879,  von  Helmholtz  veranlafst;  Auszug  Berl.  Ber. 
1879,  p.  278. 

8766)  p.  30,  bezw.  280.         8766)  p.  42. 
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F.  Niemöller  behandelt  worden*'*'').  Indem  er  sogleich  die  Be- 
dingungen 

in  die  Differentialgleichungen  einführt,  reducirt  er  sie  auf  drei  mit 
zwei  Unbekannten;  der  Versuch,  diese  durch 

e/i^Oie^',         J^^a^i^'  (54) 

zu  integrieren,  ergiebt  zwei  quadratische  Gleichungen  zur  Bestimmung 
yon  A;  die  Forderung,  daDs  diese  Gleichungen  beide  Wurzeln  ge- 
meinsam haben  sollen,  ergiebt  zwei  Bedingungen  zwischen  den  In- 
ductions-  und  Widerstandscoef&cienten.  Niemöller  bemerkt  übrigens, 
dafs  ein  Minimum  der  Intensität  schon  dann  eintritt,  wenn  diese 
beiden  Gleichungen  nur  eine  Wurzel  gemeinsam  haben. 

R.  Colley*'*®)  behandelt  den  Durchgang  eines  Wechselstroms 
durch  einen  Leiterkreis,  in  den  ein  oder  zwei  Gondensatoren  ein- 
geschaltet sind.  Sei  V  das  Potential  des  einen  Poles  der  Batterie, 
V  und  v^  die  der  beiden  Belegungen  des  ersten  Condensators,  der  aln 
geschlossen  angenonmien  wird,  v^  das  auf  der  ersten  Belegung  des 
zweiten  Condensators,  während  seine  andere  Belegung  und  der  andere 
Pol  der  Electricitätsquelle  zur  Erde  abgeleitet  sind ;  sei  R  der  Wider- 
stand der  äufseren  Leitung,  r  der  der  Leitung  zwischen  den  beiden 
Gondensatoren,  endlich  w  der  Widerstand  des  Dielectricums  der 
letzteren,  so  sind  die  Gleichungen: 

^_  =      .__  .,  .„._  «  _  ^     1   +  c{v  -  v,\ 

F-sin.f-icr-A        l^-^«=^^«+Ct;i.       ^'^^ 

Indem  er  die  Glieder  mit  tv  sogleich  vernachlässigt,  erhält  er  durch 
Eliminationen  für 

•^  R 

die  Gleichung 

LJ"  +  {R  +  r)f  +  2C-^  J  —  m  cos  tot  -  0  (56) 


8767)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  P.  8,  1879,  p.  666.  Weshalb  er  sich  auf 
Lorenz  bezieht,  verstehe  ich  nicht;  es  mufR  irgend  eine  Verwechslung  vor- 
liegfen. 

8768)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  7,  1879,  §  4,  p.  219. 
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und  als  deren  periodisches  Integral: 

(K'7\  7  _  (^  +  '*)  *"^  cot  +  (2  0-*ci-*  —  L<o)  cos  mt 

(^57 j  j  __      _     ^^  _^_^^^_^_._^_  _____  ^^^^  , 

das  er  dann  noch  durch  Verschiebung  des  Anfangspunktes  Yerein- 
facht.  Ist  nur  ein  Condensator  vorhanden,  so  ist  r  ==  0  zu  setzen 
und  der  Factor  2  zu  streichen.  Das  mittlere  Quadrat  der  Strom- 
stärke, das  am  Dynamometer  gemessen  wird,  ergiebt  sich  zu: 

1 


(58)  fj'dt^^ 


2    (i?  +  r)«  +  (2C-'a)-»  —  Lm)^ 

Das  benutzt  Colley  dann  zu  Widerstandsmessungen. 

Auch  6.  Chrystal  giebt  an®^*^),  dafs  man  durch  blofse  Ver- 
änderung der  Widerstände  in  seinem  „Differentialtelephon^  keine 
Stille  erreichen  könne,  wenn  nicht  gleichzeitig  auch  die  Selbstin- 
ductionscoefßcienten  der  beiden  zu  vergleichenden  Zweige  überein- 
stimmen; er  meint,  Nichtbeachtung  dieses  ümstandes  habe  viele 
Experimentatoren  zu  keinem  Resultat  kommen  lassen.  Dagegen  sei 
die  gegenseitige  Induction  dieser  beiden  Zweige  ohne  Einflufs.  Auch 
spricht  er  das  [auch  in  CoUey's  Formel  (57)  implicite  enthaltene] 
Resultat  aus®^^^),  dafs  ein  Condensator  imd  eine  Selbstinduction  so 
<K)mbinirt  werden  können,  dafs  sie  zusammengenommen  „für  alle 
Störungen'^  mit  einem  einfachen  Widerstand  äquivalent  sind.  Die 
allgemeine  Theorie  führt  ihn  dann  auf  eine  Gleichung  der  Porm*^^*) 

(69)  («0  +  fli-ö  +  f^I>^+'  ')J^^  Qi^  +  )^D  +  A,D*  +  •  0  sin  cot, 

in  der  D  für  djdt  steht,  während  die  u  und  die  X  sich  aus  den 
Constanten  der  Zweige  zusammensetzen;  und  zwar  sind  die  a  für 
alle  Zweige  dieselben,  die  X  verschieden.  Er  integrirt  durch  symbo- 
lische Methoden;  die  Bedingung  für  das  Verschwinden  des  Stromes 
in  einem  Zweige  oder  für  die  Gleichheit  der  Ströme  in  zwei  ver- 
schiedenen Zweigen  drückt  sich  dann  durch  zwei  Gleichungen  für 
die  Frequenzzahl  von  der  Form  aus: 

(aQ\  K  -  ^«*  +  h^^  +  •  •  ==  0, 

^     ^  ^-AjOi^  +  AgO^-f -.==0. 

Sollen  sie  fCLr  alle  Frequenzzahlen  erfüllt  sein,  so  müssen  die  Coefti- 
cienten  der  verschiedenen  Potenzen   von  o   einzeln   gleich  null  sein. 

8769)  Edinb.  trans.  29,  1880,  p.  611;  Ausz.  Edinb.  proc.  10,  1880, 
p.  685.  Er  berichtet,  die  Rechnungen  datirten  von  zwei  Jahren  vorher, 
aber  die  Ausführung  von  Versuchen  sei  ihm  erst  jetzt  möglich  gewesen. 

8770)  p.  615.         8771)  p.  616. 
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Die  dann  folgende  Discussion  einer  Reihe  von  specielleu  Fällen®''*) 
leidet  sehr  unter  dem  Mangel  einer  übersichtlichen  Bezeichnung. 
Speciell  bespricht  er®'")  die  Verhältnisse  der  Wheatstone'schen  Brücke 
im  AnschluTs  an  Maxwell;  er  betont  die  Notwendigkeit,  die  Selbst- 
inductionen  und  die  Capacitäten  der  benutzten  Widerstände  zu  be- 
rücksichtigen. Dabei  constatirt  er®"^)  die  Übereinstinunung  seiner 
Resultate  mit  denjenigen  von  Helmholtz®'**).  Zum  Schluls®"*^)  be- 
spricht er  kurz  Condensatorentladungen. 

0.  Lodge®"^)  knüpft  bei  Behandlung  der  Brückencombination 
mit  Telephon  in  der  Brücke  an  seine  früher  *•**)  besprochenen  Unter- 
suchungen über  die  bei  plötzlichen  Widerstandsänderungen  indudrten 
Ströme  an.  Wird  der  Widerstand  in  Perioden  von  der  Länge  r 
abwechselnd  auf  die  Werte  R  und  S  gebracht,  so  ist  am  Ende  der 
zweiten  Periode: 

usw.,  nach  einer  sehr  grofsen  Anzahl  von  Perioden  ist  der  Strom 
also  entweder  gleich: 

Bt 


ezp 


(-  ^r) 


,_exp(-^-^— 

oder  gleich  demjenigen  Werte,  der  aus  diesem  durch  Yertauschung 
von  R  und  S  hervorgeht,  je  nachdem  der  letzte  Wechsel  von  R  zu 
8  oder  von  S  zu  R  stattfand;  t  ist  dabei  die  Zeit  seit  diesem  letzten 
Wechsel.  Ist  t  klein  gegen  X/(-B  +  iS),  so  nähert  sich  die  Strom- 
stärke schliefslich  dem  constanten  Wert 

"^^S+R'  <^^^) 

man  erhält  also  dann  keinen  Wechselstrom.  Lodge  stellt  daher  noch 
die  Frage,    wie  die  Stromstärke   sich   verändern   würde,   wenn   etwa 

R  =  -.  ?— ,  (64) 

8m*6>^  ^     ^ 


8772)  p.  617. 

8778)  p.  623.  Er  meint,  dafs  die  Vernachlässigung  der  Selbstinduction 
viele  ExperimentatoreD  am  Erfolg  gehindert  habe,  und  weist  darauf  hin, 
dafs  man  mit  seinem  Instrument  Inductionscoefficienten  auf  jeden  Fall 
vergleichen,  absolute  Messungen  i^Uerdings  nur  dann  vornehmen  könne, 
wenn  man  im  Stande  sei,  einfach  harmonische  Schwingungen  zu  erzeugen. 

8774)  p.  683.         8876)  p.  685. 

8776)  phil.  mag.  (6)  9,  1880,  nr.  8,  p.  180. 
JftlureBberioht  d.  Deutschen  Mathem.- Vereinigung.    X.  109 
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wäre;  das  führt  ihn  aber  auf  eine  Quadratur,  von  der  er  meint ®^^^), 
sie  scheine  nicht  ausführbar,  „except  by  an  unmanageable  lot  of 
series'*.  Endlich  kommt  dann  auch  er*''*)  zu  dem  Ansatz  der 
Differentialgleichung  (6)   und  zu  ihrer  Integration  in  der  Form  (8). 

Lord  Rayleigh  bemerkt  dazu*''^):  Lodge's  Darstellung  lasse 
sich  sehr  vereinfachen,  wenn  man  wie  in  der  Akustik  zunächst  nur 
reine  Töne  [einfache  harmonische  Schwingungen]  in  Betracht  ziehe 
und  also  J  sogleich  zu  einem  exp  (tcot)  proportional  setze.  Er  dis- 
cutirt  für  einige  specielle  Anordnungen  die  Frage,  unter  welchen 
Bedingungen  in  einer  der  InductionsroUen  kein  Strom  auftritt;  dabei 
zieht  er  nur  solche  Zweige  in  Betracht,  die  keine  innere  elektro- 
motorische Kraft  enthalten.  Die  Bedingungen  ergeben  sich  als  von 
CO  unabhängig;  wenn  vollständige  Ausbalancirung  erreicht  ist,  so  gilt 
sie  fCb*  Töne  beliebiger  Höhe.  Nur  näherungsweise  Ausbalancirung 
dagegen  kann  sehr  wohl  für  Töne  bestimmter  Höhe  stattfinden,  fOr 
andere  nicht. 

Obwohl  sonach  die  Formel  für  den  Verlauf  des  von  einer  perio- 
dischen elektromotorischen  Kraft  in  einem  Stromkreise  von  gegebenem 
Widerstand  und  gegebenem  Selbstinductionscoefficienten  sowohl  in 
den  alten  Untersuchungen  von  Koosen®^^*),  Maxwell®^**),  ®^*^)  und 
Weber  ®^'®),  als  auch  in  der  Telephonlitteratur  an  vielen  leicht  zuglUig- 
lichen  Stellen  fertig  vorlag,  begnügten  sich  die  Praktiker  der  um  diese 
Zeit  einsetzenden  Wechselstromtechnik  doch  zunächst  mit  der  einfachen 
Anwendung  des  Ohm'schen  Gesetzes  auf  die  in  der  einen  oder  anderen 
Weise  bestimmten  Mittelwerte  der  elektromotorischen  Kraft  und  der 
Stromstärke,  fanden  aber  natürlich  bald,  dafs  das  so  nicht  gehe,  dafs 
man  vielmehr  „für  den  Widerstand  gegenüber  Wechselstrom  beträcht- 
lich gröfsere  Werte  annehmen  müsse^  als  für  den  Widerstand  desselben 
Stomkreises  gegen  Gleichstrom".  Den  Versuch,  diese  Verhältnisse 
quantitativ  aufzuklären,  hat  soviel  ich  sehe  zuerst  J.  Joubert  unter- 
nommen®'*^). Er  bestimmt  zunächst  experimentell  die  Potential- 
differenz zwischen  zwei  Punkten  des  Kreises  mittelst  des  Elektro- 
meters, indem  er  den  einen  Punkt  mit  dem  einen  Quadranten,  den 
andern  mit  einem  zweiten  und  mit  der  Nadel  verbindet,  während  die 
beiden  übrigen  isolirt  sind;  geschieht  die  Verbindung  nur  momentan, 
so  giebt  das  Instrument  das  Quadrat  der  augenblicklichen  Potential- 


8777)  nr.  9,  p.  182.         8778)  nr.  10,  p.  132. 

8779)  Brit.  aaBOC.  rep.  f  1880,  p.  472;  mit  BerichtigungeD   papers  i, 
p.  497. 

8780)  J.  de  phys.  9,  1880,  p.  297;  Auszug  Paris  C.  R.  91,  1880,  p.  161. 
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differenz,  bei  dauernder  Verbindung  den  Mittelwert  des  Quadrats. 
Liegt  zwischen  diesen  beiden  Punkten  keine  Elektricitätsquelle,  son- 
dern nur  ein  Widerstand  JR,  so  ist  für  sie: 

V,-  \\^JR',  (65) 

liegt  zwischen  zwei  anderen  Punkten  desselben  Stromkreises  eine 
Elektricitätsquelle  von  der  EMK  JE7  und  dem  Widerstand  i^,  so  ist 
für  diese: 

K,  -  V,  =  E  +  JRx\  (66) 

beides  zusanmien  ergiebt  für  die  zwischen  den  beiden  letzten  Punkten 
verzehrte  Energie: 

Andererseits  bestimmt  er  durch  geeignete  Collectorvorrichtungen  auch 
die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  von  der  Zeit;  er  findet  so  zu- 
nächst, dafs  bei  der  von  ihm  untersuchten  Maschine  ®^^^)  sowohl  die 
Potentialdifferenz  als  die  Stromstärke  sich  mit  genügender  Annähe- 
rung durch  einfache  harmonische  Functionen  der  Zeit  darstellen 
lassen,  dafs  aber  zwischen  beiden  eine  Phasendifferenz  von  etwa 
1/8  Periode  besteht.  Er  macht  hier  schon  darauf  aufmerksam,  daüs 
die  landläufige  Erklärung,  nach  der  eine  solche  Phasendifferenz  einer 
Verzögerung  der  „Magnetisirung"  zugeschrieben  werde,  auf  seinen 
Fall  nicht  passe,  da  seine  Maschine  keinen  Kern  von  weichem  Eisen 
gehabt  habe;  vielmehr  sei  sie  offenbar  durch  die  Selbstinduction  be- 
dingt. 

In  einem  zweiten  Aufsatz®^**)  giebt  er  dann  zunächst  als  empi- 
risches Resultat  eine  Beziehung  der  Form: 

E==     _J__  (68) 

zwischen  dem  Maximum  E  der  elektromotorischen  Kraft  der  Maschine 
bei  offenem  Stromkreis  und  der  „mittleren  Stromstärke^^  J  [d.  h.  der 
Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Quadrat  der  Stromstärke];  a  be- 
deutet dann  für  den  einzelnen  Versuch  eine  Constante,  von  der  sich 


8781)  Dieser  von  Joubert  ausdrücklich  gemachte  Zusatz  ist  später 
vielfach  übersehen  worden,  sowohl  von  solchen,  die  seine  Theorie  benutzten, 
als  auch  von  solchen,  die  gegen  sie  polemisirten. 

8782)  j.  dephys.  10,  1881,  p.  141;  Auszug  Paris  C.  R.  91,  1880,  p.  468, 
493.  Ein  anonymes  Referat  über  diese  Untersuchung  Joubert's  electrician 
7,  1881,  p.  70. 

109* 
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bei  Veränderung  der  Drehungsgeschwindigkeit  der  Maschine  heraus- 
stellt, dafs  sie  zu  dieser  proportional  ist.  Nachher  leitet  er  dann 
[ganz  wie  Maxwell]  dieses  Resultat,  sowie  die  zweite  Formel  (9)  auch 
theoretisch  ab,  indem  er  die  Differentialgleichung  (6)  aus  der  Energie- 
gleichung  gewinnt.  Ist  wie  in  den  Versuchen  E  zur  Geschwindig- 
keit proportional,  so  wächst  die  maximale  Stromstärke  nicht  mit 
dieser  über  alle  Grenzen,  sondern  sie  nähert  sich  dem  bestinxmten 
Grenzwerth 


(69) 


2nLy2 


unter  E^  den  Wert  von  E  für  die  Frequenzzahl  1  verstanden.  Die 
geleistete  Arbeit  erreicht  ein  Maximum  für  a  ^^  R'^  die  mittlere  Strom- 
stärke ist  dann  gleich  1/1^2  mal  dem  Wert  (69),  die  Phasenver- 
schiebung genau  1/8  Periode.  Auch  zeigt  Joubert  hier®"^^),  dafs  die 
Quadratwurzel  aus  dem  mittleren  Quadrat  der  Stromstärke    sieh    za 

dem  Mittelwerth  ihres  absoluten  Betrages  wie  n  zu  2y2  oder  etwa 
wie  111  zu  100  verhält. 

Eine  ausführlichere  Darstellung  von  Joubert's  Resultaten  ^^^) 
beginnt  mit  der  [nach  dem  oben  gesagten  nicht  ganz  gerechtfertigten] 
Auseinandersetzung,  dafs  die  Praxis  hier  der  Theorie  vorausgeeilt 
sei.  Dann  leitet  er  seine  Resultate  (65) — (69)  noch  einmal  ab. 
Weiterhin*''®*)  berichtet  er  über  die  Art,  wie  er  zu  seiner  Formel 
gelangt  sei:  er  habe  zuerst  für  verschiedene  äufsere  Widerstände  imd 
für  drei  verschiedene  Drehungsgeschwindigkeiten  die  Quadratwurzeln 
aus  den  mittleren  Quadraten  von  elektromotorischer  Kraft  und  Po- 
tentialdifferenz mit  einander  verglichen  und  nach  vielen  vergeblichen 
Versuchen  zunächst  gefunden,  dafs  der  Zusammenhang  zwischen  beiden 
Gröfsen  sich  durch  eine  Formel  der  Gestalt  (68)  darstellen  lasse, 
in  der  B  den  Gesamtwiderstand  vorsteUt  und  a  eine  Constante,  die 
gedeutet  werden  kann  als  derjenige  Widerstand,  für  den  die  ge- 
leistete äufsere  Arbeit  ein  Maximum  ist®^®^).  Durch  die  Einfachheit 
der  erhaltenen  Formel  habe  sich  ihm  die  Vermutung  aufgedrängt, 
dafs  er  damit  nicht  nur  eine  empirische  Formel,  sondern  „rexpression 
meme  de  la  loi  des  phenomenes^^  habe.     Infolgedessen  habe  er  eine 


8783)  Paris  C.  R.  91,  1880,  p.  470. 

8784)  ann.  ^c.  norm.  (2)  10,  1881,  p.  181.  Die  älteren  Versuche  einer 
theoretischen  Behandlung,  über  die  er  berichtet,  berühren  uns  nicht,  da 
in  ihnen  der  Strom  als  weder  von  der  Zeit,  noch  vom  Orte  abhängig  be- 
handelt wird. 

8785)  p.  153.         8786)  p.  169. 
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theoretische  Untersuchung  unternommen,  in  der  Hoffnung,  dieselbe 
Formel  wiederzufinden  [also  ohne  Eenntnifs  davon,  dafs  sie  bereits 
wiederholt  gefunden  und  veröffentlicht  worden  war.]  £r  stellt  noch 
einmal  die  Inductionsgleichung  §  110,  (3)  auf,  entninrnnt  seinen  Ver- 
suchen den  Ausdruck 

E  sin  w/  (70) 

fÜi*  die  Abhängigkeit  der  elektromotorischen  Kraft  von  der  Zeit  und 
integrirt  dann  nach  der  allgemeinen  Methode  zur  Integration  linearer 
Differentialgleichungen  mit  zweitem  Glied®™').  Das  Resultat  trans- 
formirt  er  noch  auf  die  Form: 

Durch  die  Uebereinstimmung  dieser  Resultate  mit  seiner  empirisch 
gefundenen  Formel  glaubt  er  die  bei  der  Ableitung  der  ersteren 
eingeführten  Vernachlässigungen  nachträglich  gerechtfertigt.  Daran 
schliefst  er  dann  noch  Maximumprobleme. 

Eine  erste  Note®'®®)  zeigt,  wie  man  auf  Grund  der  gefundenen 
Formel  Selbstinductionscoefßcienten  mit  Hilfe  des  Elektrometers  be- 
stinmien  kann;  eine  zweite ®'®*)  skizzirt  die  Gesetze  der  Verteilung 
des  Wechselstroms  zwischen  zwei  Zweigleitungen:  er  findet  fEb*  das 
Verhältnifs  der  Quadratwurzeln  aus  den  mittleren  Quadraten  der 
Stromstärken  den  Werth: 


V 


ein^e  dritte®'^)  bespricht  die  Verwendung  des  Elektrodjnamometers 
zur  Messung  von  Wechselströmen  und  weist  insbesondere  darauf 
hin,  dafs  dabei  die  Selbstinduction  des  Instruments  zu  berücksich- 
tigen ist. 

Joubert's  Resultate  sind  dann  auch  in  die  Vorlesungen  von 
Mascart  und  Joubert  aufgenommen  und  wohl  hauptsächlich  da- 
durch in  weiteren  Kreisen  bekannt  geworden:   die   Formeln  für  die 


8787)  p.  163.  Die  Konstante,  mit  der  der  SchliefsungBeztrastrom  in 
der  allgemeinen  Fonuel  multipliziert  ist,  glaubt  er  seltsamer  Weise 
durch  Verfügung  über  die  Epoche  der  Zeitzählung  zu  null  machen  zu 
können,  ohne  zu  bemerken,  dafs  er  über  diese  bereits  durch  die  Annahme 
(70)  verfügt  hat  Da  der  Eztrastrom  rasch  abklingt,  schadet  das  weiter 
nichts. 

8788)  Note  A,  p.  170.         8789)  B,  p.  171.        8790)  C,  p.  173. 
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Stromstärke  in  einem  einfach  geschlossenen  Stromkreis  ®^^*);  die  für 
die  Induction  eines  Wechselstroms  in  der  [von  Maxwell  gegebenen] 
Form  (10),  aber  richtig  gestellt ®^^*);  die  Anwendung  auf  das  Telephon 
samt  Andeutungen  über  das  Mikrophon  ®^^^;  das  Gesetz  der  Strom- 
verzweigung *'^);  endlich  die  Anwendung  auf  Dynamomaschinen  *''•*). 

Gleichzeitig  mit  Joubert  hat  auch  0.  Heaviside*"^*^  die  Grund- 
formel (9)  der  Theorie  der  Wechselströme  gegeben.  In  einem  Nach- 
trag*^*^)  erwähnt  er,  dafs  ihm  Joubert's  Untersuchungen  erst  während 
des  Druckes  seiner  eignen  Abhandlung  bekannt  geworden  seien;  dabei 
macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  bei  ihm  die  Proportionalität  der 
mittleren  Stromstärke  mit  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Maschine 
theoretisch  abgeleitet  sei,  während  sie  bei  Joubert  nur  als  Versachs- 
resultat erscheine.  Auch  behandelt  er  gleich  den  Fall,  dafs  mehrere 
InductionsroUen  sich  in  demselben  Magnetfeld  drehen. 

Zur  Bestimmung  der  mittleren  Energie  eines  Wechselstroms 
sind  von  A.  Potier®^*®)  zwei  Methoden  angegeben  worden.  Die  eine 
schliefst  sich  an  Joubert's  Verfahren  zur  Bestiomiung  von  (67)  an: 
wird  noch  ein  weiterer  Widerstand  eingeschaltet,  so  tritt  V  -\~  JB 
an  die  Stelle  von  7;  werden  also  drei  Messungen  mit  den  Werten 
0,  12^,  und  jßg  von  B  ausgeführt,  so  können  aus  ihi-en  Ergebnissen 

die   Werte  der  mittleren   Energie   des  Apparates  f  J  {V^  —  V^)  di 

und    des    mittleren    Quadrats    der    Stromstärke   1  J^  dt  entnommen 

werden.  Die  zweite  Methode®'^)  bringt  zuerst  die  Nadel  des  Elektro- 
meters auf  ein  bekanntes  Potential  V^v  ^^  beiden  Quadrantenpaare 
auf  V  und   7^;   dann  die  Nadel  und   das   eine  Quadrantenpaar    auf 

Fj,  das  andere  auf  F.  Die  letztere  Ablesung  giebt  direkt  1  J^ dt; 
die  Differenz  der  beiden  Ablesungen  giebt 

(73)  J\v,-r)0\-}\)dt 

8791)  nr.  635,  p.  477  der  dtsch.  Übers.         8792)  nr.  544,  p.  487. 
8793)  nr.  645,  p.  488.        8794)  nr.  647,  p.  490.        8796)  nr.  668,  p.  50S. 

8796)  j.  telegr.  eng.  10,  1881,  p.  271;  papers  1,  p.  112. 

8797)  p.  116.     Heaviside  constatirt,  dafs   bei  ihm  2/n  an  Stelle   von 

Jonbert's  l/|/2  stehe;  das  rührt  aber  nur  davon  her,  dafs  J.  den  Mittel- 
wert des  Quadrats  der  Stromstärke,  H.  die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittel- 
wert ihres  Quadrates  mit  einem  eigenen  Buchstaben  bezeichnet. 

8798)  j.  de  phys.   10,  1881,  p.  446;    wieder  abgedruckt  lum.   electr. 
30,  1888,  p.  509. 

H799)  p.  447. 
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/-» 
und   da    V^  —  V  =zJB  ist,   /  «/^(Fj  —  V^dt.      Man    erhalte    zwar 

so  nicht  den  von  Joubert  gemessenen  Mittelwerth  von  (66)  aber  dafür 
mit  Hilfe  von  nur  zwei  Ablesungen  zwei  andere  Gröfsen,  „die  einen 
besser  bestimmten  physikalischen  Sinn  haben^^ 

Bei  Gelegenheit  der  Discnssion  über  die  von  G.  Lippmann  vor- 
geschlagene Methode  zur  Bestimmung  der  elektromagnetischen  Wider- 
standseinheit setzt  M.  Brillouin  auseinander ^^^):  Auch  in  einem 
nngeschlossenen  Leiter  könnten  Inductionsströme  auftreten.  Nur  dürfe 
man  dann  die  Stromstärke  nicht  als  vom  Orte  unabhängig  behandeln 
und  müsse  die  Bedingung,  dafs  sie  an  den  Enden  beständig  null 
bleibe,  als  Grenzbedingnng  einführen.  Die  Benutzung  solcher  offenen 
Leiter  gebe  also  nicht,  wie  Lippmann  angenonmien  habe,  theoretisch 
•einfachere,  sondern  im  Gegentheil  viel  complicirtere  Verhältnisse. 
Aufserdem  müsse  man  dabei  auch  noch  den  Einflufs  möglicher,  ja 
wahrscheinlicher  ünregelmäfsigkeiten  der  Rotationsbewegung  berück- 
sichtigen. Lippmann  erwidert ^^^):  die  von  ihm  vernachlässigten 
Gröfsen  seien  „d'une  petitesse  prodigieuse^^;  das  sei  durch  Versuche 
-dargetan,  man  könne  es  aber  auch  theoretisch  ableiten.  Zu  diesem 
Zweck  stellt  er  für  einen  Wechselstrom  mit  in  den  Stromkreis  ein- 
geschalteten Condensator  die  Differentialgleichung  für  die  Ladung  Q  auf: 

LQ"  +  RQ'+  C-^Q  =  sin  (of  (74) 

und  integrirt  sie  durch 

«  =  "Ä-sin(a,.-.)+Bexp(-^^m  (tyj^r^  +  c)      (75) 

mit 

Das  zweite  Glied  in  (75)  stellt  die  von  Brillouin  besprochenen  Eigen- 
schwingungen dar-,  R/L  sei  aber  so  grofis,  dafs  man  das  Vorhanden- 
sein oder  Nichtvorhandensein  dieses  Gliedes  nicht  constatiren  könne; 
man  brauche  also  nicht  mit  Brillouin  einen  etwaigen  Einflufs  der 
Inconstanz  der  Botationsaxe  zu  befürchten.  Brillouin  replicirt^^*): 
Damit  sei  nur  sein  zweiter  Einwand  widerlegt,  nicht  sein  erster. 
Lippmann  habe  in  seinen  früheren  Veröffentlichungen  implicite,  in 
seiner  letzten  ausdrücklich  angenommen,   dafs  man  den  Einflufs  der 


8800)  Paris  C.  R.  93,  1881,  p.  846.         8801)  ib.  p.  956. 
8802)  ib.  p.  1069.    Die  weitere  Discussion  wendet  sich  wieder  experi- 
mentellen Fragen  zu. 
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Capacität  eines  Leiters  auf  den  Verlauf  von  Wechselströmen  in  ihm 
im  allgemeinen  vernachlässigen  dürfe.  Diese  Hypothese  wolle  er 
prüfen,  dabei  aber  der  Einfachheit  halber  mit  Lippmann  annehmen, 
dafs  man  dabei  die  Capacität  in  den  freien  Enden  des  Leiters 
conzentrirt  annehmen  dürfe,  obwohl  eigentlich  erst  untersucht  werden 
müsse,  ob  diese  Annahme  die  Wirkimg  vergröfsert  oder  verkleinert 
erscheinen  lasse.     Es  konune  dann  darauf  an,  festzustellen,   ob 


(77)  1/(1  -  io^LCP)^+  to^R'C^ 

wesentlich  von  1  verschieden  sein  könne;  und  das  sei  in  der  That 
der  Fall,  allerdings  vielleicht  gerade  nicht  unter  den  von  lippmann 
benutzten  Versuchsbedingungen. 

0.  Oberbeck  hatte  beobachtet,  dafs  in  Fällen,  in  welchen  das 
Telephon  in  der  Brücke  der  Wheatstone'schen  Combination  nicht 
zum  Schweigen  gebracht  werden  kann,  die  Ablenkung  der  beweglichen 
Rolle  eines  an  seiner  Stelle  eingeschalteten  Dynamometers  sich  doch 
auf  Null  reduciren  läfst.  Er  untersucht  die  Bedingungen  dieser 
Erscheinung®^'):  Fliefsen  durch  die  beiden  Rollen  Ströme  von  den 
Intensitäten: 

(78)  Jj  =  cos  (ot^         J^  =  cos(cö^  —  £), 

so  wird  die  Ablenkung  proportional  zu; 

rr/(o 

(79)  I  J^J^dt  ^\cos  E 

0 

also  zum  Cosinus  der  Phasendifi'erenz.  Er  behandelt  dann  allgemein 
die  Theorie  der  Verteilung  „elektrischer  Schwingungen"***^)  in  einem 
verzweigten  Leitersystem ;  dabei  nimmt  er  an,  die  Enden  jedes  Zweiges 
seien  diirch  widerstandslose  Leitungen  mit  den  beiden  Platten  eines 
Condensators  verbunden.  Ist  nur  in  einem  Zweig  — ^  er  nennt  ihn 
den  Hauptzweig  —  eine  elektrische  Kraft  wirksam,  so  gilt  ftlr  jeden 
geschlossenen  Stromkreis,  der  den  Hauptzweig  nicht  enthält: 

(80)  V(Ze7'+    7?e7)=0, 


8803)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  17,  1882,  p.  816;  Auszug  Berl.  Ber.  1882, 
p.  125. 

8804)  Dabei  ist  nicht  etwa  an  „H^^'^che**  Schwingungen  zu  denken 
es  handelt  sieb  nur  um  Wechselströme  in  Leitern. 


§111.    Wechselatröme.  1737 

und  für  jeden   Knotenpunkt   mit   Ausnahme   der  Enden   des  Haupt- 
zweiges: 

^{j  +  C^-^{LJ'+  BJ))  -  0.  (81). 

Ist  im  Hauptzweig 

/=exp(tö)^),  (82) 

in  irgend  einem  andern  «7  ==^  A'exp(m^)  und  wird 

B  +  i(oL  =  f/,         1  +  Ci<o(B  +  i(oL)  =  b  (83) 

gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Bedingungen: 

yl  für  den  Hauptzweig.  \^^/ 

0  ftir  die  übrigen  Zweige. 


Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  /:,  und  zwar  im  allgemeinen 
als  complexe  GröDsen;  wird  k  ^  (i  +  vi  gesetzt,  so  entspricht  einem 
Strom  «7  -  cos  (o/!  im  Hauptzweig  ein  Strom 

J  ^Yyf  +  V»  cos  (w  /  +  arc  tg  '')  (85) 

in  irgend  einem  andern  Zweige.  Soll  der  Strom  in  diesem  Zweige 
identisch  Null  sein,  so  sind  dazu  die  beiden  Bedingimgen 

^  =  0,  V  =  0  (86) 

erforderlich;  dagegen  nur  eine,  wenn  er  gegen  den  Strom  im  Haupt- 
zweig eine  bestinunte  Fhasendifferenz  aufweisen  soU^^^j.  Oberbeck 
bespricht,  wie  diese  Bedingung  für  verschiedene  Fälle  der  Brücken- 
combination  erfüllt  werden  kann  imd  wie  man  das  zur  Messung  von 
Capacitäten  benutzen  könne.®^*)  Schlieislich  schlägt  er  für  diese 
ganze  Gruppe  von  Erscheinungen  den  Namen  „elektrodynamische 
Interferenz  der  Wechselströme"  vor.***') 

Ein  zweiter  Aufsatz***®®)  bespricht  unter  Bezugnahme  auf 
Kohlrausch*'**)  den  Fall,  dafs  zwei  Wechselströme  gleicher  Frequenz 
auf  ein  Elektrometer  wirken,  zunächst  unter  der  Annahme,  dafs  die 
gegenseitige  Induction   der  beiden  Ströme  aufeinander  vernachlässigt 


8806)  p.  828.         8806)  p.  887. 

8807)  p.  841.    Der  Nachtrag  p.  1040  betrifft  nur  Experimentelles. 

8808)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  19,  1888,  p.  218;  Auszug  Berl.  Ber.  1882^ 
p.  1065. 


^' 
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werden  kann.  Weiterhin  berücksichtigt  er  sie*^'),  begnügt  sich  aber 
dabei  mit  der  allgemeinen  Überlegung,  dafs  der  EinfloTs  auf  das 
Dynamometer  sich  nach  Potenzen  der  Frequenzzahl  müsse  entwickeln 
lassen,  und  bestimmt  dann  für  seinen  Apparat  die  Coefficienten  dieser 
Entwicklung  empirisch.  Eine  etwa  auftretende  Polarisation  berück- 
sichtigt er®®*®)  nach  Anleitung  von  Kohlrausch. 

J.  Hopkinson®^'*)  giebt  für  den  allgemeinen  Fall  einer  beliebig 
von  der  Zeit  abhängigen  elektromotorischen  Kraft  das  Integral  der 
Differentialgleichung : 

(87)  LJ'+BJ  ^^A  cos  8(o{t  -  Q 
in  der  Form: 

(88)  J^=(7exp(  fA+  >   —  --  -^,=^..-^   mit  tgswr,  =  - -_ 


*=i 


Er  erwähnt,   dafs  Joubert  bei  den  von  ihm  untersuchten  Maschinen 
gefunden  habe,  man  reiche  mit  einem  Glied  der  Reihe  aus. 
N.  Sluginoff®*^*)  leitet  aus  der  algebraischen  Identität: 


*     (89)       {'2a,xi).'2a,^{^a,x)'+'2%<^,{^,-^.) 


8 


den  Satz  ab,  dafs  die  Messung  der  „mittleren  Kraft''  eines  Wechsel- 
stroms mit  dem  Dynamometer  ein  gröfseres  Resultat  ergiebt,  als 
die  mit  dem  Voltameter. 

Eine  anonyme  Darstellung  der  Theorie  der  Dynamomaschinen  ®*^'), 
enthält  auch  einen  Excurs  über  Wechselströme,  der  sich  an  Joubert 
und  Hopkinson  anschliefst.  Die  Differentialgleichung  wird  für  den 
Fall,  dafs  auch  ein  Cofidensator  eingeschaltet  ist,  in  der  Form  auf- 
gestellt 

(90)  ÄJ  =  E  sin  tot  -  LJ'-  C'^fjdt; 

,,it   only   wants   digging   out".      Doch   wird  bemerkt,   dafs   für  C~* 
B=  Zg)'    sich   Selbstinduction    und   Capacität  gerade   aufheben.      Die 

8809)  p.  680.         8810)  nr.  2,  p.  222. 

8811)  electric  lighting,  encyclop.  Britann.  9th.  ed.  14,  1882,  p.  680. 

8812)  J.  ru88.  phys.  Ges.  16,  1883,  p.  75.  Mir  war  nur  der  Auszug  . 
de  phys.  (2)  8,  1884,  p.  468  zugänglich,  der  nichts  näheres  über  die  Kritik 
gevrisser  Schlüsse  von  Weber  und  Jliecke  angiebt,  die  Sluginoff  an  seine 
Formeln  knüpft. 

8818)  electrician  11,  1888,  p.  890,  462.  . 
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erst  nach  einiger  Zeit  erschienene  Fortsetzung ^^^)  bespricht  zunächst 
den  Fall,  dafs  die  Selbstindnction  variabel  ist:  das  habe  dieselbe 
Wirkung  wie  eine  Vermehrung  von  7^  um  L\  Namentlich  der 
Fall  L' *^  (oL/(2n)  wird  behandelt.  Diese  „spurious  resistance^  sei 
zu  B  zu  addiren,  bevor  das  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Katheten  R 
und  L(o  construirt  wird. 

M.  Brillouin^^^)  bespricht  zwei  Methoden  zu  Widerstands- 
messungen, bei  denen  mit  Wechselströmen  gearbeitet  und  das  Dynamo- 
meter als  Instrument  einer  Nullmethode  benatzt  wird.  Bei  der  ersten 
Methode  wirken  drei  Stromkreise  aufeinander;  werden  die  Ausdrücke 
für  die  Intensität  in  ihnen 

Jq  COSCÖ^,      Jj  COs(ö)f  -f-  f),      Jjj  cosl(ot  -f-  o  +  ö)»  (91) 

wo  6  eine  kleine  Gröfse  sein  soll,  in  die  Differentialgleichungen  ein- 
gesetzt, so  ergeben  sich  zunächst  vier  Bedingungsgleichungen;  Eli- 
mination der  Amplituden  und  der  Phasendifferenz  s  giebt  eine  Relation 
zwischen  den  Widerständen  und  InductionscoefQcienten,  die  erfüllt 
sein  muTs,  wenn  das  Dynamometer  keinen  Ausschlag  zeigen  soll. 

Bei  der  zweiten  Methode  ^^*)  werden  zwei  Zweige  desselben 
Stromkreises  durch  die  beiden  Bollen  des  Dynamometers  geleitet. 
Dabei  wird  der  Satz  benutzt,  dafs  die  Wirkung  auf  das  Dynamo- 
meter nicht  nur  dann  Null  ist,  wenn  einer  der  beiden  Ströme  NuU 
ist,  sondern  auch  dann,  wenn  ihre  Phasendifferenz  genau  Y^  Periode 
ist.  Das  veranlafst  Oberbeck  zu  einem  Hinweis®**')  auf  seine 
frtlheren  Untersuchungen  ®®^)  und  zu  einer  sunmiarischen  Darstellung 
ihrer  Resultate  ^«i»). 

Ein  neuer  Artikel  von  Joubert^*^)  beginnt  mit  der  Erklärung, 
■dafs  die  elementare  Theorie  der  Dynamomaschinen  [die  uns  hier  nicht 
berührt]  wesentliche  umstände  nicht  berücksichtige  und  wesentliche 
Erscheinungen   unerklärt  lasse.     Er  recapitulirt  dann  zunächst  seine 

Formeln  und  führt  für  die  yJi^ -f-  w^X*  den  Namen  „resistance 
apparente"  ein**^).    Daran  knüpft  er  Erörterungen  über  zweckmäfsige 


8814)  ib.  15,  1885,  p.  210.     Das  Manuscript  war  verlegt  worden. 

8815)  j.    de  phys.  (2)  2,  1888,  p.  149.     Auszug  Paris  C.  R.  96,   1888, 
p.  191. 

8816)  nr.  6,  p.  165. 

8817)  Paris  C.  R.  96,  1893,  p.  1498. 

8818)  Elektrot.  Zeitschr.  (mir  nur  durch  den  franz.  Auszug  lum.  ^lectr.  10, 
1883,  p.  564  zugänglich). 

8819)  j.  de  phys.  (-2)2,  1888,  p.  293.         8820)  nr.  8,  p.  295. 
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Commutatorstellung.  Weiter  behandelt  er  den  Fall,  dafs  zwei  Strom- 
kreise, die  ein  Stück  vom  Widerstand  7^  gemein  haben,  inducireod 
aufeinander  wirken  ^'^);  es  handelt  sich  um  die  Integration  der 
Differentialgleichungen : 

^     ^  R^J^  '-IiJ+  L^J'^  +  MJ[  -  E,  sin(a)f  -  6^). 

Joubert  giebt  die  allgemeinen  —  ziemlich  unübersichtlichen  —  Formeln 
der  Lösung  und  specialisirt  sie  dann  für  den  Fall  Jtf  =  Z  =  O^^). 

Weiter  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  noch  eine  constante 
elektromotorische  Kraft  eingeschaltet  ist^^'),  sowie  den  fiinfluTs  der 
Wechselströme  auf  Polarisation®***)  im  Anschlufs  an  Kohlrausch *^*^). 

A.  Vaschy®**^)  beschäftigt  sich  im  Interesse  der  Telephonie 
mit  der  Fortpflanzung  eines  Wechselstroms  in  einer  l&ngeren  Leitung» 
deren  Capacität  berücksichtigt  werden  mufs.     Ist 

(93)  E  =  E'sin  w  (^  -  ö) 

die  am  einen  Ende  wirkende  elektromotorische  Kraft,  so  wird  die 
Stromstärke  an  den  beiden  Enden  sich  darstellen  lassen  durch: 

WO  9q,  t/;Q,  <)p,  t/;  von  C  und  i?,  von  der  Verteilung  der  Capacität 
über  die  Linie  und  von  der  Frequenzzahl  co  abhängen.  Er  setzt 
dann  zunächst  auseinander^**),  dafs  für  die  verschiedenen  in  der 
Telegraphenpraxis  gebrauchten  Apparate  die  elektromotorische  Kraft 
immer  in  der  Form  (93)  angenommen  werden  kann,  insofern  es  sich 
um  die  Übermittlung  einfacher  Töne  handelt  Für  den  Fall,  dafs 
ein  Mikrophon  eingeschaltet  ist,  ergiebt  sich  das^*^,  indem  er  für 
die  Abhängigkeit  des  variablen  Widerstandes  von  der  Zeit  die  Form 

(95)  r  +  ^  sin  ©^ 

annimmt;  es  geht  dann  alles  so  vor  sich,  wie  wenn  der  Widerstand 
konstant    gleich   r,    die    elektromotorische   Kraft   aber   variabel    und 

8821)  nr.  11,  p.  301.         8822)  nr.  14,  p.  303. 

8823)  nr.  18,  p.  806;  die  zweckmäfsige  Wahl  der  Commutatoistellung 
fQr  diesen  Fall  nr.  20,  p.  309. 

8824)  nr.  19,  p.  808. 

8825;  ann.  t€[6gi.  (3)11,  1884,  p.  18ö. 

8826)  Abschnitt  I,  p.  187.       8827)  nr.  2,  p.  189. 
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gleich  E  —  JrsiJKot  wäre,  wo,  unter  Vernachlässigung  von  Gröfsen 
der  Ordnung  q\  J  durch  seinen  constanten  ersten  Näherungswerth 
E/Jß  ersetzt  werden  darf.  Ist  das  Mikrophon  nicht  in  die  Haupt- 
leitung, sondern  in  einem  Nebenschlufs  zur  Kette  eingeschaltet^^), 
und  ist  Eq  der  Widerstand  der  Kette,  B^  der  der  übrigen  Leitung, 
so  unterscheidet  sich  das  Resultat  von  dem  des  vorigen  Falles  nur 
dadurch,  dafs  E  noch  mit  dem  Factor 

multiplicirt  ist.  Ist  das  Mikrophon  in  einem  primären  Stromkreis, 
die  Leitung  in  einem  sekundären,  auf  den  der  erste  inducirend 
wirkt ^^^),  so  hat  man  zunächst  die  Differentialgleichung: 

E  -  (i?i  +  ^sina)0(E JR-i  +  Jj)  —  Z^^'  +  MJ^  =  0.      (97) 

Wird  hier  das  Glied  mit  gJ^y  als  von  der  zweiten  Ordnung,  weg- 
gelassen, dann  differentiirt  und: 

e7";  =  -a)Vi,     ,7;'--a)V,  (98) 

berücksichtigt,  so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  /^  eine  Gleichung 
der  Form 

(i?J  +  Xj  w«) /;  =  E ^  « Ä-^  (i?i  cos «f  +  Xi  w sin  «0 

+  Mto^  (Xi  j;  -  R^  /,).  (99) 

Wird  der  aus  ihr  sich  ergebende  Werth  von  J[  in  den  Ausdruck 
der  elektromotorischen  Kraft  der  Induction: 

E^  =  MJ^-  L^J^  (100) 

eingesetzt,  so  wird  erhalten: 

E^^e  —  XJ'^  —  rJ^  (101) 


mit: 


£  =  -=:.-j -    Sin 


B^YJR\  +  L\a^ 


in  (tot—  arc^^-^J,  (102) 


i-i,-i,^:^j.^.  (103) 

8828)  nr.  3,  p.  190. 

8829)  nr.  4,  p.  191.     Zu  den  Gleichungen  (108)  und  (104)  vergleiche 
man  Maxweirs  Formeln  (10). 
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d.  h.  alles  geht  so  vor  sich,  wie  wenn  der  primäre  Kreis  nicht  vor- 
handen wäre,  im  secundären  eine  elektromotorische  Kraft  der  Form 
(102)  wirkte,  sein  Widerstand  um  den  Werth  (104)  vergrölsert  wäre 
und  seine  Selbstinduction  den  modificirten  Werth  (103)  hätte.  Ist 
ein  Condensator  eingeschaltet  ®®*^,  von  der  Potentialdifferenz  F,  so 
wirkt  er  wie  eine  elektromotorische  Kraft  —  Y.  Dabei  ist  J  —  CY*'^ 
und  wenn   F"  ««  a?  F,  so  folgt: 

(105)  -  7=C-^«-V, 

d.  h.  der  Condensator  wirkt  wie  eine  Inductionsrolle  vom  Selbst- 
indactionscoefßcienten  —  C"^  ©"^  Die  Capacität  kann  also  die 
schädlichen  Einflüsse  der  Selbstinduction  aufheben,  allerdings  nur 
für  eine  bestimmte  Tonhöhe. 

um  dann  die  in  den  Gleichungen  (94)  auftretenden  Coefficienten 
zu  bestimmen,  setzt  er^**)  für  das  Potential  einen  Ausdruck  der 
Form  an: 

(106)  7  =»  —  E  (^  sin  w<  +  5  cos  «f), 

in  dem  A^  B  zu  bestimmende  Functionen  von  x  bedeuten.  Indem 
er  zunächst  den  Fall  behandelt,  daß  die  Selbstinduction  der  Leitung 
vernachlässigt  werden  kann,  erhält  er  für  A^  B  die  beiden  Differential- 
gleichungen: 

(107)  Ä'  +CR^B^O,       B''-CRg)A^O; 

sie  liefern  für  A  und  B  Ausdrücke  der  Form: 

(108)  (^'"(McoBax  +  Nsinax)  +  c"''*(Pcos«a?  +  ^sinax) 

mit: 

(109)  «*  =  i  CR(o. 

Die  Constanten  sind  aus  den  Orenzbedingungen : 

(110)  ^  =  — 1,   -B  =  0fara:  =  0;       ^«0,  5  — Ofürx«! 

zu  bestimmen;  und  ^q,  i^q,  9,  t^  sind  dann  die  Werthe,  die  oA/tZy 
cB/cx  an  den  beiden  Enden  annehmen.  Sie  sind  Functionen  des 
Products  CBto]  Vaschy  giebt  von  ihren  numerischen  Wertben,  sowie 
von  denjenigen  von 

(111)  K,^y<pl~+'^l      K^yg>'  +  ^' 


8830)  p.  198. 

8831)  n.  Abschnitt,  p.  196.  Vgl.  die  entsprechende  Formel  der  Wärme- 
leitung (§  58,  (2);  §  102,  (28);  §  104,  (9)). 
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eine  Tabelle®***).  Sie  zeigt,  dafs  die  Intensität  der  Übermittlung 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  mit  wachsender  Entfernung  stark 
abnimmt.  Aufserdem  giebt  er  noch  ftlr  grofse  Werthe  von  CBco  ver- 
einfachte Näherungsformeln  ^^).  Er  zieht  aus  seinen  Resultaten 
den  Schlufs  ****),  unterirdische  Leitungen  seien  fQr  die  Telephonie 
auf  gröfsere  Strecken  gar  nicht  zu  brauchen,  da  bei  ihnen  der  Strom 
zu  sehr  geschwächt  würde;  auch  wenn  man  durch  Anwendung 
starker  Elektricitätsquellen  über  diese  Schwierigkeit  hinwegkomme^ 
würde  doch  die  Klangfarbe  stark  geändert  werden. 

Thatsächlich  müsse  man  übrigens  einerseits  die  Verluste  durch 
Zerstreuung  berücksichtigen***^),  also  statt  der  Gleichung  §  108,  (60) 
die  Gleichung  §  108,  (l)  benutzen,  andererseits  Obertöne  mitnehmen^ 
was  aber  wenigstens  bei  constanter  Intensität  keine  Schwierigkeiten 
biete. 

Dann  wendet  er  sich  zu  der  Frage,  wie  diese  Resultate  bei 
Berücksichtigung  der  Selbstinduction  zu  modüiziren  sind****).  Zu- 
nächst behandelt  er  den  Fall  so  kleiner  Capacität  der  Leitung,  dala 
die  Stromstärke  als  vom  Orte  unabhängig  angesehen  werden  kann. 
Er  giebt  das  Integral  der  Differentialgleichung  (6)  in  der  Form  (8) 
an;  für  den  Nenner  Ä  benutzt  er  den  Namen  „resistance  apparente^^ 
Falls  der  erste  Stromkreis  auf  einen  zweiten  inducirend  wirkt,  sind 
die  Formeln  (103)  und  (104)  zu  berücksichtigen. 

Weiter  geht  er  auf  den  Fall  über,  daß  die  Capacität  der  Leitung 
zu  berücksichtigen  ist***^.  Er  wendet  die  Formel  (93)  nicht  nur 
auf  die  im  Geber  wirkende,  sondern  auch  auf  die  im  Empfänger  indu- 
drte  elektromotorische  Kraft  an;  aus  den  so  erhaltenen  2  Gleichungen 
leitet  er  durch  Differentiation  zwei  weitere  ab;  mit  ihrer  Hülfe  lassen 
sich  Jq  und  7^  durch  die  9,  t^  ausdrücken.  Für  eine  sehr  kurze 
Leitung  sind  t^Q,  t/;  nahezu  gleich  null,  tpQ  und  tp  nahezu  gleich  1; 
für  eine  sehr  lange  können  9,  t|;  gegen  g^^,  t^Q  vernachlässigt  werden. 
Er  bemerkt  dann  noch,  dafs  man  hier  die  früheren  Formeln  für  g^Q, 
'^0)  9)  '^  eigentlich  mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der  Apparate 
modificiren  mÜTste;  statt  dessen  könne  man  aber  auch  eine  elektro- 
motorische Gegenkraft  —  tJq^  bezw.  —  rj^  einführen.******) 

Weiter  bespricht  er  ein  System  simultaner  Telegraphie  und 
Telephonie  auf  demselben  Draht,  bei  dem  die  Hauptleitung  eine 
constante  elektromotorische  Kraft,  eine  Zweigleitung  eine  periodische 


8832)  p.  198.         8888)  p.  199.         8884)  p.  208. 

8886)  p.  206.    Er  giebt  auch  für  diesen  Fall  explicite  Formeln. 

8886}  III,  p.  210.         8887)  nr.  2,  p.  211.         8888)  p.  218. 
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solche  Kraft  und  einen  Condensator  enth&lt^^^.  ,^a  der  Condensator 
wie  eine  Bolle  von  der  Selbstinduction  — C"^  (o~^  wirkt",  seien 
•die  Gleichungen  des  Problems: 


(112) 


mit: 


-1«-» 


(113)  L^^L-C 
Das  giebt  für  J  =^  J^  —  J^  nach  gehörigen  Elinunationen: 

(114)  V^B-Xr-Qj' 

wo  s  sich  von  E  sin  (oo^  +  0)  durch  einen  constanten  Factor  unter- 
scheidet, k  und  Q  sich  aus  Zq,  i^,  X^,  R^  und  od  zusammensetzen. 
Alles  geht  also  so  vor  sich,  wie  wenn  man  eine  einfache  Leitung 
vom  Widerstand  ^,  der  Selbstinduction  X  und  mit  der  elektro- 
motorischen Kraft  €  hätte. 

Bei  Behandlung    der  Induotion    zweier   Telephonleitungen    auf- 
'einander  sagt  er  hier  einfach®®*^):  sind  die  beiden  Ströme: 

.        .  j         8in((of  —  oBÖj)  sin  (cot  —  «oö,) 

(115)  Ji  =  w^r.-TrT^«         '^J 


-i  > 


und  ist  Jlf  der  CoefQcient  der  gegenseitigen  Induction,  so  inducdrt 
^er  zweite  Strom  in  der  ersten  Leitung  eine  elektromotorische  Gegen- 
kraft MJ^  („force  induite  nuisible^);  er  vernachlässigt  also  die 
„höheren  Inductionen^S  Auch  erläutert  er,  wie  man  bei  diesem 
Problem  zu  verfahren  hat,  wenn  man  die  Capacität  berücksichtigen 
mufs. 

Die  Fortsetzung®^^)  holt  einige  ftüher  nicht  besprochene  Punkte 
nach:  zunächst  die  Bück  Wirkung  der  Platte.  Vaschv  zerlegt  die 
durch  die  Plattenschwingimgen  inducirte  elektromotorische  Kraft  in 
zwei  Teile:  sei  <^  der  Ausschlag  der  Platte,  f  der  der  umgebenden 
Luftteilchen,  so  könne  man  allgemein  setzen: 

(116)  d'^kf+kf 

unter  k^  k  zwei  Constante  verstanden.  Der  Strom  J  für  sich  allein 
würde  ebenso  einen  Ausschlag: 

(117)  6'=^k^J+k^r 


8889)  rV,  p.  214.         8840)  p.  218. 

8841)  p.  463.    Ein  Auszug  aus  diesem  Abschnitt  (bis  p.  479)  findet 
sich  j.  de  phys.  (2)4,  1886,  p.  124;  lum.  ^lectr.  16,  1885,  p.  144.    Vgl.»»'«). 
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erzeugen.  Finden  beide  Wirkungen  zugleich  statt,  so  ist  ö'  die 
Summe  der  beiden  Ausdrücke  (116)  und  (117).  Die  inducirte  elek- 
tromotorische Kraft  kann  dann  geschrieben  werden: 

-  Zr  -  qd\  (118) 

unter  L  denjenigen  Selbstinductionscoefficienten  der  Rolle  samt  Kern 
verstanden,  der  sich  bei  festgehaltener  Platte  ergeben  würde.  Dabei 
kann  noch  gesetzt  werden: 

-  qd'  =-  E  -  qJ  -  XJ'  (119) 

mit: 

B^-gikf+kr),         Q-qk,,        k^qk,  (120) 

d.  h.  man  erhält  dieselbe  elektromotorische  Kraft,  wie  wenn  der 
Strom  nicht  auf  die  Platte  zurückwirkte,  zusammen  mit  einer  schein- 
baren Vermehrung  des  Widerstandes  und  der  Selbstinduction.  Daran 
lassen  sich  Erörterungen  über  den  Nutzeffect  des  telephonischen 
Systems  knüpfen*®**). 

In  derselben  Weise  behandelt  er  auch  den  Fall,  dais  ein 
polarisirter  Oondensator  eingeschaltet  ist  und  in  Schwingungen 
geräth*****),  und  den  des  „Thermophons",  bei  dem  die  Schwingungen 
der  Platte  durch  die  Verlängerungen  des  vom  Strome  erhitzten 
Leitungsdrahtes  hervorgebracht  werden®***).  Er  meint,  ähnlich  wie 
bei  diesem  letzteren  seien  die  Verhältnisse  auch  beim  Mikrophon  ****). 

Dann  wendet  er  .sich  zu  dem  Falle  einer  Reihe  successiver 
Inductionen  ®®*^).  Er  geht  dazu  zurück  auf  sein  erstes  Resultat, 
dafs  im  sekundären  Stromkreis  alles  sich  so  verhält,  wie  wenn  seine 
elektromotorische  Kraft ,  sein  Widerstand  und  seine  Selbstinduction 
gemäfs  den  Formeln  (102 — 104)  modificirt  würden.  Man  könne 
daher  den  primären  Stromkreis  unterdrücken  und  die  Wirkung  auf 
den  tertiären  nach  den  modificirten  Formeln  berechnen;  dann  könne 
man  auch  den  secundären  Stromkreis  weglassen  u.  s.  w.  So  erhält 
er  Recursionsformeln. 

Was  die  Frage  der  Modification  der  Klangfarbe  bei  der  tele- 
phonischen Übermittlung  betrifft,  so  meint  er®**'),  bei  der  Be- 
urteilung der  Klangfarbe  einer  menschlichen  Stimme  sei  viel  Ge- 
wohnheitssache. 

Endlich  bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  man  die  Schwingungen 
nicht    mehr   als    klein    behandeln    dürfe*®*®).      Dann    ti-eten    in    den 


8842)  p.  466.         8848)  p.  467.         8844)  p.  478.         8846)  p.  476. 
8846)  p.  477.         8847)  p.  479.         8848)  p.  481. 
.Tfthresbericht  d.  DeutRcben  Mathem.-Vereinigang.    X.  110 
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Gleichungen  neue  Glieder  auf^    die  sich  zu  den  schon  vorhandenen 
Obertönen  addiren. 

Fr.  Geraldy®**^)   giebt  einen  historischen  Überblick   über   die 
Entwicklung  der  Wechselstrommessungen.     In  der  ersten  Blüthe  der 
Wechselstromtechnik  habe  man  sich   wenig  um   genaue  Messungen 
gekümmert;   er   schreibt  der  „Lumiire  ^lectrique'^  das  Verdienst  zu, 
solche    zuerst  gefordert    zu    haben.     Jetzt    seien    die    zu   messenden 
Gröfsen   genauer   definirt,   aber   gleichwohl   benutze  man   nicht   die 
genauen  Methoden,  sondern  Näherungsformeln,  bei  denen  der   Grad 
der  erreichten  Annäherung  unbekannt  bleibe.     £r  erörtert  dann  zu- 
nächst den  Begriff  des  Mittel werthes:  die  wirklichen  Mittel werthe  der 
zu  messenden  Gröfsen  für   die  ganze  Periode   seien  meistens   Null, 
man    könne    nur   von  Mittelwerthen   ihrer  absoluten  Beträge    reden. 
Das  verlange,  dafs  man  nicht  „heterostatische'',  sondern  „idiostatische^^ 
Mefsinstrumente  benutze,  vor  aUem  das  Dynamometer.     Dieses  gebe 
den  Mittel werth  von  J';    die   Quadratwurzel   daraus  sei  keineswegs 
gleich  dem  Mittelwerth  von  \J\^   worauf  übrigens  gleich  zu  Beginn 
der  Wechselstrommessungen  aufmerksam   gemacht  worden  sei-[®^^)] 
Zu  bedauern  sei  übrigens,  dafs   man  nicht  wenigstens   zu  Controll- 
messungen   auch  das  Calorimeter  benutzt  habe,  das  allerdings   viel 
unbequemer  zu   handhaben   sei.     Dann   bespricht  er  die   Messungen 
von  Joubert  mit  dem  Quadrantelektrometer:  auch  bei  diesen,  meint 

er,  werde  ^E^  gemessen,  während  man  doch  eigentlich  .^|^|  zu 
kennen  wünsche.  Joubert's  erster  Methode  zur  Bestimmung  der 
Abhängigkeit  der  auftretenden  Gröfsen  von  der  Zeit  setzt  er  ex- 
perimentelle Zweifel  entgegen;  nicht  so  der  zweiten,  die  sich  sicher 
auch  so  modificiren  lasse,  dafs  sie  in  der  Praxis  ebenso  Verwendung 
finden  könne,  wie  die  Aufzeichnungen  der  Indicatordiagramme  von 
Dampfmaschinen.  Zum  Schlüsse  findet  er  es  noch  nothwendig,  aus- 
drücklich darauf  hinzuweisen,  dafs  die  Beziehung  zwischen  mittlerer 
elektromotorischer  Kraft  und  mittlerer  Stromstärke  nicht  einfach 
dem  Ohm'schen  Gesetze  folge,  sondern  dafs  man  dabei  die  Selbst- 
induction  berücksichtigen  müsse. 

J.  Hopkinson^^)  behandelt  die  Zusammenkopplung  zweier 
Wechselstrommaschinen  zuerst  graphisch,  dann®**^)  analytisch.  Wirken 
in  demselben  Stromkreis  zwei  elektromotorische  Kräfte  derselben 
Periode,  aber  verschiedener  Phase,  so  kann  bei  geeigneter  Wahl  der 


8840)  lum.  (^lectr.  LS,  1884,  p.  821. 

8860)  j.  telegr.  eng.  13,  1884,  p.  496;  electriciaD  14,  1884,  p.  11. 

8861)  nr.  2,  p.  608. 
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Epoche  die  Differentialgleichung  des  Stromverlaafs  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

XJ' +  JB/ =- siniaf  coswT,  (^21) 

woraus  sich 

J  —» ;RrT~<7;«  { i^  sin  w^  —  ^^  cos  w/ }  (122) 

ergiebt;  fCLr  t«=  7r/(4(D)  neutralisiren  sich  folglich  die  beiden  Maschinen. 
Sind  andererseits  die  beiden  Maschinen  durch  einen  äufseren  Wider- 
stand B.  neben  einander  geschaltet,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen^^'): 

J.J\  +  B^J^  =  sin  {füi  +  wt)  —  B{J^  +  J,), 

X, J,'  +  B^J^  -=  sin  (wf  -  wt)  -  jR(/,  +  /,).  ^       ^ 

Sind  die  beiden  Maschinen  congment,  so  ist  die  Lösung: 

*^i  +  «^2  -"  (B"+"^jn^i;;ä«i  ^  +  ^i)  *^  ß><  —  Aß>  <50S  CO«}, 

sin  flOT  ^        "^ 


./,  —  e/,  —  5rrX«a)«  f  ^*  ^^®  w^  +  ZiW  sin  w<)  • 


Der  dritte  von  Hopkinson  behandelte  Fall^^'),  dafs  nämlich  die 
Pole  zweier  Wechselstrom maschinen  mit  zwei  Punkten  verbunden 
sind,  an  denen  durch  andere  Maschinen  eine  gegebene  Potential- 
differenz aufrecht  erhalten  wird,  ist  für  die  mathematische  Behand- 
lung vom  ersten  nicht  verschieden,  was  allerdings  bei  Hopkinson 
infolge  anderer  Bezeichnung  nicht  hervortritt.  Weiter  behandelt  er 
noch  den  Fall  des  Durchgangs  eines  Wechselstroms  durch  einen 
Lichtbogen  ^^);  indem  er  mit  Joubert  annimmt,  dafs  in  einem  solchen 
eine  elektromotorische  Gegenkraft  der  Form 

auftritt,  giebt  er  die  Lösimg  in  der  Form: 

eT'«  T  ^  +  ^rv^-i  {-Rsin  m/  -  Zw  cos  w^  H-  Cr-^'/^      (126) 

wobei  das  Zeichen  von  Halbperiode  zu  Halbperiode  wechselt  und 
die  Litegrationsconstante  für  jede  Halbperiode  besonders  zu  bestimmen 
ist.     Diese  Constantenbestinunung  fahrt  er  in  der  Weise   aus,  dafs 

er  verlangt,    die.  Vorzeichen  Wechsel   sollten   zu   den   Zeiten  i^  -f 


flO 


8862)  p.  501.         8858)  nr.  3,  p.  504.         8854)  nr.  4,  p.  606. 
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eintreten;  durch  diese  Forderung  wird  sowohl  t^  als  alle  die  Int«- 
grationsconstanten  bestimmt.  Doch  gelte  diese  Lösung  nur  für  den 
Fall,  dafs  der  Strom  nie  vollständig  unterbrochen  wird;  den  andern 
Fall  behandelt  er  nicht.  Dagegen  bespricht  er  den  Grenzfall  lim  li  =  0 
und  erörtert  bei  dieser  Gelegenheit  auch  seinerseits  den  unterschied 

zwischen  Jj dt  und  VjJ^dt. 

Den  Fall,  dafs  ein  Eisenkern  vorhanden  ist,  könne  man  in 
erster  Annäherung  behandeln,  indem  man  den  Kern  wie  einen  se* 
eundären  Stromkreis  behandle,  also  die  Gleichungen  ansetze  ^^^): 

(127)  -^1«^]'  +  -2lfe/^  +  JBi  Ji  ==  ^w  cos©«, 

MJ[  +  L^J^  +  -Rje/j  =  B(o  cosw/. 

Er  setzt  für  J^  und  J^  einfach  harmonische  Functionen  der  Zeit, 
erklärt  aber  die  Gleichungen,  denen  deren  Amplituden  und  Phasen 
dann  genügen  müssen,  für  zu  schwerfällig  zu  allgemeiner  Discnssion 
und  bespricht  daher  nur  einerseits  die  Grenzfälle  R^  =  0  und  li^  »-  cx>, 
anderseits  zeigt  er,  wie  man  von  der  Lösung  für  M  ^  0  ausgehend 
eine  zweite  Annäherung  erhalten  könne. 

Ein  ganz  ähnliches  Problem  sei  das  der  „secundären  Generatoren 
oder  Inductionsrollen^'  [Transformatoren].  Er  kehrt  die  Fragestellung 
hier  um,  indem  er  für  die  Stromstärke  eine  einfach  harmonische 
Function  der  Zeit  ansetzt  und  fragt,  wie  mufs  dazu  die  elektro- 
motorische Kraft  im  primären  Kreis  gewählt  werden.  Endlich  be- 
richtet er  noch,  Muirhead  habe  ihn  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dafs  die  Wirkung  einer  Wechselstrommaschine  durch  Einschaltung 
eines  Condensators  verstärkt  werden  könne  ®®^*).  Es  handle  sich 
dabei  um  ein  Resonanzproblem,  wie  es  in  andern  Zweigen  der  Physik 
oft  vorkomme;  die  Differentialgleichung  werde  [vgl.  (90)]: 

(128)  LJ'  +  RJ  +  C-^jjdt  -=  E(o  cosw/, 
und  die  resultirende  Amplitude: 

(129)  E{(1  -  CX««)«  +  i^«C«(öM~«• 


8856)  ur.  5,  p.  609. 

8856)  W.  E.  Avrtou  (p.  533)  nimmt  diese  Bemerkung  für  Munro, 
S.  P.  Thompson  (p.  539)  für  Jablochkoff  in  Ansprach.  Thompson  weist 
übrigens  daranf  hin,  dafs  die  Einschaltung  eines  Condensators  wohl  die 
scheinbare  elektromotorische  Kraft,  aber  nicht  die  Arbeitsleistung  ver- 
gröFsere.  Ayrton  berichtet,  dafs  Munro  sich  durch  praktische  Schwierig- 
keiten Ton  vv-eiterer  Verfolgung  seiner  Idee  habe  abhalten  lassen.  Vgl. 
übrigens**'"),  »'•»),  '*<♦**),  •"»),  »"«),  »*«•). 
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In  der  Discussion  bemerkt  zunächst  W.  E.  Ayrton^"),  dafs 
hier  ein  Fall  vorliege,  in  welchem  die  Theorie  der  Praxis  voraus- 
gegangen sei.  Doch  halte  er  es  für  unwahrscheinlich,  dafs  die 
elektromotorische  Kraft  als  eine  einfach  harmonische  Function  der 
Zeit  angesehen  werden  dürfe;  sie  sei  selbst  von  der  Strom  starke 
abhängig,  man  müsse  sie  etwa  gleich  (a  —  bJ)  sin  (ot  oder,  wenn 
Eisen  vorhanden  sei,  gleich 

fEä^sin«*  (130) 

setzen.  Auch  äufsert  er  sich,  unter  Zustimmung  von  Seite  Hopkinson's, 
dahin,  dafs  die  von  Joubert  angenommene  Gegenkraft  des  Lichtbogens 
zweifelhaft  sei.  Auch  H.  Harrison^^)  erwähnt,  dafs  er  gefunden 
habe,  man  komme  mit  einer  einfachen  harmonischen  Function  der 
Zeit  nicht  aus,  man  müsse  mindestens  noch  ein  Glied  mit  dem  drei- 
fachen Argument  hinzufügen.  S.  P.  Thompson ^*^)  weist  auf  den 
Einflufs  der  Selbstinduction  des  Dynamometers  auf  die  Messungen 
hin.  Th.  H.  Blakesley  ^«®)  findet,  Hopkinson's  Resultate  liefsen 
sich  klarer  mit  geometrischen  Methoden  darstellen;  als  Beispiel  seiner 
Methode  giebt  er  die  Behandlung  des  Problems  des  Condensators. 
Seine  Figuren  setzen  übrigens  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen als  schon  geschehen  voraus,  leiten  sie  nicht  etwa  ab. 
Dann  giebt  er  noch  einige  Andeutungen  über  „verteilte"  Conden- 
satoren^*^),  namentlich  eine  Formel  für  die  Ablesung  des  Dynamo- 
meters an  irgend  einer  Stelle  der  Leitung,  ohne  Beweis.  Hopkinson 
antwortet  u.  a. :  Joubert's  Formel  sei  in  der  That  nicht  streng  richtig, 
aber  doch  annähernd  ^^^).  Er  persönlich  komme  analytisch  rascher 
zum  Ziel  als  mit  geometrischen  Methoden  ^•^j. 

Ein  wenig  späterer  Aufsatz  von  Hopkinson  ^^)  macht  darauf 
aufmerksam,  dafs  aus  der  Condensatorwirkung  bei  Transformatoren 
sicli  Gefahren  ergeben  können.  Er  bespricht  zunächst  den  Fall,  dafs 
ein  Condensator  seitlich  angeschlossen  und  durch  einen  Widerstand  B 
zur  Erde  abgeleitet  ist;  sind  27,  V  die  Potentiale  seiner  Belegungen, 
so  handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichungen: 

IU=^  V,     C{U'-  F')  =  /.  (131) 


8867)  p.  628.     Die  Discussion  ist  im  electrician  weggelassen. 

8868)  p.  636.         8869)  p.  637.         8860)  p.  642.         8861)  p.  646. 
8862)  p.  664.         8863)  p.  666. 

8864)  phil.  mag.  (6)  20,  1886,  p.  292;  electrician  16,  1886,  p.  818. 
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Ist  dabei   U  ^^  sinai^  so  ergiebt  sieb: 

(132)  /  =  r+^*^i»«('^"''  ""  ^C^  sin«0  . 

Man  müsse  also  bei  der  Benntzting  solcher  Apparate  dafür  sorgen, 
dafs  ihre  Capacität  nicht  zn  groCi  sei,  da  sonst  die  Stromstarke  m 
gefährlichen  Werthen  ansteigen  könne. 

6.  Ferraris  ®®**)  giebt  ebenfalls  eine  Theorie  der  Trans- 
formatoren. Er  bespricht  zunächst  den  Fall^^^,  dafs  neben  dem 
primären  nur  ein  secundärer  Stromkreis  vorhanden  ist;  dabei  gestattet 
er  sich  vorbehaltlich  späterer  Yerification  die  Annahme,  d&(s  die 
SelbstinductionscoefQcienten  beider  Kreise  einander  und  dem  Goefifi- 
cienten  ihrer  gegenseitigen  Induction  gleich  seien.  Dagegen  nimmt 
er  sogleich  an,  dafs  ein  Eisenkern  vorhanden  sei.  Ist  dessen  Mag- 
netisirung  m,  so  handelt  es  sich  um  die  Qleichungen: 

jRj/i  =  ^1  -  Am'--  L{J^  +  J^), 

(133)  B^J^  -  -  Am'^L(j;+j;), 

m  —  M(/i  +  e/,) . 

Elimination  giebt  für  y  =  Jj  -f-  «/j  eine  Gleichung  der  Form: 

(134)  »'+py  =  ^,     mit    p»^-^^^. 

Ist  dabei: 

(135)  E  =^E„  sin  n(o(f  +  aj, 

so  ist  das  Integral,  abgesehen  von  rasch  abklingenden  Bestandteilen: 

(136)  y  =  |^r,8mn«(<-h«,-i3.), 
mit: 

Diese  Formeln  discutirt  er  dann  ausführlich,  namentlich  hinsichtlich 
der  Abhängigkeit  der  vorkommenden  Gröfsen  vom  Widerstand  B^ 
des  secundären  Kreises ®^^;  insbesondere  weist  er  darauf  hin®®**), 
dafs  der  secundäre  Strom  dem  y  immer  um  eine  Viertelperiode  voraus 

8866^  Torino  mem.  37,  1886,  p.  97  (vom  Jan.  85);  n.  cim.  (3)  17,  1886, 
p.  218;  opere  1,  p.  163;  franz.  v.  C.  Gerlari,  lum.  ^lectr.  16,  1886,  p.  897; 
engl.  Auezug  electrician  14,  1885,  p.  450. 

8866)  §  2,  p.  166.         8867)  p.  178.         8868)  p.  179. 
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ist.  Dann  wendet  er  sich  zu  den  Potentialdifferenzen  an  den  Enden 
der  beiden  Spiralen:  die  der  primären  bestinunt  sich  aus 

E-r,^{It^-if,)J„  (138) 

wenn  q^  ihren  Widerstand  bedeutet.  Daran  schliefst  er  eine  Be- 
sprechung dessen,  ^was  die  Praktiker  unzweckmäfsiger  Weise  den 
der  primllren  Spirale  entsprechenden  inductionsfreien  Widerstand 
nennen"  **••);  die  Bestimmung  sei  leicht,  wenn  nur  ein  Glied  der 
Entwicklung  (135)  in  Betracht  komme^  sein  Quadrat  sei  nämlich 
dann  gleich  V^:J^,  Die  Potentialdifferenz  der  Enden  der  secundären 
Rolle  wird  ebenso  aus 

-  F,  -  (iJ,  -  Q,)J,  (139) 

erhalten^'®).  Aus  diesen  Gröfsen  berechnet  sich  dann®*^^)  die  „ab- 
sorbirte"  und  die  (als  Wftrme)  „restituirte"  Energie  und  aus  ihnen 
der  „totale"  und  der  „nützliche"  Wirkungsgrad^'*).  Schliefslich 
bespricht  er  noch  den  Fall,  dafs  mehrere  {N)  secund&re  Stromkreise 
vorhanden  sind^^');  es  ist  dann  nur  Überall  in  der  zweiten  Gleichung 
(133)  iJj  durch  N^B^  zu  ersetzen. 

Aus  dem  folgenden  experimentellen  Teil  ist  für  uns  nur  die 
Bemerkung ^'^)  zu  erwähnen,  dafs  die  verbrauchte  Energie  nicht 
gleich  dem  Produkt  aus  der  am  Dynamometer  gemessenen  mittleren 
Stromstärke  in  die  am  Elektrometer  gemessene  mittlere  Potential- 
differenz sei,  sondern  noch  von  der  Phasendifferenz  abhänge;  das  sei 
früher  übersehen  worden. 

Hopkinson^'^)  macht  dem  gegenüber  darauf  aufmerksam, 
dafs  er  keineswegs  so  verfahren  sei,  indem  ihm  schon  seit  mehreren 
Jahren  bekannt  sei,  dafs  das  falsch  sein  würde;  er  habe  sich  viel- 
mehr der  von  Ajrton  und  Perry  modificirten  Joubert'schen  Methode 
bedient,  bei  der  der  Mittelwert  des  Produkts  EJ  direkt  am  Elektro- 
meter bestimmt  wird.  Ferraris  **'•)  bestätigt  das  und  erklärt  sein 
Versehen  damit,  dafs  ihn  Gaulard  falsch  berichtet  habe  und  daüs 
auch  andere  Experimentatoren  bei  der  Anwendung  des  falschen  Ver- 
fahrens   sich    mit   Hopkinson    in   Übereinstimmung  geglaubt   hätten. 


8869)  p.  184.  8870)  p.  186.  8871)  g  4,  p.  188.         8872)  p.  190. 

8873)  §  6,  p.  198.         8874)  p.  206. 

8876)  electrician  14,  1886,  p.  493;  Torino  atti  20,  1886,  p.  761;  opere 
di  Ferraris  1,  p.  267. 

8876)  ib.  p.  516;  opere  1,  p.  269;  dann  Torino  atti  20,  1886,  p.  749; 
opere  1,  p.  266. 
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A.  Roiti®*'')  untersucht  den  Nutzeffekt  eines  Transformators 
vermittelst  des  Calorimeters;  er  berechnet  aus  der  von  Mascart  und 
Joubert®^**)  gegebenen  Formel  die  aufgewendete  imd  die  ausgegebene 
Energie  und  daraus  den  „Transformationscoefficienten^',  ohne  wie 
Ferraris  ij  =—  M  ==  ig  ^^  nehmen. 

Eine  Note  von  A.  Vaschy^'®)  betrifft  noch  einmal  die  Theorie 
des  Telephons,  unter  Berücksichtigung  der  Theoiie  der  Platten- 
schwiogungen.  Ist  6  der  Ausschlag  der  Platte,  so  ist  die  inducirte 
elektromotorische  Kraft: 

(140)  -  Lr  -  qö\ 

Ist  die  Schwingung  des  Gebers  von  der  Form: 

(141)  /'■-  sin(ci><  —  ö)<q), 
so  ist: 

(142)  d'  ==  YE^  +  cD^ß|  sin  {(ot  -  a  Q, 

Der  Einfluis  der  Platte  äufsert  sich  also  aiiTser  in  einer  periodischen 
elektromotorischen  Kraft  auch  in  einer  scheinbaren  Vermehrang  des 
Widerstandes  und  der  Selbstinduction.  Dasselbe  gut  auch  für  den 
Empiängerapparat,  nur  fällt  dort  die  elektromotorische  Ej*aft  fort 
Damit  läfst  sich  dann  der  Nutzeffekt  des  Apparats  berechnen.  Ein- 
schaltung eines  Oondensators  hat  dieselbe  Wirkung  wie  Einschaltung 
einer  elektromotorischen  Gegenkraft;  dabei  muTs  und  kann  aber  auch 
hier  der  Einflufs  des  ö  berechnet  werden*®^*).  Der  Fall  endlich, 
dafs  eine  InductionsroUe  benutzt  wird****^),  ffthrt  auf  das  Resultat: 
alles  geht  so  vor  sich,  wie  wenn  der  primäre  Kreis  nicht  vorbanden 
wäre  und  im  secundären  eine  elektromotorische  Kraft  k  E,  ein  Wider- 
stand k^R  und  eine  Selbstinduction  — k^L  eingeföhrt  wäre,  mit: 

(.48)  *.  -  ^,f  ••-.. 

[Vgl.  die  Gleichungen  (102) — (104),  sowie  Maxwell's  Formel  (10;]. 
Eine  andere  Abhandlimg  von  Vaschy*®**^)  aus  demselben  Jahre 
stallt  die  Theorie  der  Wechselströme  unter  der  allgemeinen  Voraus- 
setzung dar,  dafs  die  elektromotorische  Kraft  durch  eine  Summe  von 
Gliedern  der  Gestalt  (135)  gegeben  sei.  Da  abgesehen  von  dem 
rasch  abklingenden  Anfangsextrastrom   der  Ausdruck  für  die  Strom- 

8877)  n.  cim  (3)  17,  1886,  p.  186. 

8878)  lum.^lectr.  16,  1886,  p.  144;  j.  de  phy8.(2)  4,  1886,  p.  124.  Vgl.  «"'♦»). 

8879)  p.  120.    8880)  p.  131,  vgl.  Maxwell. 
8881)  ann.  t^legr.  (3)  12,  1886,  p.  238. 
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stärke  „evidemment^^  von  derselben  Form  sein  müsse,  so  könne  man 
in  jedem  einzelnen  Glied  J"  durch  —  v^v?J  ersetzen,  also  neben  die 
Differentialgleichung  die  aus  ihr  durch  Differentation  hervorgehende 
zweite  stellen: 

-  i««o)V  +  -BJ'  =  J5r.  (144) 

Elimination  von  J*  giebt  dann  sofort  den  gesuchten  Ausdruck  (71) 
für  J,  Dann  berechnet  er  die  aufgewendete  Energie®^*)  und  setzt 
den  Unterschied  zwischen  dem  Mittelwerth  einer  Gröfse  und  der 
Quadratwurzel  aus  dem  Mittelwerth  ihres  Quadrates  noch  einmal  aus- 
einander ®*'*').  Weiter  wendet  er  sich  zur  Inductions  Wirkung  zwischen 
zwei  Stromkreisen,  in  denen  beiden  periodische  elektromotorische 
Kiilfbe  thätig  sind^^);  indem  er  auch  hier  die  zweiten  Ableitungen 
den  Functionen  selbst  proportional  setzt,  erhält  er  die  Resultate  der 
vorigen  Abhandlung  auf  kürzerem  Wege.  Ist  die  elektromotorische 
Kraft  im  secundären  Stromkreise  null,  so  hat  man  den  Fall  de» 
Transformators®^*);  er  verweist  für  ihn  auf  Ferraris^®**).  Dann  zählt 
er  auf,  was  bei  diesem  Ansatz  alles  vernachlässigt  ist*®®*):  für  die 
Berücksichtigung  der  elektrostatischen  Capacität  verweist  er  auf  seine 
früheren  Untersuchungen  über  Telephonie;  die  Foucault- Ströme  be- 
handelt er®®®^)  in  der  Weise,  dafs  er  den  Eisenkern  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Elementen  zerlegt  und  für  jedes  von  diesen  einen  schein- 
baren Widerstand  und  eine  scheinbare  Selbstinductiou  einführt,  die 
sich  dann  durch  rationale  gebrochene  Functionen  von  &)'  ausdrücken. 
Doch  weist  er  immer  darauf  hin,  dafs  die  Verhältnisse  der  Praxis 
viel  complicirter  liegen. 

Weiterhin  folgt  die  Anwendung  auf  „magnetoelektrische^^  Wechsel- 
strommaschinen ®®®®).  Er  zieht  aus  seinen  Untersuchungen  über  Tele- 
phonprobleme das  Resultat  herbei,  dafs  sich  die  Wirkungen  von 
Capacität  und  Selbstinduction  gegenseitig  aufheben  können  und  meint 
dazu  ®®®*)  ,41  serait  facile  et  interessant  de  voir  en  pratique  jusqu'a 
quel  point  cette  prevision  serait  confirmee^^  Daran  schliefst  er  eine 
Erwähnung  des  Einflusses  der  Capacität  der  Leitimg ®®^),  eine  noch- 
malige Besprechung  der  Transformatoren®®*^),  endlich  eine  solche  der 
Verwandlung  von  Wechselstrom  in  Gleichstrom  durch  Commutatoren 


8882)  p.  240.  8888)  p.  241.         8884)  p.  248.         8885)  p.  24^ 

8886)  p.  247.  8887)  p.  248.         8888)  nr.  6,  p.  428. 

8889)  p.  488.  Er  verweist  auf  die  von  Hopkinson  mitgeteilten  Ver- 
suche. 

8890)  p.  439.  8891)  p.  441. 
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und  der  zweckmäfsigen  Wahl  der  Stellung  der  letzteren  ^^•'),  mit 
einem  Hinweis  darauf,  wie  bei  solchen  Strömen  durch  Galvanometer, 
Telephon  und  Dynamometer  drei  verschiedene  Oröfsen  gemessen 
werden:  ist  Jq  der  Mittelwerth  des  Stromes  «7"  ■=  «/q  "I"  «^n  ®®  mifst 
das  Galvanometer  J^^  das  Telephon  den  Mittelwerth  von  Jf,  das 
Dynamometer  den  von  JJ  +  eTj. 

Bei  G.  Stern  ^*')  wird  trotz  aller  dieser  Litteratur  die  Glei- 
chimg  (6)  noch  falsch  integrirt^^)  und  so  eine  Formel  erhalten, 
die  aussagen  wtLrde,  dafs  die  Selbstinduction  nur  auf  den  Ablauf 
des  Schliel'sungsextrastroms,  nicht  auf  die  sich  anschliefsenden  sta- 
tionär-periodischen Ströme  EinfluTs  hätte. 

A.  Oberbeck*®^*^)  betrachtet  den  Verlauf  eines  Wechselstroms, 
in  den  ein  Condensator  eingeschaltet  ist,  als  einen  speciellen  Fall  der 
Resonanz.  Er  stellt  die  Gleichung  (90)  auf  und  integrirt  sie^^); 
auch  zeigt  er,  dafs  das  mittlere  Quadrat  der  Stromstärke  fQr  o'  »  Z  C 
ein  Maximum  wird  (dafs  Eohlrausch  das  nicht  erhalten  habe,  liege 
daran,  dafs  bei  dem  von  ihm  benutzten  Sinusinductor  die  mittlere  elek- 
tromotorische Kraft  zur  Frequenzzahl  proportional  sei).  Der  Phasen- 
unterschied zwischen  der  electromotorischen  Kraft  der  Stromquelle 
und  der  Potentialdifferenz  der  Condensatorplatten  beträgt  in  diesem 
Fall  y^  Periode.  —  Eine  nachträgliche  Bemerkung®**^  weist  darauf 
hin,  dafs  die  Formeln  bereits  bei  Hopkinson  stehen,  und  dafs  dieser 
auch  bereits  die  Analogie  mit  Resonanzerscheinungen  bemerkt  habe. 

H.  Blakesley^^)  findet,  die  Theorie  der  Wechselströme  sei 
noch  nicht  „in  a  tangible  working  form^*  gebracht.  Er  leitet  daher 
zunächst  durch  geometrische  Constructionen  den  Satz  ab,  da£s  der 
Mittelwerth  des  Produkts  zweier  einfach  harmonischen  Functionen 
ihrer  Phasendifferenz  proportional  sei,  indem  er  zeigt,  dafs  die  Summe 
zweier  Werthe,   die   um  eine  Viertelperiode   auseinander  liegen,   von 


8892)  p.  44.  Die  Fortsetzung  (ib.  13,  1886,  p.  225)  betrifft  Abhängig- 
keit des  Magnetismus  von  der  magnetisirenden  Kraft,  Stromverteilung, 
Accumulatoren  und  andere  praktische  Fragen. 

8898)  Diss.  Gott.,  von  Riecke  veranlafst;  der  uns  interessirende  Teil 
auch  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  26,  1886,  p.  607. 

8894)  p.  48,  bezw.  622.  Eigentlich  doch  ein  characteriBtisehes  Beispiel 
dafür,  wie  wenig  damals  die  technische  Litteratur  in  den  Universitäts- 
laboratorien bekannt  war. 

8896)  Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  26,  1886,  p.  246.         8896)  p.  251. 

8897)  ib.  28,  1886,  p.  866. 

8898)  electrician  14,  1886,  p.  199;  auch  i»ep.  u.  d.  T.  altemating  cor- 
renta  of  electricity,  Lond.  1886,  2.  Aufl.  1889;  deutsche  Übersetzung  der 
2.  Aufl.  von  Cl.  P.  Feldmann,  Berl.  1891. 
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der  Zeit  unabhängig  ist.  Damit  hat  er  sofort  den  Mittelwerth  der 
von  einem  Wechselstrom  geleisteten  Arbeit.  Weiter  setzt  er  aus- 
einander, dafs  die  elektromotorische  Kraft  der  Selbstinduction  ihr 
Maximum  erreicht,  wenn  die  Stromstärke  null  ist;  sie  ist  also  „recht- 
winklig^^ zu  der  letzteren  und  leistet  keine  Arbeit.  Daraus  ergeben 
sich  dann  die  Formeln  (9)  und  ihre  DarsteUung  durch  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  mit  B  und  Lcd  als  Katheten,  sowie  die  Modi- 
fication,  die  anzubringen  ist,  wenn  „magnetic  viscositj*^  zu  berück- 
sichtigen ist.  Das  wendet  er  dann  auf  Beobachtungen  mit  dem 
Dynamometer  an^*^);  weiter  setzt  er  auseinander,  dafs  man  die 
(rotirenden)  Vectoren,  deren  Projectionen  die  Stromstärke  und  die 
elektromotorische  Kraft  darstellen,  nach  dem  Parallelogrammgesetz 
addiren  könne  ®^,  und  giebt  Constructionen  für  die  Formeln  (10), 
die  die  Wirkung  eines  Wechselstroms  auf  einen  secundären  Strom- 
kreis geben.  Um  auch  den  Fall  eines  eingeschalteten  Condensators 
behandeln  zu  können,  giebt  er^^^)  eine  „elementare^'  [?]  Methode 
zur  Bestimmung  der  Mittelwerthe  von   cos  t  imd   sin  t^   die    auf   der 

QO 

Untersuchung  des   unendlichen    Products    n  cos  (2""«)    beruht:    das 

erlaubt  ihm,  die  von  einem  Wechselstrom  einem  Condensator  zu- 
gefiihrte  Energiemenge  zu  berechnen.  Es  ergiebt  sich,  dafs  die  Po- 
tentialdifferenz eines  eingeschalteten  Condensators  im  Diagramm  um 
einen  rechten  Winkel  gegen  die  Richtung  des  effektiven  Stromes  zu- 
rückgedreht aufgetragen  werden  mufs.  Weiter  bespricht  er  den  Fall, 
dafs  der  Condensator  in  einer  Zweigleitung  sich  befindet®^,  den 
Fall,  dafs  mehrere  Condensatoren  eingeschaltet  sind^^');  das  Zu- 
sammenwirken von  Capacität  und  Selbstinduction  ^^^) ;  den  Fall,  daüs 
ein  Wechselstromkreis  nur  durch  einen  Condensator  geschlossen  ist®*^). 
Der  Satz,  dafs  bei  bestimmter  Frequenzzahl  sich  Capacität  und 
Selbstinduction  in  ihren  Wirkungen  gerade  aufheben  können,  findet 
sich  auch  bei  ihm.     Für  den  Fall   gleichmäfsig  verteilter   Capacität 


8899)  p.  258. 

8900)  Diese  Darstelluog  periodisch  veränderlicher  Grölsen  samt  ihren 
Phasendifferenzen  durch  rotirende  Vectoren  scheint  Blakeslej's  Eigenthom 
2.U  sein;  vgl.  jedoch  ^**'*). 

8901)  p.  326. 

8902)  p.  378.  In  der  zweiten  Auflage  des  Buches  (p.  40  der  deutschen 
Übersetzung)  ist  hier  noch  ein  kleines  Capitel  eingeschaltet,  in  dem  discu- 
tirt  wird,  unter  welchen  Umständen  bei  Nebenschlufs  durch  einen  Conden- 
sator der  Strom  in  dem  von  der  Quelle  entfernteren  Abschnitt  stärker 
sein  kann  als  in  dem  näheren. 

8908)  p.  411.         8904)  p.  470.         8905)  p.  471. 


1756    I.  Hauptteil.  14.Ab8chn.  Unters,  üb.  Leitung  d.  Wärme  u.Elektricit&t. 

findet  er  allerdings  selbst®***),  dafs  die  analytische  Behandlung  vor- 
teilhafter sei  als  die  geometrische;  er  giebt  daher  zunächst  die  [der 
Gleichung  §  53  (2)  analogen]  Gleichungen  fQr  die  Fortpflanzung 
eines  Wechselstroms  in  einem  Leiterkreis  mit  Capacität,  aber  ohne 
Selbstinduction ,  ohne  Beweis  an  und  fragt  dann  nach  dem  äqui- 
valenten Stromkreis,  bei  dem  die  Capacität  in  einem  Condensator 
zusammengedrängt  ist.  Auch  behandelt  er  Reflexion  von  solchen 
Strömen  an  einem  zur  Erde  abgeleiteten  und  an  einem  isolirten 
Ende  durch  die  Spiegelungsmethode  ®^^).  Daran  anschliefsend  giebt 
er  Foimeln  und  TabeUen  für  die  Abhängigkeit  der  Dynamometer- 
ablesung, d.  h.  des  mittleren  Quadrats  der  Stromstärke,  von  der  Ab- 
scisse®^;  darin  findet  er  „the  limits  of  telephony"  und  hält  sich 
darüber  auf,  dafs  die  Telegraphen praktiker  diese  Dinge  nicht  ver- 
stehen wollten. 

Dann  wendet  er  sich  zum  Problem  der  Kraftübertragung  durch 
Wechselstrom®^^),  wieder  mit  geometrischen  Methoden.  Er  meint ®^*®), 
Hopkinson's  Satz  von  der  Dnmöglichkeit,  zwei  Dynamomaschinen  hint^tr- 
einander  zu  schalten,  gelte  nur  für  gleiche  electromo torische  Kräfte. 
Endlich  bespricht  er  noch®®^^)  die  Messung  von  Wechselströmen  mit 
dem  Dynamometer  und  ihre  Benutzung  zur  Bestimmung  von  Selbst- 
inductionscoefficienten,  so  viel  ich  sehe  ohne  etwas  wesentlich  neues 
beizubringen. 

Lord  Rayleigh®^^^  schickt  der  Discussion  der  Verzweigung 
von  Wechselströmen  allgemeine  mechanische  [wenn  man  will  ener- 
getische] Untersuchungen  voraus,  anknüpfend  an  die  beiden  folgenden 
Sätze,  von  denen  der  erste  von  Thomson,  der  zweite  von  Bertrand 
gegeben  worden  war:  wenn  ein  System  mit  gegebenen,  mit  den  Be- 
dingungen verträglichen  Anfangsgeschwindigkeiten  plötzlich  in  Be- 
wegung gesetzt  wird,  so  ist  die  kinetische  Energie  bei  der  wirklich 
zu  Stande  kommenden  Bewegung  kleiner  als  bei  irgend  einer  andern 
mit  den  Bedingungen  verträglichen;  und:  sind  nicht  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten, sondern  die  Impulse  gegeben,  so  ist  die  kinetische 
Energie  bei  der  wirklich  entstehenden  Bewegung  in  demselben  Sinn 
ein  Maximum.  Er  zeigt  zunächst,  dafs  beide  Sätze  im  Grunde  das- 
selbe besagen,  indem  die  „Trägheitsmoment«^^,  d.  h.  die  Verhältnisse 


8906)  p.  610. 

8907)  ib.  16,  1886,  p.  22.     Er  bezieht  sich  auf  eine  in  der  soc.  telegr. 
engin.  gemachte  Mitteilung,  ohne  nähere  Angabe. 

8908)  p.  68.         8909)  p.  114.         8910)  p.  116.         8911)  p.  390. 
8912)  pbil.  mag.  (6)  21,  1886,  p.  869;  papers  8,  p.  476. 
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der  Impulse  zu  den  durch  sie  erzeugten  Geschwindigkeiten,  durch 
Einführung  eines  neuen  Zwanges  nur  vergröfsert  werden  können. 
Diesem  Theorem  steUt  er  dann  noch  zwei  andere  aus  seinen  früheren 
Abhandlungen  zur  Seite,  und  bringt  dann  alle  drei  Sätze  imter  fol- 
genden gemeinsamen  Gesichtspunkt :  sei  T  die  kinetische,  V  die  poten- 
tielle Energie,  F  die  ,J)issipationsfunction":  in  dem  Satze  von  Thom- 
son-Bertrand wird  auf  JP  und  V  kein  Bezug  genonunen  und  nur 
von  T  geredet,  in  dem  einen  seiner  eigenen  Sätze  nur  von  JP,  in 
dem  andern  nur  von   V. 

Ist  nun«*^^: 

und  wird  die  zu  der  Goordinate  tf/j  gehörende  Kraft  [im  weiteren 
Sinne  dieses  Wortes]  mit  W^  bezeichnet,  während  auf  die  übrigen 
Ooordinaten  keine  Kräfte  wirken,  so  werden  die  Gleichimgen  der 
Bewegung: 

«li^i  +  "ss'^'l  +  hj^[  +  ^jj'^J  =  0  (i  =  2,3,  •  •  n). 

Ist  dabei: 

^1  =  c^',  (147) 

und  wird  angenonmien,  dafs  die  ganze  Bewegung  nach  einer  harmo- 
nischen Function  der  Zeit  vor  sich  geht,  mit  derselben  Periode  wie 
die  der  Kraft,  so  wird: 

i/;/ =  tot/;/;  (l^^) 

man  kann  dann  alle  ^j  durch  t^^  ausdrücken  und  erhält  so: 

Der  reelle  Teil  dieses  Ausdrucks  stellt  die  Energie  vor,  die  während 
der  ganzen  Periode  in  dem  System  zerstreut  ist;  man  kann  ihn  in 
Analogie  zur  Terminologie  der  ElektricitÄtslehre  als  Widerstand  be- 
zeichnen.    Sein  Werth  ist: 

^^  =  ^1  -  St  +  "^  S^yy^'-Y  '       (ISO) 


8913)  p.  372. 


(loo) 
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er  wächst  mit  wachsendem  ca.  Der  rein  imaginäre  Bestandteil  kann 
L^i(o  geschrieben  werden;  die  damit  definirte  Crröfse  L^  entspricht 
dann  der  Selbstinduction  oder  der  Trägheit.     Ihr  Werth  ist: 

sie  nimmt  mit  wachsendem  oo  ab.  Rayleigh  ordnet  hier  zunächst 
ein  Resultat  ein,  das  Stokes  bei  Untersuchung  der  Bewegung  einer 
Kugel  in  einer  reibenden  Flüssigkeit  gefunden  hatte;  dann  f&hrt  er 
fort®*^*):  der  Gebrauch  von  „Hauptcoordinaten^^  würde  nicht  vor- 
teilhaft sein,  wenn  es  sich  mn  die  Berechnung  von  B  und  L  für 
einen  bestimmten  Fall  handle.  In  einem  Falle  komme  diese  Frage 
nicht  in  Betracht,  nämlich  wenn  das  System  überhaupt  nur  zwei 
Freiheitsgrade  habe,  z.  B.  bei  der  Induction  zweier  Stromkreise  auf- 
einander; es  ergeben  sich  dann  die  Foimeln  (10)  von  Maxwell,  in- 
dem &J2  ™  ^  wird.  Bei  sehr  kleiner  Wechselzahl  ist  der  secundäre 
Stromkreis  ohne  EinfluTs  auf  den  primären,  bei  sehr  groDser  wird: 

Man  könne  die  Formeln  übrigens  auch  benutzen,  wenn  der  zweite 
Stromkreis  inducirend  auf  einen  3.,  dieser  wieder  auf  einen  4.  u.  s.  w. 
wirkt. 

Dann  behandelt  er  den  Fall  zweier  nebeneinander  geschalteter 
Leitungen ®^'^).  Wäre  keine  Selbstinduction  vorhanden,  so  wtlrden 
die  Ströme  in  den  beiden  Zweigen  die  Werthe  haben: 

Es  sei  nun  zweckmäfsig,  wenn  Selbstinduction  vorhanden  ist,  die 
zweite  Coordinate  t^f^  so  zu  wählen,  dafs  ihre  Werthe  werden: 

(154)         /^L^+t;,     J'^s-^' 

so  dafjB  if;'^  nach  wie  vor  den  Gesammtstrom  im  unverzweigten  Teil 
der  Leitimg  vorstellt.     Dana  wird: 

^  =  l'/'i  (Ä  +  S)« +  f  1 1'' B+S        -'- 

+  |if»;*(i-2M  +  JV). 


8914)  p.  376.         8<J16)  p.  876. 
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Daraus  berechnen  sich  dann  die  Werte  für  den  scheinbaren  Wider- 
stand und  die  scheinbare  Selbstinduction  des  zusammengesetzten 
Systems;  für  sehr  grofse  Frequenz  wird: 

Sind  mehrere  Leiter  nebeneinander  geschaltet,  so  werden  die  Resul- 
tate im  allgemeinen  sehr  unübersichtlich^'*),  aufser  wenn  die  gegen- 
seitigen Inductionen  vernachlässigt  werden  können,  wo  sich  durch 
Rechnen  mit  complexen  Grrölsen  einfach  ergiebt: 

^^'  ^  A^  +  ^^B* '         ^'^  "^  A*  +  «»5«  '  (^^'^) 

wenn  nämlich:  ' 


i 


_-.,«Ti  =•  ^ »  ^ »t  JT^t  T  f  =  ^  (1Ö8> 


gesetzt  wird.  Er  bespricht  dann  noch  die  Frage  ®^^,  wie  die  Phasen- 
differenz zwischen  Potentialdifferenz  imd  Strom  von  der  Frequenz 
abhängt;  er  zeigt  an  einem  Grenzfall,  dafs  sie  nicht  immer  mit  ihr 

zu  wachsen  braucht.  Dabei  meint  er,  ein  Name  für  yifl  +  oo^Z*' 
sei  dringendes  BedürfniTs;  er  schlägt  „throttling^^  vor,  was  sich  dann 
allerdings  nicht  eingebürgert  hat. 

Wenn  die  kinetische  Energie  null  sei,  könne  man  entsprechende 
Sätze  unter  Benutzimg  der  potentiellen  Energie  ableiten;  auch  davon 
seien  die  interessantesten  Anwendungen  auf  elektrischem  Gebiete  zu 
suchen,  namentlich  bei  periodischer  Ladung  und  Entladung  von  Con- 
densatoren. 

Ist  dagegen  keine  der  3  Functionen  T,  jP,  V  null,  so  ist  es 
im  allgemeinen  nicht  möglich,  sie  alle  drei  simultan  auf  Quadrat- 
summen zu  transformiren;  wenn  es  im  einzelnen  Falle  doch  gelingt,, 
erhält  man  auch  hier  einfache  Formeln  ®^^®). 

H.  F.  Weber®^^^)  kritisirt  experimentelle  Untersuchungen  von 
Hughes  über  den  Einflufs  der  Natur  und  der  Gestalt  von  Leitern 
auf  ihre   SelbstinductionscoefQcienten.      Zu   diesem    Zweck   steUt   er 

8916)  p.  378.         8917)  p.  879. 

8918)  p.  381.  Dazu  die  Bemerkung  p.  871:  bei  sehr  grofser  Wecb sei- 
zahl überwiege  der  Einflufs  der  kinetischen,  bei  sehr  kleiner  der  der  poten- 
tiellen Energie. 

8919)  Centralbl.  f.  Elektrot.  8,  1886,  p.  162;  Repert,  Phys.  22,  1886, 
p.  290;  franz.  Auszug  liun.  ^lectr.  20,  1886,  p,  8;  engl.  Auszug  electri- 
cian   IG,  1886,  p.  451. 
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die  allgemeinen  Differentialgleichungen  für  die  Verzweigung  eines 
Wechselstroms  in  einer  Brückencombination  auf,  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  von  den  Coefficienten  der  gegenseitigen  Induction  nur 
einer  zwischen  zwei  nebeneinanderliegenden  Zweigen  als  von  null 
verschieden  angenommen  zu  werden  braucht,  und  giebt  ihre  perio- 
dische Lösung  in  abgekürzter  Form.  Er  bemerkt,  dal's  der  Strom 
in  der  Brücke  zwar  nicht  für  jede  Frequenzzahl  null  werden  kann, 
aber  unter  den  von  Hughes  benutzten  Verhältnissen  wenigstens  sehr 
klein;  aus  den  daffir  geltenden  Bedingungen  drückt  er  den  Selbst- 
inductionscoefficienten  eines  der  beiden  genannten  Zweige  durch 
jenen  Coefficienten  gegenseitiger  Induction  aus  und  zeigt,  daTs  sie 
einander  keineswegs  proportional  sind,  wie  Hughes  angenommen  hatte. 
0.  Heaviside  bemerkt  dazu  ®^*^):  Hughes  habe  seine  eigene 
Ausdrucksweise,  die  man  sich  erst  in  die  sonst  übliche  übersetzen 
müsse:  dann  sehe  man,  dafs  es  sich  meist  um  bekannte  Resultate 
handle.  Was  Hughes  ,4nductive  Capacität"  eines  Leiters  nenne,  sei 
in  erster  Annäherung  zu  seiner  Zeitconstanten  LjR  proportional. 
Aber  vollständig  zu  verstehen,  was  eigentlich  Hughes  angeblichen 
Entdeckungen  zu  Grunde  liege,  sei  unmöglich.  In  den  meisten 
Fällen  scheine  er  mit  „false  balances'^  operirt  zu  haben.  Er  ver- 
sucht dann  einige  spezielle  Resultat«  von  Hughes  von  der  gewöhn- 
lichen Theorie  aus  zu  erklären. 

Hughes  glaubt  diese  und  andere  Einwände  ziemlich  von  oben 
herab  abthun  zu  können,  ohne  sich  auf  die  Formeln  überhaupt  ein- 
zulassen ^^'^).  Er  habe  unter  Benutzimg  eines  auf  ganz  anderen 
Principien  beruhenden  Instrumentes  übereinstimmende  Resultat«  ge- 
funden; wenn  sie  in  Formeln,  die  er  nicht  kenne,  enthalten  seien, 
sollten  die  Mathematiker  sich  doch  über  diese  Bestätigung  freuen. 

Heaviside  replicirt^^*^) :  er  habe  nicht  behauptet,  alle,  sondern 
die  meisten  Resultate  von  Hughes  seien  bekannt,  sobald  man  sie 
sich  in  die  gewöhnliche  Sprache  übersetzte:  von  Mathematikern 
habe  er  überhaupt  nicht  geredet.  Von  einer  Bestätigung  einer 
Theorie  durch  Experimente  könne  man  nur  reden,  wenn  man  genau 
definire,  was  man  eigentlich  mache. 

Lord  Rayleigh  hatte  schon  bei  Gelegenheit  einer  mündlichen 
Discussion  über  die  Hughes'schen  Versuche  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dafs  die  Bedingungen  fdr  das  Verschwinden  des  Stromes  in 
der  Brücke  für  Wechselstrom  andere  seien  als  für  Gleichstrom.    Er 

8920)  electrician  16,  1886,  p.  471.         8921)  ib.  p.  496. 
8922)  ib.  p.  510. 
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giebt   dann    den  kurzen  Beweis  ^^^):   Die   Potenzialdifferenz  an  den 
Enden  der  Brücke  ist  gleich  jedem  der  drei  Ausdrücke: 

B^J^-B^J,-  LJ\  »  -  3f  (eTi  +  J\)  «  -«8  Ji  -  B^J^,  (159) 

Wenn  man  nun  annehme,  alle  Oröfsen  seien  einfach  harmoni- 
sche Functionen  der  Zeit  und  die  Verhältnisse  ihrer  Amplituden 
eliminire,  so  erhalte  man  die  von  Weber  und  Heaviside  gegebenen 
Formeln.  Er  vergleicht  dann®***)  Maxwell^s  Formeln  (10)  mit  den 
Yersuchsresultaten  und  bespricht®*'^)  die  beiden  Orenzf&Ue,  dafs  die 
Periode  sehr  grofs  oder  sehr  klein  gegen  die  Zeitconstanten  der 
beiden  Leiter  ist.  Endlich  speoialisirt  er  noch  seine  früheren 
Formeln ®*^'^)  auf  den  Fall,  dafs  M  und  L  vernachlässigt  werden 
können«»««). 

V.  Wietlisbach®^  findet,  Hughes's  zweite  Anordnung  gebe 
zu  keinen  Bedenken  mehr  Anlafs;  er  verweist  dafür  auf  seine 
früheren  Formeln  (52). 

J.  Voisenat»»»)  und  A.  Vaschy»*«»)  geben  Weber»^^  Recht; 
Vaschy  kündigt  bei  dieser  Gelegenheit  an«^,  er  werde  demnächst 
zeigen,  dafs  die  Selbstinduction  für  Telegraphen-  und  namentlich  für 
Telephonlinien  nicht  schädlich,  sondern  nützlich  sei 

Ein  Anonymus®*'^)  behandelt  die  Verzweigung  von  Wechsel- 
strömen in  der  Brückenkombination  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
überhaupt  nur  Selbstinduction,  keine  gegenseitige  zu  berücksichtigen 
ist,  mit  Hilfe  geometrischer  Constructionen.  Als  Bedingung  dafür, 
dafs  kein  Strom  durch  die  Brücke  geht,  erhält  er:  die  Impedanz 
des  Zweiges  1  mufs  sich  zu  der  des  Zweiges  2  verhalten  wie  die 
von  3  zu  der  von  4 ;  imd  die  Phasendifferenz  zwischen  den  Zweigen  1 
und  2  mufs  ebenso  grofs  sein,  wie  die  zwischen  den  Zweigen  3 
und  4.  Er  zeigt,  dafs  diese  Bedingungen  nur  dann  für  alle  Frequenz- 
zahlen erfüllt  sind,  wenn 

J?i  :  iJg  =-  i?3  :  jB^  =  Xi  :  ij  «  Zj  :  L^  (160) 

ist. 


892S)  phil.  mag.  (6)  22, 1886,  p.  469;  electrician  18,  1887,  p.  170 ;  papers 
2,  p.  551;  franz.  Auszug  Inm.  ^ectr.  28,  1887,  p.  82. 
8924)  p.  564.         8925)  p.  565.         8926)  p.  567. 

8927)  Centralbl.  für  Elektrot.  8,  1886,  p.  463. 

8928)  ann.  t^^gr.  (3)  18,  1886,  p.  312;  Auszug  j.  de  phys.  (2)  5,  1886, 
p.  278. 

8929)  ann.  t^^gr.  (3)  13,  1886,  p.  317. 

8930)  p.  322.    Vgl.  »•><>). 

8931)  electrician  17,  1886,  p.  455.  Vgl.  auch  das  18.  Kapitel  in   der 
2.  Aufl.  von  Blakesley's  Buch^®*^,  p.  82  der  deutschen  Übersetzung. 
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G.  H.  V. Wyßs®^")  teilt  eine  von  H.F.Weber  in  Vorlesungen 
gegebene  Methode  zur  Bestimmung  der  Selbstinduction  einer  Spirale 
mit.  Er  integrirt  die  Differentialgleichungen  zunächst  unter  der  An- 
nahme, dafs  E  eine  beliebige  Function  der  Zeit  sei,  durch  Qoadra« 
turen  *•••).  Für  E  ^  0  genügen  J^  und  J^  derselben  Differential- 
gleichung 11.  0.  Die  Quadraturen  lassen  sich  ausfuhren,  wenn  E  in 
eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt  ist  **•*);  doch  giebt  das  zu- 
nächst ziemlich  complicirte  Ausdrücke.  Bei  der  Berechnung  der 
Ablenkung  des  Dynamometers,  d.  h.  des  mittleren  Quadrats  der 
Stromstärke,  beschränkt  er  sich  daher  zunächst  auf  das  erste  Glied^^^), 
führt  aber  dann  die  Rechnung  doch  auch  allgemein  durch  •^. 

A.  Palaz***^  bespricht  die  Verzweigung  eines  Wechselstroms 
in  einer  BrÜckencombination  mit  Capacität  und  Selbstinduction  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  die  Zweige  3  und  4  Condensatoren  ent- 
halten, im  Anschlufs  an  Olazebrook^^^).  Er  setzt  die  Eirchhoff'scheik 
Gleichungen  für  die  5  nach  Weglassung  der  Brücke  übrigbleibenden 
Zweige  an;  durch  Elimination  erhält  er  für  J^^  und  J^  zwei  lineare 
Differentialgleichungen  11.  0. ;  er  setzt  einfach  harmonische  Functionen 
für  die  unbekannten  ein  und  bestimmt  die  Constanten  durch  Deter- 
minanten. Indem  er  dann  die  Potentialdifferenz  zwischen  den  Enden 
der  Brücke  durch  diese  Stromcomponenten  ausdrückt,  erhält  er  die 
gesuchte  Bedingung  dafür,  dafs  kein  Strom  jdurch  die  Brücke 
fliefst^^.  Es  stellt  sich  heraus,  dafs  deren  Zahl  die  Zahl  der 
verfügbaren  Constanten  überschreitet;  er  fährt  daher  die  Rechnung 
nur  unter  der  Voraussetzimg  weiter,  dafs  alle  Selbstinductionscoeffi- 
cienten  bis  auf  denjenigen  des  der  Brücke  gegenüberliegenden  Zweiges,, 
der  gemessen  werden  soll,  vernachlässigt  werden  können,  ebenso  die 
Widerstände  der  Zweige  mit  den  Condensatoren.  Die  Bedingung  ist 
dann  dieselbe,  wie  wenn  keine  Selbstinduction  vorhanden  ist  und 
mit  Gleichstrom  gearbeitet  wird. 

F.  G^rard®®**)  teilt  die  Grundformeln  noch  einmal  mit  und 
knüpft  daran  die  Besprechung  einer  Anordnung,  die  leichter  als  die 
von  Hughes  zu  discutiren   sei.     Es  wird  zuerst  dafür  gesorgt,  dafs 


8932)  Diss.  Zürich  1886.         8938)  p.  16.         8934)  p.  18. 
8935)  p.  28,  80.         8936)  p.  81. 

8937)  Dies.  Zürich  1886,  p.  16;  Lausanne  boU.  22,   1886,  p.  11;  lum. 
electr.  21,  1886.  p.  156;  Auszug  j.  de  phjs.  (8)  5,  1886,  p.  870. 

8988)  p.  22. 

8989)  Bmx.  bull.  Electr.;  lum.  ^ectr.  20,  1886,  p.  298;  engL  Auszug 
electrician  17,  1886,  p.  109. 
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zwei' Widerstände  einander  gleich  sind;  dann  dafs  die  beiden  Poten- 
tialdifferenzen 

B^J^  +  L^  J\  und  i?i  Ji  +  (ig  +  ^)  ^\  (1^1) 

einander  beständig  gleich  bleiben;  die  Bedingung  dafür  ist: 

Xi  —  X,  +  M.  (162) 

A.  Gray^^^)  referirt  im  Verlauf  einer  allgemeinen  Darstellung 
der  absoluten  Mefsmethoden  auch  über  die  Methoden  zur  Messung 
der  effektiven  elektromotorischen  Kraft  eines  Wechselstromes  ver- 
mittelst des  Elektrometers  im  Anschluls  an  Joubert^^^).  Damit 
habe  man  auch  die  „Activität",  wenn  zwischen  den  Punkten,  an  die 
das  Elektrometer  angelegt  ist,  keine  Selbstinduction  liegt.  Wenn 
aber  Selbstinduction  in  .  Betracht  konune,  müsse  man  von  den 
Formeln  (9)  Gebrauch  machen®^*).  In  einer  Note®***)  erwähnt 
er  die  Verwendung  eines  Wechselstroms  zur  Bestimmung  von  Selbst- 
inductionscoefßcienten;  die  beigefügte  Bemerkung:  wenn  man  keine 
Wechselstronmiaschine  habe,  könne  man  auch  einen  Gleichstrom 
durch  einen  passend  angebrachten  Commutator  altemirend  machen, 
ist  übrigens  nur  cum  grano  salis  richtig.  Schlieüslich  ®^')  erwähnt 
er  auch  die  von  Potier®^*®)  und  von  Ayrton  und  Perry  angegebene 
Methode  zur  direkten  Messimg  des  Energieverbrauchs. 

M.  Jullig®^  bespricht  die  Übereinanderlagerung  eines  Wechsel- 
stroms und  eines  Gleichstroms,  bei  der  die  Stromstärke  nach  dem 
Gesetze: 

J=a +  6sina)<  (163) 

von  der  Zeit  abhängt.    Man  könne  a  mit  dem  Galvanometer,  a'  -|~  ^V^ 
mit  dem  Dynamometer  bestimmen. 

W.  H.  Snell®^*)  will  eine  möglichst  elementare  DarsteUung 
geben.  Er  hebt  vor  allem  hervor,  dafs  man  „eingepx^gte"  und  „tat- 
sächliche^^ elektromotorische  Kraft  unterscheiden  müsse,  ebenso  Selbst- 
inductionscoefficient  X,  totale  Selbstinduction  LJ^  elektromotorische 
Kraft  der  Selbstinduction  />  J '  und  SelbstinducÜonsstrom  L  J'/B. 
Er  weist  auf  die  Abhängigkeit  der  Selbstinduction  von  der  magneti- 
schen   Permeabilität    des     umgebenden    Mediums    hin,    nimmt    aber 


8940)  lum.  ^lectr.  20,  1886,  p.  255. 

8941)  p.  258.         8942)  p.  259.         8948)  p.  260. 

8944)  ib.  p.  418,  nach  einer  nicht  näher  angegebenen  Quelle.     Vgl. 
übrigens  '^•';i. 

8945)  electrician  17,  1886,  p.  148.         8946)  p.  192. 
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weiter  keine  Notiz  von  ihr.  Die  Gleichung  (6)  integrirt  er  durch 
successive  Approximation,  ausgehend  von: 

(164)  i?J^®^  =  E8in©/; 

er  erhält  eine  nach  Potenzen  von  La/R  fortschreitende  Reihe,  deren 
Summation  sich  ausfahren  lädst  und  den  Ausdruck  (8)  liefert.  Für 
den  „Strom  der  Selbstinduction"  giebt  er  noch  den  Ausdruck  *•*•): 

(165)  J, ^-^\^!!^i^£-  . 

Für  den  Fall,  dafs  die  elektromotorische  fijrafb  nicht  einfach 
harmonische  Function  der  Zeit  ist,  unterscheidet  er^^^  ihr  „wahres 
Mittel"  (Mittelwert  des  absoluten  Betrags)  von  „Mittel^  schlecht- 
weg (Quadratwurzel  aus  dem  Mittel  der  Quadrate).  Er  erläutert 
die  Sache  unter  verschiedenen  Annahmen  für  das  Verhältnüs  L/B 
durch  Figuren;  auch  berechnet    er   die  geleistete   Arbeit***®).      Für 

den  Ausdruck  )/jß'  -f  L^m*  schlägt  er  den  Namen  „Virtual  resistance^ 
vor*^*).  Wegen  der  Anwendungen  auf  das  Telephon  und  wegen  der 
Möglichkeit  der  Compensation  der  Selbstinduction  durch  eine  Capicität 
verweist  er  auf  Blakesley^**).  Zur  Berechnung  der  Verzweigung 
eines  Wechselstroms  giebt  er  eine  ihm  von  R.  M.  Walmslej  mit- 
geteilte einfache  Methode,  bei  der  der  Strom  in  den  drei  Leiter- 
stücken als  einfache  harmonische  Funktion  der  Zeit  angesetzt  wird, 
und  die  Constanten  dann  daraus  bestimmt  werden,  dafs  sowohl  für 
^ »—  0,  als  für  t »—  27r/o}  die  Gleichung  J  ^^  Jy  -\-  J^  bestehen  mofs. 
Der  zweite  Band  des  traite  von  Mascart  und  Joubert'***) 
enthält  auch  noch  einiges  hierher  gehörige;  die  Anwendung  des 
Dynamometers  auf  die  Messung  von  Wechselströmen,  wobei  hervor- 
gehoben wird**^),  dafs  Widerstand  und  Selbstinduction  des  In- 
struments mitgerechnet  werden  müssen;  ein  anderes  Verfahren ®^^j, 
bei  dem  die  beiden  Rollen  des  Dynamometers  hintereinander  in  eine 
Zweigleitung  eingeschaltet  werden;  die  Benutzung  des  Elektro- 
meters****); Anwendung  von  Wechselströmen  zur  Messung  des  Wider- 
standes   von    Flüssigkeiten®***),    im    Anschluls    ein    Kohlrausch *^*); 

8947)  p.  282.         8948)  p.  276.        8949)  p.  844. 

8960)  nr.  902,  p.  271  der  deutschen  Übersetzung. 

8951)  nr.  904,  p.  272.         8962)  nr.  906,  p.  278. 

8958)  nr.  992,  p.  869.  Sie  machen  auf  die  Analogie  aufmerksam,  die 
zwischen  dieser  Erscbeinong  und  dem  Strome  in  einem  Kreise  mit  Selbst- 
induction and  Gapacität  besteht,  wenn  man  im  letzteren  Falle  den  Con- 
densator  offen  läfst  und  seine  Capacität  gleich  der  „Polarisationscapaoitäf* 
der  Elektrode  im  ersteren  Falle  nimmt. 
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Benutzung  von  Wechselströmen  zu  absoluten  Widerstandsmessungen  ^^. 
Die  eigentlich  technischen -Anwendungen  kommen  im  Anhang  ziemlich 
kurz  weg*^*). 

0.  Heayiside^^^)  bespricht  den  [übrigens  seinerzeit  schon  von 
W.  Weber ®^")  in  Angriff  genommenen]  Fall,  daüs  die  eingeprägte 
elektromotorische  Kraft  das  Produkt  aus  einer  trigonometrischen 
Function  der  Zeit  in  eine  beliebige  Function  der  längs  der  Leitung 
gemessenen  Abscisse  ist.     Wird  sie  durch: 

e^  «-=  sin  cof  ^^  «q^  cos  mx  (1^^) 

dargestellt,  so  ist  zu  jedem  Glied  dieser  Entwicklung  das  zugehörige 
Glied  von  J  aus  der  Gleichimg: 

«•o«  -  (-8.  +  ■^«i')  J»  +  »»*  O-  V- '  <^„  (167) 

zu  berechnen.     Das  giebt: 

mit 

tg  e^  -  i^ ^ L. ,  (169) 


Die  jß^,  7>^,  sind  unter  den  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Max- 
well'schen  Theorie,  von  denen  er  hier  ausgeht,  selbst  Functionen 
von  OD.  Ein  praktischer  Fall  sei,  dafs  e^  nur  für  a;  ->  0  von  0  ver- 
schieden ist;  indem  er  das  durch  die  [divergente]  Reihe 

«C0  «  1  +  2^^  cos  mx 

ausdrückt,  erhält  er  die  Lösung  auch  für  diesen  speciellen  Fall.  Für 
eine  kurze  Linie  könne  man,  aufser  bei  sehr  hohen  Frequenzzahlen, 
die  Summe  bei  Seite  lassen.  Anderseits  könne  man  für  diesen  Fall 
die  Lösung  auch  in  geschlossener  Form  vermittelst  Exponential- 
functionen  erhalten.     Am  andern  Ende  x  '^  n  wird  dann: 

Vo  _  f^M-  L'^*  (g^f  2  Ptt  ~  cos  2  Qti)  (170) 

Oq  ycm 


8964)  nr.  1107,  p.  487.  8955)  nr.  1880,  p.  686  die  Gnmdformehi 

der  WechBelstrommaschine ;  nr.  1284,  p.  690  Transformatoren,  mit  Nähe- 
rongsformeln  (nr.  1285,  p.  691)  für  den  Fall,  dafs  im  Transformator  nahezu 
X,i,  — ilf»  =  0  ist. 

8956)  phil.  mag.  (5)88,  1886,  p.  288.         8957)  p.  285. 
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(171)  J)-]/^   ■|/]/B«>Z^.*Ti«. 

Das  könne  man  als  Impedanz  der  Linie  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes  ansehen.  Speciell  bespricht  er  den  Grenzfall  R  =  0***^); 
die  Impedanz  wird  in  ihm  null  für  o>  «  (XC)"'^'*.  Anch  giebt  «r 
numerische  Daten. 

An  einer  späteren  Stelle^  wendet  er  die  Gleichung  §110,  (366) 
auf  den  Fall  an,  dafs  die  eingeprägte  Kraft  eine  harmonische  Function 
der  Zeit  ist.  Wenn  man  in  ihr  tr  statt  u  benutze,  könne  man  die 
Gleichung  (168)  aus  ihr  ableiten.  Die  entsprechende  Formel  für  V 
könne  auf  ähnlichem  Wege  gewonnen  werden,  wie  der  bei  der  Ab« 
leitung  von  (168)  benutzte;  es  sei  aber  auch  instructiv,  sie  aus 
§  110,  (366)  abzuleiten,  indem  man  die  Integration  nach  t  ausführe. 
Das  gebe: 

,,  ^ri  ueP'  p  sin  a -f- a>  cofl  a  /*  , 

,     ^  u  psinjat  +  a)  +  acOB {mt  +  a)  f  , 

und  wenn  man  darin  für  u,  tr,  M  ihre  Ausdrücke  einführt: 
(173)  T  =  -  ^  ,  2  7i r^^ ' 

die  Summation  erstreckt  über  alle  Werthe  von  p  imd  die  zu  jedem 
gehörigen  Werthe  von  w. 

Weiter*^^)  bespricht  er  den  Grenzübergang  von  diesen  Formeln 
zu  denjenigen,  in  welchem  die  Selbstinduction  vernachlässigt  wird; 
das  sei  „very  curious".     Er  geht  aus  von  der  Formel: 

n 
0 

die  Summe  erstreckt  über  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  m 
und  die  beiden  zu  jedem  von  ihnen  gehörenden,  aus  der  Gleichung 
§  110,  (359)  zu  berechnenden  Werthe  von  p.  Für  sehr  kleine  Werthe 
von  L  werde  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  nahezu  gleich  —  w7(fiC), 


8958)  p.  350.        8959)  p.  486. 
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die  andere  nahezu  gleich  —  I^L'^  clie  zu  dieser  letzteren  gehörenden 
Glieder  verschwinden  ,4nstantly"  für  X  =-  0  und  es  bleiben  nur  die 
Formeln  von  §  108,  ausgenonunen  für  ^  —  0,  „which  is  quite  wrong*'. 
[Die  Reihen  divergiren  für  ^  =-  0.]  In  der  Formel  für  Y  treten 
solche  Schvrierigkeiten  nicht  auf. 

Auch  den  Grenzübergang  zu  C  =  0  bespricht  er***^).    Es  kommt 
dann  zunftchst: 

xt  n 

fedx'^i  f Bdx-\-Z^-Z^\j^ip^(J),         (176) 
und  das  giebt  nach  einigen  Umformungen: 


tt 


/-(l -e-*''^)  (jB«)-*  l  edx. 


.)-./■, 


X 


j  edx I  edx^ 

•  0 


(176) 


also  V  von  t  unabhängig.  Das  sei  „commonsense  aocording  to  the 
prescribed  conditions,  but  absolute  nonsense  physicallj  considered'^ 
Man  müsse  auf  die  allgemeinen  Formeln  zurückgehen:  wenn  man  in 
ihnen  C  »  0  setze,  fallen  die  Oscillationen  von  J  heraus,  aber  nicht 
diejenigen  von  T';  diese  bekommen  eine  unendlich  kleine  Periode, 
aber  ein  bestimmtes  Decrement.  Er  verweist  auf  seine  frühere 
Untersuchung ^^^)  und  setzt  nur  noch  auseinander,  dafs  man  auch 
hier  eigentlich  den  Vorgang  im  Dielectrikum  berücksichtigen  müsse. 
Den  Schlufs  dieses  Abschnittes  bilden  qualitative  Überlegungen  betr^ 
Telephonie  auf  grofse  Distanzen. 

Der  V.  Teil®**^)  ninmit  diese  Entwicklungen  wieder  auf^  mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  Einflusses  der  Endapparate.  Der 
einzige  ihm  bekannte  ernstliche  Versuch  dazu  sei  von  Hockin  ^^*) 
gemacht  worden;  in  dessen  Resultaten  sei  aber  dafür  die  Selbst- 
induction  der  Linie  nicht  berücksichtigt.  Er  wolle  daher  das  Pro- 
blem allgemein  ansetzen,  doch  möglichst  in  solcher  Form,  dafs  sie 
idch  leicht  für  specielle  Fftlle  adaptiren  lasse.    Es  handelt  sich  dann 


8960)  p.  487. 

8961)  phil.  mag.  (6)23,  1887,  p.  17;  papers  8,  p.  246. 

8962)  j.  telegr.  eng.  6,  p.  482;  mir  nicht  zogftnglich. 
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um  die  Integration  der  Differentialgleichungen  §  111,  (370)  anter 
den  GrenzbedingUDgen: 

(177)     F=Zi(J)fara;  =  7r,     -  V  sin  w/ +  7  =  Zo(/)  für  o:  —  O^ 

wobei  aber  B  und  L  nicht  dieselbe  Bedeutung  zu  haben  brauchen 
wie  im  einfachsten  Falle.  Die  Lösung  ergiebt  sich  aus  den  Formeln 
§111,  (378),  wenn  in  ihnen  p*  durch  —  w*  er^tzt  wird;  sie  redu- 
ciren  sich  dann  auf: 

(178;  J  «  A*4-B*a^ * 

wo  B,  Q  Functionen  von  x^  Ä^  B  Constante  sind.  Die  Bestimmung 
der  Abhängigkeit  dieser  Gröfsen  von  den  gegebenen  erfordert  ziem- 
lich umständliche  Bechnungen.  Die  so  gefundenen  Formeln  specia- 
lisirt  er  dann*^*)  für  verschiedene  vorkommende  Fälle;  dabei  setzt 
er  auseinander,  dafs  eine  Bolle  als  Endapparat  langsam  periodische 
Ströme  leichter  durchlftfst  als  raschperiodische,  ein  Condensator  um- 
gekehrt. Dann  giebt  er  wieder  die  Formel  fGLr  Condensator  und 
Bolle  nebeneinander  geschaltet  auch  in  der  expliciten  Form: 

t^  7Q^  I  _  ^  +  [^  ?(^+  ^'«jI.^ 

^^'^>'  /  "■     (1  — iC»V  +  (ÄC«)*    " 

Die  so  gefundenen  Ausdrücke  vergleicht  er  dann  noch  mit  denjenigen 
die  sich  fttr  X  =  0  ergeben.  Er  wiederholt *••*),  dafs  die  ,4e&la^'^ 
nicht  nur  den  Einflufs  hat,  dafs  sie  die  Amplitude  des  Stromes  ver- 
kleinert, sondern  aufserdem  noch  den,  dafs  sie  die  Distortion  ver- 
mindert: wenn  man  nur  genügend  starke  Ströme  verwende,  könne 
man  mit  K  viel  weniger  verwischte  Signale  erhalten,  als  ohne  JT. 
Daran  anschlielsend  führt  er  numerische  Bechnungen  und  Abschätzungen 
durch. 

Der  sechste  Teil^^^)  giebt  noch  die  Formeln  fQr  die  Ausbalan- 
cirung  von  Wechselströmen  in  der  Brückencombination.  Durch  die 
Brücke  geht  kein  Strom  unter  den  Bedingungen: 

^  B^B^-B^B^^m^{Ij^L^-L^L^, 

Daran  schliefst  er  die  Bestimmung  von  Widerständen  und  „scheinbarer 
Selbstioduction"  einer  Batterie;  von  Kohlrausch's  Untersuchungen^**) 


»963)  phil.  mag.  (5)2S,  p.22;  papers  2,  p.  261.    Dabei  die  früher*''*^ 
erwähnte  historische  Bemerkung. 

8964)  p.  26,  bezw.  262.         8966)  p.  189,  bezw.  870. 
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weifs  er  nichts  näheres  ^^.  Auch  weist  er  noch  einmal  darauf 
hin^^^,  dafs  man  bei  Vorhandensein  von  Eisen  nur  mit  Bezug  auf 
eine  bestimmte  Frequenzzahl  von  besiänunten  Werten  der  Selbst- 
induction  und  des  Widerstandes  sprechen  könne. 

Im  Verlauf  seiner  sich  anschliefsenden  Untersuchung  über  Wider- 
Standsoperatoren  ^^')  konmit  Heayiside  auch  auf  den  Fall  zu  sprechen, 
dals  solche  Operatoren  auf  Wechselströme  angewendet  werden  sollen®^» 
Man  brauche  dann  in  ihnen  nur  das  Symbol  p^  durch  —  09*  zu  er- 
setzen, sodafs  sie  sich  auf  lineare  Functionen  von  p  redudren;  dabei 
sei  aber  zu  beachten,  dafs  der  so  definirte  „effeküye  Widerstand^ 
nicht  reciprok  zu  der  „effektiyen  Leitfähigkeit"  sei.     Den  Ausdruck 


yz<i)«  +  di)V,  (181) 

der  bei  Benutzung  von  „Leitfähigkeitsoperatoren"  die  Lnpedanz  ver- 
tritt, schlägt  er  vor  „admittance"  zu  nennen.  Er  giebt  die  einfachen 
Relationen  an,  die  zwischen  den  vier  Gröfsen  Bf^'^\  Iß\  K^^\  C^^)  be- 
stehen. In  einer  „elektromagnetischen"  Combinaüon  sei  L^^^  >  0^ 
C^^^  <  0;  in  einer  „elektrostatischen"  sei  es  umgekehrt.  Sind  die 
beiden  Energien  einander  gleich,  so  treten  noch  besondere  Verein- 
fachungen ein. 

Auch  der  Verlauf  seiner  allgemeinen  elektromagnetischen  Unter- 
suchungen führt  Heaviside  gelegentlich  auf  Wechselströme.  So  be- 
handelt er  den  Fall«**^,  dafs  in  den  Gleichungen  §  110,  (444) 
E  ^^  sinmtj  Z^^^^  Z^  und  Jtf^j  ^Jlfjs  eingenommen  wird,  und  die 
Vereinfachungen,  die  sich  dabei  ergeben,  wenn  noch  i?  — Zw'=0 
hinzutritt. 

Der  schon  erwähnte,  damals  nicht  publicirte  Aufsatz  Heaviside's^ 
aus  dieser  Zeit^^)  entnimmt  aus  der  früheren  Abhandlung  die 
Formeln  (170),  (171),  bezw.  eine  Verallgemeinerung  von  ihnen  und 
schreibt  sie  in  der  Form  **'*): 


wobei 


^|-^^>W+>*)(1  +^)±(/-i/-V)-  (183) 


8966)  p.  190,  bezw.  271.         8967)  p.  192,  bezw.  273. 

8968)  phil.  mag.  (5)24,  1887,  nr.  8,  p.  487;  papers  2,  p.  365. 

8969)  electrician  19,  1887,  p.  6;  papers  2,  p.  112. 

8970)  paperB  2,  p.  841. 
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Er  giebt  eine  Tabelle  numerischer  Werthe  dieser  Gröfsen  für  die  in 
der  Praxis  vorkommenden  Fälle.^^^)  Daran  knüpft  er  die  Aus- 
einandersetzung, dafs  man  aus  der  Theorie  überhaupt  keine  Geaetxe 
der  „limiting  distance  of  telephonj^^  ableiten  könne  ^^');  das  sei 
Ton  zu  vielen  verschiedenen  Nebenumständen  abhängig.  Übrigens 
meint  er,  man  brauche  zum  Telephoniren  keineswegs  auch  nur  eine 
annähernd  genaue  Wiedergabe  der  Verhältnisse  der  Intensitäten  von 
Tönen  verschiedener  Höhe  zu  verlangen,  da  das  menschliche  Ohr 
durch  Übung  gewöhnt  sei,  auch  sehr  unbestimmte  Geräusche  richtig 
zu  interpretiren.  Schliefslich^^')  recapitulirt  er  auch  noch  seine 
Pormeln  für  den  EinfluDs  der  Endapparate.^^^) 

Von  Heaviside  rührt  auch  die  jetzt  allgemein  angenommene 
Terminologie  gröfstentheils  her.  In  Analogie  zu  dem  Namen  ,/e- 
sistance"  für  H  bildet  er  für  L  den  Namen  „inductance"^^*)  — 
manchmal,   meint   er,   handle   es   sich   auch   nur  um  eine  „quasi-in- 

ductance'*  —  und  für  Yli^  +  Z'oo*  den  Namen  ,,impedance^;  dazu 
fügt  er  bald  darauf^^^)  noch  die  Namen  „attenuation^',  „distortion^ 
und  „frequencj^,  von  denen  der  erstere  aus  Lord  Bajleigh's  akustischer 
Terminologie  entnommen  ist. 

G.  C.  Fricker^^^*)  setzt  noch  einmal  auseinander,  dafs  man  aus 
Messungen  von  E  und  J  die  Selbstinductionscoefficienten  des  Strom- 
kreises mit  Hülfe  der  Formel  (9)  bestinmien  könne. 

Mascart^*^^)  meint,  sicher  hätten  schon  viele  Physiker  bemerkt, 
•dafs  man  ein  Gebertelephon  als  eine  Wechselstronunaschine,  ein 
Empfängertelephon  als  einen  Elektromotor  auffassen  könne;  aber  es 
sei  doch  nützlich,  diese  Vorstellung  noch  näher  zu  präcisiren.  Die 
Gleichung  des  Problems  sei: 

(184)  LJ'  +  RJ^E  sin  (i»t  +  «)  -  E^  sin  («^  +  «J: 

wird: 

eT"  =»  J  sin  w/ 

gesetzt,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen.  Durch  sie  werden  bei 
gegebenem  E  die  drei  Gröfsen  E^,  a,  cc^  nicht  voU ständig  bestinmit, 
aber  man  kann  immerhin  einige  Schlüsse  ziehen.     Z.  B.  ergiebt  sich 


8971)  p.  846,  805;  vgl.  auch  p.  898. 

8972)  p.  846.         8978)  p.  868.         8974)  electrician  19,  1887,  p.  124. 
8976)  ib.  p.  143.    Die  Kritik  von  Amicus,  ib.  p.  160,  bringt  nichts 

weBentlichefl  bei. 

8976)  electrician  19,  1887,  p.  892. 

8977)  bull,  intemat.   ^lectr.  4,   1887,    p.  368;   lum.   ^lectr.   26,   1887, 
p.  630;  engl.  Auszug  j.  telegr.  eng.  17,  1888,  p.  79. 
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für  das  „rendement  electrique^^  d.  h.  das  VerbKltnis  der  Arbeits- 
leistungen y^EJcosa  und  Y^E^Jcosa,  der  Wert: 

^  ^^    ,  ri85^ 

S  cos  a  ^        * 

Sind  Geber  und  Empfänger  congruent,  so  wird  a » a^,  E  «=  E^, 
das  rendement  nulL  Wolle  man  weiter  gehen,  so  müsse  man  die 
Bewegung  der  beiden  Membranen  berücksichtigen.  Indem  er  dabei 
die  induzirte  Stromstärke  zur  Geschwindigkeit  der  Membran  pro- 
portional setzt,  findet  er,  dafs  Oj  =  0  genommen  werden  müsse. 
Damit  läfst  sich  dann  auch  der  „mechanische^  und  der  „akustische^ 
Nutzeffekt  berechnen.  Der  Ausdruck  für  den  scheinbaren  Widerstand 
des  Geberapparates  enthält  dann  auDser  dem  von  der  Selbstinduotion 
abhängigen  Gliede  noch  eins,  das  von  der  elektromotorischen  Kraft 
des  Empfängers  bedingt  ist.^^^)  Daran  schliefst  er  die  Besprechung 
von  Maximumsproblemen;  zum  Schlufs  redet  er  von  Kraftübertragung. 
W.  C.  Rechniewski®*' ')  referirt  über  eine  mir  nicht  zugängliche 
geometrische  Theorie  der  Transformatoren  von  Kapp.  Er  ninmit 
an,  die  „totale  Induction^^  ^,  die  zu 

n^J^— n^J^  (186) 

proportional  ist,  sei  gleich  einer  einfach  harmonischen  Function  der 
Zeit  sin  d^,  da  sonst  nicht  durchzukonamen  sei;  die  im  secundären 
Strom  inducirte  elektromotorische  Kraft  wird  dann: 

die  Stromstärke  ihn  ihm  also: 

*Pcosfo^  (187) 

Wird  das  in  die  Differentialgleichungen  eingesetzt,  so  ergiebt  sich 
die  Stromstärke  im  primären  Kreis  und  schliefslich  auch  die  Klemmen- 
spannung in  diesem  und  die  Phasendifferenz  der  beiden  Ströme 
gegeneinander.  Damit  berechnet  er  den  Nutzeffekt  für  verschiedene 
Anordnimgen. 

A.  Vaschy®^**)  weist  darauf  hin,  dafs  bei  Preece®*^)  von  der 
Selbstinduotion  keine  Bede  sei.  Man  glaube  gewöhnlich,  dals  sie 
die    telegraphische    oder   telephonische  Übermitüung    nur  ungünstig 


8978)  nr.  3,  p.  533. 

8979)  lum.  ölectr.  26,  1887,  p.  610.    Das  Verfahren  setzt  LN—  ]iP==  0 
voraus. 

8980)  lum.  electr.  '25,  1887,  p.  ^8. 
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beeinflusse;  demgegenüber  habe  er  schon  1884  gefunden  und  ohne 
Beweis  veröffentlicht  ^^^,  ^^,  daXs  sie  im  Gegentheil  dem  schfidlichen 
Einflufs  der  elektrostatischen  Capacitftt  entgegenwirke.  Er  giebt^^^) 
die  Gleichungen  des  Problems  in  der  Form  §  110,  (370),  nur  in  der 
Bezeichnung  sich  von  Heaviside  unterscheidend,  und  leitet  aus  ihnen 
die  Gleichung  §  110,  (398)  und  für  den  Fall  X-=  0  die  Gleichung 
§  110,  (222)  ab.     Unter  den  Nebcnbedingnngen: 

(188)  F  =  0  für  a;  =  0,      V  =  sin  w/  für  x  =-  / 

integrirt  er  sie,  abgesehen  von  rasch  abklingenden  Bestandteilen,  durch 

«*"9inio/^e+ -  —  Ö^i  —  «-"Bin«/«  —  -  —  d) 

(189)  V ^ ""      A A-,.  A___/ 

mit: 

(190)  a  =  -/  V ?^?:.:_.-. ,     «  =  J-  CT?  a . 

Das  stellt  zwei  mit  abnehmender  Amplitude  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  fortschreitende  Wellen  dar,  deren  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a  mit  wachsendem  cd  gegen  l/yCl  convergirt.  Für 
das  Quadrat  der  Amplitude  der  Stromstärke  im  Abstand  x  ergiebt 
sich^*^: 

fl91)  .^J!L L ?_ 


2ml 
2  cos  — 
a 


die  Stromstärke  an  der  Empfangsstation  (x  =  0)  ist  also  eben  so 
grofs,  wie  wenn  keine  Capacität  und  keine  Selbstinduction,  dagegen 
ein  Widerstand  vom  Betrage: 


(192) 


__  l/(£of2aJ  — COB— ' 


Vb'  + 


2Co> 


vorhanden  wäre.  Für  einigermafsen  grofses  co  ändert  sich  das  wenig 
mit  6).  Den  Einflufs  etwaiger  mangelhafter  Isolirung  könne  man 
leicht  berücksichtigen.  Denn  wenn  V  gleich  einer  periodischen 
Function  der  Zeit  sei,  könne  man  überall  V  durch  —  al^c^V/ci^ 
ersetzen;  man  brauche  also  blofs  in  der  Schlufsforroel  überall  CL 
—  Kl{(o~^,  statt  CL  zu  schreiben. 


8981)  nr.  5,  p   166.         8982)  nr.  7,  p.  168. 
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Den  Ausdruck  fttr  die  vaiiable  Stromstärke  an  irgend  einer 
Stelle  X  bringt  er'^*)  auf  die  Form: 

J-^9(a;)  +  ^^t|;(a:);  (193) 

«r  bestimmt  die  Functionen  tp  und  t|/  und  damit  auch  das  0  der 
Gleichung  (189). 

Weiterhin®***)  fragt  er,  wie  man  die  Werthe  dieser  Functionen 
an  den  beiden  Enden  einer  aus  zwei  verschiedenen  Stücken  zusammen- 
gesetzten Leitung  aus  ihren  Werthen  für  die  einzelnen  Stücke  ableiten 
könne,  unter  der  Annahme,  dafs  an  der  Übergangsstelle  sich  Potential 
und  Stromstärke  stetig  ändern.  Er  erhält  dabei  eine  Verallgemeinerung 
des  Eirchhofifschen  Yertauschungssatzes  auf  Wechselströme,  die  aber 
nur  für  den  Strom  an  der  Empfangsstelle,  nicht  für  den  an  der 
Oeberstelle  gilt,  imd  u.  a.  das  Resultat:  wenn  eine  Luftlinie  ein 
unterseeisches  oder  unterirdisches  Stück  enthält,  so  ist  der  ankommende 
Strom  an  dem  diesem  Stück  zunächstliegenden  Posten  intensiver, 
als  am  entfernteren.  Dann  leitet  er  die  Besultate  noch  auf  einem 
kürzeren  Wege  ab®*®*),  nämlich  durch  eine  symbolische  Rechnung, 
bei  der  davon  Gebrauch  gemacht  wird,  dafs  fClr  eine  periodische 
Function  von  der  Periode  27r/a)  das  Symbol  djät  die  Eigenschafken 
von  6)/  hat.  Damit  kann  er  auch  Fälle  behandeln,  in  welchen  die 
Linie  in  mehr  als  zwei  Teile  zerfällt,  und  den  Einflufs  der  End- 
apparate berücksichtigen.  Zum  SchluDs  wirft  er  die  Frage  auf,  ob 
denn  nun  damit  auch  wirklich  alles,  was  etwa  Einflufs  haben  könne, 
in  Rechnung  gezogen  sei. 

A.  Ob  erbeck  ®*®*)  bespricht  noch  einmal  die  Theorie  der  In- 
ductionswage,  indem  er  findet,  die  Annahme  von  Lodge®^^^),  man 
könne  das  Stromsystem  in  einem  körperlichen  Leiter  durch  einen  ein- 
zelnen linearen  Strom  von  bestimmtem  Widerstand  und  bestimmter 
Selbstinduction  ersetzen,  sei  fCb:  die  meisten  Fälle  nicht  zutreffend. 
Er  setzt  die  Gleichung  des  Wechselstroms  in  der  Form 

ILJ  -+-  LJ'  =  a  cos  o)f  -f  6  sin  0}^  (1^^) 

an  und  integrirt  sie  durch: 

J^-'A  cos (ot+BsiJKot,     -^=^r+-^txt»     -^*"B«+iVL«'     ^^^^^ 

auch  erwähnt  er  den  Satz,  dafs  die  Ablenkung  des  Dynamometers 
zu  Ä^A^  -\-  B^B^  proportional  ist,   wenn  zwei  solche  Ströme  durch 


8988)  nr.  8,  p.  169.         8984)  nr.  9,  p.  264.         8986)  nr.  11,  p.  267. 
8986)  Ann.  Phys.  Chem.,  N.  F.  81,  1887,  p.  812. 
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seine  beiden  BoUen  gehen.  Dann  folgen  die  bereitB^'^  besprochenen 
Entwickinngen  über  IndnctionsstrGme  in  körperlichen  Leiteni;  schÜelj' 
lich^^^  giebt  er  für  den  durch  einen  Wechselstrom  J^='C08§»t  in 
einer  dünnen  kreisförmigen  Platte  von  der  Dicke  S  und  der  Leit- 
fähigkeit X  inducirten   Strom  in  erster  AnnShenmg  den  Ausdrack: 

(196)  m*l6  cos  (at  —  »*XM'  sin  mt . 

G.  Manoeuvrier  und  P.  Ledeboer^^^  zeigen,  daüs  es  auf 
Messungen  von  Wechselströmen  mit  dem  Elektrometer  keinen  Einfluls 
hat,  wenn  infolge  der  Verwendung  verschiedener  Metalle  das  Elektro- 
meter selbst  eine  „parasitäre^  Potentialdifferenz  aufweist,  indem  der 
Mittelwerth  des  Produkts  aus  dieser  constanten  Potentialdifferenz  mit 
der  variablen  des  Wechselstroms  doch  den  Wert  Null  hat. 

Ein  zweiter  Aufsatz  derselben  Autoren  ^^^)  fragt  nach  dem 
Einflufs  der  Selbstinduction  des  Dynamometers  auf  die  mit  ihm 
vorgenommenen  Wechselstronmiessungen.  Sind  beide  Bollen  desselben 
hintereinander  geschaltet,  so  addiren  sich  sein  Widerstand  und  seine 
Selbstinduction  einfach  zu  den  entsprechenden  Grölsen  der  Leitung; 
sind  sie  aber  nebeneinander  geschaltet  ^^,  so  hat  man  die  Glei- 
chungen : 

(197)  e/j  -f  J,  =  E  sin  w/,     R^J^  +  L^J^  -  Ä,/,  +  L^J^. 

Das  Verhältnis  der  abgelesenen  zur  wirklichen  mittleren  Intensität 
ist  dann: 

vorausgesetzt,  dafs  die  Stromstärke   durch  die  Einschaltung  des  In- 
struments nicht  wesentlich  geändert  ist.     Gehorcht  die  Abhängigkeit 
der  Stromstärke   von    der  Zeit  nicht  dem   einfachen  Sinusgesetz,   so 
begntkgen  sie  sich  mit  graphischer  Darstellung  ^*^^). 
G.  Kapp®***)  bestimmt  aus  den  Gleichungen: 

(199)  J5;=Esin(a)<  +  9?),      eT'  —  Jsin«« 


8987)  nr.  4,  p.  828. 

8988)  lum.  ^lectr.  26,  1887,  p.  161;  Auszug  Paris  C.  B.  106,  1887,  p.  671. 
Paris  C.  B.  106,  1888,  p.  698  bemerkt  dazu  W.  Hallwachs,  er  habe  auf 
solche  parasitäre  Potentialdifferenzen  schon  früher  [in  einer  experimentellen 
Arbeit]  aufmerksam  gemacht. 

8989)  lum.  ^ectr.  27,  1888,  p.  261;  Auszug  Paris  C.  R.  106,  1888,  p.  362. 

8990)  p.  266.         8991)  nr.  4,  p.  267. 
8992)  Brit.  assoc.  rep.  f  1887,  p.  876. 
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und  dem  Ausdruck  der  Elementararbeit  äW ^HJdt  zun&chst  die 
durchschnittliche  Arbeitsleistung  wfthrend  einer  Periode 

W  _  ^^'^ .  (200) 

Andererseits  sei 

also  W  bei  gegebenem  E  Maximum  für  9)  »  7e/4,  d.  h.  wenn  die 
elektromotorische  Kraft  der  Selbstinduction  gleich  der  zur  Über- 
windung des  ,,Trägheitswiderstande8"  erforderlichen  elektromotorischen 
Kraft  ist. 

G.  Ferraris®^*)  bespricht  die  beiden  Methoden  zur  Bestimmung 
der  Phasendifferenz  zweier  Ströme  gegen  einander:  durch  drei  suc> 
cessive  Ablesungen  an  einem  Dynamometer  oder  durch  gleichzeitige 
Ablesungen  an  drei  Dynamometern  und  die  bei  ihnen  zu  beobachtenden 
Vorsichtsmafsregeln.  Dann^^^)  discutirt  er  die  Möglichkeit,  dals  in 
den  Gleichungen  (30)  für  die  Ableitungen  von  «7^  und  J^  nach  der 
Zeit  nicht  ihre  Werthe  zur  Zeit  t^  sondern  die  zu  einer  früheren  Zeit 
t  ^  0  zu  setzen  sind,  und  dafs  dabei  für  die  L  und  M  „scheinbare^^ 
InductionscoefQcienten  eingeführt  werden  müssen.  Er  versucht,  den 
Gleichungen  unter  dieser  Voraussetzung  durch 

^  =  E  sin  tat,     J^  =  J,  sin  w{t  —  «),     J,  —  J,  sin  w(<  —  ß)     (202) 

zu  genügen.  Das  führt  zu  Relationen  zwischen  0  und  Gröüsen,  die 
aus  den  Boobachtungen  bestimmt  werden  können.  Als  Ursachen 
der  auftretenden  Verzögerung  0  betrachtet  er  Hysteresis  ****)  imd 
Foucault'sche  Ströme®***).  Die  letzteren  könne  man  in  erster  An- 
näherung berücksichtigen,  wenn  man  annehme,  dafs  noch  ein  dritter 
Stromkreis  mit  den  beiden  schon  berücksichtigten  in  Wechselwirkung 
tritt;  das  führt  auf  das  Gleichungssystem  (444)  von  §  110.  Aus 
ihm  berechnet  er  die  Gröfsen,  auf  die  es  ihm  ankommt;  dabei  treten 
zunächst  zwei  verschiedene  Verzögerungsglieder  auf.     Er  meint  aber, 


8993)  Torino  mem.  38,  1888,  p.  416  (vom  Dez.  1887);  n.  cim.  23,  1888, 
p.  138,  193;  24,  1888,  p.  110,  242;  opere  1,  p.  268.  Bericht  über  die  Re- 
sultate, unter  WegllMsnng  der  „langen  mathematischen  Entwicklungen", 
von  E.  Meylan,  Inm.  ^lectr.  27,  1888,  p.  518.  Th.  Blakesley,  phil. 
mag.  (5)  26,  1888,  p.  296  nimmt  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Phasen- 
differenz zweier  Wechselströme  f^  sich  in  Anspruch,  unter  Bezugnahme 
auf  seine  früheren  Veröffentlichungen'^^*^).  Mathematisch  ist  übrigens 
zwischen  den  beiden  Methoden  kein  unterschied. 

8994)  §  8,  opere  1,  p.  276,         8996)  §  10,  p.  279. 
8996)  §  11,  p.  280. 
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in  den  Fallen,  die  er  untersucht  habe,  kOnne  man  deren  DiMmmoi 
in  erster  AnnAhenmg  vernachlässigen.  Ans  seinen  Formeln  betv^^nel 
er  dann  noch  den  Energieverlust^*^  und  den  Wirkungsgrad  ^'^  der 
von  ihm  untersuchten  Maschinen. 

Bald  darauf  ist  die  Theorie  der  Transformatoren  aoch  von 
^.  Forbes^*^)  gegeben  worden,  in  einer  nicht  eben  übersiehtlicfaen 
Darstellung.  Er  bedient  sich  des  ,Jntegrals  der  Induction  über  den 
^Querschnitt  des  Eisens^;  ist  dieses 

(203)  in  »-  m  sin  mtj 

so  ist  der  secundäre  Strom,  wenn  p^  die  Anzahl  der  Windungen 
4er  SecundftrroUe  ist: 

(204)  -^.-^W- 
Der  primftre  Strom  ist  einerseits  aus 

(205)  gm  =  4n;(i>i/i  +!>,•/,), 
andererseits  aus 

(206)  •^.  -  I  -  ft  'J? 

.ZU  bestimmen.     Ist  dabei  ^«Esinoof,  so  folgt: 

(^o')      i  -  m^'*  M^ + st) 

und  ein  ziemlich  unübersichtlicher  Ausdruck  fClr  die  geleistete  Arbeit. 

In  der  Discussion  hierüber  bemerkt  Ajrton*^^),  man  habe 
seinerzeit  den  Transformator  von  Oaulard  und  Gibbs  deswegen  nicht 
gentkgend  beachtet,  weil  die  Messungen,  die  seine  Vorzüglichkeit  be- 
weisen sollten,  ganz  incorrect  gewesen  seien;  man  könne  die  mittlere 
Spannung  eines  Wechselstroms  nicht  mit  einem  Hochwiderstand- 
Dynamometer  messen  und  aus  der  richtig  gemessenen  mittleren 
Spannung  die  geleistete  Arbeit  nicht  einfach  durch  Multiplication 
mit  der  mittleren  Stromstärke  erhalten.  Die  Idee,  dals  man  die 
geleistete  Arbeit  mit  dem  Elektrometer  messen  könne,  sei  ihm  und 
Fitzgerald  im  Jahre  1881  bei  Gelegenheit  eines  Vertrags  von  Joubert 
über  seine  Messungen  ^^^)  gekommen;  werden  die  beiden  Quadranten- 


8997)  §  14,  p.  286.         89U8)  §  18,  p.  298. 

8999)  j.  telegr.  eng.  17,  1888,  p.  168;  electrician  20,  1888,  p.  408.     Der 
Ansatz  setzt  L^  L,  —  M*  ^  0  voraus. 

9000)  p.  159,  bezw.  419. 
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paare  mit  zwei  Punkten  von  den  Potentialen  Ä^  B^  die  Nadel  mit 
einem  vom  Potential  C  verbunden,  so  ist  die  Ablesung  proportional  zu 

J(^-S)(C-^t^d<;  (208) 

wird  aber  die  Nadel  auch  mit  B  verbunden,  so  ist  sie  proportional  zu 

\a  -  B)[b  - '^^^?)dt .  (209) 


/< 


Die  Differenz  beider  Werthe,  geteilt  durch  den  zwischen  B  und  C 
gelegenen  Widerstand  jß,  giebt 


/' 


(Ä-B)^-^-^dt,  (210) 


also  die  zwischen  Ä  und  i^  geleistete  Arbeit,  wenn  zwischen  B  und  C 
keine  Selbstinduction  vorhanden  ist.  Das  setze  freilich  voraus,  dafs 
die  Elektrometerformel  genau  richtig  sei,  was  nur  ausnahmsweise 
zutreffe.  Die  einzige  andere  Möglichkeit  einer  direkten  Messung 
der  geleisteten  Arbeit  sei  die  mit  dem  Calorimeter.  Wolle  man  mit 
dem  Dynamometer  arbeiten,  so  müsse  man  dessen  Widerstand  i^ 
und  Selbstinduction  L^  berücksichtigen,  also,  wie  er  ohne  Beweis 
angiebt,  die  abgelesene  Arbeit  noch  mit 

R^  BB^  +  mLL^ 


B     BI  +  ««Zf 


(211) 


multipliciren^^^).  J.  Perry**^*)  hebt  gegenüber  der  im  Laufe  der 
Discussion  von  mehreren  Praktikern  gemachten  Bemerkung,  die  Ströme 
der  gebräuchlichen  Maschinen  befolgten  gar  nicht  das  einfache  Sinus- 
gesetz, hervor,  dafs  bei  der  Transformation  die  Obertöne  im  Ver- 
hältnifs  zum  Grundton  ziemlich  stark  abgeschwächt  würden.  Man 
könne  die  Frage  übrigens  durch  ein  Verfahren  untersuchen,  das 
zur  Helmholtz'schen  Tonanalyse  durch  Resonatoren  analog  sei:  zwei 
von  Wechselströmen  durchflossene  Leiter  ziehen  sich  dann  und  nur 
dann  an,  wenn  ihre  Perioden  übereinstimmen.  Das  sei  nicht  nur 
an  und  für  sich  ein  hübsches  Experiment,  „but  any  person  canying 
it  out  must  become  familiär  with  Fourier's  method  of  analysis  and 
impressed  with  its  beauty".  Blakesley  •^')  erinnert  an  seine 
Methode  zur  Bestimmung  der  Phasendifferenz  zwischen  zwei  Wechsel- 
strömen durch  drei  Dynamometerablesungen,  die  dann  auch  Ferraris  ^^^ 

9001)  p.  173,  bezw.  421.    In  welcher  Beziehung  steht  (198)  zu  (211)? 

9002)  p.  209,  bezw.  446.         9003)  p.  217,  bezw.  487. 
Jahretbericht  d.  D^atachtn  Mftthem.-Vereinigmig.    X.  112 
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Für  q>  =  E  siniot  wird  dann  die  elektromotorische  Kraft 

c  =  "^f^  =  E(o(Pcos(ot  +  §8in«0  (214) 


-  +  -    •— ,-+i,v^.,     Ö=-«^P.       (215) 

:;^^  -  (o^A'  >  0  (216) 

^^^  \  ^er  Verlauf  der  Stromstärke  im  pri- 

^    %  .iO-eis   entwickeln.     Dieselben   Besultate 

^^  ^us  der  allgemeinen  Formel  für  das  Integral 

udalgleichong  erster  Ordnung  mit  zweitem  Glied 

uuen  sie  den  Nutzeffekt  und    geben   eine   graphische 

,.      In    einem    zweiten    Aufsatz*®^*)    vergleichen    sie    ihre 

j*te  mit  denjenigen  von  Ferraris*^*);  sie  finden,  ihre  Methode 

klänge  aulser  eines  EenntniTs  des  Widerstandes  nur  die  eines  einzigen 

Coefficienten,  während  die  gewöhnliche  Methode  deren  drei  (Z^,  Zg,  M) 

einfELhre.      Sie    drücken   dann    diese    letzteren    durch    die   von   ihnen 

benutzten  Gröfsen  aus  und  finden,  dafs  L^  von  B^  abhänge,  M  von 

der  Frequenzzahl. 

P.  H.  Ledeboer^^*)  bemerkt  dazu:  die  Bedeutung  von  M  sei 

bei  Reignier  und  Bary  eine  andere  als  die  gewöhnliche;    unter  den 

von   ihnen   eingeführten  Voraussetzungen   müsse  L^^^  L^^=^  M  sein. 

Das  gebe  dann: 

R^Ji  —  li^J^^E  (217) 

und  durch   Elimination   der  secundären   Stromstärke   die   Gleichung: 

^/;  +  /-f  +  /^^.  (218) 

Aus  ihr  könne  die  Abhängigkeit  des  <2>  von  E^  bezw.  q)  in  eine 
Formel  derselben  Gestalt  wie  (213)  entwickelt  werden.  Die  Resultate 
des  zuletzt  genannten  Aufsatzes  ^^^)  beruhten  auf  Bechenfehlem, 
wie  auch  C.  Reignier  und  P.  Bary  selbst  zugegeben  hätten. 

Ein  zweiter  Aufsatz  von  Ledeboer^^")  behandelt  noch  einmal  die 
Benutzung  des  Elektrometers  zu  Messungen  der  vom  Wechselstrom  ge- 
leisteten Arbeit,  im  AnschluljB  an  das  Verfahren  von  Joubert^^^).  Er 
bespricht  die  Einwände  von  Ayrton  und  von  Gouy  und  die  neue  Me- 
thode   des    letzteren,    bei    der    auch    die   Coefücienten    gegenseitiger 

9010)  nr.  4,  p.  22.         9011)  ib.  p.  621.         9012)  ib.  30,  1888,  p.  61. 
9018)  ib.  p.  265. 
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benutzt  habe;  übrigens  weist  er  auf  die  Nothwendigkeit  der  Berück- 
sichtigung von  Hysteresis  hin.  S.  P.  Thompson •^^)  macht  darauf 
aufioaerksam,  dafs  die  Methode  der  graphischen  Darstellung  schon  bei 
Thomson  imd  Tait^^*^)  stehe.  Ob  man  genaue  Sinuskurren  bekomme 
oder  nicht,  hange  wesentlich  an  der  Gestalt  der  „Polstücke". 

0.  T.  Blathy^   zeigt,   dafs   die  Ablesung   im  Wattmeter   zu 

(212)  E  J  cos  («i  —  e)  cos  s 

proportional  ist,  wenn  b^  die  Phasendifferenz  des  primären  Stromes 
gegen  die  elektromotorische  Kraft,  e  die  der  beiden  Ströme  gegea 
einander  ist.  Daraus  ergiebt  sich  die  Formel  (211)  von  Avrton 
für  den  Fall,  dafs  die  ganze  Energie  in  dem  betrachteten  Stück  der 
Leitung  selbst  yerzehrt  wird,  also  weder  Foucaoltströme  noch  Hy- 
steresis zu  berücksichtigen  sind.  Andernfalls  müsse  man  für  i?  und  JL 
ihre  scheinbaren  Werte  setzen. 

Auch  CH.  Jacquin^^')  entwickelt  die  Theorie  der  Trans- 
formatoren, indem  er  sich  auf  Untersuchungen  von  £.  Hospitalier 
[wo?]  über  Wechselströme  beruft.  Er  giebt  die  Gleichungen  (30) 
und  ihre  Lösung;  daraus  bestimmt  er  die  Wirkungsgrade  und  stellt 
ihre  Abhängigkeit  vom  secimdären  Widerstand  graphisch  dar.  Bei 
der  Behandlung  der  Transformatoren  mit  Eisenkern  ^^^)  schliefst  er 
sich  an  Ferraris®^  an. 

C.  Reignier  und  P.  Bary*'*^)  zeigen,  wie  sich  die  Theorie 
der  Transformatoren  gestaltet,  wenn  man  von  der  allgemeineren  An- 
nahme ausgeht,  dafs  einer  eingeprägten  elektromotorischen  Kraft  <p 
ein  Kraftflufs 

(213)  0^(p-~A(p'+A^q>''—-\ 


9004)  p.  222,  bezw.  488. 

9006)  Dort  findet  sich  in  der  That  ni.  58  (1,  p.  40  der  Ausgabe  vou 
1896)  die  Darstellung  einfach  harmonischer  Bewegungen  durch  rotirende 
Vectoren  und  ihre  geometrische  Addition  nach  dem  Parallelogrammgesetz. 

9006)  electrician  20,  1888,  p.  612;  Referat  von  M.  E..  Centralbl.  f. 
Elektrot.  10,  1888,  p.  872.  Die  Angabe  von  Feldmann  (Centralbl.  f 
Elektrot.  12,  1889,  p.  149),  die  Formel  (211)  finde  sich  bereits  1883  bei 
Stefan  im  Bericht  über  die  Wiener  elektrische  Ausstellung,  p.  203,  habe 
ich  nicht  verificiren  können ;  der  von  Fr.  Klein  im  Auftrag  des  niederösteir. 
Gewerbevereins  herausgegebene  Bericht  über  diese  Ausstellung,  Wien  1886^ 
enthält  sie  nicht.  Es  scheint  sich  um  den  „Bericht  über  die  von  der 
wissenschaftlichen  Kommission  .  .  .  ausgefülhrten  Messungen^^  su  handeln. 

9007)  Telectricien  1888;  deutsch.  Centralbl.  f.  Elektrot.  11,  1889,  p.418. 
Ein  anderer  Aufsatz  desselben  Autors  (lum.  ^ectr.  84,  1889,  p.  201)  ent- 
hält wesentlich  dasselbe. 

9008)  p.  560.         9009)  lum.  electr.  28,  1888,  p.  19. 
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entspricht.  Für  q>  =^  E  sisiat  wird  dann  die  elektromotorische  Kraft 
der  Indnction: 

e=-^f^  ^  E (ü{P cos  (at  +  Qsmat)  (214) 

mit: 

P=l-fo«^«+Q)*^*~  + ==l+~Fj.xi     Q^ioAP.       (215) 

Dabei  ist  die  Bedingung: 

1  —  ß)«^«  >  0  (216) 

wesentlich.  Damit  läfst  sich  der  Verlauf  der  Stromstärke  im  pri- 
mären und  secimdären  Stromkreis  entwickeln.  Dieselben  Besultat« 
leiten  sie  dann^^^)  noch  aus  der  allgemeinen  Formel  für  das  Integral 
einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zweitem  Glied 
ab;  auch  berechnen  sie  den  Nutzeffekt  und  geben  eine  graphische 
Darstellung.  In  einem  zweiten  Aufsatz  ^^^)  vergleichen  sie  ihre 
Resultate  mit  denjenigen  von  Ferraris  ^^^);  sie  finden,  ihre  Methode 
▼erlange  aulser  eines  EenntniTs  des  Widerstandes  nur  die  eines  einzigen 
Goefficienten,  während  die  gewöhnliche  Methode  deren  drei  (L^^L^^M) 
einführe.  Sie  drücken  dann  diese  letzteren  durch  die  von  ihnen 
benutzten  GröDsen  aus  und  finden,  dafs  L^  von  B^  abhänge,  M  von 
der  Frequenzzahl. 

P.  H.  Ledeboer"*^")  bemerkt  dazu:  die  Bedeutung  von  M  sei 
bei  Reignier  und  Bary  eine  andere  als  die  gewöhnliche;  unter  den 
von   ihnen   eingeführten  Voraussetzungen   müsse  X^  «>  X^  =  3f  sein. 

Das  gebe  dann: 

R^J^-U^J^^E  (217) 

imd   diurch   Elimination    der  secundären   Stromstärke  die   Gleichung: 

^/;  +  J^-f +  ^^^.  (218) 

Aus  ihr  könne  die  Abhängigkeit  des  <2>  von  E^  bezw.  tp  in  eine 
Formel  derselben  Gestalt  wie  (213)  entwickelt  werden.  Die  Resultate 
des  zuletzt  genannten  Aufsatzes  ^^^)  beruhten  auf  Rechenfehlem, 
wie  auch  C.  Reignier  und  P.  Bary  selbst  zugegeben  hätten. 

Ein  zweiter  Aufsatz  von  Ledeboer^^")  behandelt  noch  einmal  die 
Benutzung  des  Elektrometers  zu  Messungen  der  vom  Wechselstrom  ge- 
leisteten Arbeit,  im  Anschluls  an  das  Verfahren  von  Joubert®'*^).  Er 
bespricht  die  Einwände  von  Ayrton  und  von  Gk)uy  und  die  neue  Me- 
thode   des    letzteren,    bei    der    auch    die   Coeüicienten    gegenseitiger 

9010)  nr.  4,  p.  22.         9011)  ib.  p,  621.         9012)  ib.  30,  1888,  p.  61. 
9018)  ib.  p.  265. 
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elektrostatischer  Influenz  zwischen  den  einzelnen  Bestandteilen  des 
Instruments  berücksichtigt  werden,  stellt  deren  Abhängigkeit  vom 
Ausschlagswinkel  näherungsweise  durch  lineare,  bezw.  quadratische 
Functionen  dar  und  erhält  so  für  die  zu  einem  kleinen  Aus- 
schlagwinkel gehörende  Arbeit  der  elektrischen  Kraft  einen  Ausdruck 
der  Form: 

J=   f(C+  Ci6)ddy  (219) 

V 

dessen  zweites  Glied  ein  „couple  directeur  electrique^  repräsentirt. 
Er  bemerkt  aber^^^),  dafis  man  sich  bei  der  Messung  von  Wechsel- 
strömen doch  schon  aus  andern  Gründen  so  einrichten  müsse,  dafs 
dieses  Glied  vernachlässigt  werden  könne,  sodals  also  bei  solchen 
Messungen  die  gewöhnliche  Theorie  ausreiche.  Dann  giebt  er  noch 
eine  Darstellung  von  Ayrton's  Verfahren  ^*^). 

Ein  dritter  Aufsatz  desselben  Autors  ^^^)  zeigt  noch  einmal, 
wie  man  mit  einem  Elektrometer,  dessen  Ablenkung  dem  Produkt 
zweier  Potentialdifferenzen  (F^  —  F,)  (Fg  —  F^)  proportional  ist, 
die  Arbeitsleistung  eines  Wechselstroms  direct  ablesen  kann.  Er 
bespricht  eine  Construction  von  Blondlot  und  Curie,  bei  der  die 
oben  erwähnte  Fehlerquelle  wegföUt;  auch  bemerkt  er,  dafs  die 
Priorität  der  Idee  dieser  Verwendung  nicht  Ajrton*^),  sondern 
Potier^^^)  zukomme,  und  läfst  zum  Beweis  den  Artikel  des  letzteren 
noch  einmal  abdrucken. 

Die  Noten  von  J.  A.  Fleming  über  Wechselströme*^^*)  be- 
ginnen mit  der  Formulirung  des  Fourler'schen  Satzes '^^)  und 
mit  einem  Hinweis  auf  die  Möglichkeit  der  mechanischen  Addition 
von  einfachharmonischen  Fimctionen  durch  Flaschenzugapparate,  wie 
in  Thomson's  tide-predicter  ^^^^).  Ebenso  lasse  sich  ein  Wechselstrom 
von  beliebig  vorgeschriebenem  Gesetz  durch  hintereinander  geschaltete 
Sinusinductoren  erzeugen.  Weiter  berechnet  er  die  Mittelwerthe  von 
sin  x^^'^  und  von  sin*  x^^^)  durch  Integration;  er  bemerkt  dazu*^*^, 
es  sei  leichter  sich  die  Elemente  der  Integralrechnung  anzueignen, 
als  einem  sog.  elementaren  Beweis  zu  folgen,  giebt  aber  dann  doch 
einen  solchen,  sowie  ^^^)  die  Definition  des  Differentialquotienten  als 
„slope^^  und  eine  ausführliche  Ableitung  der  Etegeln  für  die  Differentiation 


9014)  p.  260.         9016)  ib.  p.  506. 

9016)  electrician  20,  1888,  p.  28;   die  spätere  Zusammenfassung  zu 
einem  Buche  war  mir  nicht  zugänglich. 

9017)  p.  286.         9018)  p.  285. 
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der  trigonoiuetrischen  Functionen.  Die  Inductionsgesetze  gewinnt  er^^^) 
in  der  gewöhnlichen  Weise  aus  dem  Energieprincip,  unter  Berufung 
auf  die  Analogie  mit  den  Verhältnissen  bei  einem  Schwungrad. 
£  nennt  er  impressed,  BJ  effective  elektromotorische  Kraft;  die 
Namen  Zeitconstante®*^)  und  Impedanz®*^*)  gebraucht  er  schon 
wie  ganz  selbstverständlich.  Die  Differentialgleichung  des  Wechsel- 
stroms integrirt  er^^®)  ausführlich,  unter  Benutzung  eines  Euler'schen 
Multiplicators  und  der  Darstellung  der  trigonometrischen  Functionen 
reellen  durch  Exponentialfunctionen  complexen  Arguments.  Die 
Besultate  stellt  er  dann^^^)  durch  rotirende  Vectoren  geometrisch 
dar.  Weiter^**)  bespricht  er  die  experimentelle  Bestimmung  der 
aufgewendeten  Energie:  das  Galorimeter  giebt  den  Mittelwerth  von  E^j 
das  Dynamometer  den  von  J^,  aber  die  mittlere  Energie  ist  nicht 
die  Quadratwurzel  aus  dem  Produkt  dieser  beiden,  sondern  gleich  (200). 
Verzweigung  von  Wechselströmen  behandelt  er^*')  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  der  Strom  im  unverzweigten  Leiter  (nicht  die  elektro- 
motorische Kraft)  gegeben  sei.  Er  fragt,  unter  welchen  Umständen 
die  Phase  eines  der  Zweigströme  mit  der  der  elektromotorischen 
Kraft  zusammenfallen  könne;  um  diese  Frage  zu  beantworten,  ent- 
nimmt er^^)  aus  Lord  Rayleigh «»^«)  die  Formel  für  die  Zu- 
sammensetzung der  Impedanzen;  er  findet,  dafs  es  nur  in  einem 
Zweige  ohne  Selbstinduction  eintreten  könne,  und  erörtert  den  Ein- 
iluis  dieses  ümstandes  auf  Wattmetermessungen.  Die  Resultate  stellt 
er  wieder  geometrisch  dar****);  daran  anschlieüsend  erörtert  er 
den  EiniluTs  der  Selbstinduction  des  Wattmeters  auf  seine  Ab- 
lesung und  erhält  so  einen  geometrischen  Beweis  für  die  inzwischen 
auch  von  Ayrton  angegebene  Correctionsformel  (211).  Ebenso 
giebt  er  Formeln  für  .die  Berücksichtigung  der  gegenseitigen  Li- 
duction^»«). 

Von  Wietlisbach^s  Theorie  der  Telephonleitungen ^*^)  war 
mir  nur  ein  Auszug  ^*^)  zugänglich,  der  nur  Besultate  ohne  Beweis 
giebt.  Bemerkenswerth  ist  vielleicht  auch  für  uns  die  Auseinander- 
setzung, dafs  sich  die  gegenseitige  Compensation  von  Capacität  und 
Selbstinduction  praktisch  nicht  durchführen  lasse,  da  die  Isolation  zu 
sehr  vom  Wetter  abhänge.    Auch  müsse  man,  wenn  man  die  Capacität 


9019)  p.  314.         9020;  p.  405.         9021)  p.  604.         9022)  p.  6ö4. 
9028)  p.  784.  9024)  ib.  21,  1888,  p.  74.         9026)  p.  141. 

9026)  p.  384.  Die  versprochene  Fortsetzung  ist  wenigstens  im  electriciaD 
nicht  erschienen. 

9027)  elektrot.  Zeitechr.  9,  1888,  p.  52. 

9028)  j.  telegr.  eng.  17,  1888,  p.  842. 
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berücksichtigen  wolle,  durchaus  auch  die  Abh&ngigkeit  der  elektrischen 
Gröfsen  vom  Ort  berücksichtigen. 

E.  C.  Bimington^^)  giebt  eben&lls  eine  Ableitung  der  Formel 
Yon  Ajrton  (211);  er  findet  die  Methode  aber  unpraktisch,  da  sie 
die  Anwendung  eines  Dynamometers  mit  hohem  Widerstände  zur  Be- 
stimmung von  L^  und  aufserdem  unbequeme  Adjustixungen  verlange. 
Er  giebt  daher  eine  andere  ^•^),  bei  der  durch  beide  Bollen  des 
Djnamometers  nur  je  ein  Zweigstrom  geleitet  und  daf&r  gesorgt 
wird,  dals  sie  gleiche  Zeitconstanten  haben.  In  der  Discussion^^^) 
erw&hnt  Blakesley  eine  Drei-D jnamometer-Methode  zur  Bestimmung 
der  Energie  im  primären  und  secundären  Kreis  eines  Transformator»» 
deren  Formeln  er  durch  die  geometrische  Methode  erhalten  habe; 
Sumpner  macht  darauf  aufmerksam,  dals  auch  dieses  Verfahren 
nur  fär  einfach  harmonische  Ströme  richtige  Besultate  liefert,  und 
dals  man  den  „angle  of  lag'^  nur  solange  als  constant  behandeln 
dürfe,  wie  die  Selbstinduction  es  sei 

In  einem  bald  folgenden  Aufsatz ^'^)  giebt  Blakesley  näheres 
über  sein  Verfahren  an:  die  drei  Dynamometer  messen  die  Mittd- 
werthe  von  ciT^,  Jl  und  J^  J^  cos  9,  unter  q>  die  Phasendifferenz 
zwischen  J^  und  J^  verstanden.  Er  zeigt,  dafs  man  aus  dem  bei  seinem 
Verfahren  sich  ergebenden  Unterschied  zwischen  Beobachtung  und 
Formel  einen  Schlufs  darauf  ziehen  könne,  ob  man  aufser  der  durch 
die  Selbstinduction  bedingten  Phasendifferenz  zwischen  elektro- 
motorischer Kraft  und  Strom  auch  noch  einen  besonderen  „magnetic 
lag^^  anzunehmen  habe;  man  könne  einen  solchen  ,4äg^^  mit  2  Be- 
obachtungen constatiren,  mit  dreien  berechnen.  Daran  schliefst  er 
eine  Berechnung  der  dadurch  verzehrten  Energie. 

0.  Heaviside  recapitulirt  einen  Theil* seiner  früheren  Formeln 
auch  in  einer  Note  zu  seiner  Abhandlung  über  elektromagnetische 
Wellen  ^'^'),  namentlich  auch  mit  Bücksicht  auf  ihre  praktische 
Verwerthung.  Er  setzt  hier  noch  einmal  auseinander,  dafs  er  um 
von  der  allgemeinen  Theorie  aus  zu  einer  „practical  working  form** 
zu  gelangen,    zwei  Voraussetzungen  einführe:    dafs  die  longitudinale 


9029)  Lond.  pbys.  soc;  phil.  mag.  (6)  25,  1888,  p.  488;  Auszug  electrician 
20,  1888,  p.  Ö64. 

9030)  p.  485.         9031)  electrician  p.  565;  nicht  im  phil.  mag. 

9032)  phil.  mag.  (5)  26,  1888,  p.  34;  auch  als  13.  Kapitel  der  2.  Auflage 
seines  Buches '*"°^) ,  p.  88  der  deutschen  Übersetzung;  Auszug  electrician 
21, 1888,  p.  88.  Dem  Ansatz  liegt  auch  hier  die  VorausBetzung  L^  L^  —  Jf*»0 
zu  Grunde. 

9033)  phil.  mag.  \b),  25,  1888,  p.  202;  papers  2,  p.  896. 
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Stromcomponente  im  Dielektricum  gegenüber  dem  Strom  im  Leiter 
vernachlässigt  werden  könne;  und  noch  eine  zweite,  die  aequivalent 
sei  mit  der,  dafs  die  Wellenlänge  ein  grofses  Vielfaches  der  Ent- 
fernung zwischen  Hinleitung  und  Zurückleitung  sei.  Die  Gleichungen 
nehmen  dann  die  Fonn  §  110,  (221)  an,  in  der  aber  „die  effective  Re- 
^tanz  und  Inductanz  nach  elektromagnetischen  Principien  bestimmt 
werden  müssen.^  Die  Form  der  vollständig  entwickelten  sinusoidalen 
Lösung  sei  aber  dieselbe,  wie  wenn  R  und  L  Gonstante  wären.  Er 
setzt  dann  zunächst  wieder  eine  Lösung  der  Form  an: 

F«  c-^'sin(ai/  —  Qx),  (220j 

Wenn  R  gegen  L<a   grofs  ist  und  K  vernachlässigt  werden  kann,  ist 

p^Q^y^RC^  (221) 

wie  in  der  elektrostatischen  Theorie  von  W.  Thomson'^'*).  Wenn 
Aber  wie  bei  Telephonleitungen  R/{L(a)  und  K/(Cai)  klein  sind, 
ist  näherungs weise: 

^=3f.+  2C-^.     «  =  "'     nüt.  =  (iOH.         (222) 

In  vollständig  isolirten  Kupferdrähten  von  geringem  Widerstand  er- 
halten R  und  Z,  von  extremen  Fällen  abgesehen,  praktisch  dieselben 
Werthe  wie  in  der  elementaren  Theorie,  v  wird  gleich  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit ungestörter  Wellen  im  Dielektricum,  die 
^.Distortion^*  P  wird  praktisch  von  der  Frequenzzahl  unabhängig  und 
wird  verkleinert  durch  Verkleinerung  des  Widerstandes  und  durch 
Vergröfserung  der  Inductanz  des  Dielektricums.  Das  letztere  kann 
dadurch  erreicht  werden,  dalB  man  Hin-  und  Rückleitimg  weiter 
von  einander  entfernt.  Andererseits  kann  aber  die  Distortion  auch 
dadurch  veiTingert  werden,  dafs  man  soviel  leakage  K  einführt,  dafs 
die  Bedingungen  §  110,  (399)  erfüllt  werden.  Weiter  müsse  man 
dann  noch  dafür  sorgen  ^^),  dafs  die  Distortion  nicht  durch  eine 
Art  von  Quasiresonanz  in  den  Empfangsapparaten  vergröfsert  werde. 
Ist  die  Leitung  selbst  distortionsfrei,  so  kann  das  dadurch  geschehen, 
•dafs  man  den  Widerstand  des  Empfängers  gerade  so  grofs  macht, 
•dafs  die  ankommende  Welle  vollständig  absorbirt  wird;  andernfalls 
mit  derselben  Wahl  des  Widerstandes  wenigstens  näherungsweise. 
Das  sei  zugleich  derjenige  Widerstand,  der  die  magnetische  Kraft 
und  damit  die  Stärke  der  Signale  zum  Maximum  mache.  Freilich 
bleibe   bei  der  Telephonie   noch   diejenige  Distortion   übrig,    die  von 


9034)  p.  204. 
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der  Verwandlung  der  Schallwellen  in  elektromagnetische  Wellen  und 
dieser  wieder  in  Schallwellen  herrühre. 

Weiter  •®'*)  bespricht  er  Möglichkeiten  der  Vermehrung  der  In- 
ductanz  durch  Benutzung  eines  mit  Eisenstaub  inprägnirten  Dielek- 
triums  oder  eines  Bündels  feiner  Eisendrähte  mit  Kupferumhüllung. 
Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  seine  Formel  (170)  für  die  Strom- 
stUrke  an  der  Empf&ngerstation  zu  sprechen  ^^).  Wenn  R  klein 
gegen  Zo  sei,  ergebe  sie  för  das  Verhältnis  des  stationären  Stromes 
zur  Amplitude  des  sinusoidalen  Stromes  den  Werth: 

cos  — I 


(223)  ^=JIHI;- 


V    /  ' 


Er  giebt  eine  kleine  Tabelle  von  numerischen  Werthen  dieses  Aus- 
drucks und  discutirt  sie.  Ist  der  Einfluijs  der  Endapparate  zu  be- 
rücksichtigen, so  tritt  an  Stelle  der  Formel  (170)  die  andere  (182); 
an  sie  knüpft  er  ähnliche  Folgerungen  ^^^.  Zuletzt  giebt  er  noch 
an^^),  er  sei  auf  seine  Theorie  des  distortionslosen  Stromes  ge- 
kommen ausgehend  von  einer  Untersuchung  des  Einflusses  von 
Telephonen,  die  als  Brücken  über  einen  gemeinsamen  Stromkreis 
gelegt  sind. 

0.  Lodge's  Theorie  der  Blitzableiter  geht  von  den  Voraus- 
setzungen der  allgemeinen  elektromagnetischen  Theorie  aus.  Er 
giebt  zwar  auch  die  Formeln  für  die  Teilung  eines  Stromes  von  ge- 
gebener Wechselzahl  zwischen  zwei  Leitungen  („alternative  path")  ^*'®), 
lügt  aber  gleich  bei,  man  müsse  berücksichtigen,  dafs  auch  der 
Widerstand  selbst  nicht  von  der  Frequenzzahl  unabhängig  sei. 

St.  Doubrava^*^)  wirft  die  Frage  auf,  wieso  bei  einem  Trans- 
formator mit  eingeschaltetem  Condensator  die  Momentanspannungen 
so  hoch  ansteigen  können,  als  die  Erklärung  der  auftretenden  Funken- 
erscheinungen erfordert;  bei  grofsen  Transformatoren  genüge  oft 
schon  die  Gapacität  der  offenstehenden  Leitung,  um  Funkenbildung 
zu  veranlassen.  Er  stallt  zunächst  für  eine  Wechselstrommaschine, 
die  nur  durch  einen  Condensator  geschlossen  ist,  Gleichungen  auf^ 
die  aber  nicht  richtig  sind,  indem  er  für  den  von  Funkenstrecke 
und  Condensator  gebildeten  Teilstromkreis  wohl  die  Potentialdifferenz 
der  ersteren,  aber  nicht  die  des  letzteren  in  Rechnung  zieht;  er 
kommt  so  zu  dem  absurden  Resultat,  die  Vorgänge  in  diesem  Teil 
seien  von  denjenigen  im  anderen  ganz  unabhängig. 


9035)  p.  205.         9036)  p.  206.         9087)  p.  207.         9038)  p.  210. 

9039)  phil.  mag.  (5)  26,  1888,  p.  225;  Auszug  electrician  21,  1888,  p.  435. 

9040)  Centralbl.  f.  Elektrot.  12,  1889,  p.  188. 
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Für  den  Fall  des  Transformatoi*s  begnügt  er  sich  mit  der 
Aufstellnng  der  Differentialgleichungen;  er  meint,  ihre  Integration 
biete  blofs  rechnerisches  Interesse,  und  das  Resultat  sei  dasselbe. 

Estaunie  und  Brylinski*^*)  bedienen  sich  zur  Messung  von 
Telephonströmen  einer  Anordnung,  die  auf  das  Gleichungssystem  führt t 

Z^/'o  —  3foi  J\  +  -Ro«^o  =  E  sinw^ 

Sie  setzen  für  J  eine  einfachharmonische  Function  an  und  bestimmen 
deren  Constante.  Die  Berücksichtigung  von  Widerstand  und  Selbst- 
induction  des  Telephons  selbst  umgehen  sie  experimentell,  indem  sie 
es  abwechselnd  mit  einem  Galvanometer  einschalten. 

P.  H.  Ledeboer®^*)  bespricht  noch  einmal  die  an  Wechsel- 
stömen  vorzunehmenden  Messungen  im  Angchlufs  an  eine  Schrift 
von  Swinbume,  deren  Titel  er  nicht  angiebt.  Swinbume  vermeide 
alle  mathematischen  Formeln  und  gebe  seine  Sätze  nur  in  gewöhn- 
licher Sprache:  Ledeboer  zeigt  an  einem  Beispiel,  wie  schleppend 
und  schwerverständlich  das  werden  kann.  Übrigens  stimmt  er  mit 
Swinbume  darin  überein,  dafs  die  Kurve  des  Wechselstroms  keine  ein- 
fache Sinuslinie  zu  sein  brauche;  wer  freilich  die  Einfachheit  der  mathe- 
matischen Rechnung  der  Realität  der  Dinge  vorziehe,  werde  geneigt 
sein  Joubert's  Resultate  *'*')  zu  verallgemeinem.  Swinbume  be- 
streitet auch,  dafs  durch  die  Transformation  die  Form  der  Strom- 
kurve der  Sinuslinie  genähert  werde,  und  überhaupt  die  Zulässigkeit 
der  Zerlegung  einer  willkürlichen  periodischen  Function  in  einfach 
harmonische  Schwingungen:  man  könne  doch  nichts  damit  anfangen, 
da  man,  namentlich  beim  Vorhandensein  von  Eisenkernen,  die  ein- 
zelnen Terme  der  Reihe  nicht  getrennt  behandeln  könne '^^).  Statt 
veränderlicher  Inductionscoef&cienten  will  Swinbume  lieber  veränder- 
liche elektromotorische  Kräfte  einführen;  Ledeboer  meint,  damit  werde 
auch  nichts  gewonnen,   da  man  doch  kein  Mittel  habe,  diese  Kräfte 


9041)  buU.  intern,  ^lectr.  51,  52;  mir  war  nur  der  Auszug  lum.  ^iectr. 
31,  1889,  p.  34  zugünglich.  Die  von  G.  Koux  im  ^lectricien  vorgeschlagene 
Methode,  (mir  war  nur  das  Referat  von  B.,  Centralbl.  f.  Elektrot.  11,  1889^ 
p.  433  zugänglich)  ist  soviel  ich  sehe  von  der  von  Estaunie  und  Brylinski 
nicht  verschieden.  Estaunie  und  Brylinski  wahren  lum.  älectr.  33,  1889, 
p.  597  ihre  Priorität  gegenüber  einer  (experimentellen)  Abhandlung  von 
Rubens. 

9042)  lum.  electr.  31,  1889,  p.  466.         9043)  p.  468. 
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zu  bestimmen.  Swinbume  erläutert  dann,  auch  durch  ein  numeri- 
sches Beispiel,  den  Unterschied  zwischen  „Produkt  der  Mittelwerthe^ 
und  „Mittel werth  des  Produkts^^  von  Strom  und  Kraft;  für  diejenigen 
Gröfsen  E,  Jj  die,  wenn  W  die  mittlere  Arbeitsleistung  bedeutet, 
die  Gleichungen 

(224)  W  =  I?/R,  bezw.   W^J^R- 

wie  bei  constanten  Strömen  erfüllen,  schlägt  er  die  Namen  „virtuelle 
elektromotorische  Kraft"  und  „virtueller  Strom"  vor.  Ledeboer 
findet,  die  Einführung  dieser  Gröfsen  mache  die  Sache  nur  ver- 
wickelter; man  könne  die  Energie  auch  aus  den  Mittelwerten  be- 
rechnen, wenn  man  nur  auf  die  Phasendifferenz  gehörig  Bücksicht 
nehme.  Weiter ^^^)  weist  er  darauf  hin,  daIJs  man  doch  auch 
die  maximale  elektromotorische  Kraft  bestimmen  müsse,  um  ent- 
scheiden zu  können,  welche  Isolation  erforderlich  sei.  Die  Fort- 
setzung ^^^)  bespricht  Mefsinstrumente  und  ihne  Fehlerquellen:  Lede- 
boer schliefst  mit  der  Bemerkung  ^^^),  das  nächste  Ziel  müsse  jetzt 
die  Aufsuchung  einer  Methode  zur  Bestimmung  des  Verlaufs  der 
Stromkurven  vor  und  nach  der  Transformation  sein. 

Die  Methode  zur  Bestimmung  der  Phasendifferenz  zwischen  den 
Potentialen  zweier  Wechselstöme,  mit  Hülfe  von  drei  successiven  oder 
sinmltanen  Elektrometerablesungen,  die  E.  Morelli*^')  beschreibt, 
ist  von  der  von  Ledeboer  so  viel  ich  sehe  mathematisch  nicht 
verschieden. 

Gl.  Feldmann^^^j  bespricht  die  bis  dahin  bekannten  Methoden 
zur  Messung  von  Wechselströmen.  Zunächst  discutirt  er  die  Frage, 
ob  man  die  Stromkurve  als  einfache  Sinuslinie  auffassen  dürfe: 
er  glaubt  daraus,  dafs  die  Gleichung  (9)  zwischen  E  und  J  in 
der  That  durch  die  Beobachtungen  bestätigt  werde,  schliefsen  zu 
dürfen,  dafs  die  genannte  Annahme  für  die  Siemens'sche  Maschine 
in  der  That  der  Wirklichkeit  entspreche.  Weiter*^)  bespricht  er 
Potier's  Methode  der  drei  Elektrometermessungen  mit  drei  ver- 
schiedenen eingeschalteten  Widerständen;  das  Dynamometer**®), 
namentlich  mit  Rücksicht  auf  den  Einflufs  der  Constanten  des  In- 
struments  selbst;   das   Wattmeter ^^^),  im    Anschlufs  an  Stefan **•*), 

U044)  p.  472.         9045)  p.  628.         9046)  p.  582.         9047)  ib.  p.  630. 

9048)  Centralbl.  f.  Elektrot.  12,  1889,  p.  87;  Darmstädter  Preigschrift, 
von  Kittler  veranlafst.  Den  Mittelwert  von  J  nennt  er  „wahre  mittlere 
Stromstärke'^  die  Quadratwurzel  aus  dem  Mittelwert  von  J^  „mittlere 
Stromstärke"  schlechtweg. 

9049)  p-  102.         9050)  nr.  2,  p.  113.         9061)  p.  149. 
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aber  unter  Berücksichtigung  der  Bemerkungen  von  Blathy  und  der 
durch  die  Anlegung  des  Instruments  bewirkten  Änderung  des  Haupt- 
irtromes:  ist  in  den  Gleichungen 


«^  —  «^1  4"  «^2. » 
lil  e/j  -f-  Xj  /j  =  i?2  /j  +  Zj «/  2 

J'=/sin(»^,  so  ergiebt  sich: 


(226) 


•^x=i(i?^l/      — ^■•^»O  (226) 


Ebenso   bespricht   er  noch   die  Messungen  mit  dem  Oalorimeter^^^ 
und  mit  dem  Cardew'schen  Voltmeter  ^^). 

In  einer  Besprechung  der  Besultate  Feldmann's  bestreitet 
P.  Ledeboer^^),  dafs  man  die  Kurve  des  Stromverlaufs  als  ein- 
fache Sinuslinie  voraussetzen  dürfe;  für  Maschinen  mit  Eisenkern 
sei  das  sicher  nicht  zutreffend.  Dann  könne  aber  das  Verhältnifs 
zwischen  dem  Mittelwerth  der  Intensität  und  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Mittelwerth  ihres  Quadrates  einen  andern  Werth  haben  als  für 
die  Sinuslinie;  in  einem  der  Praxis  entnommenen  Beispiel,  das  er 
durchrechnet,  stellt  sich  allerdings  nur  ein  kleiner  Unterschied  her- 
aus. Auch  verweist  er  auf  eine  ältere  Bemerkung  von  Stefan*^*), 
nach  der  man,  ob  eine  Maschine  Sinusströme  liefere,  einfach  daraus 
erkennen  könne,  daüs  das  mittlere  Quadrat  der  Intensität  eine  quadra- 
tische Function  des  Quadrates  des  Widerstandes  ist. 

E.  Brjlinski  behandelt  in  seiner  schon ^^)  besprochenen  Ab- 
handlung auch  den  Fall  einer  nach  dem  Sinusgesetz  mit  der  Zeit 
veränderlichen  elektromotorischen  Kraft  **^^).  Die  Schlufsformeln, 
za  welchen  er  gelangt,  sind  freilich  so  complicirt,  dals  er  selbst  auf 
ihre  Discussion  verzichtet  und  sich  mit  der  Bemerkung  begnügt, 
dafs  die  6  Constanten  nur  in  den  drei  Verbindungen  £/ii,  (7i?ct) 
und  Xw*  auftreten. 


9062)  p.  193.         9063)  p.  266. 

9064)  lum.  ^lectr.  36,  1890,  p.  17.  Merkwürdig  ist,  dafs  er  die  Hin- 
zafQgung  des  Faktors  cos  qp  in  der  Formel  (200)  selbst  damals  noch  Prak- 
tikern gegenüber  vertheidigen  mnfs. 

9066)  Zeitschr.  f.  Elektrot.  4,  1886,  p.  196.  Wieweit  ist  diese  Be- 
merkung überhaupt  richtig? 

9066)  ann.  tel^gr.  (8)  16,  1889,  nr.  3,  p.  140. 
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A.  Palaz^^^)  bespricht  die  Benutzung  einer  gemeinsamen  R€k:k- 
leitung  f&r  mehrere  Telephonleitungen,  doch  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  Capacität  und  Selbstinduction  der  Linie  vernachlässigt 
werden  können.  Es  handelt  sich  dann  um  die  Integration  der 
Gleichungen; 

<^i  ==  «^0  "i"  •^»5 

-'^o  «^0  "■  ^  «^»  ~~  ^2  «^«  ""  ^  7 
(227)  i?o/o  +  -Bi/i  +  Xj  /^  =  ^e^sm(xa,t  +  Oj. 

Die  Schlufsformeln  sind  ziemlich  unübersichtlich;  er  führt  numerische 
Beispiele  durch. 

um  diese  Zeit  ist  die  Terminologie  der  Wechselströme  durch 
Beschlüsse  eines  Gongresses  in  Paris  festgelegt  worden  •^*').  „Frequenz" 
soll  in  Adoptirung  eines  Vorschlags  von  Lord  Rayleigh  und  W.  Thom- 
8on*^^^)  die  hier  mit  od  1(2  7t)  bezeichnete  Gröfse  heifsen,  nicht  co/«^ 
wie  früher  wohl  geschehen;  die  Ausdrücke: 

(228)  {^yji^di,        ^^VTJ^t 

„wirksame  (efficace)  elektromotorische  Kraft^^  und  „wirksamer  Strom- 
stärke", ihr  Quotient  „scheinbarer  Widerstand".  Die  British  asso- 
ciation^^^^)  will  statt  des  letzteren  Ausdrucks  lieber  „impedance^ 
gebrauchen;  0.  Lodge*^^^)  bedauert,  dafs  statt  dessen  nicht  ,^pu- 
rious  resistance"  gewählt  wurde.  Blakesley*^*)  erklärt,  er  habe 
den  Term  impedance  eben  seiner  Mehrdeutigkeit  wegen  nicht  gebraucht 
Wenn  man  die  Formel  E  =^  J  R  auf  Wechselströme  übertragen  wolle, 
müsse  man  entweder  die  Bedeutung  von  E  oder  die  von  R  ändern; 
im  ersteren  Falle  spreche  man  von  effektiver  elektromotorischer  Eraft> 
im  letzteren  könne  man  ebensogut  vom  „effektiven  Widerstand"  sprechen. 
Ein  besonderes  Wort  sei  hier  so  wenig  nöthig  als  dort  Schwieriger 
werde  die  Sache,  wenn  ein  Condensator  daneben  geschaltet  sei;  dann 
sei   die    Stromstärke   in    den   beiden   Teilen   der  Hauptleitung  nicht 


9057)  lum.  ^lectr.  32,  1889,  p.  109. 

9058)  Vgl.  etwa  die  Mitteilungen  von  Mascart,  Paris  C.  R.  109, 
1889,  p.  894;  j.  de  phys.  (2)  8,  1889,  p.  601,  oder  den  Bericht  im  elec- 
trician  23,  1889,  p.  464. 

9059)  electrician  23,  1889,  p.  154. 

9060)  Brit.  asB.  rep.  f.  1889.  Der  Bericht  im  electrician  2S,  1889, 
p.  487  konnte  so  verstanden  werden,  als  habe  die  Brit  aas.  bei  diesem 
Beschlüsse  nur  sinusförmige  Ströme  im  Auge  gehabt;  das  wird  von 
Glazebrook  ib.  p.  559  klargestellt. 

9061)  ib.  p.  545.         9062)  ib.  p.  686. 
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dieselbe;  noch  mehr,  wenn  die  Stromstärke  Function  des  Ortes  sei, 
wie  bei  unterirdischen  oder  unterseeischen  Kabeln.  Die  Redaktion 
des  electrician  bemerkt  dazu^^^):  bisher  habe  man  den  Term  Im- 
pedanz, dem  ursprüglichen  Vorschlag  ^^^)  von  Heaviside  gemäis,  nur 
für  einfach  harmonische  Ströme  gebraucht;  erst  die  Brit.  ass.  habe 
die  Bedeutung  des  Ausdrucks  jetzt  erweitert.  Glazebrook*®^)  stellt 
dann  die  Thatsachen  noch  einmal  fest.  Die  Bedaktion^**^)  meint 
schliefslich,  man  könne  gegen  jeden  Term  etwas  einwenden  —  z.  B. 
werde  „effektive  elektromotorische  Kraft"  auch  für  BJ  gebraucht  — ; 
aber  die  Hauptsache  sei,  dafs  man  sich  vorläufig  einmal  über  eine 
gemeinsame  Ausdrucksweise  geeignet  habe. 

W.  C.  Rechniewski*'^)  untersucht  die  Arbeitsweise  von  Wechsel- 
strommotoren. Er  recapitulirt  aus  Kapp's  geometrischer  Theorie  der 
Transformatoren *•'•)  die  Formeln  für  die  aufgewendete  Energie;  aifch 
behandelt  er  einen  Fall^^^,  in  welchem  sowohl  Induction  durch  Be- 
wegung, als  auch  Induction  durch  Änderung  der  Stromstärke  in  Be- 
tracht kommt,  also  die  Gleichung  die  Form  hat: 

E^RJ+LJ'+  SJ'  (229) 

Die  Resultate  sind  natürlich  dieselben,  wie  wenn  einfach  R  um  S 
Tenbehrt  wäre. 

M.  Leblanc^*^)  behandelt  die  Energie  Verteilung  durch  Wechsel- 
ströme. Er  bespricht  zunächst  die  Benutzung  der  Eigenschaften  einer 
gewöhnlichen  Wechselstrommaschine,  auch  umgekehrt  als  Motor  ge- 
braucht werden  zu  können.  Ist  /  die  Starke  des  Stromes,  der  die 
Armatur  speist,  «7^  die  des  abgeleiteten  Stromes,  M  der  Coefficient 
der  gegenseitigen  Induction  beider  Stromkreise,  so  ist  das  ausgeübte 
Drehmoment  proportional  zu  JJ^dM/dt     Ist  dabei: 

J    j-  —  |LiJ  sinw^,     «/|  ==  Jj  sin(a)<  —  9),  (230) 

so  ist  dieses  Drehmoment 

^fiJJj  cos  9.  (231) 

Damit  berechnet  er  den  Nutzeffekt.  Zur  Bestimmung  von  J^  und  tp 
hat  er  die  Gleichungen: 

E  sin(oi)f  —  if')  =  ^1^1  sin(G>'  —  9)  +  ö>  A  ''^i  cos(a)<  —  (p) 

(232) 
+  KcofiJ  sin  co<, 


9063)  ib.  p.  665.         9064)  ib.  p.  612.         9065)  ib.  24,  1890,  p.  147. 
9066)  lum.  älectr.  32,  1889,  p.  301.         9067)  p.  304. 
9068)  ib.  33,  1889,  p.  166;  engl,  kritische  Bearbeitung  electrician  23> 
1889,  p.  320. 
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in  der  das  letzte  Glied  die  Bückwirkung  des  Motors  auf  den  Strom 
ausdrückt  und  ip  als  gegeben  behandelt  wird.  Dann^^^  bespricht 
er  eine  Lösung,  die  auf  dem  gleichzeitig  von  Ferraris,  Borel  und 
Tesla  gegebenen  Satze  beruht:  Zwei  gleiche  in  zueinander  senkrechten 
Richtungen  wirkende  Wechselströme  von  der  Phasendifferenz  Y^ 
bezw.  zwei  derartige  magnetische  Wechselfelder  setzen  sich  zusammen 
zu  einem  magnetischen  Felde  von  constanter  Litensität,  dessen  Richtung 
mit  constanter  Geschwindigkeit  rotirt.  Ein  solches  Feld  versetzt 
eine  zu  ihm  parallele  Scheibe  in  constante  Rotation.  AuDserdem 
bespricht  er  noch  andere  Lösungen,  die  zu  mathematischen  Ent- 
wicklungen keinen  Anlafs  geben.  Nachher  kommt  er  noch  einmal 
auf  die  erste  Lösung  zurück  und  bemerkt  ^^®):  Maschinen  dieser  Art 
seien  nur  brauchbar,  wenn  sie  sich  synchron  mit  dem  Generator 
drehten;  Synchronismus  sei  aber,  wie  Comu  bewiesen  habe,  nicht 
ohne  Dämpfung,  also  nicht  ohne  Energieverlust  zu  erreichen. 

Dann  wendet  er  sich  zu  der  Frage,  wie  man  den  sdiftdlichen 
Einflufs  der  Selbstinduction  verkleinem  könne.  Er  meint,  es  komme 
darauf  an,  LJ  möglichst  klein  zu  machen;  das  könne  mit  sehr 
kurzen  (Hertz'schen)  Wellen  geschehen  *^^^)  oder  auch  durch  Be- 
nutzung der  gegenseitigen  Induction  der  Teile  des  Apparats.  Dazu 
stellt  er  Rechnungen  an,  die  auf  den  Formeln  (10)  beruhen  und 
die  Bedingungsgleichung: 

(233)  1^1  «2  +  w*(3f«  -  L^L^  «  0 

als  erfüllt  voraussetzen  ^^^.  Drittens  könne  man  die  Selbstinduction 
auch  durch  Einschaltung  eines  Condensators  vermindern^'*);  er  führt 
die  darauf  bezüglichen  Rechnungen  noch  einmal  aus.  Dann  folgen 
Untersuchungen  über  redressirte  Ströme^'*):  aus 


9069)  p.  168.         9070)  p.  171. 

9071)  p.  172.  Der  englische  Kritiker  findet  diese  Idee  p.  872  hopelesalj 
chimerical,  schon  wegen  der  Vermehrung  des  Widerstandes  bei  sehr 
grofsen  Schwingungszahlen. 

9072)  Der  Engländer  nennt  das  mathematische  Untersuchungen  von 
vielleicht  nicht  eben  sehr  grofsem  positivem  Werth. 

0073)  p.  224.  Der  Kritiker  im  electrician,  p.  398,  verweist  auf  electri> 
cian  20,  18H8,  p.  46,  wo  angegeben  ist,  dafs  Higgins  schon  1878  im  Verlaufe 
einer  Discassion  im  inst,  of  civil  eng.  auf  die  Verwendung  des  Condensators 
hingewiesen  habe;  das  sei  damals  nur  deswegen  nicht  weiter  verfolgt 
worden,   weil  keine  praktisch  brauchbaren  Condensatoren  existirt  hätten. 

9074)  p.  226. 
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folgt: 

\jEdt  »  ^Jjdt  +  ^  [Jl  (234) 

und  nun  meint  er,  wenn  /  genügend  grofs  sei  und  E  sein  Voi*zeichen 
nicht  wechsle,  könne  das  letzte  Glied  gegen  die  beiden  ersten  ver- 
nachlässigt werden,  sodafs  also  dann  fdr  die  Mittelwerthe  des  Stromes^ 
und  der  Kraft  das  Ohm'sche  Gesetz  gelte  und  die  Selbstinduction: 
keinen  Einflufs  habe.  Dieses  Resultat  nimmt  er  dann  auch  f&r  den 
Fall  in  Anspruch,  dafs  die  Periode  der  Stromumkehrungen  mit  der 
des  Wechselstroms  selbst  nicht  genau  übereinstimmt.  Der  Kritiker 
im  electrician  bemerkt  dazu  mit  Recht *^^^),  das  sei  falsch:  in  der 
That,  wenn  t  so  grofs  ist,  dafs  das  letzte  Glied  sehr  klein  ist,  so  sind 
auch  die  beiden  andern  Glieder  sehr  klein.  Leblanc  erörtert  darauf 
hin,  wie  er  es  meint  ^^®);  sein  Raisonnement  gilt  aber  nur  für  den 
Fall,   dafs  die   elektromotorische  Kraft   ihr  Vorzeichen   nicht  ändert. 

Ein  mit  E.  R.  zeichnender  Autor  bespricht  diese  letzteren  Ver- 
hältnisse noch  einmal ^^^);  er  behandelt  namentlich  den  Fall,  dafis^ 
der  Gleichstrom  constant  gerade  gleich  der  Amplitude  des  Wechsel- 
stroms ist  und  berechnet  für  diesen  Fall,  welcher  Teil  der  Energie 
von  der  constanten,  welcher  von  der  variablen  Stromquelle  auf- 
gebracht wird. 

Die  „Grundzüge  einer  Theorie  der  Transformatoren^^  von  K. 
Steinmet z^^^)  definiren  einen  Transformator  als  einen  „pollosen 
Inductor  mit  geschlossenem  magnetischen  Kreislaufs  Indem  er  in 
erster  Annähenmg  Hysteresis-  und  Foucaultströme  vernachlässiget,  setzt 
er  [vgl.  (205)1  den  „freien  Magnetismus^^  H  proportional  zu: 

Pi^i+Pi^i^  (235) 

^^  Pu  Pi  ^®  Windungszahlen  bezeichnen,  und  die  in  einer  Draht- 
windung inducirte  elektromotorische  Ejraft  proportional  zu  dH/dt, 
Die  „effektiven^^  elektromotorischen  Kräfte  werden  dann,  wenn  Eq  die 
äuDsere  elektromotorische  Kraft  ist: 

-^  =  ^o-Ät<f'  ^.  =  -ftdf-  (236) 


9076)  electr.  23,  p.  899.         9076)  ib.  p.  608. 

9077)  lum.  Electr.  34,  1889,  p.  542. 

9078)  Centralbl.  f.  Elektrot.  12,  1889,  p.  171.  Die  Voraussetzung,  dafs 
der  magnetische  Kreislauf  geschlossen  sei,  will  besagen,  dafs  L^  L,  —  M*  =  0 
sei.  nr.  2,  p.  188  und  nr.  3  p.  196  giebt  er  eine  zweite  Annnäherung,  die 
sich  von  der  ersten  mathematisch  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  noch 
ein  Oberton  mitgenommen  ist. 


1792    I.  Hauptteil.  li.Abschn.  Unters,  üb.  Leitung  d.  Wärme  u.Elektricität, 

Die  daraus  sich  sofort  ergebende  Folgerung 
(237)  p^E^^p^{E^^E;) 

l)ezeichnet  er  als  „Gleicbung  des  Compoundirens^S  Ist  ^o  =»  E  sin  co/, 
^wie  es  mit  gröfserer  oder  geringerer  Strenge  bei  unseren  DTnamo- 
maschinen  stets  der  Fall  ist^',  so  führt  er  die  Integration  durch; 
die  sich  ergebenden  Ausdrücke  f^  die  Phasenverschiebung  und  die 
maximale  Feldintensität  ersetzt  er  durch  Näherungswerthe  vermöge 
Entwicklung  nach  Potenzen  kleiner  Gröfsen.  Daran  schlieiÜBt  er  die 
Berechnung  von  Mittelwerthen  und  von  Nutzeffekten.  Auch  den  Fall, 
•dals  in  beiden  Stromkreisen  elektromotorische  Krtlfte  vorhanden  sind, 
■behandelt  er^^^),  und  zwar  gleich  unter  der  Voraussetzung,  da/s 
diese  Kräfte  allgemeine  periodische  Functionen  der  Zeit  seien.  Dabei 
beschränkt  er  sich  aber  nach  der  andern  Seite  auf  die  Voraus- 
setzungen einer  ersten  Annäherung;  wenn  er  hier  den  Fall  besonders 
behandelt,  „dafs  die  äufsere  elektromotorische  Kraft  des  secundären 
Stromkreises  von  der  Selbstinduction  herrührt^,  so  ist  damit  gemeint, 
dafs  er  die  Voraussetzung  L^^L^  —  M*  =  0  jetzt  aufhebt.  Dann 
bespricht  er  noch^*^)  die  Wirkungsweise  verschiedener  Schaltungen 
auf  Grund  seiner  ersten  Näherungsformeln;  er  fragt,  wie  die  übrigen 
Gröfsen  sich  ändern,  wenn  bei  einer  Änderung  des  secundären  Strom- 
kreises entweder  die  Klemmenspannung  oder  die  Stromstärke  im 
primären  Stromkreis  constant  erhalten  wird.  Sohliefslich^^^)  zählt 
er  noch  einmal  auf,  was  alles  vernachlässigt  sei,  und  betont,  daCs 
seine  Theorie  nur  als  provisorisch  angesehen  werden  könne. 

Ein  zweiter  Aufsatz*®^  giebt  von  denselben  Dingen  eine  geo- 
metrische Darstellung ,  „da  rein  mathematisch  -  formalistische  Dar- 
stellungen, besonders  wenn  sie  von  der  Lösung  von  Differential- 
gleichungen ausgehen,  heutzutage  für  die  Praxis  nur  noch  von  geringer 
Anwendbarkeit  sind/^  Sie  beruht  einmal  auf  dem  Satze  ^^^),  dafs  die 
Gleichung  J^^^sincaf,  wenn  E  und  (ot  als  Polarcoordinaten  aufgefaßt 
werden,  einen  Kreis  darstellt,  der  die  Polarachse  im  Pol  berührt, 
andererseits  darauf,  dafs  in  dieser  diagrammatischen  Darstellung  das 


9079)  nr.  4,  p.  208.         9080)  nr.  6,  p.  220.         9081)  p.  222. 

9082)  elektrot.  Zeitschr.  11,  1890,  p.  185.  Inwiefern  diese  geometrische 
Behandlungsweise  sich  von  derjenigen  Kapp's'*'')  imtenoheidet,  kann  ich 
nicht  beurteilen,  da  mir  die  letztere  nur  unvollkommen  zugänglich  war. 
Von  der  von  Blakesley  *'®®^  und  von  Fleming  ••*•)  benutzten  Darstellung 
durch  rotirende  Vectoren  constanter  Länge  ist  sie  verschieden;  doch  gilt 
auch  bei  ihr  für  die  Addition  das  Parallelogrammgesetz. 

9088)  nr.  2,  p.  205. 
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Parallelogrammgesetz  gilt,  d.  h.,  dafs  zwei  Sinuswellen,  die  in  Ampli- 
tude und  Phase  durch  zwei  gerade  Linien  repräsentirt  werden,  sich 
zu  einer  dritten  zusammensetzen,  deren  Phase  und  Amplitude  durch 
die  Diagonale  des  von  den  heiden  ersten  gebildeten  Parallelogramms 
repräsentirt  wird. 

Ein  dritter^**)  betrifft  pulsirende  (redressirte)  Ströme,  d.  h. 
solche,  deren  elektromotorische  Kraft  dem  Gesetze: 

^  =  I  sin  (ot  I  f  238) 

folgt.  Er  unterscheidet  zwei  Arten,  das  zu  erzielen:  „über  Brechen^^ 
(Unterbrechen)  des  Stromes  und  „über  Kurzschlufs^*;  die  erstere  könne 
praktisch  wegen  der  dabei  auftretenden  Funken  und  sonstiger  Übel- 
stände nicht  in  Betracht  kommen.  Für  den  zweiten  Fall  gilt  von 
t^  T^  bis  ^  =  Tj  eine  Gleichung  der  Form^«*^): 

i?i J  =  E  sin  w^  ~  L^J'  (239) 

von  ^  =  Tg  bis  <  =»  T^  +  2  jt/co  dagegen : 

22,/  -  L^J\  (240) 

Er  integrirt  schrittweise  und  bestimmt  die  Constanten  theils  aus  der 
Forderung  der  Stetigkeit  an  den  Übergangsstellen,  theils  aus  der,  dafs 
der  Gang  stationär  periodisch  sein  soll.**®^)  Die  Forderung,  dafs 
der  Strom  sich  auch  in  der  Leitung  stetig  ändern  soll,  fOhrt  dann 
zu  Bedingungen  zwischen  den  Constanten  des  Apparats  und  den 
Gröfsen  T^,  Tg,  d.  h.  der  Commutatorstellung. 

Ein  vierter  Aufsatz  desselben  Autors  ^^^)  macht  noch  einmal 
darauf  aufmerksam,  dafs  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  (9)  Selbst- 
inductionscoefficienten  bestimmen  könne:  man  brauche  nur  ein 
Amp^remeter  hinter  die  Spule  und  ein  Voltmeter  neben  beide  zu 
schalten.  Dabei  mufs  die  Selbstinduction  des  Ampiremeters  bekannt 
sein :  er  zeigt,  wie  sie  bestimmt  werden  kann,  indem  man  einen  da- 
hinter eingeschalteten  inductionsfreien  Widerstand  variirt. 


9084)  ib.  p.  481;  vgl.  auch  die  Darstellung  von  Palaz,  Imn.  ^lectr.  38, 
1890,  p.  621. 

9085)  Er  führt  nicht  die  Stromstärke,  sondern  den  Magnetismus  als 
Hauptunbekannte  ein;  Palaz  (p.  627)  meint,  er  habe  dabei  einen  Factor  in 
durch  einen  rohen  Näherungswerth  ersetzt. 

9086)  Das  setzt  also  voraus,  dafs  der  Anfangszustand  geeignet  gewählt 
sei;  indessen  wird  man  infolge  der  Kleinheit  der  Zeitconstante  auch  bei 
anderem  Anfangszustand  sehr  bald  den  hier  besprochenen  Zustand  erreichen. 

9087)  N.  Y.  electr.  eng.;  electrician  26,  1891,  p.  79;  deutsch  elektrot. 
Zeitscbr.  11,  1890,  p.  566. 
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Von  den  dieser  Zeit  angehörenden  Lehrbüchern  reden  Weber  ^^), 
Watson  und  Burbury®*^)  und  Bertrand '*^)  überhaupt  nicht  besonders 
von  Wechselströmen.  E.  Hospitalier^^^)  behandelt  zunächst  den  Fall, 
dafs  eine  dem  Sinusgesetze  gehorchende  elektromotorische  Ej-aft  in  einem 
Stromkreise  ohne  Selbstinduction  wirkt,  und  erörtert  an  ihm  sogleich  den 
Unterschied  zwischen  Mittelwert  und  Quadratwurzel  aus  dem  Mittel- 
wert der  Quadrate.  Erst  später  ^^*)  kommt  er,  nachdem  die  Theorie 
der  Liduction  inzwischen  entwickelt  ist,  auf  die  Wechselströme  zu- 
rück, entnimmt  aber  die  fertigen  Fonneln  aus  Mascart  und  Joubert^^'^), 
ohne  ihre  Ableitung  zu  geben. 

Bei  E.  Gerard*®^)  werden  die  Formeln  ziemlich  umständlich 
auf  Grund  der  allgemeinen  Theorie  der  Integration  einer  linearen 
Differentialgleichung  11.  0.  mit  constantem  Glied  abgeleitet.  Daran 
schliefst  er  die  graphische  Darstellung  durch  einen  rotirenden 
Vector^^^).  Den  EinfluDs  der  Gapacität  eines  eingeschalteten  Con- 
densators  auf  den  Ablauf  eines  Wechselstroms  bespricht  er^^*)  im 
Anschlufs  an  eine  mir  nicht  zugangliche  Abhandlung  von  Boucherot 
zunächst  ohne,  dann  auch  mit  Berücksichtigung  der  Selbstinduction; 
er  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  dabei,  wenn  der  Widerstand  klein 
ist,  die  Elenmienspannnng  sehr  hoch  ansteigen  kann  und  erklärt  da- 
mit den  sog.  Ferrantieffekt  qualitativ.  Erwähnt  sei  etwa  noch  die 
Behandlung  der  osci^lirenden  Entladung  eines  Condensators  ^^) ;  die 
Discussion  der  an  Wechselströmen  yorzunehmenden  Messungen**^); 
die  Besprechung  der  Kuppelung  von  Wechselstrommaschinen  ^^*),  im 
Anschlufs  an  Hopkinson^^®).  Die  Theorie  der  Transformatoren  be- 
handelt er  sowohl  algebraisch^*^),  als  geometrisch*^^,  beides  unter 
der  Voraussetzung  L^L^^  M^  ^  0*^«). 

Aus  dem  traite  von  Vaschy  ist  für  die  Theorie  der  Wechsel- 
ströme zunächst  die  Bemerkung*^**)  zu  erwähnen,  dafs  die  allgemeine 


9088)  traite '«**),  nr.  267,  p.  241.         9089)  nr.  488,  p.  614. 

9090)  le9on8'«**)  1,  nr.  180,  p.  216. 

9091)  nr.  181,  p.  220;  weitere  Ausführungen  nr.  196,  p.  247. 

9092)  nr.  198,  p.  249.         9098)  nr.  200,  p.  263. 

9094)  nr.  244,  p.  810;  Technisches  dazu  nr.  436,  p.  663. 

9096)  nr.  441,  p.  678.  9096)  nr.  460,  p.  601. 

9097)  nr.  461,  p.  606. 

9098)  Wenn  er  sagt,  er  betrachte  die  Selbstinduction  des  secundären 
Kreises  als  null,  so  meint  er  damit  nur,  dafs  sie  nicht  gröfser  ist,  als  die 
genannte  Bedingung  mit  sich  bringt. 

9099)  traite,  Paris  1890,  nr.  176,  Bd.  I,  p.  378. 
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Inductionsgleichung  §  110,  (549)  für   den   Fall  eines  einfach  perio- 
dischen Stromes  J  ^=  sm  mi  auch  durch: 

E^B^J  +  LJ'  (241) 

mit 

ersetzt  werden  kann. 

Der  zweite  Band  enthält  dann  eine  ausführlichere  Theorie  der 
Wechselströme  mit  ihren  drei  Anwendungen:  Wechselstrommaschineny 
^harmonische  Telegraphie"  und  Telephonie^^).  Voraus  schickt  er 
allgemeine  Sätze  über  periodische  Functionen  und  ihre  Darstellung 
durch  trigonometrische  Reihen;  als  Beispiel  führt  er  die  Entwick- 
lung an: 

Ofür  —  3r<^<  — a, 
a     ,    2    ^^  sin  na  cos  nt  ^   ^,  ^^^  /«j«\ 

:r+«^  V    -     =  '   1  «ir-a<<<a,  (243) 

(  0  für      a<i<n. 

Er  betont,  dafs  durch  eine  einfach  harmonische  elektromotorische 
Kraft  auch  ein  complex  periodischer  Strom  erzeugt  werden  kann, 
sobald  veränderliche  Permeabilität,  Hysteresis,  dielektrische  Bück- 
Standsbildung  oder  mechanische  Arbeitsleistungen  zu  berücksichtigen 
sind,  will  sich  aber  auf  solche  Fälle  nicht  einlassen;  für  die  Tele- 
phonie  kämen  sie  nicht  in  Betracht.  Eine  Note*^^^)  weist  darauf 
hin,  dafs  beim  Operiren  an  periodischen  Functionen  der  Frequenz- 
zahl  OD  das  Symbol  didi  denselben  Gesetzen  gehorcht,  wie  die  ima- 
ginäre Gröfse  G)i.  Dann  behandelt  er  zunächst  den  einfachen  Fall 
des  Telephons  ^^^');  er  zeigt,  dafs  man  die  Aufgabe  so  behandeln 
kann,  wie  wenn  das  Empfängertelephon  einen  bestimmten  schein- 
baren Widerstand  und  eine  bestimmte  scheinbare  Selbstinduction  in 
den  Stromkreis  einführte,  die  allerdings  von  der  Frequenzzahl  ab- 
hängig seien.  Auch  über  den  Einflufs  des  Gebertelephons  macht  er 
einige  Angaben®*"^);  so  erwähnt  er,  dafs  es  Fälle  gebe,  in  welchen 
ein  Strom  von  bestimmter  Periode  einen  Ton  von  halb  so  grolser 
Periode  (also  die  höhere  Oktave)  erzeugt.  Ein  eingeschalteter  Con- 
densator  von   der  Capacität  C  habe,  wenn  keine   Arbeit  verbraucht 


9100)  5.  Teil,  Kap.  3,  Bd.  U,  p.  90;  dieses  Kapitel  auch  lum.  ^lectr. 
37,  1890,  p.  101,  168. 

9101)  p.  96.   Vgl.  *»").         9102)  nr.  216,  p.  96.         9108)  p.  100. 
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wird,  dieselbe  Wirkung,  wie  eine  Verminderung  der  Selbstinduction 
um  C~^ö)"*;  andernfalls  ist  auch  noch  der  Widerstand  zu  ändern •**^*). 
Auch  die  Verhältnisse  des  Mikrophons  bespricht  er  nur  kurz^^®*). 

Eigentümlich  ist  seine  Behandlung  der  ,Jnductionsrollen  und 
Transformatoren^^  wohl  durch  den  Wunsch  veranlaDst,.  die  Integration 
von  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  so  viel  wie  möglich  zu 
umgehen  ^^^).  Indem  er  die  Gleichimgen  (30)  differentürt,  dann  be- 
nutzt, dafs  für  einen  einfach  periodischen  Strom  die  zweiten  Ab- 
leitungen der  Stromstärken  diesen  selbst  proportional  sind,  und  die 
primäre  Stromstärke  (aber  nicht  ihre  Ableitung)  eliminirt,  kommt  er 
zu  dem  Resultat:  wirkt  im  primären  Stromkreis  eine  elektromoto- 
rische Kraft  sin  co  t,  so  geht  im  secundären  alles  so  vor  sich,  wie  wenn 
in  ihm  eine  elektromotorische  Kraft: 

(244)  -  jjj^j;  „,  sin  (o,  <  +  arc  tg  ^) 

wirkte  und  sein  Widerstand  und  seine  Selbstinduction  um 

vermehrt  wären.  Dieses  q  kann  als  „nützlicher  Widerstand^  des 
Transformators  aufgefafst  werden.  Elektrostatische  Capacität  und 
Foucault-Ströme  (nicht  aber  Hysteresis  und  EinfluIiB  von  weichen 
Eisenkernen)  könne  man  berücksichtigen,  indem  man  nur  statt  des 
Symbols  Md/dt  ein  etwas  complicirteres  der  Form  N-i-Md/dt  he- 
nutze^^^^).  Doch  sei  dann  die  Berechnung  des  „nützlichen  Wider- 
stands^^ complicirter.  Auch  erwähnt  er^^),  dafs  man  die  Gesetze 
der  Verzweigung  von  Wechselströmen  aus  denjenigen  der  Verzweigung 
von  stationären  Strömen  dadurch  ableiten  könne,  dafs  man  in  diesen 
überall  B  durch  R  +  L  d/dt  ersetze. 

Es  folgen  Anwendungen  auf  praktische  Probleme,  passende  Wahl 
der  Apparate  u.  dgl.  U.  a.  zeigt  er^^^),  dafs  die  Einschaltung  einer 
Inductionsrolle  in  eine  Telephonleitung  —  unter  bestimmten  Voi^ 
aussetzungen,  wie  er  selbst  hervorhebt  —  die  Klangfarbe  nicht  ändert 

Dann  wendet  er  sich  zur  Fortpflanzung  eines  Wechselstromes 
durch  eine  Leitung  *^^*^).  Wird  in  die  Differentialgleichung  §  110, 
(222)  ein  Ausdruck  der  Form: 

V  =  Ä(x)  cos  (ot  +  B(x)  sin  (ot 

9104)  nr.  217,  p.  101.         9105)  nr.  218,  p.  102. 

9106)  nr.  219,  p.  104.         9107)  p.  106.         9108)  nr.  220,  p.  109. 

9109)  nr.  221,  p.  122.         9110)  nr.  222,  p.  122. 
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eingesetzt,  so  ergeben  sich  fOr  die  Functionen  Ä^  B  des  Ortes 
lineare  Differentialgleichungen,  die  sich  durch  Exponentialfnnctionen 
integriren  lassen.  Wird  dann  a;  »  0  gesetzt,  so  ergiebt  sich  für  den 
Wert  von 

am  Anfangspunkt  der  Leitung  ein  Ausdruck  der  Form: 

üf  sin  co^  +  '^'  cos  00^,  (2*7) 

in  dem  M  und  N  von  den  Constanten  der  Leitung  und  von  der 
Frequenzzahl  abhängen;  und  daraus  dann  weiter: 

(M^  +  N^)  sin  G)t  =  (MB  +  NLg))J  +  (ML  -  NB)J\     (248) 

d.  h.  das  Gesetz  des  Strome erlaufs  am  Anfangspunkt  ist  dasselbe, 
wie  wenn  die  Linie  einfach  den  Widerstand  und  die  Selbstinduction: 

MB  +  NLa  ML —  NB  .        . 

M^  +  N^     '  M^  +  IP  ^^^), 

hätte.  Die  Constanten  M,  N  bestimmt  er  f&r  die  beiden  Fälle,  dafs 
das  andere  Ende  isolirt  oder  zur  Erde  abgeleitet  ist.  Nachher  be- 
handelt er  das  Problem  auch  noch  unter  der  Voraussetzung  ^*^^),  dafs 
am  andern  Ende  ein  Empfangsapparat  von  bestimmtem  Widerstand 
und  bestimmter  Selbstinduction  vorhanden  ist  Schliefslich*^**)  be* 
spricht  er  noch  kurz  „den  variabeln  Zustand,  der  dem  periodischen 
vorhergeht^^  indem  er  die  Formel  zur  Ableitung  des  Litegrals  einer 
lineai-en  Differentialgleichung  mit  zweitem  Glied  aus  dem  Integral 
der  entsprechenden  Differentialgleichung  ohne  zweites  Glied  auf  die 
Entwicklimg  §  110,  (549)  anwendet. 

Ein  Verfahren  von  W.  Brew  zur  Bestimmung  von  Selbst- 
inductionscoefficienten  kenne  ich  nur  aus  zwei  Darstellungen  zweiter 
Hand^*^*).  Der  Strom  wird  zunächst  durch  ein  Voltmeter  geleitet, 
ohne  Einschaltimg  der  zu  messenden  Spule;  ist  Bq  sein  Widerstand, 
so  ist  die  Ablesung  zu  Bq  proportional.    Wird  dann  noch  die  Spule 


9111)  nr.  228,  p.  127. 

9112)  nr.  224,  p.  180. 

9118)  electrician  26,  1890,  p.  206  und  A.  J.,  elektrot.  Zeitschr.  11,  1890, 
p.  462. 
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vom  Widerstand  B  und  der  Selbstindnction  L  eingeschaltet,  so  er- 
hält man  einen  zweiten,  zu 

(250)  lio  +  VR^  +  G)*i* 

proportionalen  Ausschlag.  Dabei  sei  die  Phasendifferenz  zwischen 
Spule  und  Meisinstrument  vernachlässigt;  wolle  man  sie  berück- 
sichtigen, so  müsse  man  den  letzteren  Ausdruck  durch 


(251)  YiR^  +  By+io^L* 

ersetzen  f?]. 

A.  Roiti^^^*)  berichtet  über  Versuche  mit  Transformatoren. 
Er  recapitulirt  die  elementare  Theorie  (mit  i^  i,  —  M^  «=  0)  und 
bemerkt,  dafs  die  dabei  erhaltene  Schlufsgleichung:  ,,gelieferte 
Energie  gleich  Summe  der  in  den  beiden  Stromkreisen  verbrauchten 
Wärmemengen"  sich  auch  direkt  aus  dem  Energieprincip  ergiebt,  da 
diese  Theorie  ja  alle  Energieverluste  vernachlässigt.  Es  gehe  übrigens 
daraus  hervor,  dafs  man  bei  Bestimmung  der  gelieferten  Energie 
das  Wattmeter  entbehren  könne  und  aufser  den  beiden  Widerständen 
nur  die  mittleren  Quadrate  der  Stromstärken  mit  dem  Dynamometer 
oder  dem  Calorimeter  oder  dem  CardeVschen  Voltmeter  zu  messen 
brauche.  Das  Wattmeter  sei  nur  erforderlich,  wenn  man  die  zer- 
streute Energie  bestimmen  wolle;  dann  brauche  man  aber  ein  Prä- 
cisionsinstrument.  Weiter  *^*^)  bespricht  er  zwei  verschiedene  An- 
ordnungen des  Wattmeters  zur  Messung  von  Wechselströmen,  je 
nachdem  die  beiden  Punkte,  von  denen  Leitungen  zu  der  Dynamo- 
meterrolle mit  grofsem  Widerstand  gehen,  die  andere  Rolle  zwischen 
sich  enthalten  oder  nicht.  Genaue  Resultate  gebe  eine  Methode  ^^^*), 
bei  der  das  Quadrat  der  beiden  mittleren  Stromstärken  mit  zwei 
Dynamometern,  das  mittlere  Quadrat  der  elektromotorischen  Kraft 
im  primären  Stromkreise  mit  dem  CardeVschen  Voltmeter  gemessen 
wird;  der  Nachteil  sei  dabei  nur,  dafs  man  eine  kleine  Grrölse  als 
Differenz  von  zwei  grofsen  bestimme.  Die  Elektrometermessungen, 
auch  die  mit  verbesserten  neueren  Apparaten,  findet  er  nicht  genau. 
Zum  SchluTs  weist  er  auf  die  Nothwendigkeit  weiterer  Untersuchungen 
über  Hysteresis  hin,  namentlich  darüber,  ob  deren  Gesetz  bei  grofsen 
Frequenzzahlen  noch  dasselbe  sei,  wie  bei  kleinen. 


9114)  lum.  ^lectr.  85,  1890,  p.  479. 

9115)  p.  481.  Seltsamer  Weise  spricht  er  nach  allen  darüber  schon 
geführten  Discussionen  erst  noch  Zweifel  aus  (p.  525),  ob  die  Angaben  des 
Wattmeters  auch  richtig  seien,  wenn  die  beiden  durch  seine  beiden  Rollen 
geleiteten  Ströme  eine  Phasendifferenz  aufweisen^ 

9116)  p.  526. 
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S.  Chaperon  ^^^^  behandelt  im  Anschlufs  an  Vorlesungen  von 
Vaschy  einerseits,  an  Mascart  und  Joubert®*^*^)  andererseits  noch 
einmal  den  Einflufs  von  Selbstinduction  und  Capacität  in  der  Brücken- 
combination  in  sehr  unübersichtlicher  Bezeichnungsweise.  Vaschy 
setze  in  Analogie  zu  dem  in  der  Optik  geläufigen  Verfahren  an 
Stelle  der  zu  bestimmenden  Functionen  gleich  Exponentialfunctionen 
complezen  Arguments,  wodurch  die  Differentialgleichungen  in  die 
[determinirenden]  algebraischen  Gleichungen  übergehen. 

E.  Massin^^^®)  discutirt  noch  einmal  die  Inductions Wirkungen 
von  Wechselströmen  unter  der  vereinfachenden  Voraussetzung,  dafs  die 
Rückwirkung  des  secundären  Stromes  auf  den  primären  zu  ver- 
nachlässigen ist.  Durch  Differentiation  und  Elimination  erhält'  er 
eine  Gleichung  erster  Ordnung  für  e/j.  Bei  Vorhandensein  von 
Eisen  müsse  man  Obertöne  berücksichtigen.  Auch  den  Fall,  dafs 
ein  Condensator  eingeschaltet  ist,  bespricht  er^^^^). 

A.  Palaz*^^)  stellt  die  „elementargeometrische"  [auf  der  An- 
nahme Xj  ij  —  Jtf  *  =»  0  beruhende]  Theorie  der  Transformatoren 
noch  einmal  dar,  im  Anschlufs  an  Kapp,  Rechniewski®®'^),  Jacquin^^*) 
und  besonders  an  Steinmetz*®^®);  namentlich  bespricht  er^^^)  die 
Verschiedenheit  in  der  Art  der  Berücksichtigimg  der  Hysteresis 
bei  Kapp  und  bei  Steinmetz. 

P.  Lange V in  ^^^  behandelt  noch  einmal  die  Verzweigimg  von 
Wechselströmen.  Durch  Summation  über  sämtliche  neben  einander 
liegende  Zweige  erhält  er  eine  Gleichung,  deren  Integral  ist: 

^  «7,  =  E  sin  (ö<  ^  ^n-  ,-^Ti  —  cöE  cos  at  ^  vi.  r-  "«-^i       / 
^    *  -^ä;  +  ««X:  ^Rl  +  ai^Ll       (252) 

«=  E  (J.  sin  o)f  —  toB  sin  (oi)  . 

Soll    sie  mit  der  Gleichung  (9)   des   einzelnen  Wechselstroms   über- 
einstimmen, so  muis  sein: 

r>  T 

und   daraus   ergeben   sich   die   Formeln  (157).     Die   so   gewonnenen 
Werthe  für  den  scheinbaren  Widerstand  und   die   scheinbare  Selbst- 

9117)  j.  de  phyB.  (2)  9,  1890,  p.  489.  Ein  die  Behandlung  verschiedener 
Fälle  von  einander  trennender  Satz,  wenn  nicht  ein  ganzer  Absatz,  mufs 
ausgefallen  sein;  dadurch  ist  der  Aufsatz  zum  Teil  kaum  verständlich. 

9118)  ann.  t^^gr.  (8)  17,  1890,  nr.  6,  p.  491.         9119)  nr.  8,  p.  497. 
9120)  lum.  ^lectr.  38,  1890,  p.  801.         9121)  p.  306. 

9122)  r^lectricien;  mir  war  nur  der  Auszug  Zeitschr.  f.  Elektrot.  11, 
1890,  p.  6«8  zugänglich. 
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induction  der  zusammengesetzten  Leitung  sind  nur  dann  von  der 
Frequenz  unabhängig,  wenn  die  Zeitconstanten  aller  neben  einander 
geschalteten  Leiter  einander  gleich  sind. 

§  112.     Elektricitätsleitung  in  Erystallen. 

Elektricitätsleitung  in  anisotropen  Mitteln  ist,  soviel  ich  sehe, 
zuerst  von  N.  A.  Renaud^^**)  besprochen  worden.  Er  giebt  „en 
partant  des  formules  connues  relatives  a  la  chaleur^^  [§  106]  die 
Differentialgleichung  für  die  Strömung  in  einer  ErjstaUplatte: 

und  ihr  elementares  Integral: 

auch  leitet  er  daraus  durch  Superposition  allgemeinere  Litegrale  ab. 
Dabei  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  hier  die  Stromlinien  nicht 
rechtwinklig  zii  den  Niveaulinien  sind®^^).  Hauptsächlich  behandelt 
er  Anordnungen  mit  einer ®**^)  oder  mit  zwei  Elektroden®^**).  Als 
Grenzbedingung  giebt  er,  wenn  F{xy  y)  =»  0  die  Gleichung  der  Be- 
grenzung ist®^*^; 

(3)  A'^'Z+Bp^^O. 

^  ^  dx  dx    '       dy  dy 

Als  Beispiel  behandelt  er  den  Fall  einer  geeignet  gewählten  Ellipse 
mit  zwei  willkürlich  gelegenen  Elektroden®^**).  Für  den  Fall,  dals 
die  Strahlung  nicht  vernachlässigt  werden  kann,  also  an  Stelle  der 
Gleichung  (l)  die  allgemeinere 

tritt ®^*®),  giebt  er  als  Elementarlösimg: 

n 

(5)  u^Jc—^ü^^^^dw,     P  =  ]/x«+-jV 


9123)  Nancy  m(^m.  1861,  p.  292;  Auszug  Paris  C.  B.  6S,  1861,  p.  26. 

9124)  p.  303.       9126)  §  4,  p.  801.    9126)  §  6,  p.  804. 
9127)  §  7,  p.  310.    9128)  §  8,  p.  Sil.    9129)  §  9,  p.  816« 
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Ein  dritter  Abflohnitt®^**)  bebandelt  Strömung  in  einer  gegen  die 
Hauptaxen  der  Leitfähigkeit  geneigten  Platte;  die  Differentialgleichung 
wird  hier  zunächst: 

kann  aber  durch  Drehung  des  Coordinatensjstems  auf  die  einfachere 
Form  (1)  gebracht  werden.  Der  Schlufsabschnitt  endlich  ^^*^)  betrüSt 
Strömung  in  einem  unbegrenzten  dreidimensionalen  anisotropen  Mittel. 
Später  wird  das  Problem  allgemein  von  Maxwell  behandelt. 
Er  setzt  ®^'*)  die  drei  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft 
linearen .  Functionen  der  Componenten  der  Stromstärke  proportional: 

(„equations  of  resistance^^).  Daraus  ergeben  sich  umgekehrt  die 
letzteren  als  lineare  Functionen  der  ersteren: 

j,  =  Ai,x+Ai,r+;,3Z,...  (8) 

(„equations  of  conductivity").  Die  q  nennt  er  Coef&cienten  des 
Widerstandes,  die  k  Coefficienten  der  Leitfähigkeit.  Er  meint:  hätten 
wir  die  Freiheit  den  Körper  als  aus  linearen  Leitern  zusammen- 
gesetzt anzusehen,  so  würde  aus  dem  Reciprocitätsgesetz  folgen,  dafs 
allgemein 

sein  müfste;  er  hält  es  überhaupt  fCbr  wahrscheinlich,  dafs  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt  sei  (am  ehesten  könne  man  noch  erwarten, 
«ine  Abweichung  bei  Magneten  vorzufinden*^^),  will  aber  doch  die 
Oonsequenzen  der  Annahme  yerfolgen,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist. 
Der  Ausdruck  für  die  Stromarbeit  wird: 

9ii  J2  +  •  •  +  (9i.  +  ?«)>^«<^  +  •  • ;  (10) 

das  mufs  also  eine  definite  quadratische  Form  sein.  Das  Axen- 
sjstem,  bei  dessen  Benutzung  sich  diese  Form  auf  eine  Summe  von 
<juadraten  reducirt,  ist,  wenn  die  Bedingungen  (9)  nicht  erfüllt  sind, 
nicht  identisch  mit  demjenigen,  das  dasselbe  leistet,  wenn  die  Arbeit 
durch  die  Kraftcomponenten  ausgedrückt  ist.     Strömt  die  Elektricität 

9180)  §  12,  p.  323.         9181)  §  16.  p.  333. 

9182)  treatise"'*)  1,  nr.  297,  p.  844.  Er  operirt  durchweg  mit  den 
beiden  Gleichungssjstemen  (7)  und  (8)  Debeneinander,  wie  denn  überhaupt 
eeine  Mathematik  unter  dem  Einflufs  der  damals  in  England  alleinherr- 
flchenden  Invariantentheorie  steht. 

9133)  nr.  308,  p.  849. 
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von  einer  punktförmigen  Quelle  aus,  so  sind  die  Niveauflächen  con- 
centrische  [ähnliche  ^^^)]  EUipsoide,  deren  Axen  mit  den  Hanptaxen 
der  Leitfähigkeit  zusammenfallen.  Er  transformirt  auf  diese  Axen 
und  bemerkt  dazu:  die  geeignetste  Methode  zur  Behandlung  solcher 
Probleme  sei  die  der  ^»linearen  Vectorfunctionen",  will  aber  die  Sjrm- 
bolik  der  Quaternionentheorie  nicht  benutzen  ^^'^).  Es  ergiebt  sich, 
dafs  der  von  den  ,,rotatorischen^^  Coefficienten  abhängige  Teil  der 
elektromotorischen  Ei*aft  aufgefafst  werden  kann  als  Yectorteil  des 
Produkts  aus  einem  constanten  Yector  T  und  dem  Strom. 

Als  Grenzbedingung  giebt  er,  dals  an  der  Grenze  zweier  ver- 
schiedenen Medien  sowohl  das  Potential,  als  der  Strom  sich  stetig 
ändern  müssen  ®^**).     Aus  der  ersten  Bedingung  folgt,  dafs 

(11)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =-  X^dx  +  Y^dy  +  Z^dz 

sein  muTs,  sobald  dx^  dy^  dz  durch  die  Bedingung 

(12)  Idx  +  mdy  +  ndz  =  0 

verknüpft  sind;  das  giebt: 

(13)  Xj  =  X  +  ^n6l,       Fl  =  r  +  4:%6m,       Z^^  Z+  ^Ttan, 

und  c  bedeutet  dabei  die  Oberflächendichte;  die  zweite  Bedingung 
liefert  dann  eine  Gleichung  zur  Berechnung  dieses  a.  Weiterhin  ^*'^) 
bestimmt  er  noch  den  Widerstand  eines  Condensators,  der  aus  einer 
Anzahl  Platten  abwechselnden  Materials  gebildet  ist.  Auch  wenn 
die  einzelnen  Platten  isotrop  sind,  hat  ein  solches  Gebilde  eine  andere 
Leitfähigkeit  parallel  zu  den  Platten  als  senkrecht  zu  ihnen.  Indem 
er  das  Verfahren  wiederholt,  erhält  er  auch  ein  Gebilde  mit  drei 
verschiedenen  Hauptleitfähigkeiten,  aber  ohne  rotatorische  Coeffi- 
cienten. Auch  betrachtet  er^^^)  die  Veränderung  der  Leitföhigkeit 
eines  Parallelepipeds  durch  einen  Kanal  anderer  Leitfähigkeit,  der 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  verbindet,  findet  aber^  dafs  auch 
diese  Annahme  auf  keine  rotatorischen  Coefficienten  führt  Wohl 
aber  ist  das  der  Fall,  wenn  inmier  vier  von  den  acht  Ecken  des 
Parallelepipeds   paarweise  durch  Drähte  verbunden  werden  ^^'^). 

9134)  nr.  302,  p.  348.  Die  deutsche  Übersetzung  behauptet  irrthümlicher- 
weise  „confokale". 

9185)  nr.  303,  p.  349.  9130)  nr.  810,  p.  860. 
9137)  nr.  819,  p.  869.  9188)  nr.  328,  p.  372. 
9189)  nr.  324,  p.  873. 
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B.  Elie^^^)  setzt  im  Anschlufs  daran  auseinander:  sind  die 
rotatorischen  Coef&cienten  von  null  verschieden ,  so '  sind  die  DiflFe- 
renzen 

^/'  _  ^/l ,  .  .  .  (14) 

nicht  null,  man  erhält  also  eine  „Rotation  der  Stromlinien".  Für 
eine  einzelne  Electrode  werden  sie  Spirallinien  auf  Rotationskegeln, 
in  der  Ebene  logarithmische  Spiralen,  seihst  wenn  die  Niveaukurven 
concentrische  Kreise  sind. 

0.  Heaviside  kommt  in  seiner  Darstellung  der  Theorie ^*®^) 
auch  auf  die  Verhältnisse  in  anisotropen  Mitteln  zu  sprechen  *^*^). 
Er  setzt  die  Gleichungen  allgemein  an,  ohne  die  Annahme  (9)  ein- 
zuführen, und  erwähnt,  dafs  sie  sich  wie  in  der  Lehre  von  der 
Wärmeleitung  [§  103]  mit  Hülfe  z^weier  EUipsoide  geometrisch  deuten 
lassen.  Für  den  Fall,  dafs  keine  rotatorischen  CoefQcienten  auf- 
treten, fOhrt  er  auch  die  beiden  andern  EUipsoide  ein.  Dann  be- 
spricht er  die  einfachsten  Fälle  von  Unsymmetrie,  namentlich  den, 
dafs  die  Gleichungen  die  Form  haben: 

Z  =  Q,J,  +  'IW,  -  T,J^.  ^^^' 

Dazu  giebt  M.  Minchin^^*^)  in  der  Sprache  der  Quatemionen- 
theorie  das  CoroUar:  wenn  die  elektromotorischen  Kräfte,  die  Ströme 
in  den  Coordinatenrichtungen  bedingen,  alle  in  eine  Ebene  fallen,, 
so  fällt  die  zu  einem  beliehig  gerichteten  Strom  gehörende  elektro- 
motorische Kraft  in  diese  Ebene.  Heaviside  fügt  bei^^*'):  man 
könne  sich  dieses  Corollar  noch  leichter  verständlich  machen,  wenn 
man  in  ihm  zunächst  Strom  und  Kraft  vertausche.  Natürlich  könne 
man  eine  elektromotorische  Kraft  in  beliebiger  Richtung  wirken  lassen; 
aber  eine  Componente  in  anderer  Richtung,  als  es  Minchin's  Satz 
verlange,  trage  nichts  zur  Aufrechterhaltung  des  Stromes  bei.  Auch 
erwähüt  er  den  noch  weiter  ausgearteten  Fall,  dafs  alle  Compo- 
nenten  in  dieselbe  Gerade  fallen.  —  Weiterhin®*^*)  giebt  er  dann 
noch  das  Analogon  zur  Joule'schen  Energiegleichung  EJ=RJ^  in 
der  Form  (10);  die  rotatorischen  Coefficienten  treten  in  ihr  nicht 
auf.  Diese  Gleichung  discutirt  er  schliefslich '•'^*^)  noch  weiter,  na- 
mentlich in  Bezug  auf  die  aus  ihr  folgenden  Minimumseigenschaften. 

9140)  j.  de  phys.  (2)  6,  1887,  p.  431. 

9141)  electrician  11,  1883,  p.  198.         9142)  ib.  p.  280. 
9148)  ib.  p.  265.  9144)  p.  296.  9146)  p.  843. 
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A.  Rosen*^**)  giebt  die  Verallgemeinerung  des  Helmholtz'schen 
Satzes  ^^^')  auf  anisotrope  homogene  Lieiter,  auf  Gmud  einer  ent- 
sprechenden Verallgemeinerung  des  Green'schen  Satzes.  Er  erhält 
eine  Gleichung  der  Form: 


(16) 


E^J  ^EJ^-'2  fv{la  +  mß'hny)d 


CO 


in  der 

(17)  a^T,'^-I^^,... 

ist  und  V,  Fj  die  von  den  elektromotorischen  Kräften  jB,  ^,  er- 
zeugten Potentiale  bedeuten.  Bei  der  von  y.  Ettinghausen  und 
Nemst  untersuchten  Erscheinung  seien  die  Integrale  ohne  EinfluTs, 
so  dals  hier  das  Helmholtz'sche  Beciprocit&tsgesetz  in  derselben  Form 
gilt  wie  bei  isotropen  Substanzen. 

9146)  Stockh.  öfvers.  1887,  p.  197. 
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